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SUR UNE FAMILLE DE FONCTIONS HARMONIQUES 
LIEES A UNE FONCTION DONNEE

DANS UN INTERVALLE

Par Franciszek Leja, Kraków

Soit /(®) une fonction róelle, dófinie et continue dans un 
intervalle I—^a, 2 un parametre róel et n un nombre na-
turel fixe. fitant donnós n-f-1 nombres diffórents quelconques 
Co, appartenant a I, que nous dósignerons aussi par
une seule lettre £
(1) <t0,

considórons les n+1 polynómes de Lagrange correspondant 
aux points (1):

et formons la somme
(2) F„(®,2,O=Ź

1=0

se róduisant pour a?=C0, Cp a 

et ayant une valeur positive pour chaque valeur róelle ou com- 
plexe de la variable x.

Lorsque les points (1) varient arbitrairement dans l’inter- 
valle I la somme Fn(x, 2, C) reste bornóe infórieurement pour 
chaque x, 2 et n fixe. Posons
(3) Fn(x, 2) = borne inf {Fn(x, 2, £)}

(Cel)
et observons qu’on a toujours Fn(x, 2)>0, donc la formule
(4) fn(x,k)=l/nlogFn(x, 2), pour n=l,2,...,
Rocznik Pol. Tow. T. XVII 1



2 F. LEJA

fait correspondre a chaąue 2 róel une suitę infinie de fonctions 
róelles, dófinies dans le plan entier de la variable complexe x.

Dans le travail: Sur certaines propriótós de la for
mule d’interpolation de Lagbange, insóró dans ce jour
nal1), j’ai dómontró que:

I. La suitę (4) tend pour chaąue x et 2 fixe vers une limite 
finie

(5) lim/n(a>, 2)=/(<r, 2),
n->oo

la fonction limite f(x, 0), correspondant d 2=0, etant identiąue 
a la fonction de Green du domaine infini exterieur d I ayant 
son póle au point x=oo.

II. Pour chaąue naleur fixe de x appartenant d Vinterralle 
1 Vexpression

(6) 1/2/(®, 2) 
reste bornee au yoisinage de 2=0.

Les fonctions de la variable complexe x de la familie

f(x, 2), —oo<2<oo,

dependent manifestement dans le cas 2=ł=0 de la fonction 
donnóe f(x). On sait qu’elles sont toutes harmoniąues et rć- 
gulieres dans le plan entier de x a l’exception des points de 
l’intervalle I au plus 2).

Le but de ce travail est de próciser la proposition II et 
d’en tirer une móthode d’approximation des fonctions conti
nues. Nous allons notamment demontrer le thóoreme suivant:

III. L'expression (6) tend dans l'internalle I wers la fonction 
donnee f(x) lorsąue 2 tend vers zero

lim 1/2 /(®, 2)=/(®),

la connergence etant uniforme dans V intern alle I.

i) t. XVI, 1938, p. 112—125.
*) Bulletin de 1’Acad. Polon, des Sc. et des Lettres, Sc. Mathóm.,

Kraków, 1936, p. 79—92.
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Dómonstration. Dósignons, comme dans le trayail pró
códent3), par 0^(0:,1,£) pour j=O,l,...,n le polynome

(7) 0^(M,O=-^(®,C)-^AS')
et soit
(8) 0„(a;,l)= borne inf (max |0^(®, !,£)[}

(Cel) W
la borne infórieure du plus grand des modules 0Ź/)(£, A, C), 
j=0,l,lorsąue, x, A et n ótant fixes, les points (1) va- 
rient arbitrairement dans Finteryalle 1. On sait d’aprós ce 
trayail que, ąuels ąue soient x et A, il existe la limite

II_______
(9) lim |/0n(a>,A)=0(a,A)H->OO
et qu’on a identiąuement

(10) /(M)= log0(®,A).
D’autre part, on sait que, si x appartient a. l’intervalle I, 

on a, quel que soit 1 = 0, 1’inógalitó
(11) 0(a?,l)^e2Ax).

Je dis qu’a chaąue e>0 on peut faire correspondre deux 
nombres positifs Ai et A2 tels que, quel que soit x appartenant 
a 1, on ait les inógalitós suiyantes:

0(®,A)>exhW-d Si 0<A<ln
0(ic,A)>e2'Ax)+d si — A2<A<0.,

En effet, soit tj un nombre positif ąuelconąue. Puisąue 
la fonction eAx) est continue dans I il existe d’apres le thóoreme 
connu de Weierstrass un polynome P*(a?) et un nombre Ó>0 
tels qu’on ait dans Finteryalle 1

(13) <P„(x)<eeM+ri

pour chaąue yaleur de q remplissant la condition

(14)

3) Ce journal t. XVI, 1938, p. 114. Je suppose que ce trayail est connu

du lecteur.

1*



4 F. LEJA

Soit k le degró du polynome P*(a?). Posons

A1=l/fc

et soit A un nombre fixe quelconque satisfaisant aux inó- 
galitśs

0<A<AP

II est clair qu’on peut lui faire correspondre deux nombres 
naturels p et q et un nombre q appartenant a l’intervalle (14) 
tels qu’on ait
(15) *=Q-p/y-

Observons qu’on a l’inćgalitć

(16) p/q<l/k

car p/q est plus petit que A et A est plus petit que 1/k.
Soit n un nombre naturel fixe quelconque de la formę

(17) n=v-q/p, ou v—p, 2p, Sp, ...

et x un nombre appartenant a l’intervalle I. Faisons corres
pondre a ces deux nombres et au nombre A considóró plus 
haut n+1 points

{y0,yi,-,yn}=y

de l’intervalle I tels qu’on ait

(18) 0n(ic, A) max \^\x, A, y)\A)
(/)

ce qui est toujours possible d’apres la formule (8) car on 
a toujours 0„(a?,A)>O. Formons maintenant les polynómes 
de Lagrange L„Xx,y), j=0,l,...,n, correspondant aux points 

•••,?/« et observons que leur degró n est, d’apres (16) 
et (17), plus grand que kv. Puisque le polynome

[P*(a)]v
est du degró kv, on a d’apres la formule d’interpolation de 
Lagrange identiquement
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d’ou rósulte, d’apres (13), 1’inógalitó

evtM~vt> |Z y)|.
/=0

Mais on a, d’apres (15) et (17), vQ=nX et, comme

Z</)(®,2/)enW=0</>(a.,A,z/),
on voit que

enZM-nZV/Q^ £enW<>' \^(x,l,y)\
J=o

et par suitę on a d’apres (18)
2(n+l)e"^/p. 0„(®,A),

ce qui entraine immódiatement 1'inćgalitó

|/0„(a!,A)^7;-l------ /Wx)-2W1.

|2(n+l)
Faisons maintenant tendre le nombre n vers l’infini en 

posant n—v-qjp et r=p,2p,3p,... En tenant compte de la for
mule (9) on deduit de la derniere inógalitó la suivante

0(«?,2)^?tAx)_2,?/el
et, puisque j?^l, on voit que, si 0<2<A1, on a 

0(M)^eXt/W_2’zl-
La premiere des inćgalites (12) est donc dómontróe car on 

peut poser 2^=6.
Pour etablir la seconde des inógalitós (12) considórons un 

nombre positif quelconque y et faisons correspondre a la fonc
tion un polynóme Qm(x) et un nombre <5>0 tels qu’on
ait dans l’intervalle I

(19) e-^-ri<Qm(x)<e-eM+v

pour chaque valeur de q remplissant la condition l^gCl+ó. 
Soit m le degre du polynóme Qm(x). Posons 2^1/m et soit 2 
un nombre fixe quelconque appartenant a l’intervalle —22<2<0. 
On peut lui donner la formę

X=—Qp/q,

ou o appartient a l’intervalle <1,l-(-<5> et ou p et q sont des 
nombres naturels remplissant la condition p/q<l/m.
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Soit n un nombre naturel de la formę (17) et x un nombre 
appartenant a l’intervalle I. Faisons correspondre a ces deux 
nombres et a 2= — Q-plq,n+1 points yo,yi,...,yn de l’intervalle 1 
tels que les inógalitós(18) soient satisfaites. Puisąue n=v-q/p>vm, 
le degrć du polynóme

est plus petit que n, et par suitę on a identiquement

/=o

d’ou rósulte, d’apres (19), 1’inógalitó

y)|
J=o

et comme n2= — qv on en dóduit d’apres (18) l’in4galitć suivante:
2(n + 1) <pn(Xt A)>

II en rósulte comme plus haut que, si —22<2<0, on a
0(®, 2) eZIAx)+2W] eX[Ax)+2V]

donc la seconde des inógalitós (12) est ótablie car on peut 
poser 2r]=e.

Des inógalitós (11) et (12) rćsulte la conclusion suivante: 
A chaque nombre e>0 on peut faire correspondre un nombre 
positif 20=min(2i,22) tel qu’on ait

f(x)— £ ^ l/21og 0(®,2) ^/(a?) si 0<2<20,
f(x) 1/2log 0(^,2) 52/(«) + £ si 0<—2<2O,

et par suitę notre thóoreme est demontrś car on a identique- 
ment /(®,2) = log 0(a?,2).

Considórons les fonctions Fn(x,k) dófinies par la formule (3) 
et correspondant a la fonction donnee f(x). D’apres les thóo- 
remes I et II il existe dans l’intervalle I la limite rćitóree

(20) lim (lim l/n2 log Fn(a?,2)}
X->0 n->oo

et elle est ógale a la fonction /(a?). En particulier on a dans 
l’intervalle I
(21) lim (lim min log F„(x,l/m)}=f(x).

n->oo
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Cette formule permet d’approcher une fonction continue quel- 
conąue f(x), dśfinie dans un intervalle I, par des yaleurs fron- 
tieres des fonctions harmoniąues

lim m/nlog Fn(x, l/m)=mf(x, 1/m),
n-^oo

regulieres dans le plan entier a l’exception des points de l’inter- 
valle I au plus.

Remarąuons que si A tend vers zóro par des yaleurs d’un 
meme signe la limite (20) existe aussi a l’exterieur de l'inter- 
yalle I, mais, dans ce domaine, elle est partout infinie.



CONTRIBUTION A UETUDE DES TRANSFORMATIONS 
ESSENTIELLES

Par Karol Borsuk, Warszawa

1. Une transformation eontinue / d’un espace1) X en un 
autre espace Y est dite, d’apres M. H. Hopf 2 3), essentielle, 
lorsąue pour toute familie de fonctions {/,}CY'V3) telle que jQ=1 on a Y=Ą(Z). En gónśralisant cette notion, nous allons 
introduire la definition suivante:

2) Tous les espaces a considórer seront supposós mótriąues.

2) Voir H. Hopf, Uber wesentliche und unwesentliche Abbildungen 
non Komplexen, Recueil Math. de Moscou 1930, p. 53. Voir aussi P. Ale- 
xandroff et H. Hopf, Topologie I, Berlin 1935, p. 492.

3) Yx dósigne la classe de toutes les transformations continues des 

1’espace X en sous-ensembles de 1’espace Y. Par une familie {ft}(XYx 
j’entends dans cette Notę une fonction /,(x) de deus yariables x e X et 

0<X<:l telle ąue pour toute yaleur de t on a jteYx et pour tout e>0 il existe 

uni?>0tel ąue T inógalitó \t—t'| <■>? entraine 1’inegalite (>[fz(a;),f/,(a:)]<» 
pour tout x e X.

4) Par entourage (d’un point ou d’un ensemble) j’entends dans cette
Notę toujours un entourage ounert.

6) <a,0> dósigne 1’ensemble des nombres róels t assujettis b l’inóga- 
litó a

Definition 1. Un sous-ensemble B de Y est recourert par Pirnage de la fonction f d'une maniere essentielle, lorsqu’il existe 
un entourage4 *) U de 1’ensemble f~\B) tel que pour toute 
familie de fonctions {/JCY* satisfaisant aux conditions:

(1) /«=/,
(2) ft{X—U)CY—B pour tout ie<^0,l)>6) 
on ait
(3) BC/^Z).
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L’entourage V de B constituant aussi un entourage pour 
tout sous-ensemble de B, on en conclut:

(4) Chaąue sous-ensemble d'un ensemble recourert par Cimage 
de / d'une maniere essentielle est lui-meme recourert par 
rimage de / d'une maniere essentielle.

2. Remarąuons qu’on peut remplacer dans la dófinition 
d’un recouvrement essentiel la condition (2) par la condition 
suivante:

(2') pour tout xeX—U et

Afin de prouver ceci, il suffit de montrer que l’existence 
d’une familie de fonctions {/JCY* satisfaisant aux conditions
(1) et (2) et d’un point b tel que

(5) beB-^X)

entraine l’existence d’une familie {f*}CYx satisfaisant aux 
conditions

(1*) /„*=/,
(2*) j*{x) — j{x) pour tout xeX—TJ et

(5*) beB-ft(X).

D’apres (2) et (5) il existe pour tout xeX — U un entourage 
Gx tel que b eB—ft(Gx) pour tout 1)>. Or, 1’ensemble
G— 2? Gx est un entourage de I—U tel que

xeX-U

(6) beB—ft(G) pour tout

Ceci ótabli, considórons dans le produit cartósien Ix<0,1) 
les ensembles (A —Z7)x<O,l> et (X— G)x<0,l>. Ces ensembles 
ótant disjoints et fermós, la fonction róelle /Jx,t) dófinie dans 
1’ensemble T=(X— Z7)X<0,l>+(A—G)x<0,l>+Ix (0) parłeś 
formules

(7) A(a?,t) = O pour tout (x,t)e(X — Z7)x<0,l>,
(8) ł(x,t) = t pour tout (®,i) e(T—G)X<0,l/’,
(9) A(a>,0) = 0 pour tout xeX 
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est continue. L’ensemble T ótant fermó, il existe un prolon- 
gement continu de i.(x,t) (que nous allons dósigner aussi par 
A(a?,Z)) sur Pespace Ix<0,l> tout entier avec les valeurs ap
partenant a <0,1> tel que les fonctions e <0,1>X definies par 
la formule AX®)=A(®, i) pour tout xeX constituent une familie 
C<0,1>X®). Or en posant

/*(«) =tx(xf\x) pour tout xeX et te<O,l>, 

on obtient une familie {/*}CYX. En tenant compte de (9), 
on a Pour łout XeX>
c. a d. la condition (1*) est remplie. En outre, d’apres(7)on a pour 
tout xeX—U et te<O,l> 1’ógalitó f*(x)=f^xt)(x)=f0(x)=f(x), 
c. ad. la condition (2*) est remplie. On a enfin, d’apres (8), (5) 
et (6): /J(I-G)=/1(I-G)C/1(I)Cr-(i) et 
d’ou f*(X)=i*(X—G)-\-f*(G)CY—(b), c. a d. la condition (5*) 
est remplie.

3. On a en outre la proposition suivante:
(10) Si V ensemble BCY est recourert d'une maniere essentielle par 1'image d'une fonction continue f transformant un espace X en un sous-ensemble de Y et si Xo est un sous- ensemble ferme de X contenant f dans son interieur, alors B est recourert d'une maniere essentielle par 1'image de la fonction f consideree uniguement dans Vensemble Xo.

B ótant recouvert d’une maniere essentielle par 1’image 
de /, il existe, d’apres le N° prócódent, un entourage U de 
dans X tel que chaque familie {/JCTX satisfaisant aux con
ditions (1) et (2') satisfait aussi a la condition (3). En posant 
maintenant U’0=(X0—X—Xo)-U, considórons une familie 
{/'}CEA" satisfaisant aux conditions: f0=f et ft(x)—f(x) pour 
tout xeX0—Uo et ie<0,l>. Or, en posant pour tout le<0,l)>

ft(x)=ft(x) pour tout xeX0 ff(x)=f(x) pour tout xeX—X0
6) Voir ma Notę Sur les prolongements des transformations continues. 

Fund. Math. 18 (1936), p. 103.
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on obtient óvidemment une familie {ft}CYx satisfaisant aux 
conditions (1) et (2'). II vient BCf1(X)=f1(X0)+f(X—Xo). Or, 
en tenant compte de 1’inclusion f~1(B)CX0, on en conclut que 
B-f(X—Xo) — O, c. a d. BCf1(X0). La proposition (10) est ainsi 
dómontróe.

4. Eocemple 1. Soit X un sous-ensemble compact de 
1’espace euclidien n-dimensionnel Rn=Y. Dans ces conditions 
1’ensemble B=X—Rn—X (c. a d. 1’intórieur de X par rapport 
a 1’espace Rn) est recouvert d’une maniere essentielle par 
1’imgae de la fonction feYx transformant X par 1’identitó.

Ceci est une consóąuence immódiate du N° 2 et du tlieo- 
reme7) d’apres lequel pour toute fonction continue 991 Rx 
transformant la frontiere X—B de X par 1’identitó, 1’ensemble 
X est contenu dans <p(X).

5. Ejcetnple 2. Soient: X — la somme de deux intervalles 
<— 6, —1> et <1,6>; Y — 1’ensemble de tous les nombres róels; 
B — l’intervalle <— 2, 2>; / — la fonction definie par les for- 
mules f(x)=x-\-2 pour tout a?e<—6, —1> et f(x)=x—2 pour 
tout ®e<(l,6>.

On voit sans peine que tout point b eB est recouvert par 
1’image de la fonction / d’une maniere essentielle. II n’en est 
pas ainsi pour 1’ensemble B tout entier, car en posant

ft(x) = x+2 pour tout —6, —-4> et ie<0,l>,
//a?) = a? + 2-f-i (—4—®) pour tout a?e<—4,--1> et te<O,l>,
ft(x)=x—2-H(4—x) pour tout xe <1,4> et <e<0,l>,
ft(x)=a>—2 pour tout a>e<4,6/ et te<O,l>

on obtient, comme on vórifie sans peine, une familie {/JCF* 
satisfaisant aux conditions (1) et (2) pour tout entourage U 
de 1’ensemble /~1(B) = <—4, —1>+<1,4>, tandis que la condi
tion (3) n’est pas remplie, car /i(a;)=bO pour tout xeX, c. ad. 
OfIi-/1(X).

6. Eacemple 3. En posant X=Y=Rn, ou Rn dósigne 1’es
pace euclidien n-dimensionnel, envisageons une transformation 
feYx dont toutes les trauch.es (c. a d. les ensembles de la formę

7) Voir ma Notę Sur les rótractes, Fund. Math. 17 (1931), p. 161.

trauch.es
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ou yel) sont de diametre infórieur a une constante 
positive e. Nous allons dśmontrer dans ces conditions que 
chaąue ensemble compact BCf(Rn) est recourert d^une maniere 
essentielle par Pimage de la fonction /.

L’ensemble A = /~'(jB) ótant compact8), il existe dans Rn 
une sphere n-dimensionnelle Qn ayant 0 pour centre et dont 
le rayon est si grand que ACQn et que la distance de chaque 
point de la surface Sn~t—Qn-Rn—Qn de lasphere Qn a 1’ensemble 
B est >e. Afin de prouver que B est recouvert d’une maniere 
essentielle par 1’image de /, il suffit de montrer que pour toute 
transformation f'eRnn coincidant avec / dans la surface 8n-i, 
on a B=f(A)Cf'(Qn). Si l’on suppose le contraire, il existe un 
aeA tel que f(a)=^f'(x) pour tout xeQn. Or, en faisant cor- 
respondre a tout xeQn le point <p'a(x) eS„—i tel que les vecteurs 
---------* —"—*

8) Voir ma Notę Ober stetige Abbildungen der euklidischen Rdume, 
Fund. Math. 21 (1933), p. 241.

9) 1. c. p. 238.
10) On entend par eariete n-dimensionnelle un espace connese qui est 

dans chacun de ses points localement homóomorphe a 1’espace euclidien 

»-dimensionnel Jłn-

/(«)/'(«) et 0<p'a(x) soient paralleles, on obtient une fonction 
continue transformant Qn en 8n-i- Par consequent, la fonction 
<p'a, consideree uniquement dans &„-i, transforme $n_i en soi 
d’une maniere inessentielle. Mais c’est impossible, car <p'a coin- 
cide dans Snavec la fonction definie par la eon-

------ >.--------
dition du parallelisme des vecteurs 0(pa(x) et et cette
derniere fonction transforme Sn~i en soi d’une maniere essen
tielle 9).

7. Soit V une variśtó m-dimensionnelle10) contenue dans 
une varietć n-dimensionnelle W. Soit, en outre, Qk la sphere 
euclidienne &-dimensionnelle dont le centre est 0 et le rayon 1.

Definition 2. La cariete V est situee dans la rariete W 
dans une position localement reguliere, lorsqu’il existe pour tout 
peV une homóomorphie h transformant le produit QmxQn-m 
en un sous-ensemble Z de W de faęon que h(O,O) = p et 
h~\V-Z)=QmX(Q).
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Exemples: 1) D’apres une remarąue de M. H. Whitney, il rćsulte 
d’un theoreme de M. T. Ważewski11) que chaque yarietć differentielle 

contenue dans 1’espace euclidien n-dimensionnel y est situóe dans une 
position localement regulićre.

2) En tenant compte du thóoróme12), d’apres lequel toute hornć- 
omorphie transformant un are simple contenu dans le plan euclidien 7?2 
en un autre are simple situe dans 2Sa se laisse etendre & une homóomorphie 
transformant 7S2 en soi, on conclut que chaque courbe simple fermóe con

tenue dans une surface (c. i d. dans une yariete a deus dimensions) y est 
situee dans une position localement reguliere.

8. Le but principal de ce travail est de dómontrer le thóo- 
reme suivant:

Theoreme 1. Soit W une v ariete n-dimensionnelle et V une variete compacte m-dimensionnelle situe'e dans W dans une position localement reguliere et soit M un espace arbitrairement donnę. Dans ces conditions, chague fonction feWM, dontPimage recourre V d'une maniere essentielle, transforme Pensemble j(V) en V d'une maniere essentielle.
9. Le thóoreme 1 conduit au corollaire suivant:

Corollaire. Soit / une fonction continue transformant Pespace euclidien n-dimensionnel R„ en soi et dont les tranches sont de diametre inferieur d une constante positiue e. Dans ces conditions aucune v ariete compacte situee dans R„ dans une position localement reguliere n'est un retracte de f(Rn).
Soit, en effet, une variótó compacte situóe dans Rn

dans une position localement róguliere. En tenant compte 
de l’exemple du N° 6 on conclut que /'(E) est un ensemble 
compact et que V est recouvert d’une maniere essentielle par 
l’image de la fonction /.

Supposons maintenant qu’il existe une fonction r rótrac- 
tant f^Rn) en V. En dósignant pour tout p=(Xi,x2, ...,x„)eRn 
et tout A róel par Z-p le point (X-Xi,k-x2,...,k-xn), posons 
^(p)=r{/[(l_f)p]} pour tout pef~\V) et Les fonc-

u) H. Whitney, The Imbedding oj Manijolds in Families of Analytic
Manifolds, Annals of Math. 37 (1936), p. 863-878. T. Ważewski, Sur
les matrices dont les elements sont des fonctions continues, Compositio Matłi. 2
(1935), p. 63-68.

12) Voir Tj. Antoine, These, Strasbourg 1921.
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tions rpt ainsi dófinies constituent une familie {<pt}) GVr ‘‘'5 telle 
qu’on a: <p0(p)=rf(p)=f(p) et ę?1(p) = r/(0) = const. pour tout 
pef~\A), ce qui est impossible puisque, d’apres le thóoreme 1, 
la fonction / transforme /-1(V) en V d’une maniere essentielle.

10. Le thóoreme 1 est une consóquence facile du thóoróme 
suiyant:Thóoreme 2. Soit V une rariete compacte m-dimensionnelle 
situee dans une rariete n-dimensionnelle W dans une position 
localement reguliźre et soit / une transformation eontinue d'un 
espace M en W. Dans ces conditions il existe pour toute familie 
de fonctions {<pt}CVr <r) satisfaisant a 1'egalite <p0(p)—f(p) pour 

tout p ef~\V), une familie {f^CWM telle gue f0 cóincide avec f 
et ąue pour tout Ze<O,l> la fonction ft est un prolongement de 
<Pt et /r1(y)=/-*(V).

En effet, pour dóduire le thóoreme 1 du thóoreme 2, re- 
marquons que si f transforme f~\V) en V d’une maniere 
inessentielle, alors il existe une familie {<pt}CVf 11 > telle que 
<p0(p)=f(p) pour tout pef~\V) et 9C>i[/—1(V)]=4=Vr. Or, d’apres le 
thóoreme 2, il existe une familie {ft}CWM telle que f0 cóincide 
avec / et que pour tout la fonction ft est un pro
longement de <pt satisfaisant a la condition /r1(7)=/~1(P). 
Soit maintenant U un entourage arbitrairement donnó de 
f~l(V) dans 1’espace Jf. Les ensembles ft(M — U) et V ótant 
disjoints, les conditions (1) et (2) de la dófinition 1 sont 
remplies. II n’en pas ainsi pour la condition (3), car 1’ensemble 
/JJtf) est la somme de deux ensembles /_1(E)J et

dont le premier est disjoint avec V et le 
deuxieme est CV et =f=V. Ceci prouve que 1’ensemble V n’est 
pas recouvert par f d’une maniere essentielle.

11. Par une deformation d'un espace M dans soi on entend 
une familie {/z}C3f'w telle que /0(P) = P pour tout p e M.

Soit A un sous-ensemble de M et {<pt} une dóformation 
eontinue de A dans soi. Une dóformation {ft} de M dans soi 
sera dite parallble d la deformation lorsque fG1(A)=A et 
ft(p) = <pt{p] pour tout U<0,l> et peA. En rapprochant cette 
notion du thóoreme 2, on paryient au corollaire suiyant:
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Corollaire. Etant donnee une eariete compacte V situee 
dans une autre rariete W dans une position localement reguliere, 
il eańste pour toute deformation de V dans soi une deformation 
parallele de W dans soi.

12. Les deux exemples qui suivent montrent que le dernier 
corollaire (et par suitę aussi le thśoreme 2) cesse d’etre vrai 
lorsqu’on supprime l’hypothese que la position de la variśtś V 
dans la variśtś W soit localement reguliere.

Eacemple 4. Les points de la formę (x,y,z,0) constituent 
dans l’espace euclidien 4-dimensionnel _R4 un ensemble qui 
peut etre identifiś avec l’espace euclidien 3-dimensionnel i?3. 
Soit £2 une courbe simple fermśe CjE3 polygonale et formant 
dans R3 un noeud. Or il existe dans R3—£2 des parcours fermśs 
dont le coefficient d’enlacement avec £2 s’annule et qui, malgrś 
cela, sont non homotopes a zśro dans R3—£2. En posant main- 
tenant a= (0,0,0,1) et a*= (0,0,0,—1), dśsignons par A la 
somme de tous les segments rectilignes ap et a*p, le point p 
parcourant la courbe £2. On voit aisśment que A est un po
ły edre homśomorphe a la surface spłićrique de dimension 2.

Ceci śtabli, envisageons une dśformation {tpt} de A dans 
soi par laquelle le point a est transformś en un point 
?i(a)el—(«)—(«*). Nous allons prouver qu’il n’existe aucune 
dśformation de Rt dans soi parallele a {<pt}. Dans ce but remar- 
quons que pour tout entourage U de a (dans _J?4) il existe dans 
U—A des parcours fermśs qui ne sont pas homotopes a zśro 
dans Rt—A, quoique leur coefficient d’enlacement avec A s’an- 
nule. C’est une consśquence facile de trois propositions sui- 
vantes, dont la dśmonstration ne prśsente aucune difficultś: 
1° Chaque parcours fermś situś dans R3—£2 est homotope dans 
Rt—A a un parcours fermś situś dans U; 2° Le coefficient d’en. 
lacemant (dans R3) d’un parcours fermś situś dans R3—£2 avec £2 
coincide avec le coefficient d’enlacement de ce parcours avec la 
surface A (dans Rt)-, 3° Pour les parcours fermśs situśs dans 
R3—£2 l’homotopie a zśro dans R3—£2 et 1’homotopie a zśro 
dans Rt—A sont śquivalentes. Eemarquons enfin qu’il existe 
un entourage U' du point <Pt(a) (dans Rt) tel que chaque par
cours fermś situś dans U'—A, dont le coeffiient d’enclacement 
avec A s’annule, est homotope a zero dans Rt—A.
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Supposons, a prósent, qu’il existe une deformation {/J 
de 1’espace If4 dans soi parallele a la deformation En
fixent l’entourage U', on peut choisir 1’entourage U de ma
niere qu’on ait f^UfCU'. Or, la deformation {ft} transforme 
tout parcours fermó A situó dans U —A en un parcours fermó A' 
situó dans U'—A et homotope a A dans _R4—A. En choisissent 
le parcours A de maniere que son coefficient d’enlacement 
avec A s’annule et qu’il ne soit pas homotope a zóro dans 

A, on parvient ainsi a un parcours fermó A' situó dans 
U'—A dont le coefficient d’enlacement avec A s’annule et 
qui n’est pas homotope a zóro dans J?4—A. Or ceci contredit 
la dófinition d’entourage U'.

II rósulte en particulier de cet exemple qu’il existe dans 2?4 
des variótós polyódriques dont la position n’est pas localement 
róguliere.

13. Eocemple 5. En utilisant l’exemple bien connu du il M. L. An- 
toine11) d’une eourbe simple fermće dans B3 dont 1’homóomorphie avec 
une circonference ne se laisse prolonger sur aucun entourage, on voit aise- 
ment ąue cette eourbe constitue un exemple d’une variótó dans jK3 pour 
laąuelle la thóse du corollaire du N° 11 n’est plus valable. D’une faęon 
pareille, en utilisant un exemple du ń. M. J. W. Alexander13), on voit 

qu’il existe dans R3 des surfaces (c. b, d. des variótós de dimension 2) dont 
la position dans R3 n’est pas localement reguliere.

13) J. W. Alexander, An example of a simply connected surface bounding 
a region which is not simply connected, Proc. Nat. Acad. 10 (1924), p. 8-10.

14) c. a d. dans une variete admettant une decomposition simpliciale.

Probleme. Soit A une uarićte homeomorphe d une surface spherigue 
(n—l)-dimensionnelle situee dans Rn dans une position localement reguliere. 
Existe-t-il une homeomorphie transformant Rn en soi de maniere que A soit 
transforme en une surface spłićrigue 1

14. L’exemple du N° 12 montre que la these du thóoreme 2 
cesse d’etre vraie lorsqu’on supprime 1’hypothese que la va- 
riótó V est situóe dans la variótó W dans une position localement 
róguliere. La question s’impose si cette derniere hypothese 
est indispensable aussi dans le thóoreme 1. Nous ne savons 
la resondre que dans un cas special, par la dómonstation du 
thóoreme suivant:

Thóoreme 3. Si ii est une eourbe simple fermee situee dans une v ariete polyedrique14) (compacte ou non) W et si f est une fonction continue transformant un espace M en W de faęon 
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ąue pour tout ensemble compact CCW 1'ensemble /_1(C) soit compact et ąue la courbe £2 soit recourerte par l'image de f d'une maniere essentielle, alors j transforme V ensemble /_1(P) en £2 d'une manierę essentielle.
15. On dóduit du thóoreme 3 le corollaire suivant:
Corollaire. Si £2, W, M et f satisfont aux hopotheses du theoreme 3 et si, en outre, tout ensemble compact CCM se laisse contracter* 16) dans M, alors £2 n^est pas un retracte de f(M).

16) L’ensemble C se laisse contracter dans un espace M, lorsąu’il existe 
une familie contractant 1’ensemble C dans Af, c. h d. telle ąue
9!o(a:)=:a: 7’i(a:) = const. pour tout xeC.

16) Voir ma Notę „Quelques theoremes sur les ensembles unicoherents" 
Fund. Math. 17 (1931), p. 184. 

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII.

Supposons, aucontraire, qu’ilexiste une fonction r(p) rótrac- 
tant 1’ensemble f(M) en £2. Soit {<ą} une familie de fonctions 
contractant 1’ensemble dans M. En posant y»z(p) = rę>z(p)
pour tout pef~\£2) et on obtient une familie de
fonctions {y))C£2' telle que V’O(P)=/(P) Vi(p)=const. 
pour tout pe/_1(f?). La transformation / de f~\£2) en £2 n’est 
donc pas essentielle ce qui contredit la these du thóoreme 3.

16. Soit / une transformation continue de Fespace euclidien 
w-dimensionnel Rn en soi, pour laquelle le diametre de toute 
tranche est inferieur a une certaine constante positive e. Dans 
ces conditions, 1’ensemble f(Rn) est un domaine ouvert dans Rn 8) et, comme nous l’avons prouvó dans le N° 6, tout sous- 
ensemble compact de f(Rn) est recouvert par 1’image de la 
fonction / d’une maniere essentielle. En tenant compte du 
corollaire prócódent, on en conclut qu’aucune courbe simple 
fermóe n’est un rótracte de f(Rn). Cette derniere propriótó 
ótant óquivalente avec 1’unicohórence du domaine /(Rn)16), on 
parvient au corollaire suiyant:

Corollaire. Si f est une transformation de Rn en soi avec le diametre des tranches uniformement borne, alors l'ensemble f(Rn) est unicoherent.
17- Comme nous l’avons ótabli dans le N° 10, le thóoreme 1 

est une consóquence du thóoreme 2. II ne reste donc qu’a prouver 
les thóoremes 2 et 3. Nous commenęons par la dómonstration du

2
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Lemme 1. Prśmisses: 1° / est une transformation continue d'un espace arbitraire M en produit Q=QmxQn-m, ou Qi de- signe la sphere euclidienne i-dimensionnelle dont le centre est O et le rayon 1.
2° N est un sous-ensemble ferme de M tel que f \QrnX (0))CN.
3° {g>t} est une familie de fonctions C(QmxQn-m) satisfaisant aux conditions (p0(p)=f(p) pour tout peN et <p7\QmX (0))=/ XQmX (0)) pour tout Ze<O,l>.
These. II existe une familie de fonctions {f]}C(QmXQn-m) telle que: 1° /„=/; 2° ft{p)=q>t(.p) pour tout peN et te<O,l>; 

3° /r1(ęmX(O)) = /_1(ę„,X(O)) pour tout Ze<O,l>.
Dómonstration. Les fonctions / et <pt sont de la formę

(11) f(p) = (x(p),y(p)) oii xeQ* et yeQ„-m,
(12) 9’z(p) = (f/p),’7((?)) oii {$t}CQN et {yt}CQ^m.

On a en outre

D’apres un thśoreme genćral6), il existe une familie de 
fonctions {xt}CQm telle que

(13)
(14)

y_1(0)= ^“'(O) pour toutę0(p)=x(p) et r]0(p) = y(p') pour tout peN.

(15)
(16)

®z(p)=^z(p) pour tout peN, x0(p) = x(p) pour tout peJH.
En dósignant maintenant par 8n~m-i la surface de la sphere Qn-m, posons

r(a) = g(a,0) pour tout aeQn_m, 0(a)=projection du point a du centre 0 sur pour tout aeQ„-m—(0).
Nous pouvons considórer r(a) et 0(a) comme des „coor- donnees polaires“ du point aeQn_m—(0), en ócrivant

(17) a=[r(a),0(a)] pour tout aeQn-m—(0).

Les fonctions rr)t constituent une familie C^Ojl^A La fonction ry constituant un prolongement continu de la fonction rr^ 
sur 1’espace Jf tout entier et <0,l)> ótant un rótracte absolu, 
on conclut6) de (14) qu’il existe une familie de fonctions
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{az}C<0,1^ telle que at soit un prolongement de la fonction ryt 
et que a0(p)=ry(p) pour tout peM. En dósignant maintenant 
par T 1’ensemble JVx<0,l>+>x (0), ferme dans 1’espace 
Jfx<0,l>, posons

r<(p)=a/(?)+Min{e[(p,t),T], 1—at(p)}

pour tout (p,/)eJf x<0,l>. On parvient ainsi a une familie 
{r,}C<0,l>A/ satisfaisant aux conditions:
(17) rt(p)—rr]t(p) pour tout (p,f)eJVx<O,l>,
(18) r0(p)=ry(p) pour tout p e M,

(19) Pour que rt{p) = 0 il faut et il suffit que pef~\Qm X(O)).
Ceci etant, posons pour tout i naturel

(20) Mt= E[peM-,rt(p)^1/i pour tout te<O,l».
p

En tenant compte de la relation (19) et de la continuite 
de la fonction rt(p), on a

oo

(21) 3f-/_1(ęmX(0))=2’jf,-
n=l

(22) Jf,0,4-1—.

Les fonctions rjt constituant une familie CQn-m et la 
fonction 6 etant uniformement continue dans 1’ensemble 

on conclut de (17) et (20) que les fonc- 
a 
tions Oyt considerśes uniquement dans 1’ensemble con-
stituent une familie de fonctions CSn-ń-i- Or, en posant Mo= O, 
admettons que nous avons deja defini une familie de fonctions 
{6t}CSn-m-i telle que

(23,) 0t(p)=0r)t(p) pour tout peNM. et ie<O,l>,
(24,) 6o(p)==0y(p) pour tout peM(.

La fonction 6y{p) constituant un prolongement de la fonc
tion sur 1’ensemble Jf — f~\QmX (0)) et la surface sphd- 
rique Sn-m-i etant un retracte absolu de voisinage17), on 
conclut d’un theoreme generał6) et de (14) que les fonctions Ot

17) Un ensemble A est dit ritracte absolu de voisinage lorsqu’il esiste
pour tout espace A une fonction continue r(o>) transformant un entourage TJ
de A en A de maniere que r(x)=x pour tout xeA.
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se laissent prolonger sur 1’ensemble JHi+i de maniere que les 
fonctions prolongóes (ąue nous dósignons aussi par 0t) con
stituent une familie CSn^m-i satisfaisant aux conditions (23/+i) 
et (241+i). En itórant ce procódó on parvient, selon (21) et (22), 
aux fonctions OteS^~m+łQ'n>:m) qui, consideróes seulement dans 
1’ensemble Jf, (ou le nombre naturól i est arbitrairement 
donnó) constituent une familie, c. a d. 0t(p) consideróe comme 
une fonction de {p,t)e[M—/_1($mX (0))]x<0,l> et eontinue 
et qu’elle est uniformóment eontinue par rapport a t dans 
chacun des ensembles Jf,x<0,l>.

Cela posó, nous allons montrer que pour obtenir une fa
milie {/,} satisfaisant a la these du lemme il suffit de poser

(25) M?)== (®Kp), [rKp)A(p)]) pour tout peJH—f~XQmX(O))
et «e<0,l>,

(26) ft(p)=(xt(p),0) pour tout pef~l(QmX(0)) et <e<0,l>.

En tenant compte des relations (25), (26), (17), (19) et de 
la continuitó des fonctions xt(p), rt(p) et Ot(p), on conclut 
que ft(p) dópend d’une maniere eontinue de la yariable (p,t) 
parcourant Jfx<0,l>. Afin de prouver que la continuitó par 
rapport a t est uniforme, envisageons un s>0 arbitrairement 
donnó. Soit i0 un nombre naturel tel que

(27) e/3-
Les fonctions xt et rt constituant des familles et la fonc

tion 0t(p) ótant uniformóment eontinue par rapport a t dans 
1’ensemble Mt„, il existe un »;>0 tel que l’inógalitó \t—t'\<r) 
entraine les inógalitós

(28)
(29)
(30)

Q(X'(p)— Xe(p))<e/3 pour tout peM.
\rt(p)—re(p)\<e/3 pour tout peM

Q(0t(p)—6f(p))<B/3 pour tout peM^

Or dans le cas ou peM—M>a on a, selon (20) et (27), 
r,(p)<£/3 c. a d. les points [rt(p),6t(p)] et [/y(p), Of(p)~\ sont 
óloignós du point 0 de moins que 1/3 e. On en conclut, d’apres 
(25), (26) et (28) que

e(/r(p),Mp))<e 
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pour tout peM— Mio. Or cette inógalitó est aussi valable 
dans le cas ou peM^ comme on dóduit des relations (25), 
(28), (29) et (30).

Nous avons ainsi prouvó que les fonctions constituent 
une familie {/i}C(QmxQ„_m)'’/. Afin de montrer que cette familie 
satisfait a la condition 1° de la these du lemme, remarquons 
que, d’apres (18), (25), (26), (17) et (16), on a /0(p)=/(p) pour 
tout peM. La condition 2° de la these du lemme est une con- 
sequence immódiate des formules (17), (23/), (21), (15), (13) 
et (12). On prouve enfin la condition 3° de la these du lemme 
en rapprochant les formules (25) et (26) de la relation (19).

La dómonstration du lemme 1 est ainsi terminóe.
18. Dćmonstration du thćoreme 2. La position de la 

variótó compacte m-dimensionelle V dans la variótó W ótant, 
par hypothese, localement róguliere, il existe pour tout peV 
un element n-dimensionnel Q(p) de la formę QmxQn-m tel que 
Q(p)-V=QmX (0) et p = (0,0). II est, en outre, a remarquer 
qu’il existe entre les ólóments Q(p) satisfaisant & ces condi
tions des elóments dont le diametre est aussi petit qu’on le 
veut. II en rśsulte qu’en fixant un recouvrement Q<0) qui fait 
correspondre a tout peV un ólóment Qm(p) satisfaisant aux 
conditions en question, on peut trouver un autre recouvre- 
ment ę11’ qui fait correspondre a tout peV un ólóment Q(r\p) 
satisfaisant aux conditions analogues, de maniere que pour 
tout peV la somme de tous les ólóments du recouvrement 
Q"' non disjoints avec Qm(p) soit contenue dans un seul óló- 
ment du recouvrement Q<0). Un recouvrement Q(1) satisfaisant 
a ces conditions sera appeló raffinement du recouvrement Q(0>-

Soit un recouvrement arbitrairement donnó (mais fixe) 
de V. II existe alors des recouvrements de
sorte que Q{l+i> est un raffinement du recouvrement pour 
tout i=0,l,...,n. La variótó V ótant compacte, il existe un 
nombre positif e tel que chaque sous-ensemble de V de dia
metre est contenu dans un des ólóments </,,+ 1>(p) du re- 
couvrement

Soit maintenant / une transformation continue d’un es- 
pace M en W et {<pt} une familie de fonctions CU7 ’(r) telle 
que 9?O(P)=/(P) P°nr tout pef~\V). II existe alors un nombre 
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naturel k tel que 1’inśgalitś |t—£'| sśCl/fc entraine l’inśgalitś, 
I?’//’)—9’r(?)|^e' P°ur tout pe/_I(7). U en rśsulte que pour 
tout Z=0,l,... (k— 1) les fonctions g>W=ę> , ou

k k
constituent une familie {</)<-tt)}CVf 1* telle que |ę>(zn(p)—(f>^(p)\<e/3

pour tout pe/_1(7) et Z,i'e<O,l>. Or, pour obtenir une familie 
{f^CWM satisfaisant a la these du thśoreme 2, il suffit de prou- 
ver qu’on peut trouver tour a tour des familles {/®}CF'U 
telles que /W soit un prolongement de <p^ et que
et /(/0-1(F)=/W-1(7) pour tout Z=O,1,... (lc— 1). Cette remarque 
nous permet de nous borner dans la dśmonstration du thś
oreme 2 au cas ou la familie donnśe {<pt}GVr (1) satisfait elle- 
meme a la condition

(31) e[9’/p);9’Z/(p)]^e/3 pour tout pef~'(V) et

D’apres un thśoreme gśnśral de la thśorie de la dimension 18), 
il existe une dścomposition de W en sous-ensembles fermśs 
Wi, W2,satisfaisant aux conditions:

18) Voir p.ex. K. Menger, Dimensionstheorie, Leipzig-Berlin 1928 p. 158.

(32) W i W i...-W i =0
' ' *1 *2 l»+2

pour tout systeme de n4-2 indices diffśrents ii,i2,

(33) Si W,-F4=0, alors le diametre de W, est <s/3.
En outre, nous pouvons choisir les indices des ensembles 

TPi, T72,Ws de maniere qu’il existe un <r<s tel que
(34) T7,-F4=0 pour et WrF=0 pour i>a.

Posons maintenant
s

(35) Mv=r\V)+ ^’r,(^i-T7ę...-Wiv),
i=or-|-l (ip *2'•••» **)

ou la derniere sommation s’śtend sur tous les systemes 
(ii,i2...iv-y) de v indices diffśrents. Les ensembles ainsi 
dśfinis sont fermśs et tels que

s

(36) Mn+2=rXV)+

i=a+l
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On a en outre

(37)
(*p*2»—»%>-p

ou la sommation s’ótend sur tous les systemes dev—l indices differents et On voit sans peine que les ter- 
mes de cette somme sont disjoints deux-a-deux et que chacun 
d’eux est ouvert dans et sa frontiere (par rapport a Jf„_i) 
est contenue dans J/„ et dans chacun des ensembles ),
ou 1.

Geci ótabli, posons

(38) //p) = ?’/p) pour tout pe/_1(F) et ie<0,l)>,
«

(39) //p)=/(p) pour tout p e ^7-1( W,) et te<O,l>.
Z=a4-1

Les formules (38) et (39) dśfinissent, selon (36), une familie 
de fonctions CW^n+2 satisfaisant dans 3/„+2 aux conditions:

(40)

(41)
/o(P)=/(P)> 

/r1(F)=/-’(7).

Remarquons, en outre que la familie {ft} ainsi definie dans 
Mn+2 satisfait pour v=n+2 a la condition suiyante:

(42„)
Pour tout indice i^o V ensemble \ 4F,) • Jfv] est

o«icontenu dans un des elements du recowrement
En effet, d’apres (36) on a

«
f~X w,) • >n+2=r1( WrV) + /“*( W7).

y=a+l

En tenant compte des relations (38), (31), (33) et (39), on 
a pour tout couple p, p' de points de /_1(T7,)- Jf„+2 et tout 
couple de nombres t,t'e<(0,1)>

e[/z(?),/r(?')] < e [//?), /(?)]+?[/(?),/(/)]+ e[/(p'), /f(p')J <
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U en rósulte, d’apres la dófinition de la constante e, que 
la condition (42n+2) est remplie.

Admettons, a prósent, qu’on a dója dófini pour un certain 
naturel v^n-}-2 une familie de fonctions {ft}CWMv satisfaisant 
aux conditions (38), (39), (40), (41) et (42„). Nous allons mon
trer qu’on peut trouver pour les fonctions de cette familie 
des prolongements continus (que nous allons dósigner aussi 
par ft) constituant une familie et satisfaisant aux con
ditions (38), (39), (40), (41) et (42^i).

Soit I=(i1,i2,...,iv—i) un systeme d’indices diffórents 
arbitrairement donnó. En tenant compte de la formule (37) 
il suffit de prolonger ft d’une maniere convenable sur cha
cun des ensembles de la formę TF^...Wj
A ce but faisons correspondre au systeme I un de ses óló
ments i(I). L’ensemble Ti ótant ouvert dans 1’ensemble fermó 
Mv-\, sa frontiere Fi est ógale a Ti—T et elle est contenue 
dans Or les fonctions ft sont dófinies dans Fi et ses Ya
leurs appartiennent a 1’ensemble des yaleurs que / prend 
dans chacun des ensembles Mv, ou j=l,2,...,v— 1.
On a en particulier

(43) AWC 21JfJ pour tout «e<0,l>.

Or, d’apres (42„), il existe un ólóment Qr du recouvrement 
satisfaisant a 1’inclusion

(44) W/(n)‘^]CQro</<i ' ’

En tenant compte de (40) et (41) et en appliquant le lemme 1 
du N° 17 on en conclut qu’il existe pour les fonctions ft, en- 
yisagóes uniquement dans Fi, une familie de prolongements 
(que nous dósignons aussi par telle que f0(p)=f(p)
pour tout peTj et /~1(7.Q/)=f_1(7-ę/) pour tout te<O,l>.

En appliquant ce procódó a chacun des ensembles Ti, on 
parvient, d’apres (37), a une familie de fonctions 
satisfaisant aux conditions (38), (39), (40) et (41). II ne reste 
donc qu’a prouver que les fonctions /z satisfont aussi a la 
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relation (42„_i). Dans ce but remarquons que 1’ensemble 
/' 1 (W,)-est, pour tout i^a, une somme de
et de ou la sommation s’ótend sur tous les

z
systemes I=(iii2...iv_i) des v—l indices differents ^<z tels que f ...Wi )4=0. Or, d’apres (42„), il existe un ćlOnent

Q(i) du recouvrement Q(,_1) tel que

(45)
o«i w

On a, en outre, d’apres la definition de ft dans Tj 1’inclu- 
sion suivante

(46) v ft(Tj)CQj.o«i

L’ensemble W,--W,- ...W,- ótant non vide, on conclut de la
relation (33) que le diametre de la somme ,

est < e. Or il existe un ólóment Q(i) du recouvrement Q"’n 
contenant 1’ensemble W^+W^-|-...+Wi j tout entier. Eemar- 
quons, en outre, que les relations (44) et (45) entrainent V- WCQ{j) 
et V-Wj(/)CQj. II s’ensuit que 4=04=^-^. Or il existe
un element du recouvrement Q(,'_2) contenant tous les ólements 

et Qj, c.ad. la relation (42„_i) est demontree.
Nous avons ainsi prouvć que le procćdó de prolongement 

des fonctions /z, definies dans 1’ensemble Mn+t par les for- 
mules (38) et (39) peut etre appliquó tour-a-tour dans les en
sembles Mn+\,Mn,de maniere que les conditions (40) 
et (41) soient remplies. L’ensemble J/i coicidant, d’apres (36), 
avec M, nous parvenons de cette maniere a la familie {/}C 
satisfaisant aux conditions (38), (40) et (41), c.ad. a la these 
du thóoreme 2.

19. Lemme 2. Premisses-. 1° / est une fonction transformant un espace Ud en une rariete n-dimensionnelle W de maniere que pour tout ensemble compact CC W l'ensemble f~\C) soit compact.
2° A est un sous-ensemble compact de W recourert par 1'image de f d^une maniere essentielle.
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These\ II existe un entourage U de A (dans W) recourert 
par Timage de / d'une maniere essentielle.

Dómonstration. Soit G un entourage de 1’ensemble /-1(A) 
(dans 1’espace M) tel que pour toute familie de fonctions {fz}CW‘u 
telle que /0=/ et ft(p)=f(p) pour tout peM—G et 
on ait AC/i(Jf). Eemarquons qu’il existe un nombre e>0 
tel qu’on a

(47) g(a,/(p))>e pour tout aeA et peM— G.

En effet, en tenant compte de ce que A est compact, on 
conclut que dans le cas contraire il existerait une suitę 
{pk}CM—S et un point aoeA tel que j{pk)->a0. Soit Q un ślć- 
ment n-dimensionnel constituant un entourage (dans 1¥) de a0. 
L’ensemble f_1(Q) ótant (selon 1°) compact, il contient presque 
tous les points pk. Or il existe une suitę partielle {p^.} con- 
vergente vers un point p0. L’ensemble M — G etant fermó, 
on a pQeM — G. D’autre part on a /(p0)—lim/(pfc ) = aoeA,

Z=oo z
c.ad. poe/_1(A), ce qui contredit 1’inclusion f~\A}CG.

L’existence d’un nombre e>0 satisfaisant a l’inógalitó (47) 
ainsi śtablie, nous pouvons faire correspondre a tout aeA un 
ólóment n-dimensionnel Q(a)CW —G) constituant un en
tourage de a dans (l’espace W). En dósignant par R(a) l’intó- 
rieur de Q(a), posons 17=2?-R(a). L’ensemble U ainsi defini. 

aeA

constitue un entourage de A (dans W) tel que/_1( ć?)=0,
c.ad. /_1((7)Cćr. Or 1’ensemble G est un entourage de /_1(17) 
dans W. II ne reste qu’a prouver que pour toute familie {/JCW^ 
satisfaisant aux conditions: f0—f, ft(M—G)CW—U pour tout 
te<O,l>, on a UCf^AI). Dans le cas contraire, il existerait 
notamment un point beU—/i(-M). Soit beR(a), ou aeA. On 
voit aisóment que 1’ensemble Q(a)—(b) se laisse transformer 
en la surface S(a)=Q(a)—R(a) de Q(a) par une dóformation 
continue dans soi, pendant laquelle tous les points de la 
surface S(a) restent fixes. U en rósulte, qu’il existe une dśfor- 
mation continue p(x,t) de W—(b) satisfaisant aux conditions: 
<p(x, ()) = x, <p(x,t)eW pour tout xeW et te<(0,1>, <p( W, 1) = W—R(a), 
<p(x,t)=x pour tout xeW—R(a) et te<O,l>. Or, en posant
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P°ur tout PeM et et /;(p) = 99[/i(p), 2t—1]
pour tout peM et te<|,L>, on obtient óvidemment une familie 
{/'}CTFU satisfaisant aux conditions: f0=f‘, f't(M—G)CW—A 
pour tout fe<O,r> et /'(Jf)=ę?[/1(Jlf),l]CW—jR(«), ce qui est 
impossible, car aeA-R(a) et 1’ensemble ótait supposó recouvert 
d’une maniere essentielle par 1’image de la fonction f.

La dómonstration du lemme 2 est ainsi terminóe.

20. Lemme 3. Toute courbe simple fermee A contenue dans une variete polyedrique (finie ou non) W se laisse transformer, pour tout e>0, par une homeomorphie <pe, satisfaisant a Pinegalite 
?[9’£(a;)>®]pour tout xeA, en une courbe simple fermee A’ situee dans W dans une position localement rdguliere.

Dómonstration. En tenant compte du fait que dans une 
variete de dimension ^2 chaque courbe simple fermee est 
situee dans une position localement reguliere (voir N° 7, 
exemple 2) nous n’avons qu’a considórer le cas ou la dimension n de W est ^3.

Envisageons une dócomposition simpliciale T de la variótó W si fine que chacun de ses simplexes soit de diametre <e/6. 
Or il existe un nombre positif y<e tel que cbaque sous-en- 
semble de W non dis joint avec A et dont le diametre est <t] 
est contenu dans 1’ótoile d’un sommet a de A (c. a d. dans 
la somme de tous les simplexes de T ayant a comme un de 
leurs sommets).

Soit «o,ai,...,«*=«0 un systeme de fc>3 points de A cou- 
pant A en k arcs simples Li,L2, tels que les points a/-i 
et a, constituent les extrómitós de l’arc Z, et que pour i=£j 
le diametre de Lt soit <r)/3. En faisant correspondre a tout i=l,2,...,k un point a, situe dans 1’intórieur d’un simplexe 
n-dimensionnel de T et tel que ę(a,', a;)<??/3, on a p(aź_i, «,)<»/ 
pour tout i=l,2,...,fc. II en resulte que aź_i et aź appartien- 
nent aux intśrieurs des simplexes n-dimensionnels A et A' 
de T ayant un (au moins) sommet a commun. 1 ótant une 
dócomposition simpliciale d’une variótó, il existe dans l’ótoile 
de a un systeme dojdj,...,/!;-! (l^—1) de simplexes n-dimen- 
sionnels differents deux-a-deux tel que A0=Aj Ai+i—A' et que 
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la partie commune de Av-i et (r=l,2,...,Z+l) soit ógale 
a un simplexe (n—l)-dimensionnel A„ de T. En choisissant 
maintenant dans l’intórieur de chacun des simplexes Av un 
point et dans 1’intórieur de chacun des simplexes Av un 
point bi)V, posons

____ i ______ ________ ________
L\= dibi^A- (bit vv+a,-, vb,r) + óz, z+iuz+i.

V=1

Les simplexes A„ ótant disjoints deux-a-deux, la ligne poly- 
gonale L'i est un are simple joignant les points «ź_i et aź dans 
1’ótoile du point a. Or, le diametre de Zź est <e/3. En outre, 
en tenant compte de 1’hypothese que la dimension de W est 
>3, on peut choisir les points at, at,v et bt,v de faęon que les 
lignes polygonales L\ soient dans une „position gónórale“, 
c. a d. que la partie commune de L\ et L'j ne contienne pour 
i=^j que les extrómitós communes de ces arcs simples. II en 

k
rósulte que 1’ensemble A'=2jL'i est une eourbe simple fermóe. 

1=1

Nous allons prouver que cette eourbe satisfait a la these du 
lemme.

Dans ce but dófinissons <p; dans chacun des arcs Lt comme 
une homóomorphie transformant Lt en L't de maniere que 
ę’e(a/)=a^ pour tout i=l,2,...,&. On obtient ainsi une homóo- 
morphie transformant A en A'. Pour tout xeLj la distance 
entre x et <pt(x) ne surpasse pas la somme des diametres de Z, 
et L'i et de la distance de «,• et a,, donc elle est <e.

II ne reste donc qu’a prouver que la position de A' dans 
W est topologiquement róguliere. Dans ce but remarquons 
d’abord que la eourbe A' est construite de telle faęon qu’elle 
est disjointe avec chaque simplexe (n—2)-dimensionnel de la 
dócomposition T et que pour tout simplexe n-dimensionnel 
A de T la ligne polygonale A-A' se dócompose en segments 
rectilignes de maniere que chaque point de A' situó sur la 
frontiere de zl n’appartient qu’a un seul segment de cette 
dócomposition. Soit a un point arbitraire de A'. Dans le cas 
ou a est un point intórieur d’un simplexe n-dimensionnel A 

de T il existe dans A-A' deux segments rectilignes aa0 et aaó> 
ayant (a) comme partie commune, et un hyperplan (n—l)-di- 
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mensionnel S contenant a et coupant zl entre a0 et aó. En chois- 
sant maintenant un simplexe (n— l)-dimensionnel J(aia2...an) 
dans H- A contenant a dans son intórieur et ayant un diametre 
suffisamment petit, on constate sans peine que 1’ensemble 
Z=A(aoai...an)+A(dóai...an) satisfait aux conditions de la dó- 
finition 2 du Nr 7. Dans le cas ou a n’est situó dans 1’intórieur 
d’aucun simplexe n-dimensionnel de T, il existe deux sim- 
plexes n-dimensionnels A et A' de T contigus a une face com
mune (n— l)-dimensionnelle A contenant a dans son intórieur 
et tels qu’il existe deux points aoeA et aóeA' tels que les seg
ments aoa et a'oa soient contenus dans A'. En choisissant dans A 
un simplexe (n — l)-dimensionnel d(aia2...a„) suffisamment petit 
et contenant a dans son intórieur, on voit aisóment que 1’en
semble Z—A(aoa1...an)A-A(aóa1...an') satisfait aux conditions 
de la dófinition 2 du N° 7.

21. Lemme 4. Premissest 1° A est un retracte ab solu de 
yoisinage 17) situe dans un espace arbitraire E,

2° / est une transformation eontinue d'un espace compact 
M en un sous-ensemble de E,

3° Pour tout nombre naturel n il existe un ensemble A„CE 
tel gue f transforme 1’ensemble f~'(An) en An d'une maniere es
sentielle et guil existe une homeomorphie <p„ transformant A 
en An et satisfaisant a Pinegalite g[ę>„(®),af|<l/n. pour tout xeA.

Thbse. La fonction f transforme V ensemble f~~\A) en A 
d'une manierę essentielle.

Dómonstration. Supposons au contraire que f transforme 
f~\A) en A d’une maniere inessentielle. II existe alors une 
familie {ft}CA: l'” telle que f0(x}=f((D) pour tout xef~\A) et

(48) /itrV)]+A.
L’ensemble A ótant un rótracte absolu de yoisinage, il 

existe un prolongement continu /ó de la fonction /0 sur un 
entourage U de A dans 1’espace E. On en conclut ®) qu’il 
existe une familie {ft}CAl! telle que /' soit un prolongement 
de ft sur U pour tout te<O,l>. En tenant compte de (48) on 
en conclut qu’il existe un entourage U’CU de /_1(JL) tel que 
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f\\j~’(J.)]=|=^-- Or f0 transforme U' en A d’une maniere ines- 
sentielle. En tenant compte de 3°, on a pour tout n suffisam- 
ment grand f \An)CU’, donc la fonction f0 est dófinie dans 
1’ensemble f~\An) en le transformant en A d’une maniere 
inessentielle. En posant maintenant

fn^=Vn1f^) Pour tout

on obtient une transformation essentielle de f~\An) en A, 
car / transforme /-1(An) en An d’une maniere essentielle et <p~l 
est une homóomorphie. En tenant compte de 3° et de la dó
finition de la fonction f0 comme d’un prolongement continu 
de la fonction / considóróe uniąuement dans 1’ensemble f~\A), 
on conclut que la distance entre fn et f0 (considóróe uni
ąuement dans 1’ensemble f~'(An)) tend vers 0. Or c’est im
possible, car pour tout rótracte absolu de yoisinage A il existe 
une constante positive e telle que pour tout espace X la dis
tance entre deux composantes diffórentes de Fespace Ax est 
toujours 19).

19) Voir ma Notę „tj ber eine Klasse won lokal zusammenhangenden 
Rdumen“, Fund. Math. 19 (1932), p. 225.

22. Demonstration du theoreme 3. Soit ii une courbe 
simple fermóe situóe dans une variótó polyedriąue W et soit 
/ une fonction continue transformant un espace M en W de 
maniere que pour tout ensemble compact CCW 1’ensemble 
/_1(C) soit compact et que la courbe ii soit recouverte par 
1’image de / d’une manióre essentielle. D’apres le lemme du 
N° 19 il existe un entourage U de ii (dans W) recouvert par 
1’image de / d’une maniere essentielle. Or, chaąue entourage 
de ii contenu dans U est aussi recouvert par 1’image de f d’une 
manióre essentielle. Ceci nous permet d’admettre que la fer- 
meture U de TJ est compacte. L’ensemble /_1( U) contenant 
/_1(I7) dans son intórieur, on conclut de (10) que 1’ensemble 
U est recouvert d’une maniere essentielle par 1’image de la 
fonction / consideróe uniąuement dans 1’ensemble compact 
/_1(17). Or, d’apres le lemme 3 du N° 20, il existe pour tout
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nombre naturel n une homśomorphie <pn transformant £2 en 
une courbe simple fermóe f?„==ę>„(/2) situśe dans M dans 
une position localement rśguliere et satisfaisant a 1’inśgalitó 
p[?>n(a;),a?]^l/n pour tout xe£2. Mais, d’apres le thóoreme 1 du 
N° 8, la fonction / transforme 1’ensemble en Qn d’une
maniere essentielle. En tenant compte du lemme 4 du N° 21 
on en conclut que / transforme aussi 1’ensemble /-I(£?) en Q 
d’une maniere essentielle. La demonstration du thśoreme 3 
est ainsi achevśe.



SUR LES COURBES TRACĆES SUR UNE SURFACE

Par M. Emile Cotton, Grenoble

La familie des courbes (P) ógales a une courbe gauche 
donnóe est dóterminóe par les expressions de la courbure c 
et de la torsion t en fonction de l’arc s de la courbe. Une cer- 
taine condition, 7?=0, doit etre remplie pour que l’une des 
courbes (U) soit tout entiere situóe sur une surface donnće (8); 
elle fait l’objet du prósent article. En gónóral R s’exprime 
avec c et ses dórivees d’ordre infórieur ou ógal a quatre, t et 
ses dórivśes des trois premiers ordres (n° 1). Lorsque (8) est 
invariante par les transformations d’un sous-groupe du groupe 
des mouvements, l’ordre maximum des dćrivóes de c ou de t 
intervenant dans la relation R=0, s’abaisse (n° 2). La rela- 
tion R—0 est bien connue dans le cas du plan ou de la sphere; 
le cas du cylindre de róvolution ótudió ici (n° 3) conduit a une 
relation qu’il serait possible d’ócrire explicitement, mais qui 
est loin d’etre aussi simple que dans les deux cas prścódents. 
Quelques mots concernent enfin (n° 4) le systeme fornió par 
deux ćquations R=0.

1. Soit j(x,y,z) une fonction des trois coordonnees rectan- 
gulaires d’un point M. Lorsque M dócrit une courbe (P), x,y,z 
sont fonctions de l’arc (ou abscisse curviligne) s de (P); et / 
devient une fonction de s, soit F(s). Les dórivóes successives 
de F se calculent par les formules connues de dórivation des 
fonctions composóes, et les formules de Frenet permettent de 
les exprimer au moyen de x,y,z, des cosinus directeurs a,fi,y, 
a',fT,y' de la tangente MT et de la normale principale MN, 
des expressions c(s), i(s) de s donnant la courbure et la tor
sion de (P) en fonction de 1’abscisse curviligne, et de leurs 
dórivóes successives c',t',
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Supposons maintenant (r) situśe sur la surface (S) d’ó 
quation:
(1) f{x,y,z)=O-,
F(s) et ses dśrivóes sont nulles. D’autre part, les cosinus 
directeurs de deux droites perpendiculaires sont fonctions de
trois variables indópendantes 
que les 6 óquations

seulement, il arrive en generał

(2) -F(s)=0, Ło *Lods ’ ds2
(dont les premiers membres sont exprimes comme il a śtó dit 
plus haut) permettent de considórer x,y,z et les cosinus a,fl,...,y'
comme fonctions composóes de s par 1’intermódiaire de c(s), t(s) 
et de leurs deriyees c',c",c"',t',t". En portant ces expressions

de x,y,...,y' dans l’óquation Łods6 ’ on trouve une relation

(3) Z2(c"",c'",c",c',c, t"',t",t',t)=O,
condition nócessaire pour que (Z1) puisse etre placśe sur la 
surface ($). On peut (en supposant les donnśes analytiques 
et utilisant la sórie de Taylor) dśmontrer que, parmi les cour
bes (Z1) dont la courbure et la torsion sont des fonctions don- 
nees c(s), <(s) vórifiant identiquement la relation (3) (courbes 
ćgales entre elles), il en est au moins une situóe tout entiere 
sur (8).Lorsgue (S) est une surface algebrigue, les premiers mem
bres des óąuations (2) sont des polynómes en x,y,...,t" et le 
premier membre de (3) est un polynome.

Si Von remplace Peguation (1) de (S) par Vdquation d'une surface egale (8*) rapportee aux memes axes, on obtient encore la meme relation (3). Soit en effet (/’0) celle des courbes (Z1) 
qui est sur (8), dćplaęons simultanóment (8) et (Zq) de ma
niere a faire eomcider (8) avec (8*), (Z'o) occupera une nou- 
velle position (To) situóe sur (<8*), les fonctions c(s), t(s) ne 
sont pas modifióes et ne cessent pas de vórifier la relation (3). 
Rocznik Poi. Tow. Matem. T. XVII. 3
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2. Lorsąue la surface (S) est incariante cis a, cis des trans
formations d'un sous-groupe du groupe des moucements, la rela
tion (3) est remplacśe par une relation plus simple, en ce sens 
que les ordres des dórivśes de c et de t qu’elle utilise sont in- 
fćrieurs a ceux du cas gónćral.

Considórons d’abord le cas ou (S) est un plan. Une eourbe 
piane a une torsion nulle, (3) est remplacóe par t=0. Sup
posons ensuite (S) sphere de rayon li. La relation cherchóe 
s’obtient en exprimant que R est le rayon d’une sphere oscu- 
latrice a (8), ce qui donnę aisćment

c'2+tM=JR2t2c4.

Dans les exemples prócódents, le sous-groupe est a trois 
parametres; examinons ensuite les sous-groupes a un para- 
metre: Si (S) est un cylindre on peut partir de l’śquation

la variable z ne figurant pas, il suffit des cinq premieres śqua- 
tions (2) pour dóterminer les variables restantes; en portant 
dans la sixieme, on a une relation de la formę
(4) 7?(c"',c",c',c,t",t',i)=0.

Si (S) est une surface helicdidale, ou une surface de recolution, 
on peut, en prenant pour Oz l’axe du mouvement qui la laisse 
invariante, remplacer (1) par la representation parametrique

(5) ®=gcos0, y=@sin0, z=g(g)-l-łiO,

h est une constante (nulle si la surface est de róvolution).
Les cosinus directeurs de la tangente MT a> une eourbe 

de la surface sont
adg . od0 . do , Dd6 .dp , 7 d6

,,=cose*-^mfl*’ *,=slne5+«coseS’
Soit 2 l’angle de MT et du prolongement ML du rayon 

du cylindre de rćvolution d’axe Oz passant par M 

cosA=acos0+/?sin0=^;

la relation
a.+^+^=(i+9..)(g)a+2Vgg+(e.+W)(gy=i(
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donnę ensuite a,fi,y s’expriment donc en fonction de 

q, 6 et A. Soit de meme /z 1’angle que la normale principale 
de (Z1) fait avec ML, les relations

oa'+^'+yy'=0, a'cosO+p'sinO=cosy, a'2+0'2+y'2=l 

donnent a',^',y' en fonction de q, 6, 2, y.
(Góomótriquement, ces derniers rósultats tiennent a ce que M dócrivant une hólice tracóe sur (S), le plan tangent en M 

a (8), la droite ML, la parallele Mz' a Oz constituent une figurę 
de formę invariable).

Puisque x,y,z et les six cosinus sont fonctions de quatre 
variables seulement, et que la premiere des óquations (2) est 
yórifióe identiquement, 1’ólimination de ces yariables peut etre 
faite entre les relations (2) et on obtient encore une relation 
de la formę (4).

3. Un dernier cas reste a cousidórer, celui ou (Sj est un cylindre de róoolution-, le sous-groupe est a deux parametres. 
La reprósentation paramótrique (5) ne peut plus etre utilisóe, o ótant eonstant. Nous ótudions ce cas par une móthode un 
peu diffórente.

Considórons un cylindre dófini par un triedre mobile de 
Darboux Mxyz, l’axe Mx ótant tangent a la section droite pas
sant en M, l’axe My la gónóratrice passant en ce point, l’axe Mz ótant normal a la surface. En prenant pour parametre 
l’abscisse curyiligne u de la section droite et la distance v de M 
a un plan fixe perpendiculaire aux gónóratrices, on a, avec 
les notations des Chapitres I et II du livre V du tome II des Leęons sur la Theorie des Surfaces, de Darboux, les formules 
suiyantes pour les translations et rotations du triedre

£=A=1, ^=^=0, ł?!=C=l, p=?!=0, r=r1=0,

De plus, q est fonction de la seule yariable u, et —l/q—H 
est le rayon de courbure de la section droite.

3*
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Les formules
(6)

du dv-^-= cos co, —=sm co 
ds ds

(7) c cos di ——q cos2 co

(8)
dco . ——-=csmco 
ds

(9)
d™ ± ,— = t-|-(/cosco sin co

concernant une ligne (Z1) tracóe sur la surface sont donnóes 
par Darboux {Leęons sur la Theorie des Surfaces, t. II, ta- 
bleaux II et V, p. 383, 386); co est l’angle Mx,MT, MT ótant 
tangente a (T), ćd—MN,Mz, MN ótant la normale principale; 
s est 1’abscisse curviligne, enfin c=1/q et t=l/r designent 
respectivement la courbure et la torsion.

Nous les utiliserons en regardant c et t comme des fonc
tions donnóes de s, ce qui dótermine la courbe (T) a un dó- 
placement pres et permet de dćterminer en fonction de s 
co, di,u, v,q. D’une faęon plus prócise, en remplaęant q par sa 
valeur tiróe de (7) dans (9), on a une óąuation (9') constituant 
avec (8) un systeme d’óquations diffćrentielles que co, di doivent 
vćrifier; ayant co, les óquations (6) donnent w et v par des 
quadratures, et q se dóduit de (7).

Góomótriquement co et ćo donnent la position du triedre 
Mxyz par rapport au triedre de Frenet, l’axe My a une di- 
rection fixe dans l’espace, et engendre un cylindre (£'); la sec- 
tion droite en est dóterminóe par sa courbure (—q) et par son 
abscisse curviligne u, enfin v donnę la distance de M a une 
section droite.

(10)

Nous aurons a utiliser une óquation donnant dq/ds en fonc
tion de q,co,s. Pour la former on ócrit d’abord:

Ó = */2sin2 cocos2co= — ccosćo(ccos co-j-ę)

en dórivant ensuite la relation (7) et óliminant co et dco/ds en 
utilisant (8) et (9), on obtient la relation suivante, cas parti
culier d’une ćquation donnóe par Laguerre (formule 8 du 
tableau V des Leęons de Darboux):

(11) C3,^ ,
ds

c cos co dq 
q ds

— dc , . ndd>\cos co——t-csm co 2t—3-=- 
ds \ ds
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L’ólimination de dwfds entre (10) et (11) conduit a l’óqua- 
tion cherchóe que nous ócriyons provisoirement

Si Fon obtenait ą et a> comme solutions du systeme diffó
rentiel (11) et (12), on aurait, co par la relation (7). On pour
rait alors trouver les valeurs initiales swa>wąw de faęon que 
la valeur correspondante de dąfds soit nulle:

(13) _F(0, ę0, co0, so)=O.

Cette óquation donnę par exemple <ó0 une fois choisis ą0 
et s0; par suitę elle determine les cylindres passant par (F) pour lesąuels, en un point donnę s0, le cercie osculateur a, la section droite a un rayon donnę et un contact du second ordre avec la section.

Pour que Ja courbe (F) soit situóe sur un cylindre de ró- 
volution de rayon Jł, il faut et il suffit óvidemment que ćó 
ótant solution de

(14) F(o,-1/J?,«,s)=0

yórifie aussi l’óquation obtenue en ógalant a zóro le premier 
membre de (11):

(15) cosćó^ + csinćó^—=

Nous simplifierons les formules ąui ront suirre en suppo- sant R—1‘, on peut le faire sans diminuer la gónóralitó, puisque 
cela revient a prendre pour unitó de longueur le rayon du 
cylindre, ou encore a remplacer les yariables anciennes

w,®,c,i,s
respectivement par

u’—ufll, v'=vlR, c'=Rc, t'=Rt, s'=s/R
et a supprimer ensuite les accents; on a, maintenant g=—1.
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Nous avons ainsi, en partant de (10),

(10') = ccosw(l — c cos co)

que nous transformons en la multipliant par 9c2sin2co et rem- 
plaęant 3csinćó^ par sa valeur tiróe de (15). II vient

(16) (_ dc —\2cos co —ct sin co I —9C3 sin2 co cos co (1 — c cos co)=0;

c’est 1’óąuation (14) pour jR=1. On l’ecrit encore, en prenant 
comme inconnue a=co tg ćd

(17) <?(<7,c',c,i) = [(l + ff2)(<Tc'-ct)2+9c4a2]2-81c6<T2(l + o-2) = 0,

L’óquation (15) nous donnę

(18) 3c^+(c'a+2ct)(l+ff2)=0.

Nous ócrirons
(19) (?(cr,c',c, i) =^oOf8+-■11 a7 + ••• +^-8= 0 

les coefficients de ce polynóme sont fonctions composóes de s 
par 1’intermódiaire de c',c,t- Posons

dAi 3Aj , 3A, , 3A, 4,
ds ~ 3c' + 9c +3t

La dórivóe da/ds d’une solution de (19) est donnee par 
8

3G da , ^A/ r i n
Tj— -j-+ >. <t8-' = 0.
3a ds ds

i=0

Eemplaęons da/ds par sa valeur tiree de (18), on voit que a 
vórifie encore l’óquation du huitieme degre

(20) H(a,c",c',c,t',t) = 3c^^-as-‘-(l + a2)(c'a+2ct)^ = 0.

i=0



COURBES TRACEES SUR UNE SURFACE 39

La relation cherchee est
(21) R(c",c’,c,t',t)=O,
R designant le resultant de G et H consideres comme polynó- mes en a-, il est superflu de donner ici l’expression explicite 
du polynóme en c",...,t qui constitue R.

4. Considórons deux óquations du type (3)

(22) R(c"",c'",c",c',c,t'",t",t',t)—O R1(c"",...,t)=0
concernant respectivement deux surfaces (8), (SJ. Elles cons- 
tituent un systeme d’óquations differentielles ou les fonctions 
inconnues sont c et t; la variable independante s ne figurę 
pas dans ces óquations. Un tel systeme dótermine les inter- 
sections (U) des surfaces ógales a (8) avec les surfaces śgales 
a (>&!). II peut se ramener, par un procódó classique, en pre- 
nant c comme variable indśpendante a un systeme de 6 eoua- 
tions donnant c' et ses dórivśes t et ses dórivóes en fonction 
de c, systeme complćtó par une septieme óquation donnant 
par une quadrature s en fonction de c. La constante additive 
correspondante n’intervient pas dans la formę des courbes (U) 
qui dópendent bien en dófinitive, dans le cas gónóral, de six 
constantes arbitraires.

Si les surfaces (>8) {8-^ sont śgales, les deux equations (22) 
ne sont plus distinctes. Mais on observe que la condition 15=0 
exprime que les 7 óquations en x,y,z, a,...,y'

P=0, F'=Q,..., Fm=0
ont un systeme de solutions communes (n° 1); pour qu’il existe 
deux systemes de telles solutions (correspondant a. deux po- 
sitions distinctes de (U) sur la surface (S), une seconde con
dition doit etre remplie; elle constitue avec J?=0 le systeme 
d’óquations diffórentielles cherchóes. Par exemple, dans le cas 
du n° 3, on l’obtiendrait en ócrivant que les deux ćquations
(19) (20) en a ont deux solutions communes.

Lorsque l’une au moins des surfaces (S) (S^ admet les 
transformations d’un sous-groupe du groupe des mouvements, le 
nombre de constantes arbitraires dont dependent les courbes
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(/’) est infórieur a, six. (Test le cas par exemple des courbes 
dófinies par R— 0, 1=0, ou par l’óquation unique

(23) R(c"", c'", c", c',c, 0,0,0,0)=0

correspondant aux sections planes de la surface (8) a laąuelle 
correspond R-, elles ne dópendent plus que de trois constantes 
arbitraires. Ce nombre se róduit encore pour les surfaces con- 
sidóróes aux n°8 3 et 4; ainsi, pour un cylindre de róvolution, 
l’óquation (23) est du second ordre

(24) _E(c",c',c,0,0) = 0.

La formę des sections planes considóróes (ellipses dont le 
demi petit axe a une longueur donnóe 11=1), ne dópend plus 
que d’un parametre. On ramónerait (24) a une óquation du 
premier ordre en prenant c comme yariable indópendante, 
mais les calculs du n° 3 donnent tres simplement Fintógrale 
de cette óquation diffórentielle; on part de l’óquation (15), 
ou l’on fait t=0:

-dc „ . -daj ncos co-—3csin <»—- = 0,
ZZo (Z«S‘

les yariables se sóparent; on a par suitę, lc dósignant une con
stante

_i 
ccos3ćo= k3, cos aj=kc 3;

la relation (7) s’ócrit, puisque q=—l, ccosćo=cos2co et
2 2 

cos2co=fcc3, sin2 co=1—fcc3.

On porte ces expressions des sinus et cosinus dans l’óqua- 
tion (9) correspondant a 1=0, q= — 1, ce qui donnę

dcosćó . _— --- = sm co cos co sm co
ds

et enfin

dc - -- - 1c'=^-=—3c3(A;-1—c3)2 (c3—fc2)2.(25)
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L’óquation intrinseąue des ellipses considóróes peut s’ócrire 
2

en exprimant 1’arc s en fonction de w=c3, c ótant la courbure; 
cette expression est une intógrale elliptiąue

1 du% J u^u(k^]—u) (u—k2)
On peut óvidemment obtenir cette meme óąuation en par- 

tant de la reprósentation paramótriąue classiąue

X=aco8<p Y=sm<p_? 2
et trouver ainsi k=a ® ou encore cos30 en appelant 0 1’angle 
du plan de 1’ellipse et d’un plan perpendiculaire a l’axe du 
cylindre de róvolution.



SUR QUELQUES INTEGRALES DU TYPE DE DINI

Par J. Marcinkiewicz, Wilno

1. Soit donnće une fonction F(x) de póriode 2a. Posons

(1.1) A(F,x,h)=A(x,h)=F(x+h)+F(x-h)-2F(x).

Lorsąue la fonction F admet une dórivóe / assez róguliere, 
par exemple lorsąue / vórifie la condition de Lipschitz d’ordre 
positif, on a pour tout x

(1.2) J\A(x,t)\rt r idt<oo, r>l.
o

Au contraire, si l’on suppose seulement l’existence de la 
dórivóe f(x) dans un point particulier, 1’intógrale (1.2) peut 
etre divergente en ce point. Cependant on a le

Thćorenie 1. Soit F continue, derieable dans un ensemble E 
de mesure positiue. ISintegrale (1.2) existe pour tout r~^2 presąue 
partout dans E. Pour r<2, le theoreme tombe en defaut.

Supposons que la fonction F est absolument continue et que 
sa dśrivóe feLq (q~^2). D’apres le thśoreme 1 1’intógrale (1.2) 
avec r=ą dófinit une fonction de x. On peut demander quel 
est 1’ordre de grandeur de la fonction ainsi dófinie. On y a le

Thdoreme 2. Lorsąue F est absolument continue et F'=feLq, 
on a

2n 2n
f f \A(x,t)\vt~q~1dt^Cq f \f\qdt. > 
0 ' o

(1.3)
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On a aussi un thóoreme róciproąue dans un sens au thóo
reme 2:

Thćor&me 3. Soit F une fonction absolument eontinue F(0)=F(2n), l<p^.2, f—F'. On a
2tt 2tc 2ji

(1.4) f\f\pdx^Cpf f \A(x,t)\pt~p~1dxdt.
0 0 0

2. Nous commenęons par la dómonstration du

Lemme 1. Les theoremes 1, 2, 3 sont vrais lorsąue F est absolument eontinue, F(0)=F(2n), F'eL2 et r=2.
Posons

oo
F'(#) = /(a;)= V(a*cosfcr4-^*sinfcr).

i
On a

oo.. . , \^lai,sinkx—fc*cosfcr\ . „ fcZA(x,t)=-^2 j-----------P2 2 •

L’ógalitó de Parcóval donnę
2n oo

l J A2(x,t)dx=l&2'^+ *>*) Sm^/2 ■
0 1

En multipliant les deux membres de Ja derniere ógalitó par 
Z-3 et en intógrant dans l’intervalle, (0,2tt) on obtient

2/r 2n oo 2nf A\x,t)t~3dxdt=16 dt>
oo io

ce qui impliąue le rósultat demandó.
3. Dans une autre notę1) j’ai dómontró le

Lemme 2. Soit F une fonction eontinue, dericable dans un ensemble E de mesure positive. Pour tout e>0 on peut definir un ensemble QCE et deux fonctions G(x) et H(x) de periode 2n de sorte ąue fon ait
*) Marcinkiewicz 2.
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(3.1) \F-Q\<e,
X

(3.2) <7(0)=(7(2rc), G(x)=fg(x)dx, geL2,
0

(3.3) G(x)=F(x), (xeQ),

(3.4) F(x)=G(x)+H(x),

et enfin pour presgue tout xeQ

n

(3.5) [\H(x+t)\t~2dt<oo.
—n

4. Nous allons dómontrer le thóoreme 1 avec r=2. Fixons e 
positif et considórons 1’ensemble Q et les fonctions G et H 
satisfaisant aux conditions (3.l)-(3.5). Entenant compte de (3.2) 
et du lemme 1, on conclut que 1’intógrale

(4.1) [A2(G,x,t)t~3dt
o

existe presąue partout dans l’intervalle (0,2tt). D’autre part, 
les formules (3.3) et (3.4) montrent qu’on a presque partout 
dans Q

H(x)=0, H'(x)=0,

ce qui montre en vertu de (3.5) que 1’intógrale
71

I H2(x-\-t)t~3dt
—71

existe presque partout dans Q. Or, l’existence de la derniere 
integrale implique óvidemment

(4.2) I d2(H,x,t)t~3dt<oa.
o

En tenant compte de (4.1) et (4.2), on conclut facilement 
qu’on a presque partout dans Q

I A2(F,x,t)t~3dt<oo.
o

(4-3)
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Or, e ótant arbitraire, il s’ensuit d’apres (3.1) que l’inógalitó
(4.3) subsiste presąue partout dans 1’ensemble E.

Eemarąuons enfin ąue l’inógalitó (4.3) entraine (1.2) avec 
r>2 des que la fonction F admet une dórivóe finie.

5. Pour dómontrer la partie nógative du thóoreme 1, 
posons

a„=l/^nlogn.
On a
(5.1) £an<oo, Vapn=oo, l<p<2.

Soit
oo oo

(5.2) /(a>)= ^anco8nla), F(x)=^> ^sinn!®.
2 2

D’apres (5.1) on a feL2. D’autre part

(5.3) A(F,x,t)= —4 ^^sinnla; sin2n!

ni—1
[4d(«,t)|>^ |sinm!a?| sin2m!~— V^-|sinn!o>| sin2n! ~

ml 2 nl 22
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OU

Or, comme

1/mi

I2^4w~3/2

2/m!
_______ i_______r 

J ||-m(m4-l)! t p 'dt^cm 32

ou bien
(5.5) 
et

(5.6)

Les inógalitśs (5.4), (5.5) et (5.6) donnent

I Ap(x,t)t p ' dt  ̂£Asin2 ml x a™—-C£m 3,2 
q mm

et tout revient a, dśmontrer que Fon a presąue partout

(5.7) JFamSin2łJł!<»=oo,

ce qui rósulte facilement de 1’inegalite (5.1) et du fait bien 
connu2) qu’une sórie

JFcpCOsA,,#, K+1/Av>2, Sel<°°

converge presque partout.

6. Le tłióoreme 2 est une consóquence facile du theoreme 
sur la convexite des normes des operations lineaires de M. M. 
Riesz 2bis). L’expression U(f,x,h)=A(F,x,h)h~1, (F'=f), con- 
sideree pour 0^®<2:rc, 0<7j<2ti:, est une operation lineaire. 
D’apres le lemme 1, on voit que

2n 2n 2n
(6.1) [f l'u2(f,x,t)dxdlogr^i2^C2[f fdx]112

0 6 0
avec C2 independant de e.

2) Zygmund 5, abls) Riesz 3.
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D’autre part, lorsąue la fonction / est bornóe, la fonction U 
Fest aussi et on a

2a 2ji

(6.2) lim ![ [\Ur(f,x,t)\dxdlogt-1! <2max|/|.
0 e ’

L’opóration U ótant dófinie pour /eZ2 et /eZ°°, elle peut 
etre aussi dófinie pour tout r, 2<r<oo. On a donc

2jt 2a 1
(6.3) f f Ur(f,x,t)rr~'dxdt^Crf\f\rdx.

0 e 0

Cr ótant indópendant de e, on en dóduit le rósultat demandó.

7. La dómonstration du thóoreme 3 est basóe sur le suivant

Leninie 3. Soient

(7.1)

On a

(7.2)

oo
/=^'(«*cos to+^sin to), jeLp, p>l.

2*+l—1
Av(f,x)—Av(x)— £ (aiC.osix+biSmix).

2”

Ce rósultat est connu, il est du a MM. J. Littlewood et
R. Paley *).

Nous utilisons encore le

Leninie 4. On a pour tout polynóme trigonometrique 8 
d'ordre n au plus

2n 2n
(7.3) f \8'\pdx^npf |S|pd®.

o o
Ce lemme est aussi connu, il est du a M. A. Zygmund *).
Enfin nous appliąuons le

3) Littlewood et Paley 1. 
'*) Zygmund 6.
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oo

/(a?) =a0/24- £ (akcoska+bksink®),

Lemme 5. Soit

On a

1
n

sn=a0/2-\- £(akcoskx+bk8in.kx),
1

feLp, p>l.

(7.4)
271 2n
f \Sn\pdx^Apf \f\pdx. 

0 0

Ce rósultat est du a M. M. Riesz ®).

8. Nous allons maintenant demontrer le thóoreme 3.
D’apres le lemme 3, on a

2ti 2n
f Ap(F,x,t)dx  ̂f (ZA2v(A,x,t))p,2dx 
0 o

27t 2ti 2n 2n
f f A^F^C^^f [ (FA2)p2dxdt^ 
0 0 0 0

2n 2—”
/ dxI Apt~p~'dxdt

v b 2-’'-!
ou bien

271 2ti 2n 2 v
(8.1) I I Ap(F,x,t)t~p~idxdt'^j dx£2p/ Ap(A,x,Ov), 

oo o 2_ v~1
ou

2-*’-1<0„<2_*’.
On a 

2”+1—i 
d.(J,»A)= >? /z 2

2V

Lorsąue p croit de 2V jusqu’a 2v+1, l’expression ^Sp/2 croit 
aussi de 21' l0v jusqu’a 2v0v et l’on a

5) Riesz 4.
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Posons sin2/i6„/2=La suitę est donc croissante 
l’on a pour 2*’<Jw<2’’+1, sin2KA/(^sin2l.

Posons
n

2'atlsva.p,x—bfiC,os[ix ,
, Ą« — 8n J

2” 2”

n
\'a,, sin /ux—b^cos [nx
/, ~Gn'

En appliąuant la transformation d’Abel et 1’inógalitó 
Minkowski, on trouve

2”+l—2
<72v+1_1= 8^— — +

et

de

_1 —~
2”

2?r 21’+1—2 2w

0 2V 0

+^+i_iiy' |^2v-ł-l_J •

0
L’inćgalitć (7.4) donnę

[y|s,(|p<L5]17'<Ap{ I ,
0 0 '

ce qui portó dans (8.1) donnę
2n 2ji

[ f Ap(F,x,t)t~p~idt^A£2vp [ \a2V+l_^pdx, 
0 0 o

(8.2)

ou A dósigne une constante positive. D’autre part, 1’inógalitó
(7.3) donnę 

2n 1
\ \4v(f,x)\pdx^2(r+')pf \o2v-i_i\pdx, 

o o

ou bien en vertu de (8.2)
2n 2jt 2n 2n
f f \A(F,x,t)prp~'dxdt^A^[\Ap\dx^Af (XA'ł)pl2dx, 
0 0 0 0

ce qui, d’apres (7.2), acheve la dómonstration du thóoreme 3.
Rocznik Poi. Tow Matem. T. XVII. 4
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9. II est tres probable que le thóoreme suivant subsiste. 
Soit F(x) absolument continue, F(0)=F(2n), F'=f. Posons 

g2(x)= f A2(F,x,t)t~3dt.
o

On a pour tout p >1
2tt

Ap f gpdxśi I \f\pdx^Bp l~gpdx.
oo o

Si ce thóoreme est vrai, sa dómonstration est pTobablement 
beaucoup plus difficile.
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QUELQUES THEOREMES SUR LES SERIES 
ORTHOGONALES LACUNAIRES

Par J. Marcinkiewicz, Wilno

1. Dans une notę rćcente1) j’ai dćmontró le

x) Marcinkiewicz 2, cf. aussi Marcinkiewicz 3 et Menchoff 5 et 6.
2) Marcinkiewicz 4.

Theoreme 1. Soit {ę>n} un systeme orthogonal et normal dans Uintercdlle (0,1) rerifiant la condition
i

(1.1) lim sup [\<pn(x)\dx>0.
II existe une suitę {n,} telle que la convergence presgue partout d'une serie de la formę

(1-2)
eguiraut a Pinegalite
(1.3) £a2.<oo.

Dans une autre notę2) j’ai amślioró une partie de ce thóo- 
reme en dómontrant le

Theor&me 2. Sous la condition (1.1) il existe une suitę {n,} telle gue la relation
nv

(1.4) lim inf J a^Ua?) > —oo
/ł->oo 1 ‘

rerifiee presgue partout entraine (1.3).

4*
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La dómonstration que j’ai donnó pour ces tbóoremes est 
trós longue. Le but de cette notę est de les dómontrer d’une 
faęon plus courte et plus simple. Ma nouvelle dómonstration 
sera basóe sur le

Thóoreme 3. Sous la condition (1.1) il eociste une suitę {nt} 
telle ąue l'on a pour des nombres ava2,a3,... arbitraires

(1-5) l\Savq>n (x)\pdx^(£a2v)p,i (0<p<2),
1 o 1 1

oii A designe une constante positire3).

2. Lemme 1. Soient {<»v} le systeme orthogonal et normal 
de M. Walsh*), {n,} une suitę de nombres entiers telle gue

(2.1)
et /
(2.2)

n/+i/nz>2

une fonction de la classe Lp (p>l).
La serie

2*4-1
(2.3)

V

Ćpa),,

2V—1

conrerye presąue partout et on a l'inegalite

(2.4)
i i i

Apf (£Alv)p!2dx  ̂f\f\pdx^Bpf(XAl)p'1
0 0 0

oii AP>A des ąue |<p<2.
Ce rósultat est connu, il est du a R. Paley 5).

3. Lemme 2. Soit

(3.1)
i

o o

3) Une inógalitó analogue pour p3>2 a ótó consideree par M. S. Ba

nach. Voir Banach 1.
*) Walsh 8. 6) Paley 7.
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On a pour toute suitę {a„} et tout p^2

(3.2) (2’av)p/2^4d-2/ (£a2vy>2v)p/2.
o

Nous pouvons supposer óvidemment Posons
a2et dósignons par A et B les ensembles dans lesąuels 
on a rśspectivement a>l et a^l. On a tantót |A|>zl2/4 tantót 
|J.|^zl2/4. Le premier cas est banał. Dans le deuxieme on a

/wdx < j/ v2 dĄ! + m'/2,
0 B

d’ou l’on dćduit

B
1
I aP'2dx^ I <jP'2dx^ I a2dx^^a2J^>2dx^A2/4:,

0 B B B

ce qui dómontre le lemme.
Maintenant nous pouvons dśmontrer le thóoreme 3. En 

changeant les notations, on peut admettre que l’on a
i

(3.3) /W<to>2J.
0

Soit

Posons mo=O, ^=1 et dósignons par un nombre satis
faisant a la condition
(3.4) Va2^J4/4. .

711
Supposons ni,n2,...,n* et mi,m2, dćfinis. Choisissons

pour un nombre assez grand pour que l’on ait

(3.5) ^\anji+vft\<[ApA2fp/^, nk+1>nh
1

et ensuite pour un nombre satisfaisant aus inćgalitós
oo

(3.6) ^a2^ ^^ [Apd2]2 P/4*+1.
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D’apres (2.4) et (3.2), on a Ii^±ApA~spi ou s=£a2.
L’inógalitś (3.7) donnę It^[ApA2]lp8l,ll6 et If<ApdV2/16, 
ce qui entraine

{f\Sai<Pn\',dx} ' 
o

Le thśoreme se trouve dśmontró pour |<p^2. Soit donc 
p<|. Dósignons par A et B les ensembles ou >1

1

et %a2v(pł (x)^A. Lorsąue on a fo’p2da?>Ju (<7=2'ai9’nv)-
o

Dans le cas contraire, on trouve
1

Ja3/* da — / + /^C/?/4+ y <rp/2 doc;

0 AB B

1

/a3/4da?>C, 
o

d’ou
i faP^da^C—iAl^c^ 

0

et il en vient dans tous les cas
if gp/2 da^c/2.

o
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1
L’inógalitó ( ap/idx^l ótant óvidente, il en rósulte le thóo- 

o
reme. En s’appuyant sur ce rósultat, on peut dćmontrer le

Thćoreme 4. Sous la condition (1.1), on peut choisir une 
suitę {<pn } telle que l'on ait pour toute suitę {aft et tout ensemble A, 

]A|>1—£p
(3.8) f \Sai<pni\pdx^Cp(Sal)pl2.

A

En effet, en supposant 1’inógalitó (1.4), on a

f \2^<pnt\pdx=f-f > Ap(2^-\CA\2-pp(^)p/2.
A 0 CA

4. Maintenant nous pouvons dómontrer le thóoreme 2. 
Soient {<pn} les fonctions choisies dans le thóoreme 3. Sup
posons (1.4) verifiće et

2'a|=oo.

II existe un nombre M tel que la relation
V 

SatfM >—M v=l, 2,..1 1

est vórifióe dans un ensemble E, |C7^7|<e1, ej ćtant le meme 
que dans le thóoreme 4. On a 6)

f \Sv\dx^f \SV+M\+M^Z f S„+2JH^2M+S^Si
E E E 1

ou S^Za^n, &= / <pn.(x) dx.
1 1 e 1

Or, de la relation J?£?<1 on conclut facilement que 

f \Sv\dx=O(^a2)'1,, 
e 1

ce qui est en contradiction avec (3.8).

•) Comparer Zygmund 9.
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Le thóoreme 1 rósulte du thóoreme 2 et du lemme 1. En 
effet, le thóoreme 2 montre que (1.2) entraine (1.3). D’autre 
part, posons comme dans le lemme 2 <pn = ev-\-y>v-\-pv. L’inó- 
galitó (1.3) entraine 

d’ou rósulte d’apres le lemme 1 la convergence presąue partout 
de la sórie

La convergence de la sórie ^avev ótant óvidente, il reste 
a dómontrer la convergence de la sórie ^avov, mais elle ró
sulte immediatement de la relation
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BINARE MATRIZENFORMELN 
Ft)R DIE CLIFFORD-ZAHLEN)

Von Duwid Wajnsztejn, Kraków

1. Wie bewusst gibt es binare (komplexe) Matrizen, die 
ais Formerln fiir die Quaternionen gelten diirfen* 2). Es ent- 
steht die Frage:

x) Diese Notę wurde im Seminar des HerrnProf.DrW. Wilkosz verfertigt.

2) F. Klein: Uortesungen uber die Entwicklung der Mathematik im 
19. Jhd. I. S. 190.

8) Annales de la Sooiótó Polonaise de Mathćmatiąue T. XVI [1937], 
S. 65-83.

«) Ann. de la Soc. Pol. de Math. T. XVI [1937], S. 162-175.

Darj man fiir die Clifford-Zahlen mit 2" Einheiten bindrę Matrizenformeln im Gebiet der Clifford-Zahlen mit 2"'~1 Einheiten bauen"1.
Dieser Frage, die zu bejahen ist, widmen wir die Notę. 

In unseren Erwagungen beniitzen wir die Eesultate aus un- 
seren Noten:

[I] Uber die Clifford-Lipschitzschen hyperkomplexenZah- lensystemc 3).
fH] a-Matrizen und Clifford-Zahlen*).
Diese Noten werden im weiteren mit den Zeichen[I] bzw. [II] 

zittiert sein. Wir behalten alle Bezeichnungen aus diesen Noten.
2. In [I]. § 4. haben wir einen hyperkomplexen Zahlen- 

system mit 2" Einheiten
(1) di1,E2,E3, ...,E2n 
untersucht.

Statt der Einheiten (1) darf man 2" Clifford-Zahlen
(2) yi, y2,..., p2n
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ais Grundeinheiten wahlen 5), wo

ł?l==ai,l -®1 -ł*ai,2'®2_ł- d_ai,2n’®2n
^2 = a2 1 ® 1 a2,2 ®2 “I” ' ’ * “ł” ®2,2n'®2n

(3) ....................................................
ł?2n = a2n, l’®'1 + a2n,2^2~^~ • • • d“ a2n,2n"®2"

(a,* reell) mit der Bedingung:

(4) Det IMI + O.

Auf Grund der Multiplikationstafel [I] (30) und der For
mel [I] (47) haben wir

E*=±EV

WirwahlenaisneueGrundeinheiten(2)die Clifford-Zahlen

(5) 6j, e.2J ®3) •••, ®2n
fur welche die Zahlen a,* aus (3) durch die Formeln

a/,*==0 fur i^k

1 +1 fur E2t=Ei 
“"|-1 fur E^-Ei 

bestimmt sind.
Wir haben die Formel

(7)
Man sieht leicht ein, dass man fur die Einheiten (5) eine 

Multiplikationstafel auf folgender Weise erhalt:
Man bildet eine a-Matrix (£, die in der ersten Kolonne 

die Einheiten (5) besitzt. Links der Matris schreiben wir die 
erste Kolonne und uber der Matris schreiben wir die erste 
Zeile, so erhalten wir eine Multiplikationstafel fur die Ein
heiten (5):

61 -e2 . • — e2n
61 61 -e2 .. . — e2«
62 62 61 - . e2«-x• • • •
• • • •

62" e2n —e2n-i. • 6,
5) S. Zaremba: Arytmetyka teoretyczna, S. 746.
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Der Zahl
(9) z=©i-H eg4" ••• H- ®2n ®2n
entspricht die a-Matrix, die in der ersten Kolonne die Zahlen

^21 ®3ł •••> ^2rl 
besitzt.

Wir fiigen noch die Bemerkung hinzu, dass bei Clifford- 
Zahlen mit vier Einheiten (also bei Quaternionen) der Iso- 
morphismus
(10) ®3~b 
gilt.

Wir haben die Gleichheit.
(11) (£=<S*
wo 8* die zu 8 transponierte Matrix ist. 8 ist es die Matrix, 
welche unter und rechts der Geraden in [I] (30) steht. (Man 
vergleiche [II]. 6.).

3. Aus (7) haben wir

e?=£?=^Ez=EiE? =Er

Die a-Matrix welche der Zahl (9) zugeordnet ist hat die 
Form

||^2'a2’2y •••» ®an’®2n.8nll
wo at,t dieselbe Bedeutung was in (6) hat.

In Zusammenhang mit unseren Erwagungen aus [II] § 3. 14. 
werden wir eine der Zahl (9) adjungierte hyperkomplexe Clifford- 
zahl einfiihren. Diese Zahl bezeichnen wir mit z* und erklaren 
sie durch die Formel

z* = a1e14* a2e2+"-+
-1“ Ct'2^ I ©2^ ’ — ®2n Uj^62^*

Der Uberlegung aus [II] § 3 nach, gelten die Formeln

(13)
(14) 41>.42)=(^).2<2))ł

wo (^O+z®)* bzw. (z(1)z(2))<, die der Zahlen zw-{-z^bzw. 
adjungierte Clifford-Zahlen bezeichnen.
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4. Wir beweisen den
Haupt satz: Bezeichnen wir mit

(9.a) »1=a1e1+«2e24-...4-a2n-ie2n-i
(9.b) 22= a2«—14.1 6] 4- <l2n—®2n ®2n—1
und bilden die bindrę Matrix

(15) i(«l). («2).
I — z2 Zł

so gibt es ein Isomorphismus zwischen den Zahlen (9) und den 
Matrizen (15).

5. Wir beweisen, dass die Matrizen (15) ein hyperkomplexes 
System bilden.

In der Tat (den Formeln (13) und (14) nach) gilt:

(J6)

m* (f).
+

(Ą <ą (Ą+m. W.+(42)).
— z[p zf^ «W_|_S(2)

— (41> + 2r22)) (s(l1) + »l2))

Also

W)* (Ą
H’

(17)

-«<;) z& ~
(^9)ł(^))# + (^))ł^)

-z^ph + z^

(^)-^)(^))J •

die Summę und der Produkt von zwei Matrizen (15) ist wieder 
eine Matrix der Gestalt (15), w. z. b. w.

6. Wir werden zeigen, dass es ein Isomorphismus unter 
den Clifford-Zahlen (9) und den Matrizen (15) stattfindet, 
indem die Matrizen

(0<2,łu^2n_1)(®J. 0
bzw.

0 (ej.
0 «i

der Einheiten e; bzw. e2„_i+j[ł isomorph entsprechen.
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Zum Beweis beniitzen wir die Multiplikationstafel (8) und 
einige Formeln aus der Arithmetik der Cliff ord-Zahlen.

7. Das Element der Matris (£, welches auf der Kreuzung 
der i-Zeile und fc-Kolonne steht, bezeichnen wir mit e,,*, das 
Element dagegen, welches auf derselben Stelle in der Matrix 8
[I],  (30) steht, bezeichnen wir mit e^-

Aus (1.1) haben wir
(18)

Es gilt die

Formel 1 a:

(19) sgne1,2"-i+z = — sgnei,z (0<i<2"_2).

Diese Formel ist nach (18) der Gleichheit

(20) sgne2n-i+,-.1=—sgnez,i (0<ż<2n 2)
aquivalent.

Wir kommen auf den Beweis der Formel (20):
(S*12))' und (S*11* sind a-Matrizen und

sgnei,A=sgn e1,2'|-2+A (0<Zc^2n_2)

deshalb gilt die Gleichheit
(21) sgne/>i=sgnci>2'1-1

$(1) und (i^21)' sind a-Matrizen und 
sgnei,z=sgnei,2"-i+z

also

(22) sgn e/,2"-1 = sgn e/,2n-1+i

Aus (22) und (21) folgt

(23) sgnei,i=sgne/,2n ’+i
Aus <^3,= — <S(2) folgt

(24) sgne2n-1+;,i =—sgne^-Ui
Aus (23) und (24) folgt

(20) sgne2n-1+/,i=—sgnc,-,i
Aus (20) und (18) folgt die Formel Ta.

(0<i^2"~2).

(0<l<2"-1),

(0<)<2n-1).

(0<i<2n~2).

(0<jC2n_1).

(0<i<2"~2).
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8. Es gilt die

Formel 1 b:

(25) sgn ei,2n-1-(-2n-2+/=sgn ei,2n-2+< (0<i^2n~2).

Nach (18) geniigt es statt (25) die Formel

(26) sgne2«-i+2«-2+z,i= sgne2"-2+,,i
zu beweisen.

(<$<1i))' und ć"4> sind a-Matrizen und

sgne2'>-2+1,*=— sgne2«-2+i,2'I-2+*

(0<i<2n_2)

(0<fc<2"~2)

deshalb haben wir die Gleichheit

(27) sgne2n-2+(,i=—8gne2n~2+/,2n-1
<S(I) und (/2))' sind a-Matrizen und

sgnei,z=sgnei,2n-1+z
also gilt

(28) sgn e/,2"-1 = sgn ey,2n_1+i

(0<i<2n—2)

(0<l<2n~’)

(0<j<2n~ł).

Aus (27) und (28) folgt (indem wir in (28) j=2n 2+i setzen):

(29) sgne2"~2+/,i=—sgne2"-2+/.2«-i+i.

Aus 5(3) = —6<2) folgt

24) sgnez"-1!/,^—sgney,2n-1+i (0<j<2nl).

Aus(24)und (29) (indem wirin (24) j=2"~2+l setzen) folgt: 

(26) sgne2n-2+/,i=sgne2«-i+2n-2+/4 (0<i<2"~2).
Aus (26) und (18) folgt (25).
9. Wir beniitzen die Formeln (19) und (25) und beweisen die

Formel II:
(30) 2=«1+e2n-l+1(22)*

wo z, zx und z2 durch die Formeln (9), (9.a) und (9.b) erklart sind. 
Es geniigt augenscheinlich die Gleichheit

(31) 
zu beweisen.

e2,,-1+z=e2"-i+i(e/)ł (0<Z<2n_1>
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® ist eine a-Matrix, deshalb gilt

e(3)=—g(2).
Daraus folgt

(32) e2n-i+x,1«=— 62,2"—(0<2,Ju<2"—*)• 

Setzen wir in (32) 2=1, so haben wir

(33) e2n—i+1,Ą=—61,2"—(0</w<2"—'). 

Aus der Multiplikationstafel (8) folgt

(34) e1n-i+i,^=e2/>-i+i(sgnei^)-e(I,= (sgnei,p) • e,,
(0<M<2n"1)>

(35) e^n-i+^e! • (sgn elt2n-i+jH)-e2«-i+/(=(sgneŁ2n-i+/ł)e2n-i+^
(0<ju<2n_1).

Die Formeln (34) und (35) teilen wir jede in zwei GleicŁ- 
heiten

(34.a) e2"-i+i,/=(sgn 6i.,) • e2"-i+i • e,-
(34.b) e2^-i+li2n-«+/=(sgne1(2^-2+/)-e2n~i+i-e2n-2+z /Q<^<2n-2)
(35.a) ei,2n-i+/ = (sgn e1>2n-i+/) e2«-i+/
(35.b) e1,2n-i+2n-2+ł= (sgne1,2n-i+2',-2+/)e2«-1+2n-2+i

Aus (33), (34.a) und (35.a) folgt

(36.a) (sgn eu) e2"-i+i e,= — (sgn ei,a"-i+/)

Aus (33), (34.b) und (35.b) folgt

(36.b) (sgn 6i,2n-2+z) e2'>-1+ie2''-2+z=
= — (sgn 61,2"-J+2n-2+z) e^+2"-^/-

Aus (19) und (36.a) folgt
(37.a) e2n-i+i • e,= e^-i+z (0<ł<2"_2).

Aus (25) und (36.b) folgt

(37.b) e2«-14-i-e2n-2+z=—e2"-14-2"-2+/ (0<i<2n_2).

Fassen wir (37.a) und (37.b) zusammen indem wir (12) in 
Acht nehmen, so erhalten wir (31). Daraus folgt die Formel II.
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10. Es sei

(38) C—oq ei4-aa e2_ł-",H- a2n—1 02,,—ł-
Wir beweisen die

Formel III:

(39) e2n_1+iC=C* e2" ^i.
Augenscheinlich gentigt es zu zeigen, dass

(40) e2n->+1ez=(ez)ł e2n-i+1

(40) teilen wir in zwei Formeln 

(40.a) e2"-i-t-i" 0/=(e/)* e2n~i-j-j

(4O.b) e2«-Lf.i-e2"-<H=(e2''-2+ó*62n-1+1 

(0<A<2',_1)

(0<i^2n_2)

(0<i<2n-2)

und beweisen diese Gleichheiten:
Der Multiplikationstafel (8) nach (und nach der Bemer- 

kung, dass sgneo,i=l, 0<u^2") sind die Formeln (4O.a) und 
(40.b) den Formeln

(41.a) (sgn ei,/) • e2n_1+i,/= (sgn ei,2«-i+i) ez,2"-i+i 

(41.b) (sgn e2,2n-8+/) e2"-1+i,2"-2+/= — (sgn ei^-^i) e2«-2+/,2«-l+i 

aquivalent.
(£ ist eine «-Matrix, deshalb folgt nach [I], (9), dass (41.a) 

und (41.b) den Formeln 

(42.a) (sgnei,/)-(sgne2"-i+i,/) = (sgnei,2'’-1+i)(sgne/,2«-1+i),

(42.b) (sgn ei,2"-2+/)(sgn e2«-1+1,2"-2+/) —
=—(sgn e t ,2n~1+i) (sgn e 2n~2+/> 2n~ł+i)

aquivalent sind.
Aus ®(2>=-g(3) folgt

ez,2n_1+*=—62" ^/.a-

Setzen wir i=l, k=l, so haben wir

(43)
Aus

61,2n~1+l—■ ®2n 1+1.1"

sgn e2«— 14.14=1 



BINABE MATRIZENFORMELN 65

und (43) folgt
(44) sgnei,2n-i+1=—1.

Setzen wir (44) in (42.a) und (42.b), so erhalten wir

(45.a) (sgn ei, z)(sgn /) = —sgnez, 2n-1+i,

(45.b) (sgn ei,2n-2+f)(sgn e2"-1+i,2n-2+z) = sgn e2n-«+z,

Statt der Formeln (45.a), (45 b) geniigt es nach (11) die
Formeln
(46.a) (sgnen)(sgnez,2«-i+1) = —sgne2"-i+i1Z,

(46.b) (sgn e2"-2+z, i)(sgn e2"-2+z, z"-l+i)=sgn e2«-ł+i.2"-2+z 

zu beweisen.
In S gilt

sgn (31,0=1 (0<<7<2p)r

deshalb folgt aus <S(3)=— <S(2)

(47) sgn e2n-i+z =-1 (0<A<2n_1).

Aus (47) folgt, dass die Formeln (46.a) bzw. (46.b) den 
Gleichheiten

(48.a) sgnez,i=sgnez,2'>-i+i
bzw. (0<i^2n—x)
(48.b) sgne2«-2+z,i= —sgnez"-2^^"-1^
aquivalent sind.

Die Formel (48.a) haben wir schon ais Formel (23) bewie-
sen, die Formel (48 b) dagegen haben wir ais (27) bewiesen.

Damit ist (39) bewiesen.
11. Wir kommen zum Beweis des Hauptsatzes:
Sind den Clifford-Zahlenzd) und z(2) nach (15) Matrizen 3U)

und 3<2> zugeordnet, so folgt aus (16) dass der Clifford-Zahl 
S(3) = «(l) + 2(2)

die Matris
3<3)=3(D+3(2)

zugeordnet ist.
Wir beweisen noch, dass der Zahl

(49) zw=z(l) • a;®
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 5
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die Matris
(50) 3(4)=3(1)-3(2)
zugeordnet ist. Wir berechnen die Zahl (49):

Aus (30) folgt
(51) ^>=(^11)+ean-1+1-(41>)e).(^)+e2n_i+1(<))j=

=4° • • e2„_i+1 • (Ą+e2„_i+1(«o>)^2)+
+e2n-i+1(41))łe2n_i+1(«®)ł.

Aus (39) und (51) folgt
(52) ^)=2(1).^+(e2n_1+i)2((^))Jł(3(2))*+e2n_1+i(s(l))*(a(2))#+

+e2n-i+1«))*«i2).
Aus

(53) (®a"_1+i)2=—®i
und
(54) («*)♦=«
fiir eine beliebige Clifford-Zahl z ((54) folgt unmittelbar aus 
der Definition der zu z adjungierten Zahl (12)) und (52) folgt

(55)

Aus (55), (30) und (15) folgt, dass der Zahl z^} die Matris
(^(2)_^)(3(2))J#j (^(2) + 2(D(s(2))J#

HW+W*).), WMW 
zugeordnet ist. Das ist aber nach (17) und (50) die Matris 3<4)- 
Damit ist der Beweis des Hauptsatzes zu Ende.



SUR LES FORMES QUE DOIT AVOIR UN VASE QUI, 
PLONGĆ DANS L’EAU, LA PARTIE IMMERGĆE SOIT 
UNE FONCTION DONNŹE DE LA HAUTEUR TO-

TALE fic DU VASE

Par C. Popoyici, Bucarest

Ce mómoire est consacró au sujet que j’ai eu l’honneur 
de traiter devant la Sociótó Polonaise de Mathómatiąue, 
a l’Universitó Jagellonnienne de Cracovie, dans une de mes 
conferences que j’ai faites, sur l’invitation de 1’illustre et vó- 
n^rć maitre M. Stanislas Zaremba au mois de Mai 1938.

Le but suivi dans ce memoire est celui de montrer, par 
un exemple intuitif, intóressant en lui meme, qu’il existe des 
problemes de physique mathćmatique qui nous fassent voir 
que l’óquation

X
(1) f Z(x,y)S(y)dy=Q(x) 

c

ainsi que l’4quation
X

(2) S(x)+J Z(x,y)S(y)dy=Q(x)
c

ou le noyau Z(x,y} peut etre, si l’on veut, continu et ayant 
des dćrivóes de tout ordre voulu, peuvent admettre, dans des 
cas assez gónśraux pour Z, une infinitó de solutions pour la 
fonction inconnue S.

Cela arrive lorsque le noyau Z{x,y) n’est pas dotć, dans 
l’intervalle d’intćgration, par une meme expression analytique 
d’un cótś et de 1’autre d’un cylindre y=a>i(a;)=b®-

Dans ces cas nous dirons que Z{x,y) est un noyau raccomode. 
5*
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Nous verrons d’abord, par des simples considórations in- 
tuitives, sans faire aucun calcul, la naturę et la puissance de 
1’ensemble des solutions; ensuite nous emploierons des me- 
thodes analytiąues et surtout grapliiąues pour construire les 
solutioną^et voir dans ąuelles conditions il existe une solution 
uniąue.

Nous verrons que l’explication du fait qu’il existent une 
infinitó de solutions et cela meme si nous ne considórons pas 
comme distinctes deux solutions S et s telles que

X 
f[8(y)—s(y)]dy = 0 
c

róside dans ce fait, que les óquations (1) et (2), tout en gar- 
dant l’apparence d’etre des óquations ordinaires de M. Volterra, 
elles dśguisent, si le noyau est raccomodć, des óquations que 
nous avons appeló „intógro-fonctionnelles" et dont nous avons 
dómontre qu’elles admettent une infinitó de solutions. Dans 
1’admirable et rócent traitd „Thóorie Gćnerale des Fonction- 
nelles“ de M. M. Volterra et Póres1) ces cślebres auteurs ont 
introduit un chapitre spócial a ce sujet dans lequel se trouve 
une partie de nos rdsultats x).

Dómonstration intuitlve

Supposons que Fon a trouvó une solution particuliere.
Supposons pour fixer les idśes que la formę du vase, ou 

d’une figurę en planches de bois, nous voulons qu’elle soit 
une surface de róvolution, et soit la courbe ci tracće AO une 
courbe móridienne qui nous fournit une solution, alors, on se 
rend compte, surtout si l’on considere la densitó q constante 
pour toute planche 8(y}dy, dont 8(y) est la surface d’une section 
a la liauteur y du fond du vase, que notre probleme est un 
probleme de similitude et que, si par exemple x-i(x')=%x, alors 
en coupant la figurę par un plan horizontal, la nouvelle sur
face flottante, devra, par 1’ónoncó du probleme, rester plongće 
aussi deux tiers de sa hauteur dans l’eau.

x) Editions Gauthier Villars 1936. Voir notamment pp. 209, 210,
212, 214, 219, 346.
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On se rend aussi compte, par un bon sens de la naturę 
des choses que, a toute eourbe mśridienne AO a tangente 
monotone, correspond une infinitó de courbes meridiennes 
ondoyantes ABO qui doivent satisfaire a notre probleme. Au 
point de vue pratique on n’aura peut-etre jamais besoin de 
construire de tels vases, au point de vue esthetique, si l’on veut. 
En tout cas un grand constructeur s’est amuse a construire

de pareils jouets; c’est le plus immortel des góometres, le bon 
Dieu lorsqu’il a construit la coquille de 1’escargot. Ces co- 
quilles sont des surfaces helicoidales qui repondent a certaines 
donnćes de notre probleme. On voit ainsi que ce travail est 
un hommage rendu au plus illustre des gćometres.

L’ensemble de ces courbes mśridiennes ondoyantes aura la 
puissance C du continu et cela pour chaque rapport donnó 
entre la largeur et la hauteur donnóe x du vase.

Mais 1’ensemble total des solutions, pour chaque hauteur 
et largeur donnóes du vase, a la puissance plus grandę. Elle 
peut etre representee par un nombre transfini F—Cc qui re- 
prósente la puissance de 1’ensemble des fonctions arbitraires 
continues et discontinues. En effet rien ne nous empeche de 
considśrer une figurę constituóe par des planches constituóes 
par des innombrables cercles concentriques, dont le diametre 
varie d’une maniere discontinue. Par exemple les planches 
paires different comme diametre des planches impaires d’une 
fonction donnóe ę>(y) qni tend vers zćro en O et en A,
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Etude analytiąue du probleme

1. Dósignons, comme plus haut par la surface d’une
section horizontale a la hauteur y du fond du vase. En ap- 
pliąuant le principe d’Archimede, on voit que la fonction 8(y) 
doit satisfaire & une ćąuation intógrale de la formę

X

(1) [ Z(x,y)8(y)dy—p(x) ou
0

, 1—Pour 0<y<x1(x)(1 ) Z(x,y)=
—Q(x,y) pour x1(x)<y<x,

Q(x,y) ótant la densite sectionnelle de 8(y)-, c’est-a-dire sa dćn- 
sitó moyenne, en tenant comte' du poids fixe: carcasse, ma- 
chines etc. (ou la densitó de la planche respective du bois), les 
poids mobiles rentrant dans p(x). On nóglige la densite de l’air.

En vertu des considórations intuitives exposóes plus haut 
on s’attendra a trouver une infinitó de solutions pour la fonc
tion inconnue S(y) et que la puissance de 1’ensemble de ces 
solutions soit celle des fonctions arbitraires, s’il s’agit des solu
tions continues et discontinues et celle du continu s’il s’agit 
des solutions d’un seul trait. On verra en effet, par voie ana- 
lytique et par voie graphique, en construisant ces solutions, 
que cela est vrai. De cette maniere notre exemple sera une 
vśrification de plus de la feconde verite, dont M. Zaremba, 
avec sa haute autoritó scientifique, attire l’attention que: 
1’intuition physique jette souvant des lumieres sur des pro
bleme les plus delicates de 1’analyse mathematique.

2. Nous allons voir que l’óquation intógrale (1) admet une 
infinitć de solutions et cela indópendamment du fait que le 
noyau Z soit continu1) ou discontinu. L’infinitó des solutions 
est precisće dans ce sens que nous ne considerons pas comme 
distinctes deux solutions S et s telles que:

X
(2) f[8(y)— s(y)]<Zy==O.

o

*) Nous verrons plus loin ąue le noyau Z peut etre continu sur la ligne
de flottaison, le probleme d’hydrostatique tout en gardant un sens physiąue.
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En effet l’óquation intógrałe (1) peut s’ócrire sous la formę 
xt(x) X

(3) [ S(y)dy—[ę(x,y)S(yjdy=p(x)
o o

qui est une óquation du genre que nous avons appeló intógro- 
fonctionnelles. Elles admettent une infinitó de solutions, comme 
on peut le voir par exemple en prenant la densitó fonction 
de x seul. Alors (3) se róduit a

X
(3') EOiC®)] — Q(x)V(x)=p(x), V(x)—f S(y)dy

o
ou si la densitó ne dópende pas de la hauteur x du vase, alors 
en dórivant (3) on a

<3") x\(x) S[A(®)]- q(x) S(x)=p'(x)

qui sont des óquations fonctionnelles et qui admettent, comme 
nous l’avons montró, une infinitó de solutionsx), distinctes 
dans le sens (2), parce que la solution gónórale peut etre prise 
„ad libitum“ dans un intervalle x°x1(x°). Nous voila donc 
obligós de traiter, pour notre probleme et comme premier 
chapitre des óquations intógrales (1), le chapitre qui suit.

Equations fonctionnelles

3. Les óquations (3') et (3") ont la meme formę. Com- 
menęons par le cas le plus simple x1(x')=fa>, g=A, p'(x)=O. 
Nous devons rósoudre l’óquation fonctionnelle:
(4) S(Ax)=S(x).

Supposons que le vase doit etre une surfaee de róvolution. 
Soit z=z(y) la courbe móridienne, donc 8(x)—nz2(x). On a les 
solutions

z2(x)=Cxr+k ou rLX=2niyt,
(5) Lx Lx

donc z2=k+C /^An cos 2na +Bn sin 2nn ;

on obtient un cylindre pour (7=0 et si C4=0 une sorte de cy- 
lindroides a plis qui se serrent vers le fond du vase.

x) Voir: Thóorie gónórale des fonctionnelles, de M. M. Volterra et
Pórds, p. 210 et 346.
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Pour «=0 (en espece a>=0 au fond du vase) z est indó- 
terminó, mais nous pouvons trouver des solutions de (4) en 
dehors de 8=k et qui prennent une valeur assignóe k pour 
x—0 et qui de plus soient uniformes et ayant des yaleurs ró
elles meme pour x<0. Ainsi par exemple

(6)
H-oo

8(x)=k+C
n=—oo

An
X

l + c2A2na;2
ou

(6')
4-00

«(®)=2

n——oo

XnaP(Anx)xa 
l+Q2(Ano-)

P et Q des polynomes arbitraires de dógrós p et q, p<2q—a 
et P(O)=1.

4. Lorsąue A/g=«=|=j alors notre óąuation fonctionnelle

(3") a>S[a?1(a;)]=>8(a;)

admet des solutions de la formę

(7)

(C, Ak, Bt, arbitraires), parabolique pour Ak—Bk — O.
Pour a?=0 ona >8=0 si —La/LA>0 donc p<A et >S=oo 

si —La/LA<0 donc q>A (hyperboliąue).
Pourtant meme dans ce dernier cas on peut avoir >8=0 dans 

x= O, pour une infinitó de solutions qu’on peut prendre de la formę 

(8)
lnaP(Xx)xa 

i+q\a"x)
i2q—pX <a X <1 et a>—La/LA,

p et q les dógrós des polynomes P et Q, P(O)=1. 
Une autre solution sera

£a
(8') S=cx~Tża(P,Q)

ou a est l’expression (6') oii Fon prendra fc=0 si l’on veut 
>8(0)=0 et

a> — La/LA.
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Prolongement fonetionnel
5. Outre les solutions (5), (6) etc. qui dópendent d’une 

infinitś de constantes arbitraires, nous verrons qu’il existe une 
infinite d’autres solutions dont la plupart ne peuvent pas etre 
dotees d’óxpressions analytiques. Ainsi notre ćquation (3') 
ou (3”) peut se mettre sous la formę

(9) S(x)-—a(x)S[x1(x)~\==q(x) ou a(x)=^^, q(x)=-^p-
Les expressions analytiques des fonctions donnćes a(x), Xi(x) et q(x) ne nous intóressent pas; ces expressions analy-

tiques peuvent exister, ou n,existent meme peut etre pas; elles 
peuvent etre donnóes par des graphiques. II est óvident que le probleme a un sens et sa solution demande une reponse.

Nous pouvons construire les solutions de l’óquation (9) 
ainsi: Traęons dans un plan la bissectrice y — x et la courbe y=xl(x).

Construisons a partir d’une abscisse arbitraire x°, par des 
paralleles ‘aux axes, des marches dont les sommets s’appuient 
sur la bissectrice et la courbe tracóe.
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Les largeurs de ces marches seront: l’intervalle a?0®^®0) et 
d’un cótó ses itórós xi(xo)x2(xo)...xn(xo)xn+i(x°) de 1’autre 
CÓtÓ X°X-1(X°) ... X~n(X°)X_n-i(x°) OU ®±n+l(a?°) = ®±n[<»l(®0)].

A chaque point £ de l’intervalle x°x1(x°') corespond un point 
^i~x1(^) dans l’intervalle x1(x°)x2(x°).

Allons d’abord construire les solutions de l’śquation (9) ou 
Fon suppose a~l, q=0', c’est-a-dire les fonctions pdriodiques 
en x1(x):
(10) P(x)=P[x1{x)].

Pour cela nous prendrons pour P une fonction (ou are) 
arbitraire, dans l’intervalle x°x1(x°). Pour tout point f compris 
dans x°x1(x°), on aura une valeur choisie „ad libitum" P(f). 
Une solution de (10) (une periodiąue en xr) sera ensuite dó- 
terminśe dans tout intervalle a?±n(®°)a!:±n+i(a’0) ainsi: On pren- 
dra le point ^±n iterć d’ordre de f, construit en employant 
les marches comme nous avons construit x±n{x°). Pour tout 
point ę±n on prendra P(ę±n)=P(S), qui n’est que l’expression 
meme de notre óquation (10). Faisons parcourir a £ l’inter- 
valle x°x1(x°), les Ś±n parcourront les intervalles x±n(x°)x±n+1(x°) 
et P tracera un ensemble d’arcs. Get ensemble sera une solu
tion de l’óquation (10). On voit que la solution gónórale de (10) 
dópend d’une fonction (ou are) arbitraire.

6. Par la meme móthode graphique on peut construire les 
solutions de l’ćquation (9) par exemple si q(x)=0. Dósignons 
pour abróger, quel que soit une fonction /(«), par f„ l’expression 
fn(x)—f[xn(x)'] ou a?n=a?1[®n-i(®)]. L’óquation (11) S—aS^O 
c’est-a-dire S(x)—u(a;)&|Ą(a?)]=0 se rósoudra ainsi: Traęons 
pour S dans l’intervalle initial x°x1(x°) un are arbitraire. Alors 
Si c’est-a-dire & dans l’intervalle x1(x°) x2(x°) sera dśterminó 
et connu, on tracera dans cet intervalle et dans les suivants
(11) S^S/a, S2=S1la1=S/aa1,...,S^=Slaa1...an

et dans les intervalles itórós nógatifs x°x-t(x°) ...x-n-i(x°)x-n(x0) 
on aura
(11') S-i=a—iS, S-2—a—ia~2S,...,S—n—tt—id—2...a^nS.

Si l’on veut trać er ces $ dans le graphique, il faut con- 
venir que Fon ait choisi une unitó de mesure, parce que nous 
avons des multiplications et des divisions a faire.
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a ótant par hypothese connu partout, a±n sera 
tion de la eourbe qui reprósente a dans l’intervalle

la por-

X±n(x°) X±n+l(X°).

7. Pareillement si #4=0, on aura

(12) a

Si~gi g*

*=0 r

(12')
$_ i—__i 0._ i,

<8
ĆZ j dd^

(13)

voit que la eourbe y — a(x) ótant tracóe sur la figurę, 
connu et construit successivement dans tous les inter- 

“ dans un intervalle initial

On
>S sera
valles si <8 est tracó „ad libitum
x°x1(x°).

Remarquons, que l’óquation (3') n’exige pas p{0) = 0, quoi- 
que (3') est dóduite de (1).

Eąuations fonctionnelles d’ordre supórieur

8. Soit l’óquation

(14) /8n-|-ód/Sn—1-|- ... —ćt”-1$i-|-<in$=0, &*=$[®a(®)]

les ak(x) donnós.
On peut construire les solutions en employant le meme 

graphique. On voit que si, a, partir d’un point arbitraire x°, 
on se donnę „ad libitum “ S,Si,...,Sn-i c’est-a-dire <8 depuis x° 
jusqu’a xn-i(x°), alors S„ est dóterminó par

(14') Sn=-^an-k8i,

car le second membre ótant connu, on connaitra 8n c’est-a-dire 
>8 dans l’intervalle xn(x°) xn+i(x°). On le connaitra ensuite dans 
^n+i(a>°) £cn+2(a?0) etc., et par le meme procódó dans les inter- 
valles nógatifs.
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Equations de dćgrć supćrfeur

9. Soit a intógrer l’óquation

(15) <?[>i(a>)]=l? [®,?>(a?)],

R ótant un polynóme de dógre r en <p. On peut employer 
le meme procóde graphique. On prendra pour <p une fonction 
(ou are) arbitraire dans un intervalle x°x1(x°) avec x° arbi- 
traire. Alors 9’1(®)=y’[a?1(i»)] c’est-a-dire <p dans l’intervalle 
x1(x°)x2(x°) sera connu par l’expression meme de notre ćqua- 
tion fonctionnelle:

m,=;R(x,(p'), et ensuite 
(15)

<p2=R(xi, <pn=R[x„-i, <pn-i].

Pour faire le prolongement fonctionnel vers les itóres nó- 
gatifs nous ecrivons (15) sous la formę

(15') g>(x)—R[x-1, <p-1]

et remarąuons que, rp(x) ótant donnę dans un intervalle x°x1{x°'), 
l’óquation (15') nous donnę r racines de <p—i c’est-a-dire r 
branches, en d’autres termes r solutions de <p dans l’intervalle 
x°x-i(x°). A chacune de ces solutions correspondront aussi r 
branches róelles ou imaginaires 9?-2 donc en total r2 dótermi- 
nations de tp dans x_i(x°) x-2(x0).

En resume, la solution de l’óquation (15), apres avoir ótó 
choisie „ad libitum“ dans x°x1(x°), se prósentera comme un 
arbre, dont le tronc (vers les itórós positifs) sera dóterminó 
et unique, tandis que vers les i ter ós negatifs les branches se 
ramifieront de sorte que, au niveau x~n(x°), on aura r"+1 bran
ches. Si le premier membre de (15) ótait du dógre s en <p, le 
tronc se ramifiera vers le bas, de sorte qu’on aura sn bran
ches au niveau xn(x°). Quelques-unes de ces ramifications peu- 
vent devenir imaginaires, puis reaparaitre comme certains 
fleuves qui se cachent sous le sable. Exemple:

1, donnę ę-2n=±ę>, <p2n+i=±i:<p.
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Eąuations intćgrales et intćgro-fonctionnelles

10. Le probleme de dóterminer la formę d’un vase flottant 
dont la partie immergee dans l’eau soit une fonction %(«?) 
de la hauteur x du Yase nous a ammenó a l’óquation intógrale

X
(1) f Z(x,y)S(y)dy=p(x)

o
ou
(r) Z(x,y)=l — Q(x,y) pour y<x1(x)

Z(x,y)= — g(x,y) pour y>Xi(x),

ę(x,y) etant la densitó d’une section S(y) a la hauteur y du 
fond du vase, p{x) la cargaison.

Nous avons vu que cette eąuation admet une infinitó de 
solutions, 1’inconnue 8{y) pouvant etre prise arbitraire dans 
un intervalle x°x1{x°), avec arbitraire. Nous avons verifió 
ęa sur les cas particuliers ou q dópend soit de x, soit de y seu- 
lement.

Dans ces cas l’4quation intśgrale se reduisait a une ćqua- 
tion fonctionnelle, dont nous avons montró qu’elle admet une 
infinitó de telles solutions. Lorsque q est une fonction en meme 
tempa de x et de y, comme il est naturel, il va de soi que „a for- 
tiori“ l’óquation (1) admettra une infinitó de solutions. Ainsi 

n 
par ex. si g = yk on arrivera soit en diffórentiant,1
soit en intógrant par parties, a une eąuation diffórentiello- 
fonctionnelle d’ordre n+1, óquation qui, nous le verrons, ad
met aussi une infinitć de solutions.

11. Objections sur la continuite du noyau. On pourrait 
nous objecter: Oui, vous avez une infinitó de solutions et, 
plus encore, dependant d’une fonction arbitraire; mais cela 
est du au fait que l’óquation (1) n’a pas de noyau continu1). 
Nous allons montrer: 1° que meme si le noyau est continu, 
ęa n’empeche pas que l’óquation (1) admette, en gónóral, une 
infinitó de solutions, 2° que l’on peut rendre le noyau con
tinu, tout en gardant un sens physique a l’óquation (1). Qa

b Dans certains traitós on n’exige pas meme la continuitć du noyau,
mais seulement qu’il soit intógrable, pour que la solution soit uniąue. Or
notre noyau est intógrable et pourtant il y a une infinitó de solutions.
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d’abord: Les relations (1') nous montrent que le noyau Z ne 
peut pas etre continu en traversant la ligne de flottaison y — x1(x). 
Mais cela est vrai seulement si q est continu — en traversant 
cette ligne. Or, en gónóral q n’est pas continu. Quand on con- 
struit un vase, les diffórents ótages yarient brusąuement de 
densitó, a certains niveaux la densitó peut meme dópasser 
celle de l’eau. Pour rendre le noyau de (1) continu, il nous 
suffit d’une seule discontinuitó de g, le long de la ligne de 
flottaison. Ainsi supposons nous deux fonctions continues 
et g2 et notons
(1”) 1 —-Q2^,y)=f(x,y)+[y-x1(x)'\ky>(x,y).

Pour garder un sens physiąue, il faut supposer f(x,y)<0 au 
yoisinage de y=xi(x).

Notre óąuation (1) s’ócrira
X X

(16) [ f(x,y)8(y)dy+ / [y—x1(x)]l‘y>(x,y)S(y)dy=p(x).
ó

Cette óąuation contient comme componente une intógrałe 
avec les deux limites yariables et nous avons dómontró dans 
diffórents travaux, depuis 1914, qu’une telle óąuation intó
grałe admet une infinitó de solutions 1). Dans ce travail nous 
allons voir ęa directement. Pour nous en rendre compte, il 
suffit de le yórifier sur un cas simple. Soit y>{x,y)=c, k—1. 
Prenons comme fonction inconnue auxiliaire t(y) telle que sa 
derivóe seconde t"(y)=8(y) alors (16) s’ócrira

X

(17) [f(x,y)t"(y)dy + c[x—x1(x)]t'(x)—c[t(x)—t[x1(x)']']=p(x) 
o

qui est une óąuation intógro-diffórentiello-fonctionnelle. Si f 
ne dópend pas de y on obtient une óąuation diffórentiello- 
fonctionnelle
(18) [_f(x)+c[x—Xi(x)]]t'(x)—ct(x)—f(x)t'(O)—p(x)=—ct[o>i(a?)].

Nous voila donc conduits a ótudier les:
ł) C. Popovici: Noucelles solutions de l’iąuation de Volterra, Circolo

Math. Palermo t. 39 (1915), p. 314—344; Sur une eguation fonctionnelle,
C. R. Ac. Paris, t. 158 (1914), p. 1868 etc. Pour le cas de deux yariables
voir deus notes: Rend. Ac. Lincei, t. 2 (1930), 6 sórie, et Annales Scien-
tifiąues de l’Universitó de Jassy, t. XXIV, pp. 18—56.
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Eąuations (liffórentiello-fonctionnelles

12. Ces óąuations peuvent aussi s’intógrer intuitivement 
par la methode du prolongement jonctionnel.

Prenons d’abord l’óquation:

(19) yll(x)=a(x)y[x1(x)], yi(x)=^^-
Nous allons voir ce fait, extremement curieux: lorsąue x1(x)=x l’óquation ne peut pas s^integrer, en gónóral, si 

tandis que si x1(x)=$=x l’óquation, guoigue plus compliąuee, peut toujours s'integrer. Elle le peut meme si a(a?) et xx(x) ne sont pas dotes d'expressions analytigues.
Prolongement fonctionnel

13. Nous allons nous servir de meme graphiąue que au § 5.
Prenons pour y(x) une fonction (ou are) arbitrairement 

choisi dans un intervalle x°x1(x°) avec x° aussi arbitrairement 
choisi, alors t/[a?i(a;)], en d’autres termes yx dans l’intervalle xi(x°) x2(x°) sera donnó par

(19) y[^(®)]= yk(x) a(x)
ou le second membre est connu car, y ótant donnó dans l’inter- 
valle initial, toutes ses dórivóes y sont implicitement donnóes, 
ensuite a(x) est donnó par hypothese (tracó) pour toute valeur 
de x. Maintenant yx ótant connu, on aura successivementy2...yn par

(19')
yk(x)aai...an-i'

Ainsi 1’intógrale y de (19) ótant choisie „ad libitum" dans x°x1(x°), elle sera connue, et aura une seule valeur, pour tout 
point contenu dans un intervalle x°a contenu dans x°A, A=lim xn.

14. Nous allons faire maintenant le prolongement fonction
nel vers les itórós nógatifs. De ce cótó, il arrive un phónomene 
analogue a celui que nous avons rencontró en rósolvant les 
óąuations fonctionnelles de dógrós supórieurs, la solution ne 
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sera plus uniąue. En effet, cha-ngeons dans (19) x en 
on aura

<!»"> da>_i(rc)
Le second membre est connu, car y est tracó dans Finter

yalle initial et a est tracó partout. On connaitra donc,
non y, mais sa derivóe d’ordre k dans ®_i(®°) x-2(x°).

La fonction (ou courbe) y sera donc connue a un polynome 
(parabole) arbitraire d’ordre k pres, donc avec k constantes 
arbitraires.

Dans le second itóró nógatif de Finteryalle initial s’intro- 
duiront encore k constantes arbitraires, on aura donc dans y_n(x0)y-n-i(x0), nk constantes arbitraires, apres avoir choisi y 
„ad libitum“ dans xox}(x°).

15. Supposons maintenant que l’óquation (5) serait non 
linóaire, par exemple son premier membre serait de dógró r 
en dky(x)/dxk, alors on aura une et une seule solution vers 
les itórós positifs, apres avoir assignó a y une fonction donnóe 
dans x°x1(x°)j mais vers les itórós nógatifs la solution ne sera 
pas uniąue, elle aura dans Finteryalle x-n+i(x°)x n(x°), nr bran- ches et chaąue branche dópendra de nk constantes arbitraires.

Si, en plus, le second membre de (5) ótait de 1’ordre q en xr(x) c’est-a-dire contiendrait yi,y2,.--,yq, alors nous ótions 
libres de choisir y „ad libitum“ dans un intervalle a?0®Q(a?°), 
ou dans q interyalles xpxi{xp) avec les xp arbitraires, mais 
choisis tels que ces interyalles ne s’enchevetrent pas.

Puissance de Fensemble de solutions
16. La puissance de 1’ensemble de solutions d’une eąuation differentiello-fonctionnelle, d'ordre q et de degre r est la meme ąue la puissance de 1’ensemble de solutions d’une óąuation fonctionnelle d’ordre q.
Cette puissance est celle de Fensemble de fonctions arbi

traires s’il s’agit des solutions continues et discontinues (c’est 
le nombre transfini F—Cc) et celle du continu C s’il s’agit 
des solutions continues dans tout interyalle qui ne contient 
pas un point limite x±n, mais pouvant etre discontinues dans 
les points limites.
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L’ensemble de solutions d’une óquation fonctionnelle est 
evidement de puissance F, parce que la solution gónórale n’est 
qu’une transformation ponctuelle d’une fonction arbitraire, 
continue ou discontinue, dans l’intervalle initial, comme les 
images dans une sórie de miroires gauches de cette fonction. 
II n’est pas question absolue de l’existence des dórivóes etc.

Lorsqu’il s’agit des óquations diffórentiello-fonctionnelles 
on est obligó de penser a l’existence des dórivóes, mais il n’est 
pas moins vrai que la solution gónórale depend d’une fonction 
arbitraire initiale, continue ou discontinue. II faudra alors 
ólargir le cadre de la notion de dórivóe; d’ailleurs il y a des 
fonctions continues et qui n’ont pas de dórivóes et des fonc
tions discontinues dont l’aire est la meme que celle d’une 
fonction continue dans tout intervalle. Gardons la vieille con- 
ception de la derivóe et supposons que nous ayons choisi dans 
l’intervalle initial pour la solution un are d’un seul trait et 
continu. II y aura des discontinuitós au points de jointure 
x±n(x°) et aux points limites de ceux-ci, autant pour les óqua- 
tions fonctionnelles que pour les óquations diffórentielle-fonc- 
tionnelles; mais a cet are correspond une seule solution pour 
les óquations fonctionnelles et un ensemble fini ou dónom- 
brable de solutions (si Fon va jusqu’aux points limites) pour 
les equations diffórentiello-fonctionnelles. L’ensemble de solu
tions dans les deux cas gardę Ja puissance du continu, parce 
que nous avons choisi librement la fonction arbitraire continue 
dans Fintervalle initial. Le nombre des branches et des con- 
stantes arbitraires nous donnę en effet plus de dógrós de li- 
bertós, mais en tout cas ne peut pas agrandir la puissance du 
nombre transfini de solutions qui reste celle du continu. Nous 
verrons plus loin comment on fait la jointure, plus encore, 
le raccordage jusqu’a un ordre infini dans les points de passage 
®±n(aj0) quelle est la puissance de 1’ensemble de ses solutions; 
nous ferons aussi l’ótude de la continuitó aux points limites.

17. Continuite. Commenęons l’ótude de la continuitó pour 
les solutions des óquations fonctionnelles. Rappelons-nous les 
§ 5 et 6 et le graphique a l’aide duquel nous avons construit 
ces solutions. Soit d’abord l’óquation de póriodicitó pour la 
transformation x,(x)
(20) P[x1(x)]=P(x).
■Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII 6
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Nous avons vu que nous sommes libres de prendre pour P 
une fonction (ou are) arbitraire dans un interyalle x°x1(x°) 
et ensuite considerer un point f qui parcourt cet interyalle, 
ainsi que ses itóres de f, les a?1(f),;ra(|),...,icn(f) definis par 

et, nous aurons la solution de l’śquation 
en prenant
(20) P(^)=P(^)=...=P(f±„).

L’ensemble des arcs decrits par £P(£) et ses itćrćs 0>±n(£)P(£) 
nous donnera une de ces solutions de (20).

Nous voyons que, pour avoir une solution continue, il faut 
d’abord que l’arc que nous tracerons pour P dans l’intervalle 
initial x°xx{x°) soit continu, et il faut de plus, que les ordon- 
nóes aux extremitós de cet are soient egales pour ótablir la 
jonction avec son itóró, donc

(21) P(a;0-0)=P(®1(a;®)+0).

18. Pour les equations non linćaires la jonction s’ótablit 
aux points de passage par une relation analogue a (21). Ainsi 
soit l’óquation
(22) yMx)]^R[x,y(xY].

Pour śtablir la jonction en ^(a?0), on prendra dans l’intervalle 
initial pour y un are continu, avec la seule condition entre 
les ordonnćes de ses extrćmitśs

(23) ^[®1(!rO)+0]=P[^,y(®o-0)];

la jonction sera automatiquement ótablie dans tous les points 
x+n(x°) tandis que dans les points x-n(x°) avec celle des bran
ches de l’óquation (22) en y(x) qui correspond a l’arc initial 
choisi.

19. Domaine de valabilite de la continuite. L’arc initial etant 
choisi continu et la jonction faite aux points de passage, la 
solution sera continue dans tout interyalle ab donnó conipris 
dans un interyalle AB contenant x° et ou A et B sont deux 
racines consócutiyes de l’óquation x=x1(x)-, mais vers les points 
limites A et B la solution sera d’un seul trait, mais pas en 
gćneral continue. Nous reviendrons sur la continuitó aux points 
limites au § 26 et 27.
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20. Raccordage. On peut ótablir non seulement la conti
nuitó, mais le reccordage jusqu’a 1’ordre lc dans ces points x±n(x°) si Fon exprime entre les extrómitós de l’arc initial 
les relations qui traduisent les ógalitós

(24) yyOi(®0) —0]=^[a?1(®°) + 0], j=0,l,...,&,
1’indice j dósignant la dórivóe d’ordre j.

Ainsi, par exemple, pour l’óquation de póriodicitó (20) on 
aura pour j=l

(24') P^(«°)+0W)=P'(^-0)

et pour l’óquation (22)

(24") ttM+OWH

Le raccordage ótabli en un seul point de jointure x1{x°) 
doit se repercuter dans tous les points de jointure (avec la 
meme branche correspondante) parce que la transformation de x 
en x1(x) ótant ponctuelle, c’est une transformation de contact. 
On suppose que la courbe x1=x1{x) n’a pas de points angu- 
leux.

21. Raccord d'ordre infini. Si dans les óquations (24) on 
prend fc=oo, on aura dans les x±n(x°} non seulement la con
tinuitó, mais un raccord d^ordre infini 1).

L’ensemble de ces solutions gardę encore la puissance du 
continu, parceque l’arc arbitraire continu, choisi dans l’inter- 
valle initial, are qui dótermine une seule el unique solution 
de l’óquation fonctionnelle, apartient a un ensemble continu; 
tandis que les conditions (24) forment un ensemble dónom
brable, qui regarde un nombre discret de points (un ensemble 
de mesure nulle, non partout dense) de l’arc continu arbitraire.

22. Fonction analytiąue osculatrice.
Pour un raccordage d’ordre infini au point de jointure 

nous voyons que nous sommes libres de prendre a notre gró 
1’allure de l’arc initial a une extrómitó, soit en #i(a?04-0); mais

*) Nous pouvons nieme donner des esemples de courbes qui aient
dans un intervalle fini des contacts d’ordre infini sur un ensemble partout
dense, sans que ces courbes se confondent; plus encore, elles peuvent meme
se traverser dans le meme intervalle sur un second ensemble partout dense.

6*
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alors en a?°—0 1’allure de cet are est dóterminóe, parce que les 
ćąuations (24), (24'), (24”) nous montrent que les derivćes yffx°—0) en x°—0 sont ddterminóes a l’aide des dórivóes en 
a?i(a;o) + 0. Soit alors la fonction

(25) F=i/0+(a>—®°)yi+...+ k—^-—J/J+...

Elle peut representer une fonction analytique, si elle est con- 
vergente, mais elle ne represente pas l’arc initial que nous 
avons raccordó dans le prolongement fonctionnel a son itśró 
avec un ordre infini (raccordage qui se repercute dans les 
autres points de jonction). L’expression (25) sera appelóe fonction analytiąue osculatrice en x° de notre are initial, qui est en 
gónóral non analytique.

II y a aussi parmi les surfaces non analytiques un sous- 
ensemble de surfaces qui admettent pareillement des surfaces 
analytiques osculatrices. Je pense que cette question ne man- 
que pas d’interet.

Continuitć des integrales des ćąuations 
diffórentiello-fonctionnelles

23. Nous avons vu au § 13,14 et 15 comment on construit 
les intógrales d’une śquation diffśrentiello-fonctionnelles par la 
móthode du prolongement fonctionnel a l’aide du graphique. 
Ainsi, par exemple, l’óquation

(19)

s’integre ainsi: On assigne a y une fonction (ou are) arbitrai- 
rement choisie dans un intervalle initial x°x1(x°). Alors dans 
les intervalles xn(x°) xn+i (a?°) itórós positifs de x°x1(x°) la tra- 
duction graphique de notre óquation (19) nous montre que 
l’on aura successivement dans chaque intervalle

(19') y„(«)=y a[®n-i(®)J
[<ton-l(®)J

donc une solution unique; mais cette solution ne sera pas en 
gśnórale continue aux points de jointure xn(x°). On ótablit la 



FORMES QUE DOIT AYOIR UN VASE 85

continuite au point ^(a?0) en prenant, aux extrómitós de l’arc 
initial la relation
(26) 2z[iC1(a;o) + 0]=^^^:a(a!o_0)

(dx°)

c’est-a-dire une relation entre la fonction initiale a l’extrćmitó 
gauche et sa derivće k a l’extremitó droite. En continuant la 
jonction dans a>2(®°) on doit imposer la meme relation aux 
extremitós du prolongement fonctionnel de l’arc dans x-ifx°)xifx°), 
ce qui se repercute par une autre relation entre la dórivóe 
d’ordre 2fc et la fonction initiale aux entrómitós de l’arc initial. 
Dans chaąue intervalle il reste donc k—1 dórivóes libres aux 
points de passage. Jusqu’au point xn(x°) il faudra satisfaire 
a n relations entre les nk dćrivees aux extrómitós de l’arc ini
tial; mais entre ces extrómitós l’arc initial reste arbitraire. 
Nous pouvons le tracer continu. On aura alors une solution 
continue depuis x° jusqu’a xn(x°}. Si nous continuons la jonction 
vers le point attractif A = lima?„(a;0), n->oo, nous aurons une 
solution d'un seul trait, mais qui ne sera pas gćneralement con
tinue vers A. Elle pourra devenir non bornee, ou meme si elle 
reste bornee, elle pourra avoir vers A une variation totale 
infinie et dans ce dernier cas on ne peut pas affirmer qu’elle 
sera surement discontinue, parce que nous verrons qu’il peu- 
vent exister des fonctions continues dans le yoisinage d’un 
point et pourtant a cariation totale infinie en s’approchant 
de ce point.

L’ensemble de ces solutions d’un seul trait aura la puis- 
sence du continu, comme pour le cas du raccordage d’ordre 
infini dans le § 17 et pour les memes raisons.

S'il existe une solution analytigue, elle dependra de k con- 
stantes arbitraires.

II en resulte que les equations fonctionnelles linóaires pures 
n’admettent que, au plus, une solution analytique (avec une 
constante arbitraire). Ainsi

PlaO-P^)],
af(x) =f(ax),

axrf(x)=f(axp),

P=C

f=Cxr si r=—a est entier
Aa

r
f—cxq si q=----- t est entier et a = aq.

p—A
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Exception font certaines óquations de construction spóciale 
comme f(x+ 2) —f(x), fonctions circulaires de póriode 2tt/A 
dont une infinitó sont analytiąues, f(x)±f{—x) = O, fonction 
impaire ou paire.

24. Continuite vers les iteres negatifs. L’óquation (19), 
qu’on peut ócrire sons la formę:

(19i) n* =«[a?-i(a?)]y (a?)

nous montre que si nous connaissons y(x) c’est-a-dire y entre 
x° et x1(x°], on aura p(a;_i) non directement, mais par sa de- 
rivóe fc-ieme, donc il s’introduisent k constantes arbitraires, 
qu’il faut choisir pour dóterminer y quand on passe d’un inter- 
valle a son itóró configu dont 1’indice est diminuó de 1. Alors 
apres avoir choisi 1’arc initial, il suffit d’une de ces constantes, 
a chaque passage, pour ótablir la jonction. 11 reste disponibles 
A—1 constantes a chaque passage. On pourrait les employer 
pour satisfaire a diffórentes conditions initiales.

On peut ógalement se servir soit pour la jonction, soit 
pour d’autres conditions initiales, en imposant des relations 
correspondantes entre les dórivóes aux extrómitós de 1’arc 
initial. Les solutions continues vers les itórós nógatifs forment 
aussi un ensemble de puissance de continu.

Le nombre croissant, a devenir dónombrable, de constantes 
arbitraires qui s’ajoutent au point limite repulsif ne change 
pas la puissance de 1’ensemble.

25. Passage des eguations dijjerentiello-fonctionnelles aux equa- 
tions intógrales.

Si l’on intógre fois une óquation fonctionnello-diffó-
rentielle d’ordre k, comme par ex. (19), on aura une óquation 
intógrałe, ou intógro-diffórentiello-fonctionnelle. A chaque intó- 
gration s’introduit une constante qu’on peut assujetir pour 
satisfaire telle condition initiale. Supposons que nous avons 
un nombre p de conditions a satisfaire dans p points X1 dont 
aucun n’est point limite des xn. II nous faut p constantes arbi
traires. Nous avons plusieurs moyens pour les obtenir: 1° On 
peut imposer p conditions ponctuelles convenablement choisies 
a 1’arc arbitraire que nous pouvons prendre dans n’importe 
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quel intervalle initial, 2° on peut choisir l’intervalle initial 
assez pres du point limite attractif pour que, en faisant le pro
longement fonctionnel vers les itórós nógatifs de cet intervalle, 
on arrive a chaque point a?° de l’intervalle d’intógration avec 
le nombre de constantes libres d’intćgration nócessaires pour 
satisfaire nosc onditions en xJ. Exemple: si p—mk+r et p con
ditions en X1, on choisira x° tel que x-m(x°)<x1.

26. Conditions aux points limites. Compatibilite. II arrive 
des fois que l’óquation fonctionnelle, ou fonctionnello-diffóren- 
tielle, a laquelle nous avons róduit l’óquation intógrale soit 
par intśgration par parties, soit par dćrivations, admette des 
solutions, meme une infinitó, mais dont aucune ne satisfasse 
pas l’equation intógrale de dópart. Exemple: l’óquation intó- 
grale de notre probleme d’hydrostatique

Xl(x) X
(3) f S(y)dy—f e(x)S(y)dy = p(x)

0 o
qui se róduit a

X
(3') F[aq(a?)] — Q(x)V(x)=p(x), V(x)—f S(y)dy

o
par la naturę des choses 0<®1(®)<(» parce que x c’est la hau- 
teur de vase et x1(x') celle de la ligne de flottaison par rapport 
au fond. Donc ®1(0) = 0 alors (3') nous exige

P(0)
1-2(0)

pour toutes les solutions de (3') et nous avons vu qu’il en exi- 
stent une infinitś dópendant d’une fonction arbitraire. Or, si

X
p(0)=|=0, alors / S(y)dy=V(x) doit etre diffórent de zćro pour 

o
x=0. Quelle est alors la fonction

x) Malgre toutes les apparences, la condition p(0)=0 n’est qu’arti- 
ficielle, parce que c’est une simple exigeance analytique, qui ne tient pas 
compte de la realitć physique. La realite c’est qu’il faut prendre p(O)=pO 

parce qu’il faut doter le fond du vase d’un minimum d’ćpaisseur a. 11 
X

faut donc prendre j S(y)dy—V(x) et Y(0)4=0 le considćrer comme faisant 

a
partie de cargaison. Dans la physique, il arrive des fois qu’il faut quitter 
1’analyse diffórentielle pour 1’analyse fonctionnelle, comme dans la tlićorie 
des cbaleurs specifiques des solides a basses temperatures, les quanta etc.
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Lorsąue p(0) = 0, alors on a effectivement une infinitó de 
solutions. Aussi lorsąue p(0)=0 avec g(0)=l. II est interes- 
sant de remarąuer ąue 1’ćąuation (3') admet des solutions 
meme si e(0)_ 1 avec p(0)=|=0, mais ces solutions ne sont pas 
uniformes.

En gćnćral, 1’allure des solutions aux points limites se voit 
sur l’óquation meme. Ainsi par ex. l’óquation (18) peut s’ócrire 

(18') f{x)[t\x)—t'(O)]+c[x—x1(x)]t'(x)—c[t(x)—t[(x1(x)']]=p(x). 

On voit ąue, pour qu’elle admette des solutions continues 
au point x=0, il est nócessaire que p(0)=0 et ąue, si /(0)=4= 0, 
il faut que i'(0) ait une valeur finie, ce qui n’exige pas nóces- 
sairement que t'(x) soit continue pour x=0. Enfin pour que 
la solution aie un sens physiąue pour notre probleme, il faut 
que t" existe parce que t"(y)=8(y).

27. Continuitó aux points limites. Nous avons vu que nous 
pouvons construire une infimtó de solutions continues dans 
tout intervalle A-f-e, B — y, A et B ótant deux racines consó- 
cutives de l’óquation a?=®1(a;), e et y aussi petits qu’on le veut. 
L’ensemble de ces solutions, nous l’avons vu, aura la puis
sance du continu. Aux points limites A et B les solutions pró- 
sentent diffórents caracteres: II y a a la fois des solutions con
tinues et d’autres discontinues. Dans d’autres cas toutes les 
solutions doivent prósenter en un des deux points limites, ou 
dans les deux, des singularitós essentielles. II y a des cas ou 
toutes les solutions, meme celles qui ćtaient discontinues dans 
A-\-e, B — y deviennent continues et, ce qui est curieux, meme 
les solutions ąui n’ótaient pas d’un seul trait deviennent con
tinues. D’autres cas ou toutes solutions deviennent continues 
vers le point limite en s’y approchant tout de meme avec une 
variation totale infinie. Nous allons faire voir sur des exem- 
ples simples ces genres curieux de singularitós.

28. Singularitós essentielles. Soit a intógrer l’óquation fonc- 
tionnelle
(9) <p(x)—a (®)ę> [«!(«)]=0.
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Nous avons donnę la solution gónórale de cette śąuation 
sous la formę

+°°
<?(«) = n (un — Un-i)a(V-n—V-„+1Y

n——oo
n —n

ou [J=aai...an-i, [J=l-a-ia~-»...a-n, a±„ comme toujours
a[a?-j-n] avec x±n=x1[x±n-i], u et v deux fonctions arbitraires 
qu’on peut choisir pour la convergence, a et /3 nombres con- 
venablement choisis dans le meme but.

Nous avons aussi vu (§5) qu’on peut prendre pour <p un 
are arbitraire dans un intervalle x°x1(xQ) avec xQ arbitraire. 
Cherchons 1’allure de cp au point limite attractif x — A; on aura

n
Par suitę, si le produit [J—a-ai...an-i est convergent vers une 
limite pour n—>oo et si xn tend unijormement vers une limite A, 
alors dans chacun des tres petits espaces xn(x0) xn_iri(x°) toute 
solution de (9) devra avoir une variation totale du meme ordre 
que dans l’intervalle initial. Donc, meme les solutions qui 
ont ete continues dans A-|-e, B—t] seront discontinues lorsque 
x tend vers A, mais finies et d’un seul trait.

Une equation diffórentiello-fonctionnelle telle que (18) peut 
admettre a cóte des solutions continues en A des solutions dont A 
peut etre un point singulier essentiel, comme (8).

n
Si H tend vers zćro, <p(xn) tend vers 1’infini.

n
29. Fonctions a crepitations. Supposons que /J tende vers 

1’infini. Alors, vu (9'), toutes les solutions de (9), meme celles 
discontinues, et meme celles qui ne sont pas d'un seul trait, 
tendent vers zćro au point limite attractif A. Eappellons nous 
maintenant la definition classique de la continuite et notam- 
ment celle de continuite a droite: Une fonction est continue 
a droite d’un point A si, <5 etant un nombre positif arbi
trairement donnę, il existe un nombre positif e tel que

(c) |/(A)-/(A + e')|<ó

pour tout nombre positif e'<e. Or cette relation de „con- 
tinuite“ sera satisfaite meme pour les solutions de (9) qui 
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ne sont pas d’un seul trait entre JL + e et B — y, par ex., si 
l’on n’a pas fait le jonction aux points de passage x„(x°). 
Donc la relation de continuitó (c) peut etre satisfaite pour 
un fonction lorsąue la yariable tend vers une limite A sans 
que la fonction soit obligóe a prendre toujours toutes les Ya
leurs intermódiaires entre deux yaleurs. La fonction aura des 
sauts qui tendent rapidement vers zóro comme les crópita- 
tions d’un courant qui trayerse des fils sóparós par des dió- 
lectriąues dont 1’cpaisseur tend vers zóro.

30. Fonctions continues d droite d’un point et pourtant 
d rariation totale infinie lorsąue la yariable approche ce point.

Supposons une fonction, d’un seul trait ou non, qui dans 
chaąue intervalle xnx„+i a une variation totale vn- Supposons 
ensuite que les interyalles xnxn+i, sont les termes d’une sórie 
absolument covergente, tandis que les v„ tendent vers zóro 
mais ils sont les termes d’une sórie divergente; alors notre 
fonction satisfaira a la relation de continuite (c) et pourtant sa 
yariation totale sera infinie lorsąue x approche A.

On peut composer des exemples d’óquations fonctionnelies 
dont toutes les solutions jouissent de cette propriótó. Ex.: si 

1 | lcLxdans l’óquation (9) on prend a=——7 ■ ou x1(x)=xw(x),1 kJjOc
y>(xn)-*-a (constante), _L=logarithme.

3J. Cas ou un point limite est d 1’infini. En d’autres ter
mes la courbe y = x1{x) admet une directión assymptotiąue y=x. 
Proposons nous d’ótudier l’allure des solutions vers la direc- 

n
tion asymptotiąue. Supposons ąue [\ admet une limite. 
Alors si y=x est une directión asymptotiąue sans etre une 
asymptote, la yariation totale de <p dans un intervalle xnxn+p 
reste finie pour p fini (ou de 1’ordre de p); pour n infini nous 
dirons que 1’infini A est un point rógulier de la solution. Si y=x 
est effectiyement une asymptote, le rapport entre la varia- 
tion totale de la solution et l’intervalle de yariation xnxn+P 
est infini, meme si la fonction y reste finie; nous dirons que 
1’infini A est un point de singularitó essentielle pour les solu
tions, meme pour celles qui sont finies et continues.

Nous voyons ąuelle yariótó des singularitós se prósente dans 
cette ótude dont nous avons donnó un aperęu.



SUR UN THEOREME CONCERNANT LES FONCTIONS 
AU CARRE SOMMABLE

Par Otton Nikodym, Warszawa

1. La notę prósente est consacróe a la dómonstration du 
thóoreme suivant:

Si /(a?) est une fonction complexe, dófinie presąue 
partout dans <0,l> et au carró sommable, il existe 
dans <0,l> un ensemble ópais1) dont chaąue point x0 
jouit de la propriótó suiyante:

lim —----- 7
rt

ąuelles ąue soient les suites infinies {®ń}, {x'ń}, ou

La dómonstration qui va suivre est basóe sur le thóoreme 
connu de Vitali (Uberdeckungssatz).

Supposons, par impossible, que le thóoreme n’est pas 
vrai. II existe alors un ensemble A, ou mes extA>0, tel que, 
si xoeA, il existe des suites infinies {«,'), {x'ń}, ou O^®ń<®o<®n^l, 
x'n-+xQ, xń-*x0 et ił existe un nombre a>0, tels que

(1)

b C’est-&-dire, de mesure=l.
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En vertu de l’axiome de M. Zermelo, on peut, a tout 
point a?oeJ., faire correspondre un couple de suites infinies 
{x'n}, {x„} et un nombre a=a(x0)>0 de maniere que (1) ait 
lieu. Il existe certainement un sous-ensemble A’ de A tel que 
mesextA'X) et dans lequel a(a?0) surpasse un nombre po- 
sitif fixe.

En effet, dósignons par Am 1’ensemble x0{a(x0)>l/m}.
Si Fon avait mesext Am=0 pour chaque m, on aurait 

oo oo
mes A = mes 2? 2? mes J.m=0, ce qui est impossible.

m=l m=l
Soit donc A'CA tel que mes ext A’>0,

°>n

pour tout xoeA’ et pour des suites {»„}, {«£} convenablement 
choisies pour chaque x0.

2. La fonction f(x) ótant mesurable, on peut, d’apres un 
thóoreme de M. N. Lubin, trouver pour chaque nombre <r>0 
un sousensemble parfait B„ de <0,1> dans lequel f(x) est bornóe 
et continue sur Ba et par rapport a Ba, et ou

1 — a< mes BO<1.
Choisissons a de maniere qu’on ait

(3) o-<mesext A'/2
et trouvons un ensemble Ba parfait y correspondant. On a
(4) mes ext (A’Ba)>0,

car dans le cas contraire on aurait
mes (A'B„) = 0, A'=A'B„+ A'eoBa,

mesext (4'co5,,)<mes (coBa)<a

ce qui donnerait
mes ext A'^mes ext (A'£,,) +mes ext(A'coB<JX<7

et, par consóquent,
mesextJ.'mes ext A <------- - ------- ,

ce qui est absurde.
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Posons
(5) A"==A'Ba.

CH

On a, d’aprśs (4):

(6) mesextA">0, A"CBa, A"CA'.

La fonction f(x) ótant continue sur Ba et par rapport 
a Ba, elle y est aussi uniformćment continue. A fortiori f(x) 
est uniformóment continue sur A" par rapport a A".

3. La fonction /(a?) śtant bornśe sur Ba, supposons que

sur Ba.

Soit E un ensemble mesurable et soit xoeA". On a

f\f(x) — f(x0)\2 dx =f(f(x) —/(a?0)) (/(«)— /(®o)) dx=
E E

=f\Hx)\idx+\f(x0)\imes E—f f(x0)f(x)dx—/f(x)f(x0) dx,
E E E

d’ou
/\f(x)-f(x0)\idx=\[\f(x)—f(x0)\1dx\ <

E E

< /|/(®)|2^®+ mes E+ 2I/ I\f(x)\2 dx ■ Jf2mes E 
e \ e

et, par consśąuent,

(7) y|/(a;)—/(a?0)|2da?<2f\f (x)\ldx+2M2mes E.
E E

L’inśgalitś qui vient d’etre obtenue montre que

lim f\f(x)—f(xo)\idx = 0
E

lorsque mes£->0 et, de plus, que la dite convergence est uni- 
forme. Cela veut dire que, śtant donnś un nombre ł/>0, on 
peut trouver un nombre r)">0 tel que la relation mes E<r)” 
entraine:

l\f(x)—f(x0)\2dx<7]',
E

et cela ąuel que soit a?oeA".
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4. La fonction /(a?) ótant uniformement continue sur Ba, 
on peut, en fixant un nombre e>0 d’avance, trouver un nombre 
<5>0 tel que, si yx—y2<d, y^Ba, y2eBa, on ait —/(y2)|<e.

Les intervalles {.xn,x'ń) enfermant les points x0 de A" 
[voir (2)], reprśsentent une familie de Vitalix) pour A", 
meme si l’on suppose que \xn—x'ń\<ó.

Donc, si Fon choisit un nombre y>0, on peut, d’apres 
le thóoreme de Vitali, trouver une suitę finie d’intervalles 
disjoints
(8) <41,^2,
appartenant a la familie et tels que

A
J^meszb—17^ mes extA"^

W

<Jmes ext (J.'' • + ?? ^mes »7-
i=i t=i

5. Aux intervalles (8) correspondent certaines points yv...,yk 
de 1’ensemble A".

En vertu de (2) on a: 

mes zhv

donc, d’apres (9):
A A

(10) \f(x)—f(yl)fiidx>a' ^»/meszL>g'(nies extA" — if).
/=i i=i

On peut ócrire:
(ii) f\f^)-f(yi)\'dx=[ + f.

Ai ArB„ A,^-Ba

Comme la longueur de At est <<5, on a conformśment a 4,

y|/(a?)—f(yi)\2dx^2 J e2dic<2e2meszl/, 
^iBo ^iBa

donc
A

(12) J'\f(x)—f(y/)\1dx^2e2.

x) Voir p. ex. S. Saks. Zarys Teorii Całki. Warszawa 1930, p. 46.
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D’apres (9):
k k k

me8(Ba£dz)>mes ext(A"% A)> JTmesJ,—-2w, 
/=i <=i z=i

donc
k k

mes Z dt—mes (Ba£ d,)^2w
z=i /=i

et, par consóąuent,
(13) ^mes(di—Ba)^2r].

i=l

En appliąuant l’inógalitó (7), on a 

f\f(x)—f(yj)\idx^2f\f(x)\2dx+2Mimes(di—Ba)-, 

^r~Ba ^i~Ba

donc, d’apres (13):
*

(id) £ f\f(x)-f(yt)\2dx^2 j \f(x)\2dx+4M2v.

«-=i At-Ba k J

i=l

Les inógalitós (12) et (14) donnent, en vertu de (11),
*

j\f(x)—j(yt)^ dx^2 { |/(aj)|2dx+±Mir1+2e. 

ł=l A, k

1=1

II en rósulte, d’apres (10):

(15) a'(mes extA" — y)^2 J \f(x){2dx+iM2r] + 2e2.
S(A,-b^

La fonction f(x) ótant au carró sommable, l’intógrale, 
figurant dans le membre droit tend uniformement vers 0 lorsąue 

*
r/—A), puisąue, d’apres (13), on a mes J?(zL—B0X2j;. 

i=i
Les nombres e>0 et r)>0 sont arbitraires. En les faisant 

tendre vers 0, on obtient de (15):

a'-mes ext A"<0;

donc mesext A"=0 contrairement a (6). Le thóoreme est ainsi 
dómontró.
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6. Remarquons que le thóoreme analogue est yalable pour 
les fonctions j{x,y) de deux yariables indópendantes, a con
dition qu’on remplace les intervalles (a?ń,®ń) par des carrós 
centrós en x0.

Le thóoróme dómontró va trouyer des applications dans des 
travaux ultórieurs de 1’auteur, concernant les espaces de 
Hilbekt.

Remarquons que, si est eontinue et aux dóriyóes 
bornóes, on peut dómontrer, a l’aide du thóoreme classique de
1’Hospital, que

lim
n

pour chaque a?oe(O,l).
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(V) Kline J. R., Prof. Dr, Philadelpkia (U. S. A.), Uniyersity 

of Pensy Kania.
(V) Knaster Bronisław, Doc. Dr, Warszawa, ul. Narbutta 9 m. 3.
(V) Kobrzyński Zygmunt, Dr, Pruszków pod Warszawą, ul. 

Graniczna 4.
(V) Kołodziejczyk Stanisław, Dr, Warszawa, ul. Miodowa 23, 

Szkoła Główna Gospodarstwa Wiejskiego, Zakład Staty
styki.

(V) Kozakiewicz Wacław, Dr, Warszawa, ul. Tamka 21.
(V) Koźniewski Andrzej, Mgr, Warszawa, ul. Sękocińska 16 

m. 19.
(P) Krużycka Klara, Mgr, Poznań, ul. Szamarzewskiego 11.
(P) Krygowski Zdzisław, Prof. Dr, Poznań, ul. Focha 54.
(W) Krzyżański Mirosław, Dr, Wilno, ul. Połocka 4 m. 9.
(V) Kuratowski Kazimierz, Prof. Dr, Warszawa, ul. Polna 72 

m. 10.
(V) Kwietniewski Stefan, Dr, Warszawa, ul. Oczki 3, Semi

narium Matematyczne.
(C) Labrousse Lóon, Prof. Dr, Paris 7 (France), rue Lóon 

Yaudoyer 7.
(O) Lainó Edouard, Prof. Dr, Angers (Maine et Loire, France), 

rue de Rabelais 3.
(C) Lebesgue Henri, Prof. Dr, Paris 11 (France), rue St. Sabin 

35 bis.
(C) Lefschetz Salomon, Prof. Dr, Princeton (N. J., U.S. A.), 

Uniyersity.
(C) Leja Franciszek, Prof. Dr, Kraków, pl. Jabłonowskich 3. 
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(V) Leśniewski Stanisław, Prof. Dr, Warszawa, ul. Brzozowa 12. 
(C) Leśnodorski Gustaw, Kraków, ul. Sobieskiego 10.
(C) Levi-Civita Tullio, Prof. Dr, Roma 25 (Itala), via Sar- 

degna 50.
(L) Lichtenberg Władysław, Lwów, Wulecka Droga 78.
(V) Lindenbaum Adolf, Doc. Dr, Warszawa, Żoliborz, ul. Kra

sińskiego 16 m. 34.
(V) Lindenbaumowa Janina, Dr, Warszawa, Żoliborz, ul. Kra

sińskiego 16 m. 34.
(L) Loria Stanisław, Prof. Dr, Lwów, ul. Supińskiego 11A.
(V) Lubelski Salomon, Dr, Warszawa, ul. Leszno 77.
(L) Łomnicki Antoni, Prof. Dr Lwów, ul. Szaszkie wieża 3, III p.
(V) Łomnicki Zbigniew, Warszawa, ul. Berezyńska 37.
(V) Łukasiewicz Jan, Prof. Dr, Warszawa, ul. Sewerynów 6.
(V) Luzin Nikołaj, Prof. Dr, Moskwa, (U. R.S.S.), Arbat 25 

kw. 8.
(L) Maksymowicz Adam, Dr, Lwów, ul. Asnyka 11.
(C) Mandelbrojt S., Prof. Dr, Clermont-Ferrand, (Puy de Dóme, 

France), Universitć.
(W) Marcinkiewicz Józef, Doc. Dr, Wilno, ul. Zamkowa 11, 

Seminarium Matematyczne.
(P) Marconi Andrzej, Prof. Gimn., Poznań, ul. Libelta 1.
(C) Mathison Miron, Doc. Dr, Kraków, Rynek Kleparski 4.
(W) Matulewicz Konstanty, Wilno, ul. Witoldowa 51.
(L) Mazur Stanisław, Doc. Dr, Lwów, ul. Obertyńska 36.
(V) Mazurkiewicz Stefan, Prof. Dr, Warszawa, ul. Oboźna 11 

m. 7.
(V) Menger Karl, Prof. Dr, Notre Damę (Ind., U.S.A.), Box 206,
(V) Mieńszow Dimitrij, Prof. Dr, Moskwa (U.R.S.S.), Dievi- 

tchie Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 4.
(L) Montel Paul, Prof. Dr, Paris 14 (France), rue du Faubourg 

Saint Jacąues 79.
(V) Moore R. L., Prof. Dr, Austin (Texas, U.S.A.), Univer- 

sity of Texas.
(V) Mostowski Andrzej, Dr, Warszawa, ul. Klonowa 5.
(L) Napadiewiczówna Zofia, Lwów, ul. Bonifratrów 8.
(V) Spława-Neyman Jerzy, Doc. Dr, London W. C. 1 (England), 

University College, Galton Laboratory.
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(V) Nikliborc Władysław, Prof. Dr, Warszawa, Politechnika, 
Wydział Chemii.

(V) Nikodym Otton, Doc. Dr, Warszawa, ul. Koszykowa 53 
m. 35.

(V) Nikodymowa Stanisława, Dr, Warszawa, ul. Koszykowa 53 
m. 35.

(C) Ohrenstein Szymon, Drohobycz, I Pryw. Gimn. Żeńskie.
(P) Orlicz Władysław, Prof. Dr, Poznań, ul. Grunwaldzka 14, 

Instytut Matematyczny.
(V) Otto Edward, Dr, Warszawa, ul. Grażyny 18.
(W) Patkowski Józef, Prof. Dr, Wilno, ul. Piaskowa 12.
(C) Pearson Egon Sharpe, Dr, London W. C. 1 (England), 

University College.
(L) Pepis Józef, Mgr, Lwów, ul. św. Teresy 26A.
(V) Picard Sophie, Dr, Neuchdtel, (Suisse), Cassardes 14A.
(L) Plamitzerówna Helena, Lwów, ul. Gipsowa 32.
(C) Popovici Constantin, Prof. Dr, Bucuresti (Boumanie), Uni- 

versitó.
(V) Poprużenko Jerzy, Dr, Warszawa, ul. Bozbrat 32 m. 7.
(V) Posament Tadeusz, Mgr, Mława, Gimnazjum.
(V) Prasad Ganesh, Prof. Dr, Calcutta, (East India), Samavay 

Manshions, Corporation str. 2.
(V) Presburger Mieczysław, Mgr, Warszawa, Bielany, ul. Bar- 

cicka 27.
(V) Przeborski Antoni, Prof. Dr, Warszawa, ul. Nowy Zjazd 5.
(V) Bajchman Aleksander, Doc. Dr, Warszawa, ul. Zajęcza 7 

m. 9.
(C) Bosenblatt Alfred, Prof. Dr, Lima (Peru), Universitad 

Mayor de San Marcos.
(C) Bozental Stefan, Dr, Kraków, ul. Zyblikiewicza 15.
(C) Bozmus Antoni, Piotrków, Gimnazjum Państwowe.
(W) Budnicki Juliusz, Prof. Dr, Wilno, ul. Zamkowa 11, Semi

narium Matematyczne.
(L) Buziewicz Stanisław, Prof. Dr, Lwów, ul. Supińskiego 11.
(V) Saks Stanisław, Doc. Dr, Warszawa, Żoliborz, ul. Krasiń

skiego 16 m. 94..
(L) Schauder Juliusz, Doc. Dr, Lwów, ul. Tarnowskiego 29. 
(C) Scheybal Adolf, Kraków, ul. Pierackiego, Gimnazjum VIII. 
(L) Schreier Józef, Dr, Drohobycz, ul. Bednarska 8.
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(C) Sedlak Stefan, Bielsko, Gimnazjum Państwowe.
(P) Seipeltówna Lidia, Dr, Poznań, ul. Asnyka 5.
(C) Sergesco Pierre, Prof. Dr, Cluj (Roumanie), Seminar ma- 

tematic Universital.
(V) Sieczka Franciszek, Ks. Dr, Płock, ul. Nowa 2.
(V) Sierpiński Wacław, Prof. Dr, Warszawa, ul. Marszałkow

ska 73.
(V) Singli Avarcesh Narayan, Prof. Dr, Lucknow, (India), 

University.
(P) Smolińska Stefania, Prof. Gimn. Poznań, ul. Jasna 5 m. 6.
(P) Smosarski Władysław, Prof. Dr, Poznań, Golęcin.
(V) Sobociński Bolesław, Dr, Warszawa, Praga, ul. Targowa 70 

m. 10.
(V) Sokołowski Lech, Dr, Warszawa, ul. Filtrowa 83.
(W) Sokól-SokołowskiKonstanty, Mgr, Walno, ul.Zakretowa 23A.
(C) Stamm Edward, Dr, Wieliczka, Gimnazjum Prywatne.
(C) Stankiewicz Ksawery, Kraków, ul. Długa 50.
(L) Starosolska-Szczepanowska Zofia, Lwów, Korpus Kadetów.
(V) Steckel Samuel, Dr, Białystok, Gimnazjum.
(L) Steinhaus Hugo, Prof. Dr, Lwów, ul. Kadecka 14.
(L) Stembach Ludwik, Lwów, ul. Obertyńska 36.
(L) Stożek Włodzimierz, Prof. Dr, Lwów, ul. Nabielaka 55A.
(V) Straszewicz Stefan, Prof. Dr, Warszawa, ul. 6 Sierpnia 46 

m. 14.
(W) Szczerbowski Szczepan, Prof. Dr, Wilno, ul. Wielka 24 m. 19.
(L) Szczepanowski Karol, Mjr, Lwów, Korpus Kadetów.
(V) Szmuszkowiczówna Hanna, Mgr, Warszawa, ul. Kupiecka 8.
(V) Szpilrajn Edward, Dr, Warszawa, al. Ujazdowska 32 m. 9.
(V) Szymański Piotr, Dr, Warszawa, ul. Ursynowska 400.
(P) Ślebodziński Władysław, Doc. Dr, Poznań, al. Hetmań

ska 30.
(V) Tamarkin J. D., Prof. Dr, Proridence (R. I., U.S.A.), 

Brown University.
(V) Tarski Alfred, Doc. Dr, Warszawa, Żoliborz, ul. Sułkow

skiego 4.
(C) Titz Henryk, Dr, Kraków, ul. Św. Tomasza 27.
(L) Turowicz Andrzej, Mgr, Lwów, ul. Zyblikiewicza 52.
(C) Turski Stanisław, Dr, Kraków, ul. Mickiewicza 49.
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(L) Ułam Stanisław, Dr, Cambridge (Mass., U.S.A..), Harvard 
University, Adams House.

(C) Urbański Włodzimierz, Dr, Pionki, Laboratorium Cen
tralne P. W. P.

(C) Vetulani Kazimierz, Ing. Dr, Kraków, ul. Smoleńska 14.
(V) Walfisz Arnold, Prof. Dr, Tiflis, (U.R.S.S.), Saba-Solkha- 

na 11.
(V) Waraszkiewicz Zenon, Doc. Dr, Warszawa ul. Koszy

kowa 69 m. 10.
(C) Ważewski Tadeusz, Prof. Dr, Kraków, Uniwersytet Ja

gielloński.
(L) Weigel Kasper, Prof. Dr, Lwów, ul. Romanowicza 3.
(L) Weinlósówna Sala, Dr, Lwów, ul. Klonowicza 18.
(C) Weyssenhoff Jan, Prof. Dr, Kraków, ul. Smoleńska 25A.
(C) Węgrzynowicz Leopold, Kraków, ul. Krowoderska 74.
(C) Whyburn Gordon 1\, Prof. Dr, Charlotteseille (Va., U.S.A.), 

University of Virginia.
(C) Wileński Henryk, Mgr, Kraków, ul. Łobzowska 24.
(C) Wilk Antoni, Dr, Kraków, ul. Wybickiego 4.
(C) Wilkosz Witold, Prof. Dr, Kraków, ul. Zyblikiewicza 5 m. 7.
(O) Wilkoszowa Irena, Mgr, Kraków, ul. Zyblikiewicza 5 m. 7. 
(V) Winogradów Ivan, Prof., Dr, Moskwa 49 (U.R.S.S.), Bol-

szaja Kałużskaja 67, Matem. Inst. Akad. Nauk.
(P) Witkowski Józef, Prof. Dr, Poznań, ul. Palacza 64.
(V) Wolibner Witold, Dr, Warszawa, ul. 6 Sierpnia 50, Instytut 

Aerodynamiczny.
(V) Wundheiler Aleksander, Dr, Warszawa, ul. Wiktorska 3 

m. 26.
(V) Zahorski Zygmunt, Mgr, Warszawa, ul. Sienna 91 m. 2.
(C) Zakrocki Stanisław, Kraków, ul. Smoleńska 5 m. 7.
(V) Zalcwasser Zygmunt, Dr, Warszawa, ul. Leszno 51.
(V) Zarankiewicz Kazimierz, Doc. Dr, Warszawa, ul. 6 Sier

pnia 27 m. 73.
(C) Zaremba Stanisław, Prof. Dr, Kraków, ul. Żytnia 6.
(C) Zaremba Stanisław Krystyn, Doc. Dr, Kraków, ul. Lea 19 A 

m. 10.
(L) Zarycki Miron, Dr, Lwów, ul. Dwernickiego 32A.
(C) Zawdrski Zygmunt, Kraków, ul. Wybickiego 1.
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(V) Zermelo E., Prof. Dr, Freiburg i./Br. (Deutschland), 
Karlstr. 60.

(W) Zygmund Antom, Prof. Dr, Wilno, ul. Zakretowa 9 ni. 5.
(W) Zygmundowa Irena, Wilno, ul. Zakretowa 9 m. 5.
(V) Żorawski Kazimierz, Prof. Dr, Warszawa, ul. Nowy Zjazd 5.
(L) Żyliński Eustachy, Prof. Dr, Lwów, ul. Supińskiego 11 A.

SEANCES DES SECTIONS

SECTION DE CRACOVIE

12. I. 1938. Leja P. Sur les polynómes generalisós de Tcheby- 
cheff.

Demonstration de l’existence et de 1’unicitó du polynóme

T„(a)=2n+c1P,_1+...+cn

qui correspond a un ensemble fermó et bornó E de points du plan et ó une 
fonction donnee 0(z) et remplit la condition suivante:

max 10(z) • 71n(2)|-^max |0(z) •Pn(z)|,
zeE zeE

od Pn(z) dósigne un polynóme quelconque de laforme z" + a|2n “14- • •• + %■

19. I. 1938 et 26. I. 1938. Mathison M. Eine neue Lósungs- 
methode fiir Differentialgleichungen von normalem hyperbolischem 
Typus [Math. Ann. 107 (1932), 400 — 419]; Die parametrix- 
methode in Anwendung auf hyperbolische Gleichung s systeme (Prace 
Mat.-Fiz. 41 (1933), 177-184].

23.11.1938. Leja F. Sur une nourelle methode d'approxi- 
mation des fonctions continues [ces Annales I 7 (1938), p. 1 — 7].

Soient f(x) une fonction róelle eontinue dans l’intervalle fermó I=<a,&>, 

un 8yst&me de n+ 1 points de I et

. X~h+1. . x~Sn 0=0,

Lorsąue le systóme f varie dans I, la fonction

J=o

od 2 est un parametre róel, atteint pour chaąue n et chaąue x fixe (róel 

ou complexe) sa borne infórieure positive, qui sera dósignóe par Fn(x,^).
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On montre que: 
1° Pour chaąue x riel ou complexe et chaąue X reel jixe, la suitę

1/n log F„(x,/l) (n=l,2,...)

tend vers une fonction-limite, harmoniąue dans le plan de x en dehors de l'inter- 
valle I.

2° II existe dans l’intervalle I la limite rćiteree suirante, igale a f(x): 

lim l/4-[lim 1/n- logFn(»,<!)]= f(x).
z-H) n->oo

16. III. 1938. Zaremba S. K. Sur Vindi.ce de Kronecker 
[C. E. Acad. Sc. Paris 206 (1938), 476 — 477; cf. plus loin, p. 110, 
Section de Lwów, sóance du 26. II. 1938].

4. V. 1938. Popovici C. (Bucuresti). Sur les eąuations integro- et diff^rentiello-fondionnelles [ces Annales 17 (1938), 
p. 67-90].

11. V. 1938. Leja F. Sur une suitę de fonctions rationnelles et la fonction de Green [a paraitre dans les Annales Acad. Sc. 
Techniąues a Varsovie (1938)].

Soient: E un ensemble ferme et bornó de points du plan, f={£0, ...,fn} 
un systóme de n-j-1 points de E et p(z) un polynome ne s’annulant pas 
dans E. Posons

w... f„) = (//ii)-fAi)-ip(A))--p(Qr"-

Soit q = {*l0, ■■■*!„} le systeme (ou l’un des systemes) f satisfaisant aus 
conditions:

(1) Wo> •••.%,)=maxW0> •••>&).ę € E
(2) pour j=l,2,...»,

ou r/=|(»7y-i?0)-...•(»?;-.......Glą-*!„)'•

On dćmontre que la suitę de fonctions rationnelles

s-nn r?(i?0)>
Kn (Z) —------- • ... •------------ • —t—r-^o-^i ’?o~’MP(2r>J

jouit des propriśtes suivantes:

1° II existe en dehors de 1’ensemble E la limite
n_____

R(z) = lim |/|1?„(«)|,
n->oo

2° Lorsąue p(z)=az-j-b, la fonction logR(z) est identiąue a la fonction 
de Green du domaine D ayant sa frontiere dans 1’ensemble E et contenant 
dans son interieur le point-zero du polynome p(z).
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18. V. 1938. Wilkosz W. Sur la naturę des surfaces de Rie- mann.
25. V. et 8. VI. 1938. Skrzypkówna W. Sur la geometrie integrale. Une revue des mómoires de MM. Blaschke, Santalo 

et des autres auteurs sur la geometrie intógrale.
1. VI. 1938. Lebesgue H. (Paris). Sur la notion de rolume et sur la dissection des polyedres [a paraitre dans ces Annales 

17 (1938)].
15. VI. 1938. Ważewski T. Sur les integrales premieres des equations diffdrentielles ordinaires [ces Annales 16 (1937), 

p. 145—161].
SECTION DE LWÓW

15.1.1938. Kaczmarz S. Application des courbes sinusoidales d la construction des routes [a paraitre dans les „Wiadomości 
Drogowe", Varsovie (en polonais)].

On applique a la construction des courbures de routes les lemniscates 
au lieu des clotoides, qui rćpondent esactement aur conditions du probldme. 
L’auteur en donnę une meilleure approximation a l’aide des courbes si
nusoidales, ce qui permet d’augmenter le nombre des conditions remplies 
par la courbure de la route. Le point initial de la courbure peut p. ex. etre 
donnę d’avance dans des limites assez vastes.

15. I. 1938. Mazur S. De la theorie des espaces lineaires topo- logiques.
I. Demonstration, en partant d’un th. de Tychonoff, que pour tout 

espace E de type (B) au sens de Banach: 1° dans 1’espace de toutes les 
fonctionnelles lineaires dófinies dans E, 2° dans celui de toutes les trans- 
formations lineaires de E en sous-ensembles de E (ces espaces etant consi- 
dóres comme certains espaces topologiques), chaque ensemble totalement 

borne est bicompact.
II. Dśmonstration d’une condition necessaire et suffisante pour que, 

dans 1’espace E conjuguó a E, toute fonctionnelle lineaire soit de la 

formę f(x0) ofi feE et xoeE.

19. II. 1938. Banach S. Sur la mesure dans les espaces abstraits.
Dans 1’espace des fonotions intógrables dont 1’integrale ne dópasse pas 

1 en valeur absolue, il n’existe aucune mesure (non triviale) de Lebesgue, 
completement additive et telle que les integrales sur les segments n’empió- 
tant pas les uns sur les autres soient deux a deux independantes (au sens 
de la terminologie probabiliste). Une interpretation de ce theoreme dans 
le domaine de la mecanique statistique.
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19. II 1938. Hetper W. Sur Palgóbre des ensembles finis. 
Discussion des diffieultós lióes a la dófinition de la notion d’ensemble 

dans le systóme de la sómantiąue. La construction de 1’algebre des ensembleB 
exige 1’introduction d’une nouvelle espóce de yariables et 1'adoption de 

l’axiome sómanto-logiąue 3 = a/3=a/3.
Or, dans beaucoup de problemes jouant un róle capital dans la con

struction du systóme de la sómantiąue, on est contraint de se servir des 
ensembles finis d’expressions. L’auteur montre que l’axiome en ąuestion 
est dans ce cas superflu, car tout ensemble fini d’expressions peut etre 

obtenu comme celui des solutions de l’óquation {I * Zx} oti I et Z sont des 
expressions constantes.

26. II. 1938. Zaremba S. K. Contribution a la thóorie de 1’in
dice de Kronecker [C. R. Acad. Paris 206 (1938), p. 476 — 477].

Soit C un champ vectoriel (continu) dans Fespace A n+ 1 dimensions 
(n>l) dófini sur la sphóre S" ó n dimensions et n’y admettant pas de points 

singuliers. T dósignant le champ des composantes des yecteurs du champ O 
tangentes ó Sn, les points singuliers par rapport a T sont les points dans 
lesąuels le yecteur du champ O est normal ń. Sn. On peut donc distinguer 
parmi les points singuliers du champ T ceux dans lesąuels le yecteur du 
champ O est dirigó vers l’extórieur et ceux oti il Fest yers 1’intórieur de 8". 
Soit q la somme des indices de Kronecker de ces derniers points. On peut 
alors exprimer 1’indice i du champ C sur Sn par la formule i=l—q.

5. III. 1938. Mazur S. Un thóoróme sur les points inrariants.
Soit E un espace linóaire topologiąue localement convexe dont Fóló- 

ment-zóro admet une suitę d’entourages ayant prócisóment cet ólóment 
pour partie eommune. Alors, toute transformation continue d’un ensemble 

convexe et fermó ąuelconąue A^E en sous-ensemble bicompact admet 
un point inyariant.

5. III. 1938. Kac M. Sur les distributions inrariantes.
I. Introduction de la notion de distribution invariante.

II. Thóoróme: Si Fon a

(1) f1(t) + ...+finW=nK2 

pour tout t, et si la distribution de la fonction

(2) hj+...+4

ne dópend pas de ..., g , la distribution de chacune des fonctions oit 

t=l,...,n est donnóe par la formule de Borel

w 3(n—1)
®[/i(t)<o>]|^ = a 2 dw-
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Inversement, si la distribution de la fonction (2) ne dópend pas de 
et s’exprime par la formule de Borel, et si les fonctions /;(t) sont 

presque-periodiques, on a 1’ógalite (1).
III. Interprótations physiques des resultats acquis.

30. IV. 1938. Gillis P. Un theoreme du Calcul des Variations.
Soient: Dn un domaine A n dimensions, bornó, fermó et convexe, situó 

dans 1’espace euclidien a n dimensions, Dn—1 la frontibre (n—l)-dimen- 
sionnelle de Dn, F une fonction de n variables aux deuxiemes dórivóes 
partielles continues pour toutes les valeurs reelles des variables et Fp.pfr 
une formę quadratique dófinie positive. II existe alors une et une seule 

fonction de n variables remplissant dans Dn la condition de Lipschitz et 
dont l’integrale 

pour i= 1,2.......n

atteint son minimum par rapport a 1’ensemble des fonctions z qui remplis- 
sent la condition de Lipschitz et prennent sur Dn— i les valeurs donnóes 
d’avance, pourvu que ces dernieres soient assujetties aux conditions:

(1) il existe une fonction remplissant la condition de Lipschitz dans Dn 
et prenant ces yaleurs sur Dn—1,

(2) T dósignant 1’image de la fonction z(x') sur Dn—1 dans l’espace 

& n-f- 1 dimensions (x',z), la pente d’un hyperplan quelconque qui contient 
n+ 1 points distincts de r ne dópasse pas une valeur donnóe.

14. V. 1938. Mazur S. Sur la continuite des fonctionnelles dans les espaces topologigues.
Soient: T un ensemble abstrait, E 1’ensemble de toutes les fonctions 

róelles x(t) dśfinies pour teT et dont la valeur absolue ne dśpasse pas 1, 
enfin P(x) une fonctionnelle definie dans E et continue en ce sens que 
si a:n(t)->a:0(t) pour tous les teT, on a P(xn)->P(x0).

Alors, si la puissance de T est infórieure au plus petit nombre cardinal 
inaccessible, T contient un ensemble 7'0 tout au plus dónombrable et tel 
que les valeurs de P(x) se trouvent dćterminees par celles de la fonction x(t) 
dans To, c. a d. que si x1(t) — xt(V) pour tous les teTa, on a P(xx)=P(xt).

Ce theoreme renferme comme cas particulier le th. de Banach- 

Kuratowski-Ulam sur l’existence des mesures completement additives. 
L’auteur signale en outre quelques applications aux problemes concernant 
les points invariants et quelques gónśralisations.

14. V. 1938. Kaczmarz S. et Turowicz A. Sur les inte- arales indefinies irrationnelles Ta paraitre dans Studia Math. 
8 (1938)].

Soient: /d®), /2(x)... une suitę des fonctions de variable rćelle, finies 

et integrables dans l’intervalle <«,&>, et Si 1’ensemble de toutes les fonctions
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d’une variable róelle de la formę g(x') = E[fi(x'},f2(x)......./A(»)] od Ił est une
fonction rationnelle de k variables (avec k arbitraire). Alors, ótant donnó 
un interyalle quelconque <a,/3> oh a<a</?<6 (etmeme oh 

si a>—oo ou 6<+oo), Sł contient une fonction integrable dans 
dont l’intógrale indófinie n’appartient pas a <8.

28. V. 1938. Lebesgue H. Sur le calcul des cótes des poly- 
gones rdguliers.

L’auteur donnę des formules pour l’óvaluation des cótes des poly- 

gones róguliers convexes et ótoilós, basóes sur le thóorórne: l’ógalitó 
a7t=n(t]1/2+t]2/22-{-...), oh les sont des 0 oh des 1, entraine 1’ógalitó 

cos an= 2—1e1 | 2+ «a |/2-)-

oh «!= 1—21/j, «j-s2= 1 — 2ł?a, e1.«a-ea= 1 —2ł?a, ...; la diffórence entre 
la valeur de cette racine infiuie et celle de sa n-ióme racine partielle ne 

depasse pas n/2n.

18. VI. 1938. Ułam S. Sur les transformations ergodigues. 
Eósultats des rechercbes communes de l’auteur et de M. J. Oxtoby. 

Toute yariótó topologique homóomorphe a un complexe rógulier h to^2 
dimensions admet des transformations biunivoques conservant la mesure 

et metriąuement transitires, c. a d. ne transformant en eux-memes que tout 
au plus des ensembles de mesure 0 et 1. Etant donnóe une homeomorphie 

queleonque F conseryant la mesure, il existe des transformations I arbi
trairement yoisines de F et telles que, pour toute transformation G, la 
transformation GTG~l est mótriquement transitive.

25. VI. 1938. Mazur S. Sur les anneaux lineaires.
Theor&me I. Un anneau lineaire 21 a une infinitó de dimensions, 

sans diviseurs du zero, contient (a une isomorphie pres) l’anneau des po- 
lynómes nuls pour 0; si 21 possede une unitó, il contient (a une isomorphie 
pres) 1’anneau de tous les polynómes; si 21 est un corps (non nócessairement 
commutatif), il contient (a une isomorphie prós) le corps de toutes les 

fonctions rationnelles.

Theoreme II. Si, dans un anneau lineaire 21, une normę est dófinie, 
satisfaisant—outre des conditions habituelles—h la condition |IA • 5||=|)4||-|[Bi|, 
l’anneau 21 equivaut (c. h d. peut etre reprósente en conseryant les opó- 
rations et la normę) soit au corps des nombres róels, soit h cełui des nombres 
complexes, soit au corps des quaternions róels; si 21 est un corps (non nó
cessairement commutatif) et la normę satisfait h la condition plus faible 
||A.B||<||A||.||B||, il est isomorphe (c. h d. reprósentable homóomorphique- 
ment avec conseryation des opórations) a un des trois corps mentionnós.

Corollaire. A ótant une transformation linóaire d’un espace E de 
type (U) en une partie de E, ils existent deux nombres róels a et fi tels que 
soit l’śquation A2(x') + a-A(x)+/l-x=y ne possóde de solution pour certains 
yeE, soit l’óquation homogóne Aa(a:)4-a-A(a:)4-/?-;r= 0 possóde une 
solution non nulle.
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30. VI. 1938. Pepis J. Sur une familie d'ensembles plans et les solutions de l'equation fonctionnelle F(x,z)=F(x,y)-F{y,z) pour 0^.x^.y^.z. Application a la theorie generale des interets.
I. Soient Aa, Ba, Ca, Da les ensembles plans des points, dont les coor- 

donnćes satisfont aux conditions: O^z^a^y; O^jc^a^y; O^z^a^y, 
xty; 0śZxs^a^y respectivement. Soit Q la plus ótroite familie d’ensembles 
plans, contenant tous les ensembles Aa, Ba, Ca, Da («>0) et les sommes 
quelconques (finies, infinies ou meme indónombrableB) de ces ensembles.

Theordme. Toutes les solutions de V eąuation fonctionnelle F(x,z)— 
=F(x,y)-F(y.z) ou sont donnóes par la formule F(x,y)=
= g(y')/g(x)(l— q>(x,y)), ou g(x) est une fonction arbitraire non nulle pour 
tous les x et y(x,y) est la fonction caractiristigue d’un ensemble arbitraire de 
la familie S2.

II. Appelons: nombre singulier de I espbce d'une solution donnóe F tout
nombre x^0 tel que F(x,y)= 0 pour nombre singulier de II espece
de la solution F tout nombre sc^-0 tel que F(x,y)—0 pour y>x-, nombre 
frontiere de F, tout nombre x^-0 tel que F(x,x') — 0. Dósignons respecti- 
vement par Jf, N et R les ensemblee des nombres ainsi dófinis, et par Z 
celui des points (x,y) tels que F(x,y)=0 pour la solution F. On a alors

Z — ,y Aa + Ba~h Ca~ł~ Da-
ae(N—M) ae(M—N) ae(M-N) ae(M-N-R)

LZensemble M est fermó a gauche et 1’ensemble N Fest h droite. Les 

lacunes de la derivóe de sont dans 1’ensemble N et celles de la dórivóe 
gauche de N dans Al. Par consóquent 1’ensemble est fermó.

III. L’auteur soumet h une critique la thóorie des intórets et propose 
une thóorie des entreprises d conjoncture rariable. En admettant la seule 
hypothhse, a savoir que la valeur au moment t2 d’un capital k empruntó 
au moment tj<:t2 ne depend pas de la personne qui prete, mais seulement 
de tj, t2 et k (1’hypothese de non-protection), et dósignant cette valeur 
par /(tj.fc.tj), on a;

(1) /(fi*fci4~ fcj,t2) = f(ti, kx, tj) /(t^,fc, t2),

(2) /(Ą, k, tj) =f(ta, f(tx, k, tg), ts),

(3) /(ti» fc,

En appliquant le theoreme connu sur l’óquation /(sc-F y) =/(ac)-f-/(y) 

et le theoremesur l’óquationF(x,z)=F(x,y}-F(y,z), ónoncó dansI,la solution 
gónórale est de la formę

/(ti,fc,t2)=fc^(t2)/^(t1)(l t2))»

oh </(t) est une fonction poBitive et y>(tx,tt) la fonction caractóristique d’un 

ensemble de la familie Si.
En supposant que f(t1,fc,t2)>0, on a la thóorie des entreprises sans 

faillites: on a alors /(t1,fc,t2)=fc^(t2)/j(t1), od la fonction positive g(t) donnę 

l’ainsi dite eourbe de conjoncture.
Rocznik Pol. Tow. Matem T. XVII. 8
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En supposant que /(f1(fc,ta) dópend seulement de fc et de (ta—tj), 
on a la thiorie des entreprises a conjoncture constante. On a alors:

(i')

(2') /(k,Ą+t,) = /(/(fc,t1).ta).

(3')

En supposant qu’il n’y a pas de faillite, c. i d. que /(A:,t)>0, on obtient 
gltj—a1 II., c. ad. j(tj,k,tt)=kał2~tl.

I. Quelques dótails biographiques. Systeme metaphysique de Des- 
cartes. Son attitude rationaliste dans 1’epistemologie: son plan d’embrasser 
toute la science humaine dans un systeme deductif, róalisó pour sa móta- 

physique (Dliditations, rćponses a Mersenne) et tentó pour les sciences 
naturelles (Principia).

II. Gćometrie de Descartes. Problóme de Pappus, par lequel il l’avait 
commencó et sa móthode de solution.

Soit D(k,t)=j(k,t) — k. En supposant que l’intóret de 1’intóret estpres- 
que nul, c.ad. que D(D(fc,t1),ta) = O, on obtient la formule d’interet simple. 
Les formules d’interet simple et composó sont des formules approsima- 

tives, puisque la formule D(D(k,tj),t2)= 0 n’est qu’une approximation.

Dans la formule gónerale de la thóorie des entreprises ś, conjoncture 

yariable avec des faillites, les courbes g(t) sont des courbes de conjoncture. 
Au moment de la faillite ces derniferes peuvent indiquer les yaleurs: 0 et 1, la 

courbe g(t) indiquant en ce moment toujours la valeur 1. Les nombres 
singuliers de I et II espóce donnent respectivement les moments de la 
faillite ordinaire et de la faillite vóhdmente.

SECTION DE POZNAŃ.

14. II. 1938. Gospodarek S. Sur certaines demonstrations geometrigues de Galilee.
Exemples des raisonnements g4ometriques extraits des ,,Discorsi“ et 

leurs simplifications par les mćthodes de la geometrie analytique. Remar- 
ques historiques coneernant la vie de Galilee, son conflit tragique avec 
la Sainte Inquisition et son oeuvre scientifique en genśral.

15. III. 1938. Mikusiński J. Ein Referat uber die Arbeit eon G. Póły a: „Kombinatorische Anzahlbestimmungen fur Grup- pen, Graphen und chemische Verbindungen“, Acta Alath. 68 (1937), 145 — 254.
15. V. 1938. Zawirski Z. Descartes comme philosophe et mathematicien.
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SECTION DE VARSOVIE.
14. I. 1938. Sierpiński W. Fonctions additives non com- plftement additwes et fonctions non mesurables [Fund. Math. 

30 (1938), p. 96-99].
14. I. 1938. Mostowski A. Bericht aus einem Satz von Godeł uber die ~Widerspruchsfreiheit des Auswahlaaioms.
21. I. 1938. Sierpiński W. Sur une transformation de Vintervalle.21. I. 1938. Szpilrajn E. Concerning conrergent seguences of sets.
The author has proved before that 1° there exists a Beąuence of sets 

(contained in the interval Z = <(), 1» equivalent to no sequence of projective 
sets, and 2° there exists a sequence of projective sets equivalent to no 
sequence of Borel sets1). The following theorem deals with an analogous 

problem concerning particularly sequences which are conrergent in the 
sense of the Generał Theory of Sets:

In order that every conuergent seguence of sets (contained in I) be egui- 
ralent to a seguence of Borel sets (or else: of sets which are simultaneously 
Fo- and Gi-sets) it is necessary and sufficient that the hypothesis of the conti
nuum be true.

Necessity. Let E be any subset of I. The sequence E,E,... is con- 
vergent and therefore it is equivalent to a sequence_B,B  where B is 
a Borel set. Hence E = B, and conseąuently either or E=c.

Snffioiency. It can be deduced from certain theoreme on the cha- 
racteristic function of a sequence of setsa) and from the following remarks 
eacy to show:

1. A sequence of sets is convergent if and only if its characteristic 
function assumes only values of the form mfZn.

2. Let / be a real function which transforme I into a set at most enu- 
merable. If the hypothesis of the continuum is true, then there exists a real 

function g of the first class, defined on I and such that f~ (y)~g~i{y) for 

each real number y.21.1. 1938. Nikliborc W. Uber das Dreikórperproblem III.
4. II. 1938. Waraszkiewicz Z. Sur une propriete caracteristiąue de l'arc simple.
Soient: K un continu mćtrique, Sł l’hyperespace des sous-continus 

de K, Kt le sous-continu de K qui correspond a l’ólćment t de ft; en parti
culier soit K1=K. Un Bous-continu Kt„ de K est appelć ritracte topolo-

ł) Fund. Math. 26 (1936), 316 and 313.
«) Fund. Math. 26 (1936), 311 and 307.

8*
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giąue de K s’il existe dans fł un continu ft0 unissant les ólóments 1 et ta 
et une fonction F(x,t), continue par rapport & Fensemble des yariables 
xeK et teSł, telle ąue:

1° pour tout teR et xeKt, F(x,t) est une transformation homeomorphe 
de Ft en Kt0,

2° F(x,to) = % pour tout XeKt„.
L’auteur dómontre le thóoróme suiyant:

Parmi les continus plans, l’arc simple est caractirisó par la propriótó 
ąue chacun de ses sous-continus (ne se rćduisant a un point) est son retracte 
topologiąue.

La dómonstration repose sur 1’analyse des courbes, dites apparentóes 
avec l’arc simple, ąui se laissent e-dóformer en un are simple (pour tout e>0).

11. II. 1938. Sierpiński W. Sur une proprietó des espaces metrigues separables [Fund. Math. 30 (1938), 129 — 131],
11. II. 1938. Kuratowski K. Sur la compactification des espaces a, connexite n-dimensionnelle [Fund. Math. 30 (1938), 

242-246],
11. II. 1938. Mazurkiewicz S. Sur les continus indecom- posables.
25. II. 1938. Szpilrajn E. On the eąuiralence of some classes of sets [Fund. Math. 30 (1938), 235-241],
25. II. 1938. Bothberger F. (Wien). Eine Aguiralenz zwi- schen der Kontinuumhypothese und der Existenz der Lusinschen und Sierpińskischen Mengen [Fund. Math. 30 (1938), 215 — 217].
18. III. 1938. Sierpiński W. Sur un probleme concernant les familles d^nsembles parfaits [Fund. Math. 31 (1938), 1 — 3].
18. III. 1938. Gillis P. (Bruxelles). Sur les theoremes d'exi- stence du Calcul des Yariations.
La móthode directe, ąu’utilisa A. Haar pour dómontrer l’existence 

d’une solution du problóme

minimum ^X=^j(x,y), (a:, y)j [ fF(iX^y)dxdy = 

' D

supposó rógulier, peut etre appliąuóe a d’autres problómes plus gónóraus. 
On peut notamment, de cette manióre, dómontrer l’existence d’une solution 

du problóme
yF(ixi) dx'... dx" = minimum |P(8X/) =F^,... j

o„
lorsąue la formę ąuadratiąue figurant sous le signe de la yariation seeonde 
est supposóe dófinie positiye.
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25. III. 1938. Mostowski A. Uber gewisse unirerselle Re
lationen.

Ais Relation bezeichnen wir jede Menge r von geordneten Paaren 
Die Menge |r|, welche aus den Hintergliedern und den Vordergliedern aller 

Paare <a:,i/>er besteht, heiBt Feld von r. Zwei Kelationen r und s heiBen 
isomorph, in Zeichen r~s, wenn es eine Funktion / gibt, die |r| auf |s| 
eineindeutig abbildet, und zwar so, daB die Bedingungen und
</(»),/(y)>es fiir beliebige a;,2/e|r| aquivalent sind.

Wir setzen fiir jede Relation r und beliebige Mengen m, nQ|r|: 

rm=E[yem'\-r’ rn=E[xen]-r, rJ^=(rm)n.
<x, y> <x, y>

Eine Relation r nennen wir unirersell fiir das System & von Relationen, 
wenn reQ und es fiir jedes se(5 eine Menge mQ|r| gibt, so daB s~r™. Wir 
wollen hier auf die Existenz universeller Relationen fiir gewisse Systeme 
von Relationen mit abzalilbarem Feld hinweisen; und zwar sind es fol
gende Systeme:

(Sł) das System der transitiven und areflexiven Relationen r mit ]r[<:No;

(2) das System der transitiven und reflexiven Relationen r mit ]rpgR0.

(2*) das System der Relationen re2, welche der Bedingung geniigen: 

(♦) ist <sc,y>er und <y,a;>er, so ist x—y,
(9)1) das System der transitiven Relationen r mit

(911*) das System der Relationen re9k, die der Bedingung (*) geniigen.

Um unsere Satze auszudriicken, fiihren wir noch folgende Bezeichnun- 
gen ein: (X), bzw. [X], bezeichnet fiir jedes Mengensystem X die Menge 

der Paare (,x,yy, wo x,y<=X und bzw. x^_y und y^x, ist, Ro bezeichnet 
das System, das aus Summen von endlich vielen linksseitig abgeschlossenen 
und rechtsseitig offenen Intervallen mit rationalen Endpunkten besteht; 
Lo bezeichnet das System, das aus Summen von endlich vielen linksseitig 
abgeschlossenen und rechtsseitig offenen Intervallen besteht, dereń End- 

punkte von der Form —1 2 (p, q natiirliche Zahlen) sind.

SchlieBlich wird fiir jede Relation r mit rz die Menge der Paare 
«a;,p>, <y,g» bezeichnet, wo <z,y>er und p,q natiirliche Zahlen sind.

Unsere Satze lauten nun folgendermaBen:

I. Ist re9Jl, so gibt es disjunkte Mengensysteme K und L derart, dafl 
r~(K)-|-[K+i]^+[X-|-i]^+[E]; dabei ist dann und nur dann reft bzw. 
r«2*, wenn F=0 bzw. L=0 ist.

Man setzt namlich w(«)= 7<7(<y,iC>er] und

p
K=J<7[<a:,x><=r], i=£’[<a:, ®>noner],

n(x) n(x)
II. Die Relation [A'o] ist unirersell fiir ft. 

III. Die Relation {_L0} ist unirerseU fiir 2*.
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II und III ergeben sich leioht aus I und aus einem fruher von mir 
bewiesenen Satz [Fund. Math. 29 (1937), 53, Satz 17]. Etwas komplizierteres 
induktives Verfahren fiihrt zum Satz:

IV. Die Relation [£0]+{Z0) ist unwersell fur 901*.
Aus III und IV leitet man noch ganz leicht folgende Satze ab:

V. Die Relation {Lo}' ist unwersell jur fi.
VI. Die Relation ([Z^0]H-{-Ł0})z igt unwersell fur 3J1.

1. IV. 1938. Marcinkiewicz J. Sur les fonctions caractó- ristiąues analytigues [voir Sur les fonctions inddpendantes III, 
Fund. Math. 31 (1938), 86-102].

1. IV. 1938. Eilenberg S. Remargue sur les transformations de Fourier.
Soit A(Z2)QZ2 une operation linćaire. Pour que Fon ait A[A(a)]=o 

et ||A(a)[|=||o||, quel que soit aeL*, il faut et il suffit qu’il esiste deus suites 
av a2,... et &,,6a,... (dont 1’unepeut etre finie) formant ensemble un systeme 
orthogonal, normal et complet pour Z2 et telles que l’on ait A(a/)=a/ et 
A(&/) = —&/ pour i= 1,2,...

1. IV. 1938. Eilenberg S. et Otto E. Quelques propridtds de la dimension [Fund. Math. 31 (1938), 149 — 153].
22. IV. 1938. Sierpiński W. Compte-rendu du coyage en Italie.
29. IV. 1938. Eilenberg S. Sur le prolongement des transformations continues en surfaces sphdrigues [Fund. Math. 31 

(1938), 179-200].
29. IV 1938. Jaśkowski S. Uber die Entscheidbarkeit der allgemeinen Topologie.
6. V. 1938. Kuratowski K. Sur une proprićte des decom- positions semi-continues.
Soient: X un sous-ensemble fermA du cube (compact) de Hilbert, f une 

transformation continue de X en un espace Y = f{X) et a un nombre riel 
tel ąue 6f~i(y)<a, ąuel ąue soit yeY. II existe alors une homiomorphie A 

telle ąue \hf(x)—x\<a.
Soit tel que la condition ó(E)<_p entraine <5/—1(Z)<a. Soit

Y=Go+...+Gm une dócomposition en ensembles ouverts non vides et 
tels que ó(GiXP/2. Soit xleHl=f~1(Gi). Considćrons la fonction x corres- 

pondante aur systemes (67) et {a;/}1), c. & d. la fonction

^y)=^y)-x0+...+AmW.xm oń _Gmj•

x) Cf. C. Kuratowski, Topologie I, Monografie Matematyczne 3,
Warszawa-Lwów 1933, p. 94.
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II vient )x/(x)—®l<a. Eneffet, i0,...,ik designant le systóme de tous les 
indices pour lesquels xeHij, lepoint x/(») appartient ausimplese xio...xik et 
le diamótre du simplexe xxto...xik est <a, car (fy=|=O, donc 
d’oń <5(ff/y+H/z)<«.

Chaque transformation continue de Y en le cube de Hilbert (plus pró- 
cisóment: en un cube & >2 dim Y dimensions) pouvant etre approchóe 
par une homśomorphie, on peut prendre pour h une homćomorphie telle 
que |A(o;)—x(®)|<a—|x/(a:)—quel que soit x. C. Q. F. D.

On voit ainsi que 1’hyper-espace d’une dicomposition semi-continue de X 
d tranches de diametre <a peut etre obtenu de X par un diplacement <a. 
C’est une gónóralisation du th. de M. Eilenberg (C. R. Paris 200 (1935), 
p. 1003) sur l'óquivalence entre les invariants topologiques des transfor
mations a petites tranches et les invariants des petits dśplacements.

6. V. 1938. Szpilrajn E. On the isomorphism and the 
equivalence of classes and sequences of sets.

The author considers some (1-1) correspondences between classes of 
sets, viz: (1) weak isomorphism, i. e. the similarity of these classes consi- 
dered as sets partially ordered by the relation of inclusion; (2) isomorphism 
(„isomorphie algebro-logique“ in the sense of Kuratowski-Posament *));
(3) total isomorphism (the notion analogous to the preceding, obtained by 
replacing the finite addition by the addition of an arbitrary finite or trans- 

finite number of sets); (4) equivalence *). The notions (l)-(4) concern also 
sequences of sets.

The author obtains the following theorem:

Th, 1. If K and L are two weakly isomorphie classes of subsets of two 
abstract spaces and if each one-element subset oj these spaces belongs respect/i- 
vely to K and L, then K and L are equivalent.

As simple consequences of Th. 1 the author derives what follows:

Th. 1.1. Two topological spaces are homeomorphic if and only if the 
classes oj the closed sets in these spaces are weakly isomorphie.

Th. 1.2. There exists a generalized homeomorphism (in the sense of 
Kuratowski) between two topological spaces if and only if the classes of 
Borel sets in these spaces are weakly isomorphie.

Th. 1.3. The class of the measurable sets (in the internat Z=<0,1» and 
that of the sets possessing the property of Baire in the wide sense (in I) are 
not weakly isomorphie 8).

1) Fund. Math. 22 (1934), p. 282.
2) See e. g. Fund. Math. 30 (1938), p. 237. Cf. also M. H. Stone, 

Trans. Amer. Math. Soc. 40 (1936), p. 91.
3) It is the consequence of Th. 2 and of theorem proved by the author

in Fund. Math. 22 (1934), p. 306.

Denoting by C CantoFs discontinuum and by ce(x) the characteristic 
function of a seąuence of sets e={En} i. e. ce(x)=(0,iii2...)s, where iM=0 
if xeEn and in=2 if xeEn, the author proves: * 2 3 *
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Th. 2. Two seguences; a={An} of subsets of X and b={Bn} of subsets 
of Y are (i) isomorphie, (ii) totally isomorphie, (iii) eguiealent, if and only 
if (i') «a(X) = c6(F), (ii') cn(X)=cb(Y), (iii') c~r(t) = c~i(t) for each teO.

With the help of Th. 2 and of some properties of the characteristic 
function1), the author proves what follows:

Th. 2.1. The seguence u of all sets simultaneously closed and open in C 
is unieersal in the sense of isomorphism, i. e. for every seguence e of sets, there 
exists a sequence of sets belonging to u whieh is isomorphie to e (Mostowski- 
Kuratowski).

Th. 2.2. There exists no seguence of sets unioersal in the sense of total 
isomorphism.

Th. 2.3. A seguence e of subsets of X is totally isomorphie to a seguence 
of Borel subsets oj 1 if and only if the set ce(X) is analytic.

Th. 2.4. There exists: (i) a seguence of sets totally isomorphie to a certain 
sequence of Borel sets but eguiralent to no seguence of Borel sets-, (ii) a seguence 
oj projectire sets totally isomorphie to no seguence of Borel sets; (iii) a seguence 
of sets totally isomorphie to no seguence of projectire sets.

13. V. 1938. Charpentier M. (Paris). Sur les points de Peano de certains systemes d'equations differentielles [C. R. Acad. 
Paris 206 (1938), 1347-1349].

13.V. 1938. Szpilrajn E. On the space of measurable sets.
Let denote an abstract measure, i. e. an x0-additive, non negative 

function of a set, defined for the sets belonging to an ft0-additive and 
complementative class AT of subsets of an abstract space X; furthermore 
we suppose p(X')= 1.

Putting (>(!/], Af2)=p[(Af1—Jlf2)4-(lf2—lfx)] and identifying such sets 
Af, AL' for whieh p(Af, M')= 0, one obtains a metrical space 9J1(^) (Fróchet). 
T)1(m) can be considered also as a Boolean algebra (the ąuotient of Al and 
of the ideał of sets of measure p zero).

Let px and ,«2 be two abstract measures. The author shows that the 
spaces 9Jl(|«x) and Ul(l«2) are isometric if and only if the algebras Uif//x) 
and i0ł(i«2) are isomorphie in such a manner that, for the corresponding 

elements of these algebras, the values of px and p2 are eąual.

Definition. Two abstract measures px and p2 are called isomorphie 
whenever the spaces ‘3Ji(/<1) and 9Jl(/«2) are isometric.

Theorems: I. An abstract measure p is isomorphie to the measure of 
Lebesgue (in the interval Z=<0,1» if and only if:

1° the metrical space ^Sllp) is separable,
2° for each set Al such that p(M)>0 there exists a set Af'QAf such that 

0<p(M')<p(M).

1) Fund. Math. 26 (1936), pp. 308 and 307.
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II. An abstract measure p is isomorphic to the measure of Lebesgue 
considered for a class of measurable subsets (but not necessarily all) of 1 if 
and only if the metrical space is separable.

The proofs are simple; they make use of some properties of the 
characteristic function of a seguence of sets.

Th. I can be deduced also from another characterization of the measure 
of Lebesgue, due to S. Jaśkowski (unpublished; presented to the Polish 
Math. Society in 19321 2)].

1) Annales Soc. Pol. Math. 12 (1933), p. 122.

2) H. Cramór, Random Yariables and Probability Distribution, Cam
bridge 1937, p. 81.

20. V. 1938. Szpilrajn E. On some singular sets [Cf. The caracteristic function of a seąuence of sets and some of its apli- eations, Fund. Math. 31 (1938), §4].
20. V. 1938. Borsuk K. (prśsentó par Knaster B.) Sur un probleme de MM. Kuratowski et Ułam [Fund. Math. 31 

(1938)].
27.V. 1938. Kozakiewicz W. Sur un theoreme asympto- tigue du Calcul des Probabilites.
Soit x1,x.ź,...,xn une suitę de yariables alóatoires. Posons pour 

x et t róels:
OO

F„(a:) = P(a:nd}, = e,txdFn(x).
—oo

Fn(x) est la loi deprobabilite de la yariable xn(n= 1,2,...) et g>n(t) la 
fonction caractóristique correspondante. Soit en outre:

. , . Fn(x)=F(x)
et par conseąuent n=l,2...

Introduisons les notations suivantes:

* “s=^)>

od S dósigne 1’esperance mathómatiąue, et posons:

«!=(), aa=l.

Supposons ąue le moment bk pour l’entier fixe fc>3 existe. Si la fonc
tion caracteristiąue <p(t) satisfait a la condition

(C) lim sup | (t) | <1,

on a d’aprós le thóoreme de M. Cramóra) ^>„(x) = Fn(x) + Rn(x), ou £bi(®) 
zp | zp | * . - j Zp

est la loi de probabilitó de la yariable —-------——------ ", Fn(x) est une formę
}n 
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linóaire des dórivóes de la fonction de Gauss dont les coefficients ne s’expri- 

ment que par les moments aj=0,aA1 et sup Rn(x)=0(lln^k~2)/2).
X

Considórons la fonction róelle F(z) satisfaisant aux conditions:

(Ai) V(—oo)— lim V(x)=0, 7(-|-oo)= lim 7(a;)= 1
X->--- OO X->4-OO

-|-oo 4-00
6*=J |®|*|dV(a;)K4-co. az= Jx‘dV(x), i=1.2.......k—1.

—oo —oo
(A,) La dórivóe, V'(x) existe, est continue et Fon a |7'(a:)|^jy pour 

chaąue x, N ne dópendant pas de x.
(A,) V(x) est ś. yariation bornóe dans Finteryalle infini <—oo,-|-oo>.

Posons par induotion:

4-00 oo
V2(x)=JV(x—£) dV(£), Vn(x)=f Vn-i(x-n dV(£).

—oo —oo
Theoreme I. Si la fonction caracUristiąue <p{t) satisfait d la condition

(C), on a
sup |®n(®)-Vn (x |^) |= O(l/n(*-2)/2).

Le th. I est plus gónóral que celui de M. Cramór. Posons p. ex. 
pour fc=4 et 0<O3<4:

, lf(x,aa) = c(x + 2/a>)ila' le 2x10:1 
v (X)— {1 /(®,a8)=0

pour

pour

2/as 

zsC—2/aa

oti f(x,a3) dósigne la loi ólómentaire de probabilitó de Pearson dóterminóe 
par les trois premiers moments aj= O, «2= 1 et a3, et c est dófinie par la rela

OO
tion ff(x,a3)dx= 1. On obtient alors

—OO X
sup | <bn(x) — I j(x,a3/Vń) dx\ = O(l/n).

—oo
Passons maintenant au cas oh ®P .......xn<-- e* .......&n’’" 8ont

des yariables alóatoires telles que xn dópend seulement de yn. Posons 
pour x, y, t’, t" róels:

oo oo 
rn(z,y)=P{z„«*,2/„<y}, f e^+y^dFn(x,y),

—oo —oo
a//=5(»W)> 6v=*(W,Wy)-

Supposons que Fn(x>, y)= F(x, y) pour n—l,2,... et, par consóąuent, 
ąue <pn(t',t'') = <p(t',t"). Supposons encore ąue axo=aol=O, a20=a02 = l et 
ąue aA0, a0A soient finis pour un certain /c3^3.
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Soit V(x,y) une fonction dont les moments a!, pour i, i+jś-k—1
sont ćgaux respectiyement a a^, les moments b'M,b'ok sont finie et qui 
satisfait aux conditions:

(BJ 7(—oo,y)=F(a:,—oo)=P(—oo,—oo)=0, 7(+oo,4-oo)= 1,

(Bt) V(x,y) possóde les dórivóes 3v/3x, 3v/3y, S*v/3x3y continues et bor- 
nóes dans tout le plan,

(B,) V (x,y) est ś variation bornie dans tout le plan.

Posons par induction:

4-00 4-00 oo oo
P2(®,y)=y fv(x—ę,y—y)dV(?,y'),Vn(x,y)=f l'vn-i(x—^y—y)dV^,y). 

—-oo —oo —oo —oo

Thćor&me II. Si 0„(x,y) est la loi de probabilitó des variables 
(x1Ą-...-\-xn)l\ln et (yi+--- + yn)l\n, et si <p{t',t") satisfait d la condition

<p(t',t")=O(\t'-t"\) pour |t'|,|t"|-»+oo,

1 |T(«',*")| < 1 pour |t'+|t"|H=O,
on a

Bup|0n(x,y)—Vn(xf/n, y|n) = O(l/n(*~2)/2~“) pour tout a>0.
*.y

3. VI. 1938. Lebesgue H. (Paris). Quelques remargues sur la Structure des polybdres de genre zero.
3. VI. 1938. Neumana J. (Princeton). Continuous geometry 

[Proc. Nat. Acad. 22 (1936), 92-100],
10. VI. 1938. Ułam S. (Cambridge, Mass.). The encistence of metrically transitive transformations [Cf. J. C. Oxtoby and

S. M. Ułam, The existence oj metrically transitive transformations, 
Preliminary report. Buli. Amer. Math. Soc. 44 (1938), p. 347].

10. VI. 1938. Szpilrajn E. Operations upon seguences of sets.
The author deals with some kinds of operations upon seąuences of 

sets, viz. the class of analytical operations (in the sense of Kantorovitch- 
Liyenson)1) and two wider classes of operations defined as follows:

Definitions. An operation F(EvEt,...) is called operation in the 
sense of the Generał Theory of Sets, or briefly G-operation (G*-operation), 
if the equivalence2) (the total isomorphism3)) of the sequences: ...

and B,BltB2,... and the equality A = F(A1(A....... ) imply the equality
B=P(B1,Ą,...).

!) Fund. Math. 18 (1932), p. 224.

a) Two sequences of sets \En} and (jEn) are called equivalent (or represent 
the same type of equivalence) if there exists a (1: l)-transformation <p(p) 
such that <p(En) = En for n=l,2,...

8) Cf. this volume, p. 119.
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Tlieorems. I. Each analytieal operation is a G*-operation. Each G*-ope- 
ration is a G-operation.

II. A G-operation F(E1,E2,...) is analytieal if and only ij jor each 
set X the equality E=F(E1,E2,...) implies the eąuality EX=F(ExX, E2X,...).

III. The class oj all analytieal operations is the smallest class K oj
operations such that: 1° each operation $n(E\,Ez,...)=En (n=l,2,...) belongs 
to K, 2° and 3° jor each transjinite seguence F UEpEv •••) oj operations belong- 
ing to K the operations ^FdEi,E0,...) and F^E^Ej,...)—F2(E2,E2,...) 
also belong to Ii1). §

J) Thisth.is analogous to a th. of Sierpiński on Hausdorff operations, 

Comptes Rendus Soc. Sci. Varsovie 21 (1928), p. 463.
2) Cf. this volume, p. 119.

8) peut ne pas etre identique a SI, si p. ex. Si contient des fonctions 
d’une suitę infinie f(x1,x2,...).

IV. Let T be a subset of Cantor’s discontinuum (witho-ut the point 0) 
and let ce(x) denote the characteristic junction oj a sequence e={En}. The junction

F(E1,E2,...)=c~1(T)

is (i) an analytieal operation, (ii) a G*-operation, (iii) a G-operation, whenerer 
the set T (i') is jixed, (ii') depends only on the set ce(E1+ E2-\-■■■), (iii') depends 
only on the type oj equivalence 2) oj the seguence e.

Connersely, each operation belonging to the classes (i), (ii) or (iii) can be 
represented in this way.

Ejcamples. 1. G(EltE2, ...)=the first of the sets En which is of the 
smallest power. It is a G-operation but not a G*-operation.

2. H(El, E2,...) = E1-E2-... or Ex-\-E2+..., if E2E2^0 or E\.E2=0 re- 
spectively. It is a G*-operation but not an analytieal operation.

17. VI. 1938. Lindenbaum A. Sur les bases des familles de fonctions.
D etant un ensemble quelconque, soit une familie quelconque de 

fonctions j(...,x.,...) dont chacune des variables x. parcourt 1’ensemble
' 1 [A]

(le champ) D et dont les valeurs appartiennent h D. Soient: Sł la fa
milie des fonctions de k variables j(x{, ...,xk) appartenant h 31-, ensuite, 

“); sf la familie des fonctions de <$^'qui trans- 

forment 7) en lui meme d’une faęon biunivoque (permutations de D); $°° la 

familie de toutes les fonctions que Fon peut obtenir par superposition 

(finie) des fonctions de Si. Soit enfin ST la familie de toutes les fonctions 
(dans le champ Z>).

Aprbs avoir signaló quelques theoremes ólśmentaires, 1’auteur intro- 
duit la notion de base d’une familie de fonctions. En se bornant au cas le 
plus important, on dira notamment que est une base exacte pour Si, lorsque 

et une base topologigue, lorsque SE°° est dense dans la familie SI 
constituant un espace fonctionnel topologique. II peut etre question de 

trouver une base aussi petite que possible, d’oil les notions de base rnini- 
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małe (de puissance la plus petite possible), irrMuctible (ne contenant aucune 
autre base) et absolue (contenue dans toutes les bases). Une base minimale 
existe toujours. Sa puissance dans le cas d’un champ fini ou dónombrable 
pour la familie des fonctions arbitraires et — A titre d’un exemple diffó- 

rent — pour la familie dl des fonctions dófinissables du calcul multivalent 
des propositions de M. Łukasiewicz x) est a lirę de la table suivante:

Table des puissances des bases minimales

Puissance du champ
2 n>2 fini1 2) «0

Familie de fonctions

** 1 2 2’)
UHCA 2 3 2’)

1‘)5) l4)9) l3)4)

1 1 l7)

2
La puissance croit 

vers oo avec n No7)

i4)5) l4)8) 2?’)

1) voir J. Łukasiewicz et A. Tarski: C. R.Soc. Sc. Varsovie 23 (1930) 

p. 39, otl ce calcul, base sur les notions O et N, est defini par leurs matrices.
2) Le contenu d’une base deperid de n, mais on voit ąue la puissance 

en est constante, sauf le cas de
3) Ici.il s’agit d’une base topologiąue (la topologie ótant celle de 1’espace 

O-dimensionnel de Baire); pour la base exacte, on aurait la puissance 2!,,>. 

Cf. ces Annales 13 (1934), p. 131: il est a remarąuer ąue la puissance d’une 
base minimale pour les permutations pourrait etre double de celle d’un 
ensemble des generateurs du groupe.

4) II suffit une fonction de c^2\
6) LAlement uniąue de cette base est p. ex. la fonction de M. Sheffer, 

connue en logiąue.
•) Un element uniąue d’une telle base a óte trouvó par M. Webb.
’) Base exacte.
8) Un ólement uniąue d’une telle base a óte trouve par M. McKinsey.
’) Ce Compte Rendu, seance du 25. III. 1938, p. 117.

Quant aux bases exactes (pas nócessairement minimales) dans les champs 

infinis, l’auteur signale que:

(1) 11 existe une relation binaire Uxy dans le champ denombrable, 
unwerselle au sens de M. Mostowski0), c. & d.: toute relation binaire 
dans le champ denombrable est isomorphe a la relation U restreinte a un 
champ convenable;
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(2) La reponse ii un probleme posó par M. Sierpiński1) est nógative.
(3) Il existe une fonction continue de deux variables rćelles qui ne se 

laisse obtenir par aucune superposition (finie) de fonctions continues d’une 
seule variable reelle et de la fonction de deux variables s(x,y)=x+y 2).

24. VI. 1938. Leray J. (Nancy). Discussion du probUme de Dirichlet [a paraltre dans le Journal des Mathćmatiąues].
24. VI. 1938. Kuratowski K. Sur le groupe des transformations en circonference [a paraltre dans les Fund. Math. 31 

(1938)].

SECTION DE WILNO

21. II. 1938. Marcinkiewicz J. Sur les fonctions indd- pendantes [Fund. Math. 30 (1938), 202 — 214 et 347 — 364].
23. V. 1938. Kempisty S. Sur les fonctions d rariation bornee au sens de Tonelli [a paraltre dans les Travaux Soc. 

Sc. et Lettres de Wilno 13].
En posant pour le rectangle R— (a; a + h; b; 64- k):

H1(f,R)=k- min \f(a+h,y)—f(a,y)\,
b<y<,b+k

Ht(f,R)—h’ min f(x,b+k)—f(x,b), 
a<x<a+h

l’aire de la surface z=f(x,y) au sens de Lebesgue est ćgale ń 1’intćgrale 
superieure au sens de Burkill de la fonction H(f,R). II en rśsulte les 
proprićtes caractóristiąues des fonctions a variation bornee au sens de 
Tonelli et des fonctions absolument continues au meme sens.

CHRONIQUE ET PUBLICATIONS

MATHEMATICIENS ĆTRANGERS EN POLOGNE
ET POLONAIS A L’ETRANGER

Dr Rothberger Fritz (Wien). Communication a la Section 
de Varsovie, seance du 25. II. 1938, p. 116.

Dr Gillis Paul (Bruxelles). Communications a la Section 
de Varsovie, stance du 18. III. 1938, p. 116 et Section de 
Lwów, sóance du 30. IV. 1938, p. 111.

*) Fund. Math. 27 (1936), p. 8.
a) Cf. les recherches de MM. Hilbert, Ostrowski, Bieberbach.
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DrOharpentier Marie (Paris). Communication a la Section 
de Varsovie, sóance du 13. V. 1938, p. 120.

Prof. Dr Popovici C. (Bucuresti). Communication a. la 
Section de Cracovie, sóance du 4. V. 1938, p. 108. Conference 
a l’Universitó de Cracovie sur les óąuations de Mecaniąue 
rationelle.

Prof. Dr Lebesgue Henri (Paris). Communications: a la 
Section de Lwów, sóance du 28. V. 1938, p. 112, a la section 
de Cracovie, sóance du 1. VI. 1938, p. 109 et a. la section de 
Varsovie, seance du 3. VI. 1938, p. 123. Confórence a l’Uni- 
versitó de Lwów, le 25. V. 1938, intitulee Sur les constructions a Vaide de la regle et du compas.

Prof. Dr v. Neumann J. (Princeton). Communication 
a la Section de Varsovie, sóance du 3. VI. 1938, p. 123.

Prof. Leray Jean (Nancy). Communication a, la section 
de Varsovie, sóance du 24. VI. 1938, p. 126.

Georgieff G. (Sofia), poursuivit ses ótudes a. l’Universitó 
de Varsovie en 1937/38 a titre du boursier du Gouvernement 
Polonais.

Prof. Dr Biernacki M. (Poznań). Deux confórences a l’Uni- 
versitó de Cluj (Roumanie) au cours de la Semaine Mathema- tique (de 23. V a 28. V. 1938) convoquee par cette Universitó, 
intitulees: Sur quelques points de la theorie des fonctions analy- tiques.

Prof. Dr Sierpiński W. (Varsovie). Cycle de 3 confórences 
a l’Universitó de Borne, en fóvrier 1938, intitulees: Sur les ensembles projectifs. Confórence sous le meme titre a l’Universitó 
de Szeged (Hongrie), en mai 1938. Confórence a la Soc. de 
Math. et Phys. de Budapest, en juin 1938, intitulóe: Sur les ensembles analytigues et projectifs.

II est en outre a signaler le sójour a l’ótranger, dans les 
buts scientifiąues, de MM.: Dr. Aronszajn N. a Paris, Dr Eilen
berg S. a Cambridge et Oxford, Doc. Dr Hurewicz W. a Prin
ceton, Dr Kołodziejczyk S. a Borne, Doc. Dr Spława-Neyman J. 
a Londres, Prof. Dr Bosenblatt A. a Lima, Dr Ułam S. 
a Cambridge (Mass.), Doc. Dr Walfisz A. a Tiflis.
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PRIX SCIENTIFIQUES, IhŁSES ET DOCTORATS

Prof. Dr Bartel C. (Lwów) a obtenu le Prix Scientifiąue de la Ville de Lwów 1938 pour 1’ensemble de ses travaux 
scientifiąues.

Doc. Dr Schauder J. (Lwów) a obtenu le Prix Malaxa 
1938 pour son Mómoire sur les óąuations differentielles par
tielles du type elliptiąue et hyperboliąue.

Mgr Butlewski Z., Universitó de Poznań. These: Sur les integrales róelles des óąuations differentielles lineaires ordinaires 
[parue dans Prace Matematyczno-Fizyczne 44 (1938), 17 — 81 
(en polonais)].

Mgr Eidelheit M., Universitó de Lwów. These: Sur les solutions des systemes d’eguations lineaires a infinitd d'inconnues 
[a paraitre dans Wiadomości Matematyczne, Warszawa (en 
polonais); extrait partiel paru aux C. R. Acad. Paris 205 (1937), 
206-208].

Mgr Mostowski A., Universitó de Varsovie. These: O niezależności definicji skończoności w systemie logiki (Sur Vinde- pendence de la definition de jinitude dans un systeme de logig-ue) 
[parue comme Supplóment a ces Annales 16 (1938), en polo
nais].

Mgr Pepis J., Universitó de Lwów. These: Uber das Ent- scheidungsproblem im Bereich des engeren Funktionenkalkuls 
[parue dans l’Arcliive Soc. Sc. Lwów 1937 (en polonais)].

En outre, M. Lebesgue Henri, Membre de 1’Institut, 
Professeur a la Sorbonne et au College de France, a ótó nommó 
Docteur honoris causa de l’Universitó de Lwów. L’acte solennel 
a eu lieu a l’Universitó de Lwów le 28. V. 1938.

LIVRES ET PERIODIQUES PARUSBulletin du Sóminaire Mathematiąue de V Unirersite de Wilno 1 
Wilno 1938, Sóminaire Mathómatiąue de l’Universitó Stefan 
Batory, Zamkowa 11 (comme fascicule de Travaux de la Soc. 
Sc. et Lettres de Wilno 12, p. 27). Contient 5 travaux de 
5 auteurs.Fundamenta Mathematicae 30 (Warszawa 1938, Seminarium 
Matematyczne, Oczki 3, p. IV-f-369). Contient 33 travaux des 
16 auteurs.
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Studia Mathematica 7 (Lwów 1938, św. Mikołaja 4, p. 161). 
Contient 17 travaux des 16 auteurs.Wiadomości Matematyczne 44 (Warszawa 1938, p. VI+164). 
Contient 9 travaux de 8 auteurs.Opuscula Mathematica (Kraków 1937, Institut de Mathó- 
matiąues de 1’Ecole des Mines a Cracovie). Contient 3 travaux 
de 3 auteurs.

Prof. Banach S., Mechanika w Zakresie Szkół Akademickich 
2 volumes (Warszawa-Lwów 1938, Monografie Matematyczne 
VIII et IX, p. VI+556).

Prof. Steinhaus H., Kalejdoskop Matematyczny (Lwów 
1938, Książnica-Atlas), paru aussi en anglais sous le titre Mathe- matical Snapshots, Stechert, New York 1938.

Rooznik Pol. Tow. Matem. T. XVII 9*



PROBLfeMES

1) Soit E un ensemble fermó et bornó des points du plan,

£={?o, Ci, un systeme de »4-l points de E, ajk=ę—

pour j=|=fc=0,l, ...,n et ajj=l. Lorsąue les points C varient 
arbitrairement dans E les 4 fonctions de z et C

n n
A(z,C)= 11 |a/*|, B(«,C) = max [] \ajk-akj\,

J,k=O (b *=o
n n

C(z,C)= max [J \ajk\, D(z,£)= max U |a*y|(b *=o (b *=o
atteignent leurs bornes infórieures qui seront dćsignees respec- 
tivement par An(z), Bn(z), Cn(«), D„(z).

On sait (Bullet. Acad. Polon. 1933, p. 281 — 289; ces An
nales t. 12, 1934, p. 57-71 et t. 13, 1935, p. 53-58) que 

1° les suites {pA„(s)}, (|/B„(z)}, (|/C„(2!)}, tendent dans
le plan entier vers certaines fonctions limites A(z), B(z), C(z), 
D(z), 2° log C(z) est ógal a la fonction de Green du domaine 
infini extśrieur a E ayant son póle a l’infini, et que 3° on 
a identiąuement A(z)=B(z). Peut-on affirmer qu’on a aussi 
A(»)=«C(«)=D(«)? Probleme de M. F. Leja.

2) Soit d le determinant du degró n dont le ternie generał 
est de la formę <3,y4-e(y, ou <5,y=0 lorsąue 8h—1 et les e,y
sont ąuelconąues. Quelle est la valeur minima M de A lorsąue 

les ey varient tout en satisfaisant aux inógalitós |ej<a<— 
n 

(a est fixe)? (On peut dómontrer que 0<Jf^l—na. Suivant 
une observation de M. Biernacki le minimum M ne peut etre 
atteint. que dans le cas |£/y|=a).

Probleme de M. T. Ważewski.



REMARQUE SUR LES INTEGRALES PREMIERES 
DES SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Par S. K. Zaremba, Kraków

§ 1. M. T. Ważewski1) a pość la question de savoir quel 
est le plus grand nombre d'integrales premieres independantes 
que peut admettre dans un domaine umcołierent un systeme 
de n ćquations differentielles ordinaires du premier ordre, 
n’ayant pas de singularites dans ce domaine et admettant 
une caractćristique fermee situće dans le meme domaine. Pour 
n=l il n’y a pas de tels systemes d’equations, mais il peut ne 
pas etre inutile de faire voir au moyen d’un exemple que pour 
n>l, ce nombre n’est pas inferieur a n—1, et tel est prócise- 
ment l’objet de la presente Notę. Nous allons en effet con- 
struire un systeme de deux equations differentielles ordinaires 
du premier ordre, definies sans singularites dans une region 
fermóe unicoherente, satisfaites par une caracteristique fermee 
situee a 1’interieur de cette region, et admettant dans la to- 
talite de cette region une integrale premiere douee de d6ri- 
vees partielles ne disparaissant simultanement en aucun point.

§ 2. Nous allons d’abord decrire un procódć qui dans la 
suitę nous servira deux fois a former dans certaines rógions 
de 1’espace des systemes de deux equations differentielles en 
meme temps que certaines intćgrales premieres de ceux-ci, le 
tout satisfaisant a certaines conditions particulieres. Plus pró- 
cisement, supposons que dans un yoisinage, soit V, de la por- 
tion de surface dćfinie par les relations

(1)
(2)

X4

*) Sur les integrales premUres des eguations dijjerentielles ordinaires, 
dans le tome precćdent de ces Annales, p. 145-161, Problfeme 2, p. 157.

Bocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 10
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quatre fonctions de la classe 0001), <p(x,y,z), ^(x,y,z), r)(x,y,z) 
et £(x,y,z) soient donnóes de telle facon que dans ce yoisinage 
la fonction y>(x,y,z) soit constante sur la surface (1) et que 
1’identitó
(3) l-(x,y,z) J +y{x,y,z)^ + C(x,y,z)^ =0

y soit partout satisfaite sans que ni le gradient de la fonction 
<p(x,y,z), ni le vecteur (£(x,y,z), r](x,y,z), Z(x,y,z)) ne disparais- 
sent jamais dans V; supposons de plus que l’expression

arctg |

puisse etre consideróe dans V comme une fonction univalente 
et continue du point (x,y,z). II s’agit maintenant de former 
quatre fonctions Q(x,y,z), L(x,y,z), JH(x,y,z) et N(x,y,z) de la 
classe <7°° dans la rógion, soit R, dófinie par les inógalitós (2) et

(4) ®2+y2+^2^9

de faęon que sur la portion de surface dófinie par les relations 
(1) et (2) les fonctions Q(x,y,z), L(x,y,z), M{x,y,z) et N(x,y,z) 
ainsi que leurs dórivóes partielles de tous les ordres soient 
ógales respectivement aux fonctions <p(x,y,z), $(x,y,z), r](x,y,z) 
et £(x,y,z) et a leurs dórivóes partielles correspondantes, et 
que dans toute la rógion R 1’identitó

(5) L(x,y,z)^ +M(x,y,z)^+N(x,y,z)^^0

soit satisfaite, sans qu’en aucun point de cette rógion ni le 
gradient de la fonction Q(x,y,z), nile yecteur (L(x,y,z), M(x,y,z), 
N(x,y,z)) ne puissent s’annuler.

Sans nuire a la gónóralitó de nos considórations, il est per- 
mis de supposer que dans V on a identiquement

[f (®, y, «)]2+[»? (®, y, «)12+[C (®, y, «)]2=i.
Dans ce cas, on peut encore demander qu’on ait

(6) [Z (x, y, «)]a+[ M {x, y ,z)]2+[JV(a?, y, z)]2= 1
*) C’est-A-dire admettant des dórivóes partielles contimies de tous 

les ordres.
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identiąuement dans R, ce qui róduit notre tache a dófinir la 
direction et le sens du vecteur (L(x,y,z), JH(x,y,z), N(x,y,z)) 
en tout point de R. Si, de plus, nous formons la fonction Q(x,y,z) 
de faęon a avoir identiąuement

(7) dQ/dz^=0,

il nous suffira, grace a (5), de dóterminer la ąuantitó

. Jfarctg

en fonction du point de R; c’est prócisóment ce que nous 
allons faire.

En effet, on peut toujours supposer le yoisinage V assez 
restreint pour qu’il ne coupe pas le plan 2=0 et que la relation

dtp/dz =|=0

y soit partout verifióe; on peut meme se borner au cas ou Fon 
a partout dans V

3<p/dz>0.

On peut alors choisir les constantes a (a>0) et b de faęon 
que dans V on ait

| a|za;24-y2+2!2 +b=y>(x,y,z) quand ®2+ya+«2=9,
I a[x2+y2+z2 +b^g>(x,y,z) quand x2+y2+z2< 9.

Soit alors 
f(x,y,z)^a[x2+y2+z2 +b

et soit t(x,y,z) une fonction de la classe C°° egale a 1’unitó et 
ayant toutes ses dóriyóes partielles de tous les ordres nulles 
sur la portion de surfaee dófinie par (1) et (2), mais nulle iden
tiąuement en dehors de V et telle ąue

dt/dz^O des ąue x2+y2-]-z2<9 *).

*) Pour la faęon de former de telles fonctions, voir par exemple 

A. Bielecki, Sur une gdudraMsation d'un tMoreme de Weieretrass, tome X 
de ces Annales, p. 33-41.

Ceci ótant, posons

Q(x,y,z)=t(x,y,z)<p(x,y,z)+{l-t(x,y,z)}-f(x,y,z)

10*
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dans la partie eommune a V et R et

«)=/(«,y,»)

relation (7) est yórifióe identiąuement dans R.dans tout le reste de R-, un calcul immódiat montre que la

En posant
aretg M(x,y,z)L(x,y,z) = t(x,y,z) -arcig ^(x,y,z)

dans la partie eommune a V et R et

aretg M(x,y,z)L(x,y,z) = 0

dans le reste de R, et en demandant que les relations (5) et (6) 
soient vórifióes identiquement dans R, nous dóterminons au 
signe pres les fonctions L(x,y,z), M(x,y,z) et N(x,y,z) dans 
toute cette region; en exigeant cependant que (1) et (2) en
trainent L(x,y,z)=£(x,y,z), M(x,y,z)=r)(x,y,z),
on supprime cette ambiguitó et il est clair que les fonctions Q(x,y,z), L(x,y,z), M\x,y,z) et N(x,y,z) que nous venons de 
construire rópondent a la question.

§ 3. En posant

(8) 
x = (3 + r cos 0) cos <p, y=(3+r cos 0) sin tp, 
z=rsin0,

nous introduisons un systeme de coordonnóes curyilignes (r,q>, 0) 
valable dans 1’intórieur du tore correspondant a r=3 dans 
les formules prócódentes. Le systeme d’óquations diffórentielles 
qui, au moyen de ces coordonnóes, s’ecrit

(9) cos ( 0-|-9> —d0—sin) 0+ę> — ^jd<p=O, dr=0, 

peut etre, en coordonnóes cartósiennes, mis sous la formę

(10)
dx_ dy _ dzA(x,y,z) ~ B(x,y,z) ~ C(x,y,z) ’

ou les fonctions A(x,y,z), B(x,y,z) et C(x,y,z) sont dó- 
terminóes a un facteur arbitraire pres. Nous supposerons 
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dans la suitę ce facteur choisi de faęon que le vecteur (A(x,y,z), B(x,y,z), C(x,y,z)) ait le meme sens que le vecteur 
ayant pour coordonnóes curvilignes respectivement

0, sin^S-f-y — j , cos^04-ę> —

et que sa longueur soit ćgale a l’unitó. Les fonctions A(x,y,z), B(x,y,z) et C(x,y,z), qu’il est inutile de calculer explicitement, 
sont manifestement analytiques.

Considórons le systeme d’óquations (10) dans la rógion, 
soit jK1? definie en coordonnóes curvilignes par les inógalitós:

l<r<2

des que

Le systeme d’óquations envisagó ne prósente aucune sin- 
gularitó dans ce domaine et il admet r comme intógrale pre
miere; on le constate immódiatement en examinant les for- 
mules (9). On trouve aussi une infinitó de caractćristiques 
fermóes contenues dans en coordonnóes curvilignes, leurs 
óquations s’ócrivent

0+^=0, r=(?e,

cette constante, d’ailleurs arbitraire, devant etre contenue 
dans l’intervalle (1, 2).

Cependant, la rógion Rr n’est pas unicohórente. Pour ob- 
tenir une telle rógion, nous allons ajouter a R1 deux autres 
rógions: une rógion jE2 dóterminóe par les inógalitós

(R2) — 1«M1, |4?2+y2<3 —hl—s2

(c’est la composante bornóe de 1’ensemble que l’on obtient 
en supprimant de la couche |s?|<l la partie intórieure au tore 
r=2), et une seconde rógion, soit i?3, dóterminóe, en coordon
nóes curvilignes, par les inógalitós
(R3) 0<r<l, —

la somme Ro=Rx+R2+R3 est manifestement unicohórente. 
Nous allons maintenant dófinir dans toute la rógion Ro des 
fonctions F(x,y,z), X(x,y,z), Y(x,y,z), Z(x,y,z) fournissant 
l’exemple annoncó dans le § 1.
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Dans Rlf nous faisons tout simplement:
E(a?,y,s)=r,X(x,y,z)=A(x,y,z), Y(x,y,z}=B(x,y,z), Z(x,y,z)=C(x,y,z).

Pour dófinir les ąuatre fonctions en ąuestion dans R2, on 
n’a qu’a transformer cette rógion et son yoisinage par les 
formules

la rógion R2 se trouve ainsi transformóe en R et il est facile 
de voir que le procódó dócrit dans le § 2 peut etre maintenant 
appliąuó en remplaęant <p(x,y,z), l-(x,y,z), rj(x,y,z) et £(x,y,z) 
respectivement par la fonction r et les composantes du vecteur (A(x,y,z), B(x,y,z), C(x,y,z)) transformuj par la transforma
tion prócódente. En revenant a R2 et en transformant en 
meme temps la fonction Q(x,y,z) et le champ de vecteurs (L(x,y,z), JH(x,y,z), N(x,y,z)) qu’on vient d’obtenir, on trouve 
(apres avoir pris les composantes du vecteur du champ trans- 
formó) ąuatre fonctions definies dans cette rógion, que l’on iden- 
tifie respectivement a F(x,y,z), X(x,y,z,), Y(x,y,z) et Z(x,y,z).

On procedera de meme dans JK3; nous ferons correspondre 
au point de R2 ayant pour coordonnóes curvilignes r,0,<p, le 
point de R dont les coordonnóes seront

Les fonctions F(x,y,z), X(x,y,z), Y(x,y,z) et Z(x,y,z) sont 
des fonctions de Ja classe C°° dans la rógion unicohórente Ro. 
Le systeme d’óquations diffórentielles

eto _ dy _ dz X(x,y,z) ~ Y(x,y,z) ~ Z(x,y,z)
n’a pas de singularitós dans Ro et admet la fonction F(x,y,z) 
comme intógrale premióre. Cette intógrale premióre aussi ne
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presente aucune singularitś dans Ro. Cependant, le systeme 
precedent d’óquations admet une infinite de caracteristiąues 
fermśes contenues dans 1’interieur de J80; ce sont celles que 
nous avons signalśes pour le systeme d’ćquations (10) dans Rv 
L’exemple annoncó au dóbut de cette Notę est donc construit.

§ 4. Comme on pourrait se poser la question de savoir si 
un exemple de ce genre peut etre construit avec des fonctions 
analytiques, peut-etre vaut-il la peine d’indiquer brievement 
comment on peut remplacer les fonctions F(x,y,z), X(x,y,z), Y(x,y,z) et Z(x,y,z) par des polynomes ayant encore les pro- 
prietćs dont il s’agit.

D’abord rappelons qu’on peut arbitrairement approeher 
dans Ro la fonction F(x,y,z) ainsi que ses derivóes partielles 
du premier ordre au moyen d’un polynome, soit F*{x,y,z) 
et de ses dćrivśes partielles respectives 1). Pour aller plus loin, 
designons par t le vecteur dont les composantes sont X(x,y,z), Y(x,y,z), Z(x,y,z), par n le gradient de F{x,y,z) et par n* 
celui de F*(x,y,z). Posons encore

x) Voir par esemple Ch.-J. de la Vallóe Poussin, Cours (Tanalyse 
infinitćsimale, Tome II, 2e ćdition, Louvain-Paris 1912, p. 135, thóorfeme I 
et p. 129-130, Remarąue.

A n,
a la suitę de quoi le vecteur t est parallele au vecteur n[\v 
et a le meme sens que celui-ci. Le vecteur v* etant une ap- 
proximation de v ayant pour coordonnśes des polynomes, le 
vecteur t*=n* /\v*
aura aussi ses coordonnóes sous formę de polynomes, soit X*(x,y,z), Y*(x,y,z) et Z*(x,y,z), approchera en direction et en sens le vec- 
teur t et sera exactement tangent aux surfaces F*(x,y,z)=Ct".

En supposant les approximations suffisamment bonnes, il 
est facile de dómontrer que le systeme d’equations

dx _ dy _ dz~ Y*(x,y,z) ~ Z*(x,y,z)'
ainsi que son intógrale premiere F*{x,y,z), jouira dans Ro de 
la propriśtć voulue.



ON BOOLE’AN FIELDS 
OF SUBSPACES IN AN ARBITRARY HILBERT SPACE. I.

By O. Nikodym, Warszawa

This paper deals with closed linear manifolds in a Hilbert- 
Hermite complex vector-space. Our purpose is to prove that 
each BooLE’an field composed of such manifolds can be ex- 
tended to a perfect field. (The definitions will be given in 
the seqnel). The theorem holds both for separable and for 
non-separable spaces and will find application in subseąuent 
papers by the author. I am indebted to Mr. J. v. Neumann 
for the valuable information that the theorem may be proved 
by his methods of week convergence and his theory of „Ope- 
ratorenringe“. Our proof is based on geometrical methods 
only and is independent of the generał theory of operations. 
It uses only the properties of the projection of a vector on 
a subspace of the space considered. We shall recall some fun- 
damental properties of the Hilbert-space; this seems to be 
usefull, sińce the separability of the space is not supposed. 
The theorem and generał idea of the proof were the subject 
of a communication at the III. Polish Mathematical Congress 
in Warsaw 19371).

§ 1. Preliminary concepts.
1.1. Notations. Given any condition (propositional-function) 

<p(-x-), we denote by xg>(-x-} the set of all the elements a for 
which the proposition <p(-a-) is true. The symbol xyj(-x,y-) 
denotes the relation which holds between the element a and 
the element b, if and only if the proposition is true.

*) III Congris Polonais de Mathematigue, Warszawa 28 IX — 3 X 1937.
Extrait des „Annales de la Soc. Polon, de Math." Tome XVI. Annee 1937.

Cracovie 1938, p. 191.
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If a is a set, then a denotes the power (cardinal number) of a. 
The proposition a ea indicates that a is an element of the 
class a; a e a indicates that a does not belong to a. a =^b will 
say that a denotes, by definition, the same thing as b. The 
symbols aCb, ajb, aĄ-b, a-b, where a, b are sets, have the 
usual meaning, as in the generał theory of sets. 0 denotes 
the empty set, 1 the universal set. Ia denotes the set com- 
posed of the only element a.

1.2. We shall cali abstract (or generał) nectors the elements 
of a given not empty class of arbitrary mathematical things x,y,..., provided that they are axiomatised as follows:

The fundamental notions are:
1° x—y, (x egual to y).2° x+y, (the sum of x and y; this operation being always 

possible and giving a vector).
3° A-® or x-2 (the multiplication of the vector x by the com- plex number 2; always possible and giving a vector).
4° (x,y), (the scalar product of the rectors x and y, always 

possible and giving a complex number).
Asioms:
I. x=x\ if x—y, then y=®; if .«=?/, y=z, then x=z.
If x=x', y=y', 2=2' then x+y=x’+y', 2-x = 2'-x', (x,y)=(x',y').
II. x+y=y+x-, x+(y+z)=(x+y)+z-, if x+y=x+y', then 

y=y'; 2(x-\-y)=2x+2y, (2+y)x=2x+px; 2(yx) = (2y)x-, l-x=x.
We deduce from these axioms the unitary existence of a spe- —►

ciał vector 0, called the nuU-vector, having the properties: —*■ —►x-)-0=x, 0-x=0 for every vector x.
III. (x,y)=(y,x)1)-, (x,y + z)=(x,y)+(x,z)-, (x,2y) = 2(x,y)-,—►(x,x)^(); (x,x) = 0 is equivalent to x=0.
The set of all the vectors is called Hilbert-space 2).
q If a is a complex number, a=a-f-ib, then a denotes the number 

a—ib.
*) See i. inst. M. H. Stone, Linear transformations in Eilbert space 

and their applications to Analysis. New York (Amer. Math. Soc.) 1932.
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We mention the following consequences: the substraction 
x—y of vectors can be defined as the inverse operation to the 
addition of vectors.

We put —We have (x+y,zj=(x,z) + (y,z), 
(Xx,y)=Ż-(x,y).

1.3. In the sequel we shall consider sets of vectors, but 
we shall us confine everytimes to sets E satisfying the fol
lowing condition of extensionality J): if xeE and x=x', then 
x' e E.

1.4. The non-negative number is called the
absolute value of x. The vector x is said to be normalized, if 
1*1=1- The following relations are very known:

|a:-ł-y| < |®| + |y|, (MlNKOWSKl’S inequality) 
l(®,2/)| < kl l^b (Cattchy’s inequality).

1.5. The number |a?—y| may be called the distance of x 
and y. This notion satifies all the conditions required for 
the notion of distance in the Hausdorf’s metrcal topology: 
|a?—y|=|y—x\-, |a — y|=0 if and only if x=y,

I®—zl + |z—y|.

1.6. The infinite sequence Xi,X2,...,x„t... may be said to 
conwrge toward x, and x may be called the limit of 
®=lim®n, if

lim I®—®n|=0.
n->oo

We have lim (®„4-yn)=Uma:n-|-limy„, lim (2a?n)=Alimajn, 
whenever the limits lima:„, limyn exist. If lima?„=a:, limy„=y, 
then lim(j?„,2/n)=(a;,y), lim|a?„|=|®|. The proofs arebased on 1.4 
and 1.5.

1.7. The yectors xi,x2, ...,xn, (»>1), are said to be indepen- 

dent, if the relation y^.i-Xi=0 implies Ai=A2= ...=A„.
z=i

If for each natural number n there exist n independent 
vectors, the space is said to be of infinite dimensions.

x) The term is borrowed from Russel et Whiteheada, Principia 
Mathematica.
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1.8. By 1.5 the Hilbert-space is a topological metrical 
space. It may be complete and separable or not; it may be of 
finite or infinite dimension.

1.9. Given any non-complete HiLBERT-space, we can always 
make it complete by means of the following method borrowed 
from the Cantor’s theory of irrational nnmbers.

The infinite sequence {xn} of vectors may be termed fundamental seąuence if, whatever e>0 may be, we have fxn—xm |<e, 
provided that n and m are sufficiently great. Two funda
mental sequences {x;l}, {y„} may be said to be eąuwalent, if 
lim|®„—a?;n|=0. Now each saturated class of mutually equi- n,m
valent fundamental sequences may be called ąuasicector. The 
equality, the addition, the multiplication by a scalar, and 
the scalar multiplication for quasivectors may be defined in 
a very natural manner which imitates the definitions admitted 
in the Cantors theory of irrational numbers. By 1.6 we obtain 
a new HiLBERT-space which is complete and which contains 
a set of quasivectors perfectly isomorph to the given not com
plete HiLBERT-space. Th us without loss of generality we can 
us confine to complete Hilbert spaces.

1.10. In the sequel we shall suppose that the Hilbert- 
space is complete. Separability will not be supposed at all. It 
is easy to define a non-separable HiLBERT-space. For instance 
cali vector each transfinite sequence {a„\, (a=l, 2,.

e
of the ordinal type Q, such that the sum 2* W , is finite. 

a—1

Of course there can exist only an at most enumerable number 
of not vanishing terms. The equality, the sum, the product 
may be easily defined; the scalar product of and

p

is £a,a-bn It is easy to prove that the Hilbert space thus 
a=l

defined is non-separable.
1.11. Two vectors x,y are said to be orthogonal, if (x,y) = 0.

We shall write x_Ly. The only vector orthogonal to every 
one is the null-vector. The set of vectors {x«} is said to be orthonormal if |.-r„|=l and whenever a =}=/?. The ortho-
normal set {xa} is called saturated, if the relation xa I y holding 
for every xa implies y—0.
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If the space is separable, each orthonormal set is at most 
enumerable and vice-versa.

1.12. Given an orthonormal set {xa} and a vector y, we 
cali the numbers (xa,y) the FouRTEK-coefficients of y with res- pest to {xa}, and the sum

£(Xa, y)xa 
a

the Fourier-.sww oj y with respect to {»«}.
1.13. In a Fourier-sum there are at most an enumerable 

number of terms different from 0. To show it, observe that, 
given any finit number of indices ai,...,an, we have

(!) IŹ(xas,y) ■ xas|2 = VI(xas,y)\2.
The relation \y—S(xas,y)xas\^O gives at once, by (1):

8~1

I y I2 - 2 S fa, y) (y, xas) + v | (xas> y) |2 >(),
s—1 R~1

and then
2')l(a:a.,,?/)l <l?/h (Bessel’s ineąuality).

Thus the Fourier-sum may be always considered as an 
ordinary series.

1.14. If the orthonormal set is saturated, we have

y=^(xa,y)-xa
a 

whatever y may be.
The generał proof is the same as in the case of separa- 

bilityx).

1.15. By a linear manifold we shall understand every not 
empty set E of vectors satisfying the foliowing conditions:

1° if x,yeE, then x-\-yeE.
2° if xeE, then X-xeE for each complez number A.
Closed linear manifolds will be termed subspaces of the 

given HiLBERT-space, and briefly subspaces or spaces.
*) See the cited work of Mr. Stone.
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Each subspace may be considered as a HiLBERT-space, 
becaus8 his vectors fulfill all the axioms specified in 1.2. Trivial 
subspaces are 1) the whole Hilbert space, denoted by 1, 2) the null-space, containing the nuli vector only; it may be denoted 
by 0. A subspace different from 0 and 1 may be called a proper subspace.

1.16. Given any not empty set E of vectors there exist 
the smallest subspace containing E. It may be termed: the subspace determined by E. To prove the unitary existence of 
this subspaces it suffices to take the common part of all the 
subspaces containing E.

1.17. Given any not empty vector-set E, the vector y may 
be called independent from E, if y does not belong to the sub
space determined by E.

1.18. Given a subspace a and a vector x, there exist one 
and only one vector y, satisfying the following conditions:

yea, x—y \_z for every ze a.
This vector y is called the projection of x ón a and it may 

be denoted by Projn® or briefly by xa.
We shall give the outline of proof of the unitary existence 

of the projection, because we do not suppose the separability 
of the given Hilbert space.

Let us consider the set of all the vectors 4=0, belonging 
to a, expanded in a transfinite seąuence without repetitions:

(1) 3?1,^2? •••

We shall construct a new seąuence by the following in- 
ductive manner. We put yi^xx. Suppose determined the 
vectors yr for each ordinal index less than a given a>l. Taking 
the set of all these vectors yr, and determining the smallest ordi
nal number a', for whieh xa', is independent from it, let us put ya=af%a'. The seąuence
(2) yi,yz,...,y<a,...
is thus perfectly determined. We prove easily that each vector
(2) does not depend from the preceding ones and that each 
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vector (1) depends from (2). Now we transform (2) in a new 
geąuence by means of a process analogous to the known ortho- 
gonalising process of Schmidt: Put

Suppose defined the vectors zy for every y<a, where a>l. 
Suppose that the vectors zv constitute an orthonormal set 
and further, that the sets {yy} and {zy} determine the same 
subspace. Let us define

ya^y« 2y»y<«

Let us denote by pn the space determined by the vectors yv. 
Since 2?(z ,y„)-z and yaepa, we have y’a^=0.

y<a
Further we have, by 1.6, 1.13 for any y'<a:

(z^,zK)=• [(^., y„)—Sfr, Vn ) • («/, zy)l
= 17/1 ‘r(2/’y^ ~y“*3=°’

which proves that z«±ay, for y’<a. We have |3«|=1. Evidently 
the sets {yy,ya}, {z.,,za} determine the same subspace. The above 
argument shows that

is an orthonormal set, determining the subspace a.
This being stated, let us take the vec.tor x and put

(3) -Za.
a

It may be shown that yna and that x—y is orthogonal 
to each za and therefore to each xa. Thus y is a projection 
of x on a. There exist only one such a projection. If we 
suppose that y',y" ea and that x—y' and x—y" are both 
orthogonal to any vector in a, we have y'—y"ea and 
therefore (x—y',y'—y") = 0, (x—y",y'—y'') = 0, which gives (y'—y", y'—y")=o, i- e. y'=y”.
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1.19. The formula (3) furnishes us different properties of 
the projection. Let us mention the following ones:

Proja (®+y)= Proja®+Proj„y; Projfl (Aa?)=AProja®;
|Proja®[^|®|; (Proja®,y)= (®, Projay); ProjaProja®=Proja®; 
if lim®„=®, then limProja®n=Proja®.

1.20. Two subspaces a, b are said to be disjoint, if they 
have no common vector escepted the vector 0. They are said 
to be orthogonal (a_L6) if every vector of a is orthogonal to 
every vector of b. Orthogonal spaces are always disjoint.The vector x is orthogonal to a, (®J_a) if ® is orthogonal 
to each vector of a.

1.21. If aj b and c is the space determined by the set aJ-b, then
Projc®= Proja® J- Projft®,

and if xea, then Proj*®=0.
If xec then there exist one and only one decomposition x=x'-[-x", where ®'ea, x”eb; we have ®'=Proja®, ®"=Projft®.

1.22. If 1° {aa} is a set of mutually orthogonal spaces;
2° a is the space determined by the set £aa;
3° 

then
1) Proja®=2?Proja„a!;a
2) |Proja®|2=2,|PrOjaa®|2.a
1.23. We cali abstract or generał BooLE’an field each not 

empty set of arbitrary elements a,b,... if we admit the fol
lowing axiomatisation1):

Fundamental notions:
1. a=b (the element a eąual to b).
2. aCb (or bja), (the element a is included in b, the element b includes a).
3. aJ-6 (the sum; operation always possible and giving an 

element).

*) See A. Tarski, Zur Grundlegung der Boole'sehen Algebra. I. Fund.
Math. XXIV (1935), pp. 177-198.
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4. a-b (the product; always possible and giving an element).
5. co a (the complementary or negation of a; always possible 

and giving an element).
6. 0 the null-element.
7. 1 the uniwersał element.

Axioms.
1. a—a; if a=b, b—c, then a—c; if a—b, then b=a;
2. if a=a', b=b', then a+b=a'+b', a-b—a'-b', coa—coa';
3. aCa; if aCb, bCc, then aCe;
4. a—b if and only if aCb and bCa;
5. aCa-j-b; bCa-j-b; if aCc, bCc, then a-(-bCc;
6. a-bCa; a-bCb, if cCa, cC.b, then cCa-b;
7. a-(b-\-c)=a-b-(-a-c; a-(-b-c=(a-]-c)-(b4-c);
8. OCa; aCl;
9. a-coa=0; a+coa=l.

1.24. It follows from these axioms that a+b=b+a, 
a-ł-(b-\-c)=(a+b)+c, a-b=b-a, a-(b-c) = (a-b)-c. If we put 
a—b^a-cob, we see that all tbe formal properties of abstract 
sets hołd for the elements of a BooLE’an field. Of course 
the symbol xea is meaningless.

We mention the de Morgan’s laws:

co(a+b)=coa-cob, co(a-b)=coa4~cob.

is

Two elements a, b are said to be disjoint, if a-b—0.

1.25. The BooLE’an field 
duce infinite operations:

OO

71=1

said to be perfect if we intro-

satisfying the following conditions:

10. if a„Cb, (n=l,2,...), then £ a„C.b; 
71=1

OO

11. if bCan,
n—1

(n=l,2,...), then bC[]an; lfanCa„,; 71=1
oo ooOO

— ^(b'an), b-\~ Jl U(bĄ-an). 
n=l 71=1 71=1

This paper deals with a realisation of BooLE’an fields: 
its elements are subspaces of a given complete HiLBEBT-space.
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§ 2. Finit operations on spaces. In the seąuel we shall 
consider subspaces of the given Hilbebt space 1. We shall 
speak briefly „spaces” and denote them by latin latters a,6,c,... 
Vectors will be symbolised by x,y,z,...

Definition 2.1. A space a is said to be contained in the 
space b, if each vector of a belongs to b. We shall write aCb, 
or bja, and cali a subspace of b.

Evidently aCa, OCa, aCl. Further, the relations aCb, 
bCc imply a Cc. The inclusion of spaces is a particular case 
of the inclusion of vector-sets. We shall use some operations 
on spaces:

Definition 2.2. By the product a b of two spaces a, b we 
shall mean the largest closed space c contained in a and b 
together.

It is easy to see that there can exist at most only one such 
a closed space c and it may be shown, in a simple manner, 
that a b is identical with the set of all the common vectors 
of a and b.

The multiplication of spaces is commutative and associative: 
a b—b a, a-(b-c)=(a-b)-c. We have also the following relations: 
a l —a, a-0=0, a a=a, a bCa, a bCb. If aCb and a'Cb', we 
have also a-a'Cb b'. If a b=O, the spaces a, b are disjoint, 
and vice-versa. The product of two spaces is a particular 
case of the product of vector-sets.

Definition 2.3. By the sum a-]-b of two spaces a, b we 
shall mean the smallest closed space c containing both a 
and b.

Obviously there can existe at most only one space c veri- 
fying that condition and it is easy to prove that a-\-b coin- 
cides with the closure of the set of all the vectors x-\-y, where 
xea, yeb.

It is interesting to mention that Mr. Stone has given an 
example of two spaces a, b, for which a+b differs2) from 
the set of all the vectors x+y, where xea, yeb.

*) Mr. Stone, 1. c. (p. 21) uses the notation: a©b.
’) Stone, 1. o. p. 21-22.

Korcnik Pol. Tow Matom. T. XVII. 1
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We verify easily that the following relations are true: aĄ-O—a, a+l=l, a-\-a=a, a+b=b-}-a, a-\-(b-)-c)=(a+b)+c 
and this space is equal to the closure of the set of all the vectors x-\-y-\-z, where xea, yeb, zec. Further wefind: aCa-\-b, bCa-[-b; 
if aCb, a'Cb', then a + a/Cb+b'.

Observe that, though the inclusion a-c-\-b-cC(a-\-b)-c holds 
always, the relation a-c+b-c—(a-]-b)-c is generally not true. 
The following theorem is obvious:

Theorem 2.1. 1/ a'±b, a"J_b, wc hawe also (a' + «") 1 b.
Theorem 2.2. If a, b are orthogonal, then a-\-b coincides with the set consisting of all the rectors x-\-y, where xea, yeb.
Proof. Denoting the set in ąuestion by M, we have:

(1) MCa-)-b.
Let zea-}-b=lU; there exist a seąuence {zn}=*{xn + yn), where xnea, yneb, z„-+z. Since yn=(zn—x„)I_a, xn=(z„—yn)A_b, we 

have a?„=Proj,;2„, yn=ProjA2;n. Weknow, by 1.19, that the ope- 
ration of taking projection is a continuous one. Therefore

Pro j a z=lim Pro j az„, Pro j b z—lim Pro j b zn,
n n

from which it follows that the limits lima>„, limy,, exist. The 
n n

spaces a, b being closed, we get lima?„6a, limy,, eb and hence 
n n

a = lim 2,,== lima;,, 4-limy „ eM.
n n n

This being established, (1) completes the proof.

Theorem 2.3. If a,b,c are mutually orthogonal spaces and if p = a-\-b, q=bĄ-c, the space p + ą coincides with the set of all the vectors x-]-y, where xep,yeq.
Proof. We have p-\-q=(a+b) + (b-)-c) = a-)-{b + b)-)-c= ~(a+b)+c. Since a_L_c, b J. c we have also (see theor. 2.1) 

(a-ł-6)_Lc. On account of the theor. 2.2, p + q is identical with 
the set of all the vectors x-\-y, where xeaĄ-b=p, yecCb + c=q. 
Conseąuently the set p + q is contained in the set r of all the 
vectors x'-\-y', where x'ep, y'eq. Since p-\-q=.r and p-\-qCr, 
it follows rCr and therefore r—r, which gives p + q=r.
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Definition 2.4. Given any space a we cali the comple- 
mentary of it, co a, the set of all the vectors which are ortho
gonal to a.

It may be easily sean that coa is a space. This is a con- 
Beąuence of the fact, that the relation lim®„==a? implies 

n 
lim (xn,y) =(x,y) for any vector y, (see 1.6).

n

We have coO=l, col — O, co(coa) = a, a coa=0, a-\-coa—l', 
if a,Cb, then cococofe.

Definition 2.5. We cali difference a—b of spaces a, b the 
space a-cob.

Theorem 2.4. We have for any spaces a, b:

co(a+b)=coa-cob, co(a-b)=coa-\-cob.

(These formules are analogous to the known De Mobgan’8 
law’s of the formal logie).

Proof. To prove the first formula, suppose xecoa-cob. 
We have ®JLa, xj_b, which gives (theor. 2.1) It
foliowe
(1) coa-co(>Cco(a4-l>).

Conversely, if xeco(a-(-b) we have ®.l_(a4-i»), hence x_[_a, 
x±b, for a, b are contained in a-\-b. Hence x is orthogonal 
to each vector belonging to a and b, and conseąuently, x_L(a-b), 
which gives xeco (a-b). The relation co(a+b)Cco(a-b), thus 
obtained, gives, on account of (1), the reąuired eąuation. 
The second relation of the theorem foliowa from the first by 
taking the complementary.

We shall now establish some auxiliary properties of the 
operation introduced above.

Lcinina 1. If aCb, then b—a-(-(b—a).

Proof. The relation
(1) a.+(b—a)Cb

is obvious, for aCb, b—a=beoaCb. To prove the converse 
inclusion, let xsb. Take y^Proj„a?. Since aCb and yea, we 
have yeb. On the other hand, on account of the definition 
of the projection (1.18), we have x—y±a; hence x—yecoa. 
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lt foliowa: x—y eb-coa=b—a. Since x=y + (x—y) and y ea, x—yeb—a, we conclude that x ea+(b—a). Thus we obtain bCa+(b—a), which combined with (1) gives the reąuired 
eąuation.

The lemma thus established gives at once the eąuation:

Theorem 2.5. a=a-b + (a —a-b) for any two spaces a, b.
Let us observe that the eąuation a—b=a—a-b is not true 

everytimes, as we may easily see by means of simple esamples.

Theorem 2.6. If (a—a-b)±_(b—b-a), we have a—b = a—a-b, b—a—b—ba.
Proof. The inclusion

(1) b—aCb—ba
foliowa from b-aCa, which givea coaC co(b-a).

To prove the converse inclusion, suppose xeb — b a 
We have then by the hypothesis and theor. 2.1,x_i_b-a+ (a—a b). Hence, by theor. 2.5, x X_a. Since xeb, xecoa, we get x eb-coa=b—a. It foliowa

(2) b—b-aCb—a.
The relations (1) and (2) give together

b—ba=b—a.
The second identity of the theorem is ąuite analogoua.

Theorem 2.7. [f (b-a-b) L(a-a-b), then
(1) b=a-b-\-(b—a)
(2) a-)-b=ab+(a—b) + (b—a).

Proof. The relation (1) follows from the known identity b=a-b-[-(b—a-b), (theor. 2.5) by application of the preceding theorem 2.6.
To prove the second, observe that

a—a-b+(a — b), b=a-b-)-(b—a)
hence a-)-b = ab+(a—b) + (b—a).
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Theorein 2.8. The relation (b—a-b)(a—a-b)=O is always 
true

Proof. If xeb—ab, x^0, we have xeab, hence xea, for 
if not, it would be xea, xeb and conseąuently xea-b, which 
is impossible. Hence xea—ab, for a—abCa. Therefore if —► 
xe(b-ab)-(a—ab), we have necessarily x=0.

§ 3. Field of spaces. The operations having been intro- 
duced and their generał properties established, we define 
a fundamental notion, wbich will be the object of the present 
paper.

Definition 3.1. We shall terme field of spaces every not 
empty class S of subspaees of the given HiBBERT-space 1, 
fulfilling the following conditions:

1° if aeS, then coaeS,
2° if a,beS, then a-beS,
3° if a,beS and a b—O, then a J_. b.
(The reader may notice that the condition 2° can be re- 

placed by „if a,beS, then a-^-beS", which amounts to the 
same).

In the sequel of the present § we shall consider a given 
fixed field 8.

Theoreni 3.1. OeS, le8.
Proof. In fact, 8 beeing not empty there is a certain 

space a belonging to 8. Then coae8, and therefore a- c.oa—0e8. 
Since 7—coO, we conclude that 7e8.

Theorem 3.2. If a,beS, we have a—be.8 and a + beS.

Proof. The first ot these ralations foliows from the identity 
a—b=acob. To see the truth of the second, it is sufficient 
to observe that aĄ-b—co(coa cob) (see theor. 2.4).

Previously we have observed (§2) that for any three spaces 
a,b,c, the identity (a-j-b)-c^a-c+b-c is not generally true. 
But we shall see, that it is always verified for any spaces of 
a given field. To prove it we shall first establish a lemma, 
which will be also applied much morę later.
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Lemina. If a,b,c are mutually orthogonal spaces and if a = a-d + (a—d), b = b ■ d 4- (b—d), c—c-d 4- (c—d), then (a-ł-b-^-c) d—ad-\-bd-\-c-d.
Proof. We havea4~ b4~ c=cc* d-(- (a—d)4~ b * d4" (5—d)4" o *d4~ (c—d), 

where the six spaces on the right are mutually orthogonal. Let xed-(a+b+c)‘, hence xed, xea+b-]-c. Applying the known 
property of the projection, we get:
tf=Proj„.da;4-Proja_rftf4-ProjA.rfa>4-Projft_rf®4-Projc.da!;4-Proj<;--da;.

—►
But Proja_da;:=Proj6„.da;=Proj<._d=0, for xed. Thus our 

eąuation reduces to:
a?=Proj„.da:4-Projd.da:4- Projf.d;»,

hence xea d-\-b d+c d. It follows that:
(1) (af-bf-c)-dCa-d-(b-d-}-e-d.

Erom the other side we have a.-dC(a-\-b-\-c)-d, etc., sińce aCa-\-b-\-c etc. Hence
(2) ad+bd-[-cdC(a+b + c)-d.

The relations (1) and (2) give the reąuired identity.
Theorem 3.3. If a,b,ceS, then (a-\-b) -c—a-c-(-bc.
Proof. Observe first that given any two spaces p,q of 8, 

we have, according to theor. 2.8, (p—pq)(q—pq) = O and 
then, on account of the condition 3° of the Def. 3.1 
(p — p-q)l(q-p q). This gives (theor. 2.7 ) p = p q+(p—q), and p+q= p-q~\-(p—<7)4*(<Z—p)- This havingbeen observed, we havea-(b=(a—b)-\-a-b-((b—a),
where the spaces on the right are mutually orthogonal. The 
lemma proved abowe gives therefore:

(a 4-5) -c=(a—b)-c-[-ab-c+(b—a)-c
= [(a—5)-c4-a-5-c]4-[(5—a)-c4-/>-ac]= [a-c- co & - co a+b-a-c]= [(a-c—b) + (a-c)-b] + [(b-c—a) + (bc)-a],

therefore, sińce a-c, b-c belong to 8,(a-\-b)-c—a-c-]-b-e.
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Theorem 3.4. The operations of addition, multiplication, substraction and of taking the complementary when applied tg spaces of a gicen field and in connexion with the relation of inclusion of spaces have all the fundamental formal properties holding for the analogous logical operations for abstract sets.
It foliowa from the theorems proved above.
The fields of spaces is thus au analogon of an additive class of sets, 

and therefore it is possible to introduce the notion of measure for spaces1), 
This will be madę in subseąuent papers by the author. The following pro
blem seems to be interesting: Suppose we have defined the multiplication 
and the addition of spaces as before. Suppose that for a class of spaces 
we have aiiomatised the complementary in such a manner that the axioms 
of the Boole’s algebra are satisfied 2). We ask whether it is possible to 

define the scalar product (x,y) of vectors in such a manner, that the class 
of spaces in ąuestion be a field.

Ł) O. Nikodym, Sur la mesure ueetorielle parfaitement additire dans 
un corps abstrait de Boole. Acad. Roy. de Belgiąue, vol. XVII.

2) See A. Tarski, 1. c.

§ 4. Infinite operations on spaces. Till now we have dealt 
exclusively with finite operations applied to spaces. In order 
to treat also the infinite ones, we introduce the following 
definition:

Definition 4.1. Given any infinite seąuence {a,,} of spaces, 
co

we cali their sum £a„ the smallest closed space including 
n—1 oo

each a„ and, similarily, we cali their product [] an the largest n—1 
closed space included simultaneously in each an.

The infinite sum and product are well determined and 
they existe always, as we shall prove it at once.

First we shall see that there can exist at most only one 
Buch a smallest closed space, which includes every a„. Sup- 
posing indeed, that a', a" are two such spaces, we have a'Ca", 
because a' is the smallest space. For the same reason we 
have also a"Ca'; hence a'=a".

It remains only to establish the existence of the sum. We 
do it by proving the following theorem, which will be also 
used in the seąuel.
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Theorem 4.1. lj {«„} is an infinite seguence of spaces, 
cc.

then putting bn^ar-f-...-f-an, (71=1,2,...), the sum £an coincide 
n=\

with the set b ot limits of all the conuergent seguences {xn}, 
where xnebn.

Proof. We begin by proving that b is a closed space. Given 
any two vectors x,y belonging to b, we have

j;=lim a?,„ where xn e b„,
n

y = limy„, where yneb„.
n

Hence a?+y = lim(o;/l+yn)- Since xn+y„ebn, we have x-\-yeb. 
n

Similarly taking any number A and choosing any vector x 
of b, we have a?=lima?„, where x„eb„‘, hence Aic=lim(2a;„). 

rt n
The vector Axn belonging to b„, it foliowa that Axeb. Thus we 
have proved that & is a subspace of the given Hilbert space 1.

Now we must show that b is closed. Suppose that z„eb, 
(n=l,2,...), Iim2i„=2:. We have 2„=lim£„,* for conveniently 

Il II
ehosen vectors z^eb/,, (fc=l,2,...).

Let e>0; we have \z—zn\<.e/2 provided that n^p(e), 
where /z(s) is a certain number depending from e. Similarly 

«n,*| <e/2, if k^v(e,n). Now, fixe n^p(e) and find r(e,n); 
we obtain for k~^v(e,n):

\z Zn^ebk.

Choosing we can thus find a seąuence of vectors
where (fcj<fc2<...) in the manner as to have

£/n|

Since (ąC^C..., we obtain, by repeating — if necessary — 
yectors fm, a seąuence {r/s} of vectors, where («=1,2,...)
and lim»/s=2. This proves that b is a closed set of vectors.

s
It is obvious that a„Cb, for if xea„, we have xeb„, xebn+t,..., 

whieh gives a?=lima? e 6. To prove the property of minimum 
for b, suppose b' be a closed space including each a„. We shall 
prove that bCb'. We have, indeed, given any vector yeb, 
y—\imy„ for some ynebn. Since bnCb', we have also y„eb', 

n
and therefore yeb', because b' is closed. Thus we have established 
the relation bCb' whieh completes the proof of the theorem.
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The theorem 4.1 beeiug thus established, we have proved, 
at the same time, the reąuired unitary existence of the in- 
finite sum.

The existence of the infinite product need uo explicite 
proof, for it is quite elear that the product cóincide with the 
logical product of sets represented by the spaces in ąuestion. 
The demonstration of the theor. 4.1 gives at the same time 
the following corollary:

Theorem 4.2. For any seguence [«„} of spaces we have

OO OO n
Z a" = S l>,„ where b„=£ a„,

n=1 n=l /=1

and where S denotes the logical sum of the sets b„ of cectors.

Obviously the infinite sum posesses the property of illimited 
commutation and assotiation and the same can be stated 
about the infinite product of spaces.

oo
Theorem 4.3. If a„,\ b, (n=l,2,...), we hare ^a„_\b. 

n=l
oo

Proof. Let ye^an. By the theor. 4.1 there existe a se- 
n=l n

ąuence {yn} of vectors such that y^e^ai, y=]imyn. The hypo- 
Z=1 n n

thesis an _Lb, (n—1,2,...) gives (theor. 2.1) £atJ_b for any n; 

hence yn~Lb, from which it foliowa that y_Lb. The vector y 
being an arbitrary vector of the sum, the theorem is proved.

Theorem 4.4. For any seguence {«„} of spaces we have

OO oo

Co2’a„ = //cO«„.
n—l n— 1

oo
Proof. Since atC £ a,„ then 

n—1
oo

coa,ocoj«„
Tl—i

and therefore, by the definition of the infinite product
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OO
To show the converse inclusion let us take x e [] co an. We 

n=l
have xe coa„, \n=l,2,...), which gives x I an-. Conseąuently

OO oo

xA._£an, (see theor. 4.3)-, therefore xeco £an. Thus we have 
/i=l n=l

obtained the inclusion
oo oo

f/ co a„Cco 2 an, 
n—1 n=l

which combined with (1) completes the proof.
oo oo

Theorem 4.5. The eąuation co II a„= 2 coa„ holds for any 
n—1 n—1

seąuence {an} of spaces.

Proof. Putting Z>„=^coa„, we have from the former theorem
oo oo

CO n cofen-
n=l n=l

Taking here the complementary, we find at once the re
ąuired eąuation.

Two important auxiliary theorems to be need in the se- 
quel are the foliowing ones:

Theorem 4.6. If at, bk (i,k—l,2,...), belong to a field S, 
then

oo oo oo

2 a< • 2 S ai'b*-
f=l Zr=l 1

n m
Proof. Take uhn^ai, b'm^^bk (n,m=l,2,...).

1=1 k=l

Denoting by the ordinary logical summation of vector- 
sets, we have in view of theor. 4.2:

oo oo
2 U/ = 6 Uny

/=1 n—1

oo oo

2^= Sb'm.
It foliows from them, by account of identity of the logical 

and our special multiplication of spaces:

(1)
oo oo oo OO oo
2«/- 2ft*= <Sa'n S b'm= S a'n b'm.
b=l k=l n=l m—1 n.m=1
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But
S anbn

n,m=l

'm= S Ś Śa'pbq 

8=1 p=l q=l
= S(Śap).(Śbq) 

8=1 p=l </—l

— Sa'»‘b',,
sińce aiCa^C..., b\Cb'2C...

Hence
5 an-bm = S(.Śap-Źbq-)-

n,m—l 8=1 p=l 1

Now using the hypothesis that ap, b,, are spaces of the 
field, we have, by theor. 3.4:

Hence
S aP' S bq

P=1

s
~ S ^p ' hq .

oo

ttn • brn 
n,m=l

and therefore from (1) we get, using the theor. 4.2,

The infinite summation 
we get finally:

being associative and commutative,

co oo
Sai' Sb* — Sa''b*• 
i=i k=i i.k=i

It may be noticed that the law of distributivity
oo oo

b- £an = £bar, 
n=1 n==l

is but a particular case of the theorem just established.

Theorem 4.7. If ai,bh (ż,fc=l,2,...) are spaces of a field 8, 
then

n^+n — 11 &*)•
/=! fr=l f,A=1
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Proof. Putting a^coa,-, and applying the pre-
ceding theorem, we get:

OO OO oo

Ea'i- £b'l, = £a'ib'k, 
t=l 4=1 1,4=1

because By means of the laws of de Morgan we can
write it (fheor. 4.4, 2.4)-.

OO oo oo
co /] a, • co U bk = co [] (ai+ bk), 

1=1 4=1 1,4=1

which gives, by taking the complementary on both sides, the 
reąuired identity.

§ 5. Perfect field of spaces. The field of spaces consti- 
tutes a realisation of the abstract BoOLE’an field and is 
analogous to an additive class of abstract sets. Now we shall 
define the analogon of a perfect additive class of sets, as it 
is considered in the generał theory of measure. We obtain 
thus a realisation of the abstract complet Boole’an field.

Betiiiition 5.1. We shall cali perfect field of spaces every 
not empty class K of subspaces (of the given HiLBERT-space 7), 
having the following properties:

1° if aeK, then cowek;
2° if {a,,} (n = l,2,...) are spaces belonging to K, then 

oo 
f£aneK, (condition of perfect additinity)-,
n~ 1

3° if a,beK, a b—O, then a ± b.
We see immediately that every perfect field is also an 

ordinary field. This definition admitted, we put our principal 
problem as follows:

Given any field 8, is it possible to find a perfect 
field K such that <8 is contained in K.

The problem is much morę complicated, than the analogous 
problem for sets, just owing to the condition 3°, which causes 
some difficulty. Notwithstanding the answer, as we shall see, 
is positif. Having done a field 8, we shall find K by successive 
construction of morę and morę amplious fields and by means of 
the transfinite induction. But first we shall prove some auxiliary 
theorems and, for this sake, we shall introduce some auxiliary 
notations.
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Definition 5.2. We agree to say, that a space a is of the, 
oo 

type £, resp. 77, if there exist spaces a„eS, such that a — %an, 
oo n=l

resp. = /J a„. In a similar manner we cali a a space of the 
n=l

type 277, resp. 772, if there existe spaces a^eS, such that 
oo oo oo oo

«= y n at.K, resp- a== n z a‘.k-
f=1 *=1 1=1 *=1
We shall speak the space a is of ambiguous type, if it is 

simultaneously of the type 277 and 772.
This definition admitted, the theorem 4.6 states that the 

product of two spaces 2 is also a space of the type 2. The 
theor. 4.7 says that the sum of two spaces 77 is also a space 
of the type 77. The above may be written in the following 
symbolic manner:

2-2C2,  77+/7C77.
Theorem 5.1. If a and b are both of the type 277, their pro

duct a b is also of the same type £17, i. e. £17- £77C £17.
Proof. Given two spaces

oo oo

1=1 h=l

oo oo
b=£ II hi.k,

1=1 *=1

where a^bi^eS, (i,k=l,‘2,...), let us put
oo

C/ TT / / a^,{ 9 
*=1

n
Cn Ci 9

7=1

oo

di IT / /A=l
71

Sr 2. dt.
i=i

On account of the theor. 4.2 we have:

a • b = Sćn • Sdm= S (Sci ■ Śds),
n=i m=l p=l /=1 fc=l

oo oo
(1 ) U ’ 6 ~ 5) Cp • dp = 51 Cp • d.p.

p=l p=l
We have

Cp •dp=(ci+... H-Cp) (di+... + dp),
and then, the spaces c„ dk being of the type 77, both factors 
on the right are also, by theor. 4.7, of the same type 77. It 
follows that Cp dp is of the type 77, and conseąuently, by (1), 
the space a b is £77. The theorem is thus proved.
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By taking the complementary we obtain from the above 
the following

Theorem 5.2. If a and b are spaces of the type IIE, their sum a-\-b is also of the same type IIX:
ns+nzciiE.

We state also the following theorem, whose proof is im- 
mediate:

Theorem 5.3. EtlĄ-ZUCZIl,
nz nzcnz.

Theorem 5.4. If 8 is a field of spaces, the set 8’ of all spaces derieed from 8 and of the ambiguous type, is also a field. S’ includes 8.
Proof. Each aeS can be written in the form

«=£ II *= H n=l m=1 n=l m=l 
and thus SC 8'.

To prove that 8' is a field we shall verify that all the con
ditions 1°, 2°, 3° of the definition 3.1 are fulfilled.

If aeS', then a is 2777 and therefore, by the theorems 4.4, 4.5, 
co a is 7727. Since a is also 7727, then co a is 2777. The space co a 
is thus ambiguous and, conseąuently, it belongs to 8'. The 
condition 1° is thus satisfied.

Given any two spaces a,be8', they are both 7727, and there
fore, by the theor. 5.3 a b is also 7727. The spaces a,b are also 
2777, hence, on account of the theor. 5.1 a-b is also 2777. Thus a-be8', which gives the condition 2°.

It remains only to prove that given any two disjoint spaces a,b of 8', they are orthogonal. Let us give two spaces

7=1 *=1

oo oo
b=% Hbes, 

1=1 *=1

where a^b^eS and suppose that a-b=0. To prove the 
orthogonality of a and b, it suffice to prove, in a generał man- 
ner, the folloving proposition:

oo oo
(1) „Given two spaces p = f[p., q=[]qk, where pi,qke8, the t=i *=i

relation p-q—O implies p _Lę”. In fact, suppose it done.
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Since [Ja^Ca, /7 bj_kCb, the relation a b=0 implies 
*=i ’ *=i

oo oo

lla. 11 bjk= 0. On account of the hypothesis we can conclude *=i ' *=i
OO oo

that El -L II Applying the theor. 4.3 we
*=1 A=1

oo

deduce a_l_/7fy,* (j=l>2,...), which gives, by means of the 
k=l

same theorem, a.J_ó.
Thus we proceed to the demonstration of the proposition (1).

Put
n rn

u II Pn b™ "ar / /
/=! *=1

oo oo

We have dijd2j..., b£)b2Z)... and p= /7 a„, q= [1 bm.
n=l m=l

Let xep, y?q we have xeaa, yebyCbp, where The
spaces belonging to the field S, we have

da=da- bpĄ- (da — bp) 

by —— by ‘ da "ł" (by da)j

where da-bp _L(aa—bp), byda_\_{bv—da). Hence

Projaa® = ProjOa .bfSx+Proj0a_ b?x

Pro 16;, y=Proj6y. aa y + Proj6r_a„ y.

It foliows for the scalar product:

(1) (Projaa®, Projbj,y) = (Proja„.^®, Proj6rO„^) +
+ (Projaa.6^, Proj6>,_a,zy) + (ProjOa_6,,®, Proj6},.0ay) + 

+ (Proj0a_6f)®, Proj6g,_aa3/).
But

(da—bp) ■ (by—da)=da-c,obp byę.i)da=0,

whence (da—bp)J_(br—dn), which gives

(2) (Proja„_fc3a;, Proj6y_OBp) = 0.

Further we have (da-bp) _[_(by—da); and so

(3) (Proj0„.fc?®, Proj6>,_a„p) = 0.
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Finally
a a—bp=a« ■ cobftC aa-co byC co by,

because fit^y impbes b?jbr and therefore cobpCcoby. Hence 
(a„—bp)_Lby and conseąuently (a,<—bit) Lbr-aa.

Hence
(4) (Proj^-^®, Proj6j,.Oa3/)=0.

Taking (2), (3), (4) in (1) we obtain:

(Proja«®, Projft,,y) = (Projaa.6?®, Projfc,,.a„y).

Now, having fixed a, let us make y->-oo. Since

limProj6yy=Projgy and UmProj6y.a„y==Projg.<łay,

we get
(Proj0„®,y) = (Proja„.6fi®, Projg.Oay)

which implies

l(pivia„®<y)l sS|Proj Cla • 6^1- lPr°jg •da y I
|Projg.flay|.

Let us take a->oo. The ineąuality (5) becomes

|(®,y)|<|®| - |Proj,.py|.

Since, in view of the hypothesis, we have pq=O, we have 
|Proją.py|=0, and then (®,y) = 0, which gives x ] y. The 
theorem is thus established.

The ambiguous spaces forming a field we can apply to 
them all the ordinary rules, analogous to the rules of the al
gebra of sets.

Remark. By means of the theor. 5.4 it is easy to prove 
the following theorem: <S being a field, the set S" of all the 
spaces ai Cofei+... + «n Coft„, (n=l,2,...) where are of the 
type 2? is also a field. Evidently SCS"CS'.

Theorem 5.5. If Si,S2, is any well ordered
set of fields such that each of them is included in the following 
ones, then the logical sum of all Sa is also a field.

The proof is immediate.
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Ali this being established, we proceed to the proof of 
the main theorem:

Theorem 5.6. Given any field S of spaces there exist always 
a perfect field B which includes S.

Proof. We start from the given field S^S and define 
the well ordered set Si,S2,...,Sll>,...,Sa,... in the following in- 
ductive manner. Admitting already defined all the fields Sp, 
where ft<a, we consider two cases. If a has no immediate pre- 
decessor we put Sa identical with the logical sum of all the Sp. 
If a has an immediate predecessor a—1, we define Sa as the 
cla88 of all the spaces a, each of which is expressible in the 
form

oo OO oo oo

11^=11 Sa'i.k,
i=l A=1 1=1

where eSo_i.
The theorems 5.4, 5.5 assure that all the Sa are fields. It is 

elear that the relation a</3 implies SaCSp.
If Q is the smallest transfinite ordinal number of the po- 

wer Kj, the logical sum of all the S„, where a<Q, gives a field B.
We shall prove that B is a perfect field. Given any se- 

quence {«„} of spaces belonging to B, there existe ordinal num-
OO

bers {a„}, for which aneSan. Putting 0^2 a„, we have a„eSp, 
oo n=l

for SaCSp. The sum a„ belonging to Sp+i, we conclude at 
oo n—1

once, that £atleB. The theorem is thus established. 
n=l

Having a field S, consider the class r of all perfect fields 
including S. As it may be easy shown, the common part of 
all these fields r is also a perfect field including S. That com
mon part is identical with the perfect field B constructed in 
the proof of the preceding theorem. It is the smallest perfect 
field including S. By analogy with borelian sets we put the 
following definition:

Definition 5.3. The smallest perfect field including the gi- 
ven field S is called the BoREL’an extension of S. By theor. 5.6 
this extension exist always.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII, 12
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Definition 5.4. If A is any not empty class of closed 
subspaces of the given Hilbert space 1, we define a as 

aeA
the smallest closed space including each a belonging to A, 
By the product /7 a we mean the largest closed space in- 

aeA
cluded in every a belonging to A.

We see at ones that the above definition generalize the 
previous notions of finite and infinite sum resp. product of 
spaces. It is easy to see, that the sum resp. product, if it exist, 
is weil determined. In order to prove the existence of the pro
duct f/ u, consider the set b of all the vectors x, where x e a, 

aeA
whenever aeA. The set & is a subspace of 1. We have indeed, 
if x,yeb, aeA:

x,yea, and therefore Xx-\-pyea

for any complex numbers 2, y. The set b is closed, because, 
if xneb, xn->x, we have xnea for any aeA and hence xea.. 
Thus b is a closed space included in every a. Suppose b' to 
be a closed space, whieh is included in every a. Each vector 
y of b' belonging to every a, belongs also to b. It follows, 
that b'Cb. Thus we have shown that b= [] a, and therefore 

aeA
the existence of the generał product is estabJished. To prove 
the existence of the sum, consider the class B of all the closed 
subspaces b of 1, each of whieh includes every aeA. Such 
a space does exist, for 1 satisfies the above condition. Take 
the generał product /7 b. We shall prove that c is the 

beR
reąuired sum. Let aeA. Since aCbeB for any b, it follows 
that «C U b i. e. aCc. Now suppose that the closed space c' 

be.B
includes every aeA. Then cr belongs to the class B; hence 
cCc'. The existence of the generał sum is thus established.

Theorem 5.7. If 1 is a separable Hilbert-space and B 
a perfect field of closed subspaces of 1, then given any not empty 
subciass JM of B, the spaces

2 a, [Ja
aeM aeM

do belong to B.
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Proof. Suppose all elements of M be well ordered:

ÓI25 •••? •••, •••
We derive from this seąuence an another transfinite se

ąuence by the definition:
J? a^, conformhigly to the def. 5.4. Evidently the 

?<«
ineąuality a'<a" implies ba'Cba". We construct an another 
transfinite seąuence by the following inductive definition:

We put bv Suppose defined all cp, for p<a. Then we 
define ca as to be eąual to by, where y is the smallest ordinal 
number for which brZ)£cp, bv^ S n. h. if such a number 

?<« ?<«
exist. If not, the process do finish. We see at once that, if 
a'<a", we have c«'Cc«", c„'=£ea". Clearly 5] c«—y a. If

a aeM 
a'<a"<a'" the spaces c„"—ca', ca’"—Ca" are orthogonal and 
both different from 0.

From the above it follows that the transfinite seąuence 
c1,c2,...,cw,...,c„,... must finish for an index <Q, for, if not, 
there will be an not denombrable set of mutually orthogonal 
spaces different from 0, which is impossible on account of 
the separability of the HiLBERT-space. Thus £ ca is a sum 

a
containing at most an enumerable number of terms. Conse- 
ąuently that sum, i. e. £ a belongs to B.

aeM
An analogous reasoning may be used to prove that [] a eB. 

aeM

I2»



EINIGE SATZE UBER DIE EXTENSOREN

Von Akitsugu Kawaguchi, Sapporo, Japan

Es ist wohlbekannt, dass eine skalare Funktion 0(®'X],wW) 
von Komponenten beliebiger kontravarianter und kovarianter 
Vektoren v‘i],wW (A=l,2,...,2f; /z=l,2,.. ,L) im A-dimensio- 
nalen Raume ais eine Funktion nur ihrer
Skalarprodukte gi‘=®Rlwl/<l un(^> ’m Falle H>N bzw. L>N, von 
den Verhaltmssen bzw. der Determinanten von
der Gestalt — bzw. |w^d...wp4Jvl| dargestellt werden 
muss, wenn die funktionale Form der Funktion 0 unter jeder 
regularen Punkttransformation von der Klasse <o im Raume 
xl=xl(xr) unverandert bleibt, d. h.

wie auch die Vektoren gewahlt werden mógen.
Das Hauptziel dieser kleinen Arbeit ist, den oben erwahnten 

Satz auf den Fali der Extensoren zu verallgemeinern.

1. Unter dem Extensor1) verstehen wir den Tensor in 
bezug auf die erweiterte regulare Punkttransformation liings 
einer Kurve x'=x'(t):

xi=x‘(xr), 
x'l=Xlrx'r,

(1) xw^X^rx'Wr+X^rx'r,

X —X(a)r ® j U—0,1,2,..., jlf,

*) Der Name „Extensor“ ist zuerst von EL. V. Craig eingefiihrt

worden. H. V. Craig, On tensor s relatioe to the extended point transformation.
American Journal of Mathematics 59 (1937), 764-774.
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wobei wir einfachheitshalber setzen:

(2)

Mithin transformieren sich zum Beispiel die Komponenten 
des gemischten Extensors dritter Stufe von Ordnung Jf,
der exkontravariant einer Stufe, exkovariant einer Stufe und 
kovariant einer Stufe ist, bei der erweiterten regularen Punkt- 
transformation folgendermassen:

Aus den Gróssen ergeben sich die Beziehungen

(3)

/ \ ł /W-~p
-y(a)r__  l^\ yr(a--0) __

=x-
= 0

fiir a>(J

fiir a=j9
fiir a<fi,

und fiir das Produkt der zwei Punkttransformationen x‘=x‘(xr), 
xr=xr(xu) bestehen

rr(a)/ yr(0)r____ xr(«)<

Da die Determinantę |X$)r| (—die Indizes a und f} laufen 
uber die Werte 0,1,...,M und gleichzeitig die Indizes i und r 
uber die Werte 1,2,...,W—) den Wert |Aj|1/+1 hat und dieser 
von Nuli verschieden ist, so existiert die umgekehrte, erwei- 
terte, regulare Punkttransformation.

Fiir einen kontravarianten Vektor vl und einen kovarianten 
Vektor w, haben wir eine und nur eine Art der Uberschiebung 
Q=v'Wi. Es ist bemerkenswert, dass dagegen fiir einen ex- 
kontravarianten Extensor erster Stufe von Ordnung M Val 
und fiir einen exkovarianten Extensor erster Stufe von Ord
nung M Wpj nicht eine, sondern Arten der Uberschie-
bungen *) vorhanden sind:

(4)
_ f>=A________________

*) H. V. Craig, a. a. O. A. Kawaguchi, Some intrinsic deriuations in 
a generalized space. Proceedings of the Imperial Academy 12 (1936). 149-151.
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2. Zur Vorbereitung wollen wir zuerst einige Satzex) vott 
fiihren.

x) Diese Satze uber den Extensor erster Stufe konnen leicht zu sol- 
chen uber den Extensor beliebiger Stufe erweitert werden. Zum Beispiel:

Satz. Die 2V»(Jf+l)(Jf'+l) Gróssen V“‘y, a=0,l,...,Jf; 4=0,1.......M'
seien die Komponenten eines Extensors zweiter Stufe, exkontravariant erster 
Stufe non Ordnung M und exkovariant erster Stufe von Ordnung M', dann 
sind die N2(K+1)(K'+1) Gróssen I “ p l U^sr-ir+r.j’ a=0,l,...,K; 
r=0,l,...,Kz die Komponenten eines Extensors zweiter
Stufe, exkontravariant erster Stufe non Ordnung K und exkovariant erster 
Stufe non Ordnung K'.

2) Kapitalindizes, welche in einem Glied mehrmels erscheinen, werden 
nicht Hummiert.

Satz 1. Die N(Jtf-ł-l) Gróssen Val, seien dieKomponenten eines exkontravarianten Extensors erster Stufe von Ordnung M, dann sind die N (K +1) Gróssen V, a = 0,1,..., K(^ M) Komponenten eines exkontravarianten Ex- tensors erster Stufe von Ordnung K.
Das folgt unmittelbar aus der letzten Beziehung von (3).

Satz 2. Lassen wir die _V(3I-|-1) Gróssen Wni, a=0,l,...,Jf die Komponenten eines exkovarianten Extensors erster Stufe von Ordnung M sein, dann bilden die N(K-\-l) Gróssen
Wm-^+aa2), 4=0,1,...,K(^1H) die Komponenten eines exkovarianten Extensors erster Stule eon Ordnung K.

Beweis. Der Satz wird aus der ersten Beziehung von (3) 
bewiesen. In der Tat kann man sogleich aus den Transfor- 
mationsgleichungen des Extensors

(5) WK+«J~ X-Wr— K+«)J Wffr

wegen der letzten Beziehung von (3) erseheu, dass man
/? iStM—K-\-a.

setzen darf.
Setzen wir somit

dann konnen die Gleichungen (5) folgendermassen umgeschrie- 
ben werden:

W M—K+aJ— 2L^M-KĄ-a)J W M—K+y,r) 
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die nach der ersten Beziehung von (3) inJAI-K+y)... (y+1)
(Jf-K+4).„M+1) M K-i-y. r

iibergehen. Daraus geht hervor 

(6) (M-K+AY
(JH—KY-Al

v(r)'- (-^— K+y)! 
k+a.j=X(AV (Jf_K)!yf W M—K+y, r,

was die Richtigkeit des Satzes beweist.
Wegen des Satzes 1 und des Satzes 2 erkennen wir ohne 

Schwierigkeit, dass die Gróssen g1'"’1 in (4) Skalare sind.Satz 3. Wenn die N(Al—K) Komponenten Vai, a—0,1,..., AI—K—1 eines exkontravarianten Extensors erster Stufe von Ordnung M alle gleicli Nuli sind, so formen die N(K-Y1) Grossem
—K+G) yM—K+r.i, r=0,l,...,K, welche aus den iibrigen 

Komponenten des Extensors gebildet werden, die Komponenten eines exkontravarianten Extensors erster Stufe von Ordnung K.
Beweis. In den Transformationsgleichungen des Extensors 

(7)
diirfen wir annehmen, dass K,
denn die Glieder, in denen die Gróssen Vl>r, 0=0,1,..., M—K—1 
enthalten sind, sind in der rechten Seite wegen der Hypothese 
des Satzes alle gleich Nuli. Somit kónnen wir auf Grund der 
letzten Beziehung von (3) setzen:a^Af—K.

Setzen wir daherr=a-(Al-K) und b=0—(Ał—K),
dann sind

jyAf Af-f-J’, i A.4-J ł)i\ttM-—
V = A(Af-jr+d)r f

__ (AA—X+/') •••(/’+!) yY')‘vm ~K+i-r 
~ (AA-K+&) ...(d+1) (i)r

^.(AI—KY vm K+r.i _ Ytru bl(AA—KY yM-n+i.r 
(Af—K+Jy.

Die letzten Beziehungen beweisen den Satz.
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Satz 4. Die N(Jf—K) Komponentem, Wai, a=K+l,...,Ji eines exkovarianten Extensors erster Stuje von Ordnung M seien alle gleich Nuli, dann sind die ubrigen N(K-\-l) Komponentem Wat, a—0,l,...,K des Extensors die Komponentem eines ex- korarianten Extensors erster Stuje von Ordnung K.
Der Satz folgt aus der letzten Beziehung von (3). In der 

Tat durfen wir wegen der Hypothese des Satzes in den Trans- 
formationsgleichungen

so ansehen, dass (l^źK. Somit erhalten wir aus (3) auch a<=,K, 
und die Behauptung des Satzes ist deswegen richtig.

3. Fassen wir die Satze 1 und 3 bzw. Satze 2 und 4 zu- 
sammen, so lauten sie:

Satz 5. Wenn die N(M—K) Komponentem Va‘, a=0,l,.„, M—K—1 eines exkontravarianten Extensors erster Stuje von Ordnung M alle gleich Nuli sind, so bilden die Grossem^if-K+rylvM-K+r,i^ r=0,l,...,G(^K) die Komponentem 
eines exkontravarianten Extensors erster Stuje von Ordnung G.

Satz (i. Die N(M—K) Komponentem Wai, a = K-\-l,...,M eines exkovarianten Extenscrs erster Stuje von Ordnung M seien alle gleich Nuli, danm sind die N(G + 1) Grossem
Wk—g+a,i, A=O,1,...,G(^K) die Komponenten eines exkovarianten Extensors erster Stuje von Ordnung G.

Aus den Satzen 5 und 6 ergibt sich ohne weiteres

Satz t. Es seien Val bzw. W:1J die Komponenten eines ex- kontrauarianten bzw. eines exkovarianten Extensors erster Stuje von Ordnung M bzw. M' und die N(M—K) bzw. N(M' —K') Komponenten Val, a=0,l,...,M—K—1 bzw. Wy, fi—K'4-1,..., Jf' alle merschwindend, dann ist
K'

q^’-gI(K,K')= HJWai fiir M-K^K -G,
a=K'-G

M—K+GęW-«\K,K')= £ ( /«' M~K^K'-G
a^M K

(8)
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ein Skalar, wobei G eine beliebige ganze Zahl mit der Besehrdnkung

0< G^Min(A,iT')
ist, und wir setzen

H=K+K' — M—G und H' = M + G—K—K'.

Beweis. Aus Satz 5 und 6 erkennen wir sogleich, dass 
die Grossen bzw. TFr_0+r>/,
r=O,l,...,G die Komponenten eines exkontravarianten bzw. 
eines exkovarianten Extensors erster Stufe von Ordnung G 
sind. Somit ist

o+,,
y==0

ein Skalar. Nun setzt man
a=y+K'—G fiir M—K<>K' — G
= y+M—K fiir M—K^K’—G,

M

dann ergibt eine leichte Berechnung

ol«w fur

= (k'-g) K1 (*,*') fiir Ii'^0.
Der Satz ist jetzt bewiesen.
(8) ist eine Erweiterung von (4). Denn , setzen wir

K=K' = M, M—G=:A,

dann wird der Skalar (8)

das nichts anderes ais (4) ist.

4. Wir wollen jetzt daran gehen, den Hauptsatz zu beweisen. 
Betrachten wir eine skalare Funktion 0(jSw,Vpt], W^J1) einiger 
Skalare jS1'1 und einer Zahl von exkontra- und exkovarianten 
Extensoren erster Stufe von verschiedener Ordnung 
und setzen voraus, dass die Funktion d> bei jeder erweiterten 
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regularen Punkttransformation (1) auch in funktionaler Form 
invariant bleibt, d. h.

(9)

wie auch die Skalare &|f| und Extensoren FpJj, 1 gewahlt 
werden. Wir lassen K die grósste von den Ordnungszahlen Mz 
und M./t der Extensoren Fm und Wp/1 * sein und wahlen solche 
Extensoren V“ź'i und Wjj"1 aus den Extensoren Ffzj und Wp/’> 
dass sie von hóchster Ordnung K sind. Wenn die An- 
zahl der Extensoren V“^'] grósser ais N ist, dann werden die 
Fektoren F^jJ) alle durch willkurliche N Vektoren F[”p 
w=l,2,...,W unter den Vektoren ifyj linear dargestellt:

l) Aus Satz 1 ersehen wir gleich, dass die Komponenten eines
exkontravarianten Extensors erster Stufe von Ordnung Nuli, d. h. eines
gewohnlichen kontravarianten Vektors sind.

(10) F?lq=^F[”),

wobei a" ein Skalar ist und ein Verhaltnis zweier Determi- 
nanten von der Gestalt

sein soli. Denn wir diirfen annehmen, dass die N Vektoren F^j 
linear unabhangig sind, da die Extensoren Fp;'- wiUkiirlich 
gewahlt werden konnen. Die Komponenten Fpij des Extensors 
von Ordnung K
/ o \ tr''i TT**' li&rai(12) F r =F;'|-a;T|W|

sind wegen (10) gleich Nuli, somit sind die Gróssen

(13) F^j-FF^'4 F=0,l,...,^-l

nach Satz 3 die Komponenten eines Extensors von Ordnung 
K—1. Ersetzen wir

(14) F^1=(F-l)-1Fi^,-'+^FS F=0,l,...,K

in 0, dann ist die Anzahl der exkontravarianten Extensoren 
F“«j von Ordnung K, welche in 0 enthalten sind, hóchstens N. 
Wenn die Anzahl der Extensoren 1 von Ordnung K grósser 
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ais N ist, dann wahlen wir, in ahnlicher Weise wie oben, 
N linear unabhangige Vektoren W*-/ unter den Vektoren x) 
und stellen dar:
(10') W%'=^Wl$,

l) Setzen wird K=0 in Satz 2, so kommen wir leicht zu dem SchluB,
dass die N Gróssen W^, j=l,2......N die Komponenten eines Extensors
von Ordnung Nuli, d. h. eines gewóhnlichen Vektors sind.

wobei
(11') t£=|W$...W&
ein Skalar ist. Nach Satz 4 sind dann die Gróssen

(13') W^W^-dW^' ?=0,l,...,K-l,

die Komponenten eines Extensors von Ordnung K—1. Er- 
setzen wir somit
(14') W$']= W^+rtW^’1, £=0,1, ...,K

in 0, dann ist die Anzahl der exkovarianten Extensoren Wjy1 
von Ordnung K, welche in 0 enthalten sind, hóchstens N. 
Wie dieses Verfahren zeigt, soli die durch Ersetzung von (14) 
und (14') erhaltene Funktion 0 ais die FunktioD von neuen 
Argumenten unter jeder erweiterten regularen Punkttransfor- 
mation (1) in funktionaler Form auch unverandert bleiben, 
wenn sie sich ais die Funktion von alten Argumenten genau 
so verhalt.

Wegen der obenerwahnten Tatsache diirfen wir ohne 
Schaden der Allgemeinheit voraussetzen, dass die Funktion 0 
die hóchstens N exkontravarianten sowie die hóchstens N 
exkovarianten Extensoren F$], erster Stufe von hóchster 
Ordnung K enthalt, wahrend die in 0 enthaltenen Extensoren 
von niederer Ordnung ais K mehr ais N sein mógen.

Wenn wir die in (9) umgeschriebene Beziehung

0(>S111, Fr%, W^')= <Z>(^‘t|, A^F(%, X${TF^)

nach X differenzieren, bekommen wir wegen (3)

(15)
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da die Differentiation der Beziehung die fiir
zwei einander umgekehrte, erweiterte, regulare Punkttrans- 
formationen entstehen soli, nach Xt uns liefert

dJLi

damit.
i, = -<5° X^)rx—&x<zl

gelten. (15) fiihrt ans durch Setzung von X'r=dr zu

(16) 30
3W1

UH 
Kj ■w

Da die Extensoren F[“q bzw. Wy1 willkiirlich gewahlt wer
den diirfen, kann ohne Schaden der Ailgemeinheit angenommen 
werden, dass die Vektoren V[ź'\ bzw. W1/-/ x) voneinander linear 
unabhangig sind und auch die Determinantę

17=1^1 /,j=l,2,...,Z(^N)

Von Nuli verschieden ist. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass 
die Gróssen 30/3Vf?j, r=l,2,...,N die Komponenten eines ko- 
Yarianten Vektors sind, und es muB der Vektor wegen (15) durch 
Yektoren linear ausgedriickt werden:

(17) 30

Wenn das nicht der Fali ist und die Yektoren

von den Vektoren W^1 linear unabhangig sind, dann gewin- 
nen wir 2’/1Vfl'j=0, das mit der linearen Unabhangigkeit der 
Vektoren im Widerspruch steht. Wir ziehen nun die
Skalare
(18)

■) Die Anzahl der Vektoren bzw. kann gleich oder kleiner
ais N sein.
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in Betracht und sehen diese Beziehungen ais ein System von 
linearen Gleichungen mit Unbekannten F|/“j an; dann kann 
man das System wegen W4= O in bezug auf diese Unbekannten 
lósen. Die Losung besitzt, die Form

wobei Wv' das algebraische Komplement des Elementes
in der Determinanto W bedeutet. Wir setzen die rechte Seite 
von (19) an die Stelle von in 0 und stellen die nach dieser 
Ersetzung abgeleitete Funktion 0 durch 0 dar; dann ent- 
stehen auf Grund von (17) fiir y>Z

w = 30 w" ki 40 
aU(% dV(^i W Kj + dV^

da Wk^'W!‘ == tfśW ist. Ausserdem folgt aus (16)

30 30 0|. W!; 40
a W aum w + a w\!f'

30 
awŁf

30
awF1

Deswegen enthalt 0 wirklich die Argumente 7|1'| und Wol1 
nicht. Das besagt, dass die betreffende Funktion 0 von den 
Skalaren, in denen die Skalare aus den Formen (11), (11') 
und (18) enthalten sein mógen, und von den Extensoren von 
nur niederer Ordnung ais K abhangen soli.

Also kónnen wir durch Induktion behaupten *)

*) Ein spezieller Fali von Hauptsatz 1 sowie von Hauptsatz 2 ist 

schon von demselben Verfasser bewiesen worden. A. Kawaguchi, On the 
contraetions of extensors. Proceedings of the Imperial Academy 14 (1938), 
237-241.
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Hauptsatz 1. Es sei eine skalare Funktion 0(F[xj, )einer endlichen Zahl der exkontra- und der exkovarianten Exten- soren erster Stufe non nerschiedener Ordnung Fpj, mit der Eigenschaft gegeben, dass sie bei jeder erweiterten regularen Punkttransformation auch in funktionaler Form erhalten bleibt, wie auch die Extensoren gewahlt werden-, dann muss 0 ais die Funktion non nur Skalaren non den For men (11), (11') und. (18) dargestellt werden.
Auf ganz analoge Weise kann man beweisen:

Ha/uptsatz 2. Wenn ein gewbhnlicher Tensor 2’(F“xj, B^/1) einer beliebigen Stufe non den Komponenten einer endlichen Zahl der exkontra- und der exkonarianten Extensoren erster Stufe non nerschiedener Ordnung Ff/j, abhdngig ist und bei jeder erweiterten regularen Punkttransformation auch in funktionaler Form unnerandert bleibt, wie auch die Extensoren gewahlt werden-, dann muss T non nur Skalaren non den Formen (11), (11') und (18) und non einigen gewohnlichen Vektoren abhdngig sein.
Hauptsatz 1 suggeriert, dass die Skalare, die wir aus Ex- 

tensoren erster Stufe aufzubauen imstande sind, wesentlich 
nur von den Arten (11), (11') und (18), folglich auch (4) sein 
miissen.

Juli 1938.



SUR QUELQUES POINTS CONCERNANT 
LA NOTION DU COMITANT

Par St. Gołąb, Kraków

Le but du present travail est: 1) de próciser dans le do
maine de la theorie moderne des objets góomótriąues la no
tion bien connue et depuis longtemps employee, notamment 
la notion du comitant, 2) de definir les notions du comitant 
propre (put) et du micro- et macrocomitant, 3) de donner deux 
theoremes fondamentaux se rapportant a la „puretó“ des co- 
mitants d’un certain type.

§ 1. Soit donnó un espace analytiąue 91 avec un pseudo- 
groupe (5 des transformations. Nous dónotons les points va- 
riables de 1’espace 91 par S, les systemes „admissibles“ des 
coordonnóes par B1).

Si au point So et a chaąue systeme B correspond d’une 
faęon univoque une suitę (finie ou infinie) de nombres:

(1) £2',£2\...

nous disons alors ąu’au point 30 est defini un objet £2. Les 
nombres (1) sont appelós les composantes de cet objet par 
rapport au systeme B.

L’objet £2 s’appelle un objet góomótriąue, si la connais- 
sance des composantes dans un certain systeme des coordon
nóes Br et la connaissance de la transformation, qui conduit 
de B, a, un autre systeme ąuelconąue B2, permet d’óvaluer

*) Le lecteur ąui veut se mettre au courant de la thóorie d’objets 
góomśtriąues soit renvoyó au travail de MM. Schouten et Haantjes, 

On the theory of the geometrie objęci. Proc, of the London Math. Soc. Ser. 2. 
Yol. 42 (1937), p. 356-376.
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les composantes dans le systeme B2. Symbobquement notons 
cette circonstance comme suit:

(2)

si ^2 nous symbolise cette transformation qui conduit de 
Bj a B2.

Supposons qu’on a donnę une suitę des fonctions:

(3) r=l,2,...

de tant de variables independantes combien de termes possede 
la suitę (1). 2.2 ótant un objet, le systeme des óquations

(4) fl*'W’(£',.Q2,...)

dćfinit un objet nouveau 22*. Comme, notamment, les nom
bres (1) sont attaches d’une maniere univoque au systeme B 
et les Fv reprśsentent les fonctions univoques, alors a chaque 
systeme B correspondera au moyen de la relation (4) une et 
une seule suitę des composantes 22*r.

Definition 1. Dans les circonstances enoncees plus haut 
nous dirons que V objet 22* est un comitant de Vobjet 22.

Remarque. Si les suites (1) et (3) ont un nombre fini de 
termes (ce sont justement les cas les plus importants), alors 
le nombre de termes de la suitę (3) est complótement indó- 
pendant du nombre de termes de la suitę (1).

Dćfinition 2. L'objet 22* sera appele un comitant propre 
(ou pur) de V objet 22, si 22* est un objet gdometriąue.

Remarque. Nous verrons plus tard que 22 peut etre un 
objet geometriąue sans que le soit son comitant Z2*. Recipro- 
quement il peut arriver que l’objet 22 n’est pas un objet geo- 
mśtrique tandis que son comitant 22* rcpresente un objet 
góometrique. Voici un exemple: 22 soit un objet non geome- 
trique a une composante, la suitę (3) soit composśe en meme 
temps d’un seul terme etant une fonction constante. Le co
mitant 22* sera alors, comme un scalaire, un objet geomćtrique. 
(Pour obtenir un objet non gćomótrique a une composante, 
il suffit de poser 22—sino ou o est une densitó).
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§ 2. Nous nous occuperons dans ce paragraphe des objets 
gśomśtriąues a une composante que j’ai appelćs les objets de 
classe A 2). La regle de transformation de la composante des 
objets de cette classe s’exprime par la formule:

2) Cf. St. Gołąb, Uber die Klassifikation der geometrischen Objekte. 
Math. Zeitschr. 44 (1938), p. 104-114.

») L. o. !).

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII.

(5) X22=/(f2i, Ji2),

ou d12 est le jacobien de la transformation T12 et 12,- la com
posante de l’objet dans le systeme

Sous certaines hypotheses de rśgularitś de la fonction f(x,y) 
j’ai dśterminś tous les objets possibles de classe A 3). En rap- 
port avec le probleme rśsolu la ąuestion suivante se pose:

Soit £2 une densitś non triviale (c.-a-d. ne se rśduisant pas 
identiąuement a zśro) de poids (—1), possśdant donc la regle 
suivante de transformation:

(6) 12,=^-d12.

Nous dśfinissons ensuite le comitant 12* par l’śquation:

(7) f2*=J’(f2)

et nous demandons: ąuand 12* sera-t-il un comitant propre 
de la densitś £2.

Nous donnerons la rśponse sous l’hypothese additionnelle 
ąue F(u) est une fonction continue, en remarąuant que la 
validitś du thśoreme śnoncś ci-dessous subsiste si l’on rem- 
place la continuitś par une propriśtś beaucoup plus gśnśrale.

Avant d’śnoncer le thśoreme nous remarąuons ąue la fonc
tion F(u) doit etre dśfinie pour toutes les valeurs de %q=0. 
Cela rśsulte du fait que dans le pseudogroupe gśnśral des 
■transformations qui est admis (toutes les transformations rś- 
gulieres avec le jacobien diffśrent de zśro), la composante de 
la densitś peut atteindre (dans un systeme de coordonnśes 
convenablement choisi) chaąue valeur rśeJle, diffśrente de zśro.

Nous introduisons encore une breve dśnominatiou. Nous 
dirons qu’une fonction F(u) qui est dśfinie pour tous les 
u=j=O est une a-fonction, si elle est

13
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(8)
I) reversible dans tout le domaine d’existence,

II) monotone (au sens strict) pour u>0,
III) monotone (au sens strict) pour u<0.

Puisque nous avons suppose que notre fonction F(u) est 
eontinue pour u=|=0, 1’hypothese que F est une a-fonction 
óquivaut a celle que F est seulement reversible (les proprió
tós II) et III) sont alors remplies automatiquement).

Theoreme. Si £2 represente une densite ordinaire de poids 
(— 1), le comitant £2*, defini par Pintermediaire de la formule (7), est un comitant pur de classe A, alors et seulement alors ąuand

1) F est une fonction constante aussi bien pour u>0 ąue pour u<0, ou bien2) F est une fonction paire et simultanement monotone pour u>0, ou bien
3) F est une a-fonction.
Nous dómontrerons tout d’abord que les conditions enon- 

cóes sont suffisantes pour que 12* soit un comitant propre.

pour w>0
pour m<0

on conclut alors, que 12* est un scalaire ou bien un biscalaire 
suivant que 6\=C'2 ou bien Tous les deux objets:
scalaires et biscalaires4) sont des objets góomótriques. Dans 
le cas 2) nous avons
(10) I2*=J’(I2)=J’(|12i).

Comme |I2| reprósente une densitó de Weyl, donc 12*, ótant 
une fonction monotone de |12|, est par consóquent un objet góo- 
mótrique5). Supposons enfin que F est une a-fonction et dósignons 
par G la fonction inverse par rapport a F. Nous avons dans 
ce cas: 12=(J(12*). Mais on a 122=Gf(12*)=121-zl12= Ji2-6f(12*), 
d’ou il rósulte
(11) 12?=P(d12-(7(121*)}.

On voit donc que 12* est un objet góomótrique.
II s’agit maintenant de prouver que les conditions ónoncóes 

sont necessaires.
*) L. c. 2). s) L. c. 2).
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Nous supposons alors que D*, dófini par (7) est un objet 
góomótrique, ce qui veut dire que subsiste la relation
(12)

De (6), (7) et (12) nous obtenons 1’identitó
(13) F[A-Q]^t\F{Q),A],

vórifiee pour tous les £?=|=0 et pour tous les d=|=0. Nous sup
posons pour le moment que F possede les propriótós II) et III) 
du numero (8). Si la proprióte I) subsiste simultanóment, 
F est alors une a-fonction. Supposons donc que I) n’est pas 
vórifióe. Nous dómontrerons dans ce cas que F est une fonc
tion paire. La negation de I) nous fournit l’existence de deux 
valeurs distinctes: ux<-m2, telles qu’on a
(14) ^(«1)=J’(«2).

II) et III) du (8) conduisent aux inógalitós:
(15) u1<0<-u2.

En substituant dans la relation (13) une fois la deu- 
xieme fois u2 au lieu de D et en tenant compte de (14) on par- 
vient a l’identitó

(16) F(A-ul)=F(A-u2) pour tout J=)=0.
En posant

(17) C=w2/«1
on obtient la relation

(18) F(u)=F(C-u) pour tout u=|=0-

La substitution de C-u au lieu de u dans la formule pre- 
cedente donnę:

(19) F(C-u)^F(C2-u) pour tout u=)=0,

ce qui, confrontó avec (18), donnę

(20) F(u)=F(C2-u) pour tout u=|=0.

De (15) et (17) rósulte que C<0 et par consequent Oa>0. 
Comme pour w>0 la fonction F est mono tonę au sens strict, 
on obtient nócessairement de (20) C2=l, d’ou rósulte 1’ógalitó:

(21) <7=—1.
13*
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(18) et (21) donnent:
(22) F(u)^F(-u),

ce qui exprime que F est une fonction paire. Notre theoreme 
sera donc dómontre si nous prouverons 1’iniplication suivante: 
si F ne possede pas au moins une des propriótós II), III), alors 
la relation (9) a lieu.

Nous supposons que la propriótó II) ne subsiste pas (la 
demonstration serait tout a, fait analogue dans le cas syme- 
trique ou III) ne subsisterait pas). II existe donc deux nom
bres uv u2 tels que
(23) 0<u1<w2

avec en meme temps

(24) F(u1)=F(ut).

I/ógalite (24) entraine l’identitó:

(25) F(u) = F(C• u) pour tous les «4=0,

o u nous avons posó:
(26) C=u2luv

Nous designons par Z 1’ensemble de tous les nombres po
sitifs C ayant la propriótó de satisfaire a la relation (25).

Comme la fonction F est continue pour tout «>0, 1’en
semble Z est un ensemble fermó, exceptó — peut etre — le 
point (7=0. Notre but est de dómontrer la relation (9) ou, ce 
qui revient au meme, le fait que Z se compose de tous les nom
bres positifs. II suffit pour cela de prouver que Z est partout 
dense (dans les nombres positifs). Pour atteindre ce but nous 
dómontrerons tout d’abord que Z a la puissance du continu.

Deux cas possibles sont a distinguer:
I) la fonction F est pour u>0 monotone au sens large, 

ou bien
II) F n’est pas monotone pour «>0.
Dans le cas I) il existe un intervalle de constance de F(u) 

(F n’est pas monotone au sens strict d’apres l’h.ypothese!), 
c.-a-d. il existe deux nombres yt et y2 tels que 0<y1<y2 
et que simultanóment subsiste la relation

y1<-w1<w2<y2DP(u1)=P(«2).(27)
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On voit sans peine que dans ce cas tout un voisinage 
du point 1 appartient a Fensemble Z. L’ensemble Z a donc 
certainement la puissance du continu. Passons maintenant au 
cas II). -F(u) ótant une fonction continue et non monotone, 
possede dans ce cas un extremum pour un «0>0 au moins. 
Supposons, pour fixer les idóes, que c’est un maximum et 
posons F(u0)= r]0. Si F(u) ótait constante au yoisinage du 
point u=u0, alors, en raisonnant comme dans le cas prócódent, 
nous obtiendrions la conclusion que tout un yoisinage de 1 
est contenu dans Z. I] suffit donc d’envisager le cas ou F n’est 
pas constante au yoisinage du point u=u0. II existe dans ce 
cas un nombre positif e>0 tel que l’óquation F(/u)=r)0—e 
a deux racines au moins: une plus petite que u0, 1’autre plus 
grandę que u0. Dósignons ces racines respectiyement par u0— 
et w04-ó2 (ó1,ó2>0). Nous prenons maintenant dans le plan 
des yariables (u, rj) le rectangle P, dont les sommets ont les 
abscisses: uo uo + <52 et les ordonnóes: i/0, »?0—e. Soit en
suite g un nombre quelconque de l’intervalle (0,e), et prenons 
la droite: —g. Cette droite coupe la courbe ^=jF(w)
a 1’intórieur du rectangle P en deux points au moins, ce qui 
dócoule de la continuitó de F. Soient u-^g), resp. u2(g) les ab
scisses: la plus petite, resp. la plus grandę de ces points de 
rencontre. Eemarquons qu’on a 1’inógalitó u1(g)<u0<u2(g) et 

posons = Nous affirmons que s(g) est une fonction

croissante dans Finteryalle (0,e). If suffit dans ce but de prouver 
(grace a ce que it1(g)>0, w2(p)>0) que u2(g) est croissante tan- 
<lis que u^g) est dócroissante. Nous prouverons notre propo- 
sition quant a u2(g) en remarquant seulement que celle se 
rapportant a ux(g) rósultera d’un raisonnement analogue. Sup
posons pour un instant qu’il y a dans Finteryalle (0,e) deux ya
leurs Oj et g2 telles que gt<g2 et qu’en meme temps u^g^^u^g^. 
L’ógalitó u2(gi)—u2(g2) est impossible, parce qu’el1e indiquerait 
que F est bivalente. 11 reste donc 1’inógalitó u2(gi)>u2(g2). 
En appliquant a la fonction F dans Finteryalle [»./(?,), w0+d2] 
le thóoreme de la propriótó de Darboux, nous obtiendrons une 
yaleur r>u2(gt)>u2(g2) telle que F(r)=r]0—g2, ce qui expri- 
merait que u2(g2) n’est pas la plus grandę racine de l’óquation 
F(u)=r)0—g2, situóe dans Finteryalle [w0—u0+ó2], contraire- 
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ment a la definition. Cette contradiction pronve que u2(o) est 
croissante. La fonction s(g) est par consóquent croissante. 
L’ensemble des valeurs de la fonctions s(g) est donc de puis- 
sance du continu. Comme toute la valeur de s(g) appartient 
a Z, on a ainsi dómontró que Z est de puissance du continu.

Dans la suitę nous nous appuierons sur le lemme suivant.

Lemme. Si un ensemble Z de nombres positifs possede les 
deux propriótós suivantes:

1) il est de puissance du continu,
2) si a et b appartiennent a Z, alors le ąuotient a Ib y ap

partient aussi,
alors Z est partout dense dans le corps des nombres positifs.

ILćnionstration. Designons par L 1’ensemble de tous les 
nombres dont chacun est un logarithme d’un certain nombre 
de 1’ensemble Z. L’ensemble L est donc aussi de puissance 
du continu. L possede de plus la propriótó suivante:

(28) a,beL^)(a—b)eL.

La dórivóe L de L est aussi de puissance du continu. On 
voit sans peine que 0 appartient a L. En effet, il existe au 
moins un nombre appartenant a Z, soit a0. A ce nombre cor- 
respond une suitę an-^-ao(®m4=®„) telle que aneL. On a alors 
selon (28): (am—an)eL, ou («,„—«„)—>0 pour m-x», n 
Ce qui signifie que 0 eZ. On voit en meme temps d’apres le rai- 
sonnement prócódent, que 0 est un point bilatóral d’accumu- 
lation. Supposons maintenant qu’il existe un nombre b n’ap- 
partenant pas a Z. Admettons b>0. Soit (c,d) l’intervalle le 
plus ótendu contenant b et ne renfermant pas de point de Z. 
Un des nombres c,d est certainement fini. Supposons que 
c’est d. On a: deL. Si d est un point d’accumulation a gauche, 
on trouvera alors un point g a l’intórieur de l’intervalle (b,d) 
tel que geL. Si, par contrę, d est seulement un point d’accu- 
mulation a droite, alors en raison de ce que 0 est un point 
d’accumulation a droite, on trouvera deux nombres e et / 
tels que eeL, feL, f>0, e>d, et que b<e—f<d. Omettons la 
dómonstration de cette circonstance. On aura donc: (e — f)eL 
et par suitę l’existence d’un geL, et remplissant 1’inógalitó:
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b<g<d est dómontree. En prenant une suitę c„ de propriótós: 
€„->0, c„=j=O, cneL nous obtiendrons une suitę g—c„ teile que 
(g—cn)eL, g—cn=^0, g-cn-+g. Cela montre que geL contraire- 
ment a ce que l’interieur de l’intervalle (b,d) ne renferme pas 
de points de L. La contradiction etant evidente, nous avons 
en meme temps dćmontre que chaque nombre appartient a L, 
ce qui veut dire que L est partout dense. L’ensemble Z est 
par consequent, aussi partout dense dans le domaine des nom
bres positifs, c. q. f. d.

L’ensemble Z etant ferme et partout dense, il possede 
aussi la troisieme propriete: il renferme tous les nombres po
sitifs. L’identite (25) a donc lieu pour tous les OO et pour 
tous les u4=0. De la resulte immediatement que les relations (9) 
ont lieu. Notre thóorfeme est ainsi dćmontre.

§ 3. Nous admettons maintenant le cas ou un champ d’objets 
£2V(B) est donnó. Nous allons considórer seulement des champs 
homogenes, ce qui veut dire, que: 1) le nombre des compo- 
santes de D est le meme dans chaque point B du domaine 
considćre, 2) la loi de transformation des composantes est 
pour tous les B la meme.

Pour les champs d’objets nous poserons deux dćfinitions 
du comitant: celle du microcomitant et celle, plus gćnerale, 
du macrocomitant. Pour śviter toutes les confusions possibles 
nous dćclarons d’avance que la discrimination des dónomina- 
tions n’a rien de commun avec une discrimination qu’ont 
introduit MM. Schouten et Haantjes (les objets macro- et 
microgeomćtriques)6). L’unique analogie consiste — peut etre — 
dans 1’analogie de 1’inclusion logique: chaque microcomitant 
(objet microgeomćtrique) est un macrocomitant (un objet 
macrogeometrique), mais pas reciproquement.

Definition. Soit donnć un champ d’objets D(S) (nous 
ecrivons tout court fi au lieu de Lf en ne prejugeant pas le nombre 
des composantes de l’objet) et soit & une fonctionnelle (ou une 
suitę de fonctionnelles) dćpendant de deux arguments: d’une 
fonction 2(5) (ou bien d’une suitę de fonctions dont le nombre 

) L. c. *) p. 365 et 368.
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est le meme comme le nombre des composantes de l’objet) 
et du point 3 de l’espace:

(29) ^(3)', 5}7).

Si nous posons maintenant

(30) £2'(3)=f{£2(3)-,3},

alors £2*(3) sera un nouveau champ d’objets. Nous appellerons 
dans ce cas £2* le macrocomitant du champ £2(3).

Si en particulier dans un certain point .s0 subsiste la re
lation
(31) ££{£2(^0)', ^q)=^{£2(^0)',

chaque fois qu’on a
(32) £2(30)=£2(S0) 

bien que
(33) £2(S)=^£2(S) pour 3y=30,

£2* sera alors appeló un microcomitant au point Bo. Si £2* est 
un microcomitant dans chaque point 3 du domaine envisagó, 
nous 1’appellerons tout court microcomitant.

On peut donc dire que les composantes d’un microcomitant 
dependent dans un point donnś 30 seulement des composantes 
de l’objet donnę £2 dans ce point et ne dependent pas des com
posantes £2 dans d’autres points. Le suivant exemple, tres 
simple d’ailleurs, citó ci-dessous, montre qu’il existe des ma- 
crocomitants qui ne sont pas des microcomitants.

Soit £2(3) un champ scalaire, dćfini au point 30 et dans 
un voisinage de ce point. Dósignons par £2* le gradient de ce 
champ. C’est śvidemment un macrocomitant de £2. II n’en est 
pas cependant le microcomitant parce que les composantes 
de £2* dependent non seulement de la valeur de £2(30), mais 
aussi des valeurs £2(3) au voisinage de Bo.

De la definition prćcódente il s’ensuit, que les comitants al- 
gćbriques sont microcomitants tandis que les comitants diffś- 
rentiels sont en gćnóral seulement des macrocomitants.

’) Nous employons exprfes un autre caractfere pour accentuer la
diffórence entre une fonctionnelle dópendant d’une fonction et une fonc
tion composóe de deux fonctions.
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Pour donner quelques exemples envisageons un espace 
riemannien V„. Alors leur tenseur fondamental (metrique) re- 
presente un champ d’objets (geomótriques). Les symboles de 
Christoffel (de premiere et de seconde espece) sont des macro- 
comitants purs du tenseur mótrique. Aussi le tenseur de cour- 
bure. Le tenseur de Ricci est par contrę un microcomitant 
du tenseur de courbure. D’une faęon analogue, un champ d’af- 
fineurs ótant donnć, le champ des affineurs obtenus par con- 
traction de deux indices convenables sera un microcomitant 
du champ donnę.

Nous attirons encore l’attention sur le fait suivant. Les 
parametres projectifs, introduits par M. T. Y. Thomas 8):
(34) 77L = n/,-^T(^P“„+A,';Z’L)

n4-l 1
representent un comitant pur de l’objet dont les composantes 
sont les parametres P*,, de la connexion, parce que la loi de 
transformation des n^, est la suivante:

(35) /7,5=/7^A?A?A;+A^,A/+-U (A?3,log|J| +A* 3,log|J|)
??' "Tp .1.

et nous voyons que le deuxieme membre dópend seulement 
de Uzf. et de la transformation:

D’autre part les parametres conformes, dus a M. J. M.
Thomas "):

(36>
representent a vrai dire un comitant de g^, mais seulement 
un macrocomitant. De plus, ce comitant n’est pas un comitant 
pur parce que dans la regle de transformation pour Z\u:

Z[u A? A? Aj‘+A* $,A}+ ± [A? dj log |J I + A) dj log |J|] - 
(371 n

—?vfir*'3zlog|J|
interviennent dans le deuxieme membre les composantes du 
tenseur mótrique et non seulement les Z* et les termes pro- 
venant de la transformation:

8) Cf. p. ex. Schouten-Struik, Einjiihrung in die neneren Methoden
der Differentialgeometrie, vol. 2 (1938), p. 193 et 194.

’) Cf. p. ex. Schouten-Struik, 1. c. *) p. 213 et 214.
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§ 4. Soit d un champ de densites de poids (—1), c. ad. 
avec la loi de transformation:

(38) D=o-zl
ou A est le jacobien de la transformation.

En posant
(39) fl=E(o),
ou F(u) est une fonction definie pour tous les w=t=O, nous ob- 
tenons un nouveau champ d’objets a une composante. Le 
thóoreme du § 2 a rósolu la ąuestion quand Q est un comi
tant pur.

A l’aide de nous construisons maintenant un comitant 
nouveau D* en posant dans chaąue systeme admissible des 
coordonnóes f”:
(40) dS

Nous demandons: ąuand le comitant 12* sera-t-il un comi
tant pur de la densitó o. La reponse a cette ąuestion est con- 
tenue dans le thóoreme suivant.

Theoreme. La condition necessaire et suffisante pour ąue le comitant £2*, defini par (40), resulte pour chaąue champ arbitraire des densites o, comme comitant pur, consiste en ce ąue la fonction F soit de la formę suiyante:
(41) F(u) = r-ln\u\,oii r est une constante arbitraire.

Demonstration. Nous prouverons que la condition est 
nócessaire. Soient deux systemes arbitraires (admissibles) des 
coordonnóes symbolisós par (2) et (k) et soit T la transforma
tion qui conduit de (2) a (fc). Comme le comitant £2* est, par 
hypothese, pur, la relation qui suit subsiste:
(42) D*=/,(£*; T).

De la rósulte en particulier la proposition suivante: Si le 
champ o est remplacó par un autre champ o de propriete 
telle que dans un certain systeme (2) de coordonnóes soit 
remplie 1’identite
(43)
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alors dans chaąue autre systeme (k) doit etre satisfaite l’identitó:

(44) £*=&?.

En tenant compte du fait constató ci-dessus, nous designons 
par (2) un systeme de coordonnóes tel qu’on ait identiąuement:

(45) v=t)^C
W

ou C est une constante (differente de zóro). II est bien connu 
qu’un tel systeme de coordonnóes existe pour chaąue champ 
de densitós. Dans ce systeme (A) nous avons:
(46) £2* = 3vF(v)=F'(v)3l,v^O.

Nous supposons que b est un autre champ de densitós 
ayant la propriótó (43). Comme

(47) Q'=3vF(v)=F'(»)-dv»,

nous obtenons, en comparant (46) et (47) d’apres (43):
(48) E'(b)^b^0.

De la dócoulent les deux possibilitós suivantes. Ou bien 
nous avons:
(49) 3,.o^0 
ce qui entraine:
(50) b=D, D constant

(•>)
ou bien on a:
(51) E'(b)^0.

Si dans le dernier cas b n’ótait pas constante, la fonction 
F(u) serait dans un certain intervalle constante et £2* se ró- 
duirait dans ce cas a un champ trivial identiąuement nul. 
Nous faisons abstraction dans la suitę de telles solutions et 
nous supposons donc 1’identite (50). Remarąuons ąue les rai- 
sons mentionnees nous garantissent que les deux constantes 
C et D sont diffórentes de zero:
(52) C=hO, D=#0.

Calculons maintenant les composantes D* et £2* dans un 
systeme ąuelconąue (fc) de coordonnóes. Nous avons:
(53) £2T=3lF(v)=G(v)-dlv=G(C-A)-3l(C-A)=C-G(C-d)3i/l,

(*) w (*)
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ou l’on a pose:
(54) G(u)=F'(u).

D’une faęon analogue on obtient:
(55) ń?=D-G(D-A')3lA.

La relation (43) nous fournit l’identitó suivante:
(56) C-G(C-A)-3lA^DG(D-A)-dlA.

En tenant compte de 1’arbitraire du jacobien A on en deduit:
(57) C-G(C-A)=D-G(D-A).

La fonction G(u) satisfait donc a la suivante eąuation 
fonctionnelle:
(58) G(u)^v-G(u-v) pour tous les u,v^0.

Cette relation exprime ąue G(u) est łiomogene avec l’ordre 
d’homogśnóitó (—1). Elle est donc nścessairement—comme il est 
bien connu — de la formę:
(59) G(u)=a>lu
ou
(60) a>—w1 pour u>0, o=co2 pour u<0,

ft>1( co2 etant deux constantes.
De la nous obtenons par integration

(61) F(u)=<nln |u|.
On a donc

(62) £?=ft>ln|o|
et par conseąuent
(63) •sgn(o)-3Po=— 3,,o.|o| o

En posant pour plus de brievete:
(64) o=o, d=d=d-21

(») (A)

nous obtenons dans la suitę:

Ą* = 3,5=3,[wlu |o|]= = 3,o=~ 3t(A • o) =

(65)
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ou o>=ct)1 resp. oj = w2 suivant ąue u>0 resp. »<0 ou u-/l>0 
resp. u -d<0. On peut donc transcrire la derniere relation:

(66) flz*=--J./,’I2:+wa/log|Zl|.

Comme les valeurs des constantes — et w dans le cas co
dśpendraient non seulement de d, mais aussi du signe 

de u, tandis ąue les £2* sont absolument indśpendantes du signe 
de u, on conclut d’apres la definition d’un objet gśomśtriąue 
ąue l’śgalitś
(67) c>1=twa

doit etre satisfaite. En dśsignant par r la valeur commune 
des constantes w1,co2 on parvient a la loi suivante pour les 
transformations des composantes de £2*:

(68) £*=AjW + razlog|d|.

La nścessitś de la condition est donc prouvśe. Pour dś- 
montrer maintenant que la condition est aussi suffisante, il 
suffit de montrer ąue la loi (68) dśfinit un objet gśomśtriąue. 
Cette chose peut etre facilement vśrifiś par le lecteur.

Eemarąuons ąue la plupart des auteurs ścrivent 3,-logzl 
au lieu de 9/A/A, ce qui est ćvidemment incorrect si l’on opere 
dans le groupe des transformations dont le jacobien peut pos- 
seder le signe arbitraire.

Dans le cas particulier P=—1 nous obtenons la regle bien 
connue de la transformation de 1’objet qui est un comitant de 
l’objet de la connexion affine. Si nous faisons notamment la 
contraction des indices dans les parametres de la connexion:

(69)

nous obtenons ainsi un (micro-) comitant pur avec la loi de 
transformation:
(70) rz=Xn-aziog|zi|.

La ąuestion suivante se pose donc: Pour ąuelles conne- 
xions l’objet Z) resulte-t-il comme gradient du logarithme d’une 
densitś de Weyl de poids (+1) (parce que £2= —log|u| = log-A

|D| 
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et -j—; reprósente une densitó de Weyl de poids (+1)). Cette 
|V|

condition impose une restriction pour les parametres de la 
connexion. En effet, comme l’identitó suivante

(71) rv=a„iog^

doit etre satisfaite, on obtient les conditions de 1’intógrabilitó

(72) axn=o,

ce qui est equivalent a la condition:

(73)

La connexion doit etre dans ce cas „inhaltstreu“ d’apres la 
terminologie de M. Schouten 10 11). Dans les espaces de ce genre 
existent alors des champs de densitós o, satisfaisant a (71) 
et dśterminśs—comme on peut 1’ótablir—a un facteur eonstant 
pres. Vu que ces densitós particulieres existent, on peut dans 
ces espaces introduire la notion de la mesure n-dimensionnelle, 
ce qui a ótó remarquó pour la premiere fois par M. Yeblen u).

10) Cf. Schouten-Struik, vol. 1 (1935), p. 112.
11) O. Veblen, Eąuiaffine geometry of paths. Proc. Nat. Acad. Sc. 9 

(1923), p. 3-4.



SUR L’ĆQUIVALENCE DES POLYĆDRES, EN PARTI- 
CULIER DES POLYĆDRES REGULIERS, ET SUR LA 
DISSECTION DES POLYĆDRES REGULIERS EN PO- 

LYĆDRES REGULIERS
Conference faite a la Section cracovienne de la Societó Polonaise de 

Mathematiąue le 1-er Juin 1938l)

Par M. Henri Lebesgue, Paris

J’ai choisi ce sujet de conference parce qu’il est intime- 
ment lió aux ąuestions de mesures des grandeurs, dont je me 
suis occupś toute ma vie; mais aussi parce qu’il y s’agira de po- 
lyedres, ces corps si peu etudies par les mathematiciens. A peu 
pres seuls les ont consideres ceux qui se sont occupćs de cristał- 
lographie; et puisque votre President et Doyen, M. Zaremba, 
est l’un de ces rares mathematiciens, ce sujet me donnę la 
joie de lui adresser ici mon hommage.

1. Pendant longtemps le nombre attache a une collection, 
une longueur, l’aire d’un domaine, le volume d’un corps ont 
ótó considśrćs comme des notions premieres dont l’examen 
critique etait du ressort de la metaphysique; les matłiemati- 
ciens, eux, devaient se borner a śvaluer ces nombres, ces lon- 
gueurs, ces aires et ces volumes; c’est-a-dire essentiellement 
a dócider de leur egalite ou de leur inegalite, et, dans ce second 
cas, a les classer en plus petits et plus grands. Cette conception 
est encore celle qui sert de base a la plupart des exposós ćló- 
mentaires non axiomatiques. Bien avant de faire de l’axioma- 
tique systematiquement les mathematiciens furent cependant 
obliges de traduire les points de dópart mśtaphysiques en 
termes logiques qui servirent de bases a leurs raisonnements; 
mais cette traduction ótait si indiquśe qu’elle se fit sans qu’on

x) Je me suis permis de dóvelopper ici plusieurs points que j’avais 
du, oralement, me contenter d’indiquer tres brievement. 
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s’en rende nettement compte et des les dóbuts de la science. 
Si bien ąue, tandis que la dófinition axiomatique des aireg 
et des volumes, par exemple, n’a ótó expressement formulóe 
qu’au XIX-e siecle, c’est pourtant cette meme dófinition qui 
a toujours ótó utilisóe dans toutes les recherches, ólómen- 
taires ou ólevóes.

Mais l’unitó des considórations et leur grandę simplicitó 
n’est apparue que lorsąue les savants eurent assez utilisó la 
notion de limite pour considórer que l’emploi de 1’infini ótait 
chose naturelle, claire et lógitime. L’infini s’introduit comme 
Fon sait des la comparaison de deux longueurs, et c’est alors 
la fameuse ąuestion des incommensurables; mais elle s’intro- 
duit autrement encore dans l’ótude des volumes. II y a, a cet 
ógard, une diffórence essentielle entre le probleme des aires 
des polygones et celui des volumes des polyedres: tandis qu’une 
comparaison de telles aires se ramene a une comparaison de 
longueurs sans 1’emploi de 1’infini, cet emploi est indispensable 
pour la comparaison des volumes des polyedres. (Fest de ce 
fait, prouvó au dóbut du XX-e siecle, et de ąueląues ąuestions 
connexes ąue je veux vous parler.

2. Le point de dópart mótaphysiąue de la notion d’aire, 
c’est l’idóe que des domaines plans ąuelle ąue soit leur po
sition absolue et relative occupent toujours une meme place-, 
ceci se traduit logiąuement ainsi:

I. Deux domaines D et D' formes respectivement par lareunion des domaines et par la reunion des domaines D\,D'z,...,D'p, Di et D'i etant egaux, ont meme aire. Deux tels domaines seront dits eguicalents de faęon finie (en abrdge eg. de f. f.). Si D' n'est formę gue par la reunion de certains seulement des D't Uaire de D est plus grandę gue celle de D'.
Si, de plus, on veut traduire par un nombre le rósultat de 

la comparaison, on exige qu’a deux domaines de meme aire 
soit attachó le meme nombre et qu’a un domaine d’aire plus 
grandę que 1’aire d’un autre soit attachó un nobmre aire plus 
grand que le nombre aire du second domaine; d’ou le probleme:

II. Attacher a chague domaine D un nombre positif tel gu'd Vaddition des domaines correspondej,'addition des nombres attaches et gu’d deux domaines eg. de f. f. soient attaches les memes nombres.
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Cet enonce est celui du probleme des aires si les domaines D et D' sont plans, c’est le probleme des volumes si les do
maines D et D' sont a trois dimensions, ce serait le probleme 
des longueurs si les domaines D et D' etaient decoupes sur la 
droite et si Fon avait obtenu le nombre le plus generał autre- 
ment que par la comparaison meme des longueurs.

Le probleme prócśdent peut encore s’enoncer:
III. Attacher a chaąue domaine plan D un segment d tel qu'd deux domaines D et D' eq. de f. correspondent deux segments d et d' eq. de /. /.
Si l’on laissait au mot domaine une trop grandę gónśra- 

lite on devrait s’attendre a avoir a considórer des domaines 
partiels Z>, dśpendant d’une infinite de parametres de formę, 
on ne pourrait donc esperer rósoudre le probleme prćcedent 
sans un appel a 1’infini; au contraire, cela est possible lorsąue 
la familie des D est celle des polygones, auąuel cas celle des D, 
peut etre supposee celle des triangles.

3. Soit en effet ABB1A1 un parallelogramme et A2 un 
point du segment A1B1-, il definit un parallelogramme ABjB2A2 
qui est eq. de f. f. au premier; prenant un point A3 de A2B2 
on arrive au parallelogramme ABB3A3 śq. de f. f. a 
donc a ABB,A, comme on le voit en traęant sur ABB2A2 
a la fois les deux series de segments de droites qui servaient 
a le subdiviser pour les passages a ABB^ et a ABB3A3. En 
continuant ainsi on voit que ABB1A1 est óq. de f. f. a tout 
parallelogramme ABfia ou a est sur la droite indefinie A1B1.

Choisissons a de maniere que Aa soit un nombre entier 
de fois 1’unitó de longueur choisie; soit par exemple 5 fois. 
Partageons Aa en 5 parties egales, par les points de subdivision 
menons des paralleles a AB, nous obtenons 5 paralieiogrammes 
qui, disposes autrement, donnent AB'fi'a' tel que AB' soit 
porte par AB et egal a 5 fois AB et que Aa' porte par Aa 
soit egal a 1’unite.

Recommenęons les operations du debut, mais en faisant 
jouer a Aa' le role de AB, nous obtenons un rectangle ABofloa' 
dont la base Aa’ est egale a l’unite.

Soit un triangle ABC, (i et y les milieux de AB et de AC-, 
faisons tourner Afty de a autour de C, fl vient en (i' et nous 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 14 
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avons le parallólogramme BCfi'P óq. de f. f. a ABC. D’ou un 
rectangle de base unitó óquivalent de faęon finie a un poly
gone D qu’on dócomposera d’abord en triangles; le second 
cótó de ce rectangle peut etre considóró comme le segment d 
cherchó.

Du moins si le probleme est possible, ce qui tout d’abord 
exige que le segment d soit unique. Pour etre certain qu’il 
en est ainsi, dócomposons tout polygone donnę ABCD... en 
la somme algebr ique des triangles O AB, OBC,...-, O ótant un 
point du plan choisi une fois pour toutes. Et au polygone 
attachons le segment somme algóbrique de ceux attachós aux 
triangles OAB,OBC,... Ceux-ci sont bien dóterminós car dans 
la transformation des parallólogrammes le produit de la base par 
la hauteur n’a pas changó. Ainsi nous attachons a notre po
lygone un segment orientó, de mesure positive et ógale a

^[_eAB (O,AB) + e’BC-(O,BC) +

les symboles tels que (O, AB) dósignant les distances de 0 aux 
cótós tels que AB-, les s,e',... ótant ógaux a 4-1 ou a —1 suivant 
qu’aux yoisinages des milieux de AB,BC,... le polygone est 
ou non du meme cótó que 0 par rapport AB,BC,...

Si donc nous avions un polygone D divisó en deux autres 
DUD2 par une ligne polygonale dont AB serait 1’un des cótós, 
le produit AB (O,AB) figurerait dans les nombres attachós 
a Ą et Z>2, mais avec des signes contraires et de la rósulte 
immódiatement que le nombre attachó a D serait la somme 
de ceux associós a D1 et a D2. Ceci s’ótend a D partagó en 
D1,D2,...,DP. Or on peut supposer que tous les Di sont des 
triangles et Fon yórifie facilement que le nombre que notre 
procódó attache a un triangle est 4- \ base x hauteur.

Notre probleme est donc possible; nous l’avons rósolu 
et nos considórations montrent que la solution de ce probleme 
est unique a un multiplicateur pres correspondant au choix 
de l’unitó d’aire.

4. Supposons maintenant que les domaines soient des po- 
lyedres de Fespace euclidien ordinaire et traitons le probleme 
des volumes.

Si D est un prisme, une opóration analogue a celle qui 
nous permit de passer de ABCD a ABfta, opóration qui est 
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d’ailleurs classiąue, permettra de remplacer le prisme D par 
n’importe quel autre prisme ayant meme longueur d’arete, 
meme surface latćrale prismatiąue indśfinie. Le nouveau 
prisme pourra etre supposó droit. Opórant sur la base de ce 
prisme comme au numero precódent, nous obtenons un rectangle 
dont un des cótós est 1 par dóplacements de morceaux de 
cette base; si chaąue morceau emporte avec lui un prisme 
droit dont il est base et dont la hauteur est celle du prisme 
droit de dśpart, nous obtenons un parallelepipede rectangle 
dont une des aretes est egale a 1’unite. Considerons cette 
arete comme la hauteur et recommenęons la meme operation; 
nous construisons un parallelepipede rectangle dont une base 
est le carre de cóte 1 et dont la hauteur est un segment 
qui jouera le role de d. II est visible que la mesure de ce 
segment est le produit de la hauteur de D par l’aire de la 
base de D.

Jusqu’ici rien n’est donc changś et si nous ne considerions 
comme domaines partiels ou totaux que des prismes, le pro
bleme serait rśsolu car on vśrifierait facilement que notre 
rósultat remplit bien toutes les conditions imposees.

Mais nous voulons envisager des polyedres ąuelconąues, 
il faudrait donc savoir associer un segment a un tótraedre, 
c’est a dire savoir construire un prisme qui soit ćq. de f. f. 
a ce tśraedre. Et d’ailleurs, si Fon savait faire cela, le probleme 
serait traite.

On sait que dans les cours on n’effectue cette construction 
ąue par un appel a 1’infini, soit qu’on considere le tótraedre 
comme la limite d’une suitę indefinie de corps construits avec 
des prismes, soit qu’on le considere comme la reunion d’une 
infinite actuelle de differentielles ou d’indivisibles. Entre 
tous ces procedćs il n’y a que des diffórences de presentation, 
je puis donc les reunir en disant qu’il y s’agit toujours de 
1’emploi des nfóthodes du calcul intógral.

L’emploi de ces móthodes a ąueląue chose de choąuant; 
un souci d’ófógance, un besoin pśdagogiąue de simplicitó ont 
du inciter de tres bonne heure a rechercher pour le cas des 
volumes ąueląue methode ócartant le recours a 1’infini.

L’un de mes auditeurs au College de France, M. R. Cast, 
m’a signafó a cet ógard une phrase de la „Lettre de Diderot 

14* 
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sur les aveugles a l’usage de ceux qui voient“, ou il est question 
du mathśmaticien aveugle Saunderson qui fut professeur 
a FUniversite de Cambridge: „Ił est 1’auteur d’un ouvrage 
tres parfait dans son genre. Ce sont des elements d’algebre 
ou Fon n’aperęoit qu’il śtait aveugle qu’a la singularite de 
certaines dśmonstrations qu’un homme qui voit n’eut peut- 
etre pas rencontrees. C’est a lui qu’appartient la division du 
cube en six pyramides egales qui ont leurs sommets au centre 
du cube, et pour base, chacune une de ses faces. On s’en sert 
pour demontrer d’une maniere tres simple que toute pyra- 
mide est le tiers d’un prisme de meme base et de meme 
hauteur../1.

*) Voir L'Enseignement scientijigue, 9-ieme Ann., No 87, Avril 36; 
10-ióme Ann., No 94, Janv. 37; ll-me Ann., No 102, Nov. 37.

2) Pour preciser ce passage de la lettre de M. Itard, considerons deux 

pyramides TvTt de hauteurs et dont les bases convexes ont des

Que Diderot croie pouvoir nommer le premier homme 
ayant remarquó une chose aussi visible que la dócomposition 
d’un cube en six pyramides egales fait sourire; qu’il presente 
cette remarque comme presque inaccessible aux voyants serait 
śtonnant si Fon ne savait que tous ceux qui ecrivent sur les 
aveugles, a commencer par les aveugles eux-memes, pour bien 
mettre en valeur la substitution des sens, en arrivent a pre- 
senter la possession du sens de la vue comme la plus dósas- 
treuse des infirmites. Mais que veut dire Diderot par les der- 
niers mots cites? Je 1’ai demandd a M. Jean Itard, professeur 
au Lycśe Michelet. M. Itard, qui connait bien les manuels 
de Gśomótrie des XVI-e, XVII-e et XVIII-e siecles x), a pu 
me renseigner immódiatement:

„Diderot se trompe sur Saunderson. L’algebrede ce dernier 
est sortie en 1740. En 1741 Clairaut publiait sa Geomśtrie 
ou il emploie le meme procódó. Cela consiste a montrer d’abord 
par une methode plus ou moins voisine des indivisibles que 
le volume de la pyramide est en langage moderne kB H (lc co- 
efficient de proportionnalite encore iudetermine). En prenant 
ensuite la pyramide sixieme du cube, sommet au centre et 
base sur une face, lc apparait egal a, 1/3 2).
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D’Alembert aura dit, je le suppose, que sou ennemi intime 
Clairaut n’avait fait que repreudre une idóe de Saunderson 
et Diderot aura sautś sur 1’occasion.

Mais Sebastien Le Clerc, en 1690, justifie dans sa Gćo- 
metrie le facteur 1/3 par la meme considśration, laissant 
de cóte tout 1’essentiel, c’est-a-dire ce qui precede.

Le Clerc etait graveur et professeur a 1’Acadćmie de peinture 
ou il etait du parti de Lebrun et donc adversaire de l’ścole 
deDESARGUES. II ótait donc loin d’etre aveugle! Je ne sais meme 
pas, vu ses origines lorraines (il est ne a Metz), s’il ne faudrait 
pas voir dans ses travaux des influences de Durer. En tout 
cas la methode du cube est une invention de peintres, de sculp- 
teurs, de gens qui voient“.

La lettre de M. Itard1) montre bien que l’óvaluation du 
volume du tetraedre a ete 1’occasion de multiples essais qui, 
d’une faęon plus ou moins consciente, visaient a eliminer 
1’emploi de la móthode du calcul integral, a utiliser seulement 
l’śquivalence.

5. On remarquera que, dans ces essais, la notion d’śqui- 
valence est parfois elargie. L’óquivalence simple que nous 
avons consideree supposait que les deux corps D et D' (dans 

aires B1(_B2. Soient deux aretes Sla1,Sia2 respectivement de T\ et T2; di- 
visons les oliacune en n parties egales par les points a^b^c^,^....... d’une
part; a2,fc2,c2,d2... d’autre part. Enfermons 7\ dans le corps Cv formę des 
prismes d’aretes a1b1,b1c1,... et dont les bases sont les sections de Tx par 
les plans paralleles a la base et passant par a^b^... Faisons de meme pour 
Ta. Deux prismes de meme rang dans Gx et G. ont des bases dont les aires 
sont entre elles comme Bx et U2 et des hauteurs ąui sont entre elles comme 
fi, et I/2, donc leurs volumes sont entre eux comme Bx-Hx et ZJ2-//2 et par 
suitę il en est de meme des volumes de Cx et G2:

Vol. (Cx) BXHX
Vol. (Ąj ~ B2H, '

On passera de la a 1’egalite analogue pour Tx et T2 par les procedós 
ordinaires; c’est-a-dire' en prenant plus ou moins de precautions suivant 

le degre de rigueur que l’on dćsire atteindre.
i) Cette lettre n’a pas ete ócrite pour etre publiće; mais elle separe 

si nettement ce qui est renseignement prócis de ce qui est supposition ou 
suggestion que j’ai cru pouvoir la reproduire ici en entier.
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la suitę ce seront toujours deux polyedres ou deux ensembles 
formes d’un nombre fini de polyedres) pouvaient etre partages 
en un nombre fini de corps partiels D, d’une part, D\ de l’autre, 
respectivement śgaux deux a deux; Di egal a D\. Si Le Clerc 
trouve que la pyramide P a base carróe qu’il considere est 
eąuivalent,e au prisme P' de meme base et dont la hauteur 
est le tiers de la hauteur de la pyramide, c’est parce qu’on 
peut former le meme cube avec six pyramides śgales a P 
ou avec six prismes ógaux a P'. D’ou Vequivalence par mul- 
tiplication: D et D' seront dits equivalents par multiplica- 
tion si un corps formę d’un certain nombre entier de fois D 
est ćq. de f. f. simple avec un corps formó du meme nombre 
de fois D'.

Enfin la dścomposition faite plus haut d’un polygone en 
une somme algśbrique de triangles incite a convenir que: 
deux corps D et D' seront dits equivalents par di/fference s’il 
existe deux corps A et A', eq. de f. f. simple et tels que D-\-A 
et D'+A' soient equivalents par multiplication.

L’emploi simultane de tous ces procśdśs constituera l’equi- 
valence gónórale]); nous allons ótudier l’śquivalence des po
lyedres en nous bornant a l’equivalence simple, mais les re- 
sultats qui ont ótś obtenus et que nous indiquerons sont va- 
lables pour l’śquivalence gónćrale.

6. Nous avons vu que le probleme des aires, enonce sous 
la formę II, etait possible et admettait une solution determinee, 
a un multiplicateur pres, quand les domaines D sont les poly- 
gones du plan euclidien. Supposons que, par un raisonnement 
quelconque, on ait prouve le meme fait pour le cas ou les po- 
lygones D sont dócoupśs dans le plan de Lobatchewski et 
pour le cas ou ils sont dócoupós sur la sphere; ce qu’il est effecti- 
vement possible de faire. On vórifie immódiaternent qu’une 
solution du probleme est donnie par le nombre:

somme des angles de D—nX(nombre de cótes de D—2)

1) II est inutile de rechercher ici s’il est ou non necessaire de re- 
courir plusieurs fois a ces procedes pour transformer un corps /) en uu 

corps D'. 
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s’il s’agit de geometrie sphórique et par ce meme nombre, 
change de signe s’il s’agit de geometrie lobatchewskienne; donc, 
celle des solutions qu’on appellera 1’aire vórifiera la relation:

somme des angles de D—jix (nombre de cótes de D—2)=
—A: X aire de I),

k etant une constante indópendante de D. Cette constante est 
positive pour la góometrie sphórique, nulle pour la góomótrie 
euclidienne, nógative pour la góomótrie de LOBATCHEWSKi. 
On retrouve ainsi, en particulier, le thóoreme d’ALBERT Gi
rard sur Faire du triangle sphóriąue.

C’est en partant de ces faits que M. Bricard a donnę 
une impulsion dócisive a l’ótude de l’óquivalence finie *). 
En s’efforęant de construire a l’aide des diedres d’un polyedre D 
une solution de notre probleme II on est arrete tout de suitę, 
mais de tels efforts permirent a M. Bricard d’apercevoir 
qu’entre les diedres de deux polyedres D et D' óq. de f. f. il 
existe une relation; du moins dans certains cas, car M. Bri
card avait fait implicitement une hypothóse que nous allons 
expliciter.

D et P', ótant eq. def. f., sont formes respectivement par la 
reunion des polyedres d1,d2,...,dp et par la róunion de d'i, d'2,...dp; 
di et d] ótant ógaux pour chaque valeur de i. Nous supposerons 
de plus que si aj est l’une quelconque des aretes des di, aucun 
sommet de ces polyedres d, n’est situó a 1’intórieur du segment «7 
et de meme qu’a 1’intórieur de toute arete a'j des d't il n’y a 
jamais de sommets des d}. Alors chaque arete a, sera en gónóral 
confondue avec plusieurs autres aretes d,; autour de ces aretes 
on rencontrera plusieurs des diedres a,„ des d,; les diedres a,„ 
se groupant ainsi en familles Sj,s2,... Ceci ótant, guidó par les 
faits rappelós au dóbut de ce numóro, commenęons par attacher 
a chaque dt la somme Zn des diedres correspondants; la somme 
des nombres attachós a dnd2, ...,d;, sera:

des diedres a„, de la sórie s,1)=^’2'z>. 
m n n

Or la parenthese est egale a Ak, a 2tt ou a n, suivant que 
l’arete de la serie s* est portóe par 1’arete d’un diedre D de

1) Nouv. Ann. de Mathematiąues, 1896. Voir aussi Sforza (Per. 

di Mat. 1897).
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mesure Ak, ou est entierement entouree de diedres des d,, ou 
qu’elle est intórieure soit a une face de D, soit a une face 
des d/.

Ainsi on a:
y Uzn A/t
ni

les e ótant des entiers positifs. Mais on a de meme
2’ a'm=Z e'k-A.'k+e'n,
m

et comme les diedres am et a'm sont respectiyement ógaux, il 
en resulte

V ek Aa— 21 ek A'k=En,

E ótant un entier positif, nógatif ou nul.
M. Bricard appliąue ce rósultat au cas ou D serait un 

tetraedre rógulier — tous les Ak ont alors une meme valeur T—, 
et ou Z>' serait un cube, — tous les A'k seraient ógaux a ot/2; la 
relation prócódente exigerait donc que T soit commensurable 
avec n, ce qui n’est pas. Donc un tótraedre rógulier ne peut 
ótre transformó en un cube par une transformation de la naturę 
de celles envisagóes.

7. Mais, pour ótendre cette conclusion a toute óquiva- 
lence simple, c’est-a-dire pour prouver qu’alors il existe une 
ou plusieurs relations linóaires homogenes a coefficients entiers 
(ou rationnels ce qui est la meme chose) entre les Aa,A* et n, 
il fallait faire appel a une idóe nouvelle. M. Dehn ł) montra 
que, pour obtenir ces relations a coefficients rationnels, on 
pouvait, a l’exemple de ce que l’on fait dans certaines ques- 
tions d’analyse indóterminóe ou d’approximations, utiliser 
comme intermódiaire des relations linóaires a coefficients 
quelconques.

Groupant encore les diedres ain en sóries s„ associóes chacune 
& un meme segment d’arete des dz, limitó par deux sommets 
des di et ne contenant a son intórieur aucun tel sommet, il 
associe a chaque sórie la somme des a,„ la constituant et la 
longueur a„ du segment d’arete considóró. On n’aurait plus, 
en gónóral

2X=2X;- 
*) Math. Ann. Bd. LV (1902).
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parce qu’un diedre des d, appartient a un certain nombre de 
series sn et le diedre homologue a' peut appartenir a un nombre 
different de sśries sń; mais il est tout a fait clair que l’on a:

V <rn2’„=2' o
Cette relation s’ćcrit encore:

SLkAk-XLkA'k=N7t,
relation dans laquelle N est un nombre quelconque inconnu. 
U semblerait donc qu’elle ne pourra servir a rien. Mais, tra- 
duisant les considerations góomśtriques donnant ce resultat 
en des deductions purement algśbriques, M. Dehn recherche 
des conditions auxquelles doivent etre soumises des variables Lk,L'k quelconques pour que les memes calculs algóbriques 
puissent etre mis en oeuvre et il arrive ainsi a cet ónonce:Soit (£) le systeme des relations homogenes d coefficients entiers liant les aretes Lk et L'k de deux polyedres ou systemes de polyedres D,D'-, dans (£) on a remplace les nombres L^Lj par des inconnues Li,L\-, si D et D' sont eg. de f. f., d toute solution rationnełle (Li)r, (L'i)r des eguations (£) correspond un nombre rationnel R, positif, negatif ou nul, tel gue Von ait-.
(B)

8. Cet ćnoncex), qui est exact aussi bien pour l’ćqui- 
valence generale que pour l’equivalence simple, fait donc 
apparaitre des relations (<£?) de la formę de celles prevues par 
M. Bricard. Une telle relation, au moins, existe bien toujours 
car les ćquations (£) etant a coefficients entiers, admettent une 
solution rationnełle soit confondue avec, soit aussi voisine qu’on 
le veut de leur solution Li,L't. Ainsi on peut supposer que, 
dans ($), les nombres rationnels (Z*),., (Lk), sont ou confondus 
avec les Lk,L'k ou aussi voisins qu’on le veut de ceux-ci.

La resolution des śquations (£) donneront:
L=i| £*,i 4- <2 £*,2+...» L'k— L £*,1 + ^2 £*,2+ •••,

les t etant des parametres arbitraires, les £ et £' des nombres 
rationnels fournissant un systeme de solutions independantes.

’) Pour sa justifieation, voir la Notę I placee a la suitę de cette con-

fórenee.
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Ces solutions £kj,£k.f sont en nombre N—p, si N est le nombre 
total des aretes de D et D' et s’il y a p equations (£) indepen
dantes; elles nous fournissent N— p relations (<®). Celles-ci 
sont independantes car, s’il existait une combinaison linśaire 
homogene des premiers membres des (®) qui soit identiąuement 
nulle par rapport aux Ak.A'k c’est que cette meme combinaison 
faite, pour chaque valeur de k, sur les £k,f et sur les £'kj donnerait 
des resultats nuls ce qui est impossible, les £k.f,£'k,f etant des 
solutions independantes.

Donc, le theoreme de M. Dehn exige, pour l’equivalence 
de D et D', un nombre total de conditions independantes egal 
au nombre total N des aretes de D et D'.p de ces conditions, 

—1, sont de la formę (£), les N—p autres, N—p^l, 
font partie de la familie (£Z) des relations lineaires, homogenes 
a coefficients entiers liant les Alf Aj et a.

On voit ainsi a nouveau que, s’il y a dquivalence, il y a tou
jours une relation (&). Donc, dans le cas d’equivalence, la fa
milie (<2) contient toujours au moins une relation; mais se 
peut-il que la familie (£) n’en contienne aucune? Pour que 
cela se produise, les (Lk),.,(Lk)r etant alors des nombres ra- 
tionnels arbitraires, il faudrait que tous les A,, Aj soient com- 
mensurables avec n. Lorsque cette condition est rćalisee l’óqui- 
valence peut exister sans qu’il y ait de relations (£); les deux 
parallólipedes rectangles de cótes

1, P'2, J/3; |/5, |/7, |/A,

qui sont eq. de f. f. puisqu’ils ont meme volume, en sont un 
exemple.

Pour generaliser ces remarques supposons que parmi les 
diedres de D et D' nous en ayions distingues certains en nom
bre Nj, les L,L', A,A’ correspondant seront dits distingues. 
Si, dans les (£), il y a /q relations, linóairement inde
pendantes par rapport aux L,L' distinguós, les L,L' correspon- 
dants dópendront de Nj-y-j parametres, d’ou Nr--pA rela
tions (>®) lineairement independantes par rapport aux A, A' 
distingues. Donc, parmi les relations (£) et (SI) il y en a au total au moins N\, qui sont independantes par rapport aux L, L' distingues et par rapport aux A,A' distingues.
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9. Pour appliquer ces genóralites, dóduisons en que Vequi- ralence finie entre un tetraedre D et le cube D' de meme volume est un fait tout a fait exceptionnel. Dófinissons D par 6 para- 
metres, par exemple par les longueurs des six aretes; elles 
ne sont assujetties qu’a des conditions d’inógalitós, les óga- 
litós limites de ces inógalitós donnent les frontieres du domaine 
de 1’espace a 6 dimensions dans lequel il faut prendre le point 
de coordonnóes figuratif des longueurs d’aretes
choisies. Une relation (£) sera de la formę:

3
rl A + r2^2 + r3-^3 + + r5-^5 + r6^6 + — 9,

les r etant entiers et V ótant l’expression du volume du tó- 
traedre en fonction de ses aretes. Une relation de cette formę 
est reprósentóe dans 1’espace a 6 dimensions par une varietó 
algóbrique a cinq dimensions, a moins qu’elle ne soit vórifióe 
par tous les points de 1’espace. Cette derniere hypothese est 
óvidemment a rejeter; disons, par exemple, soient LlfL2,L3 
les longueurs des aretes 8X,8Y,8Z et Lt,L5,LK les longueurs 
des aretes respectivement opposóes YZ,ZX,XY; si la relation 
algóbrique ótait une identite, elle serait verifióe pour 8 con- 
fondue avec X, auquel cas V est nul et Fon a: Z1=0,Z2=Z6, 
Z3=Z5; la relation linóaire d’ou nous sommes partis, ou l’une 
de celles qui s’en dóduisent par des changements de signes 
des r„ serait vórifióe, ce qui donnę:

(i^2± r6)-^6+(ir3ir5)-^5+r4-^4=9;

or une telle relation entre les 3 longueurs des cótós d’un triangle 
arbitraire est nócessairement identiquement nulle d’ou r4=0. 
Et de la meme maniere on montrerait que r1,r2,r3,ri,rs,rt sont 
nuls, donc aussi r7.

Ainsi, pour que le systeme (£) ne contienne aucune rela
tion, puisque 1’ensemble des systemes de nombres entiers 
ri»r2,r3/4fr5>r6?r7 est dónombrable, il suffira de prendre le point 
reprósentatif hors d’une infinitó dónombrable de variótós algó- 
briques.

De meme, une relation (<S) ótant

^1^-1 + >'2-^-2 /’3-^-3_ł“r4-^-4_l_ r5^5_F *’8J4-«4-,’77r:= 9,
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se traduira par une relation algebriąue entre les L non iden- 
tiquement satisfaite car, autrement, elle resterait vraie pour 
la figurę limite de celle obtenue en faisant tourner XYZ autour 
de XY, de faęon a 1’amener sur XYS, c’est-a-dire qu’on pourrait 
faire dans la relation lineaire entre les A, ou dans celles qui 
s’en dóduisent en modifiant certains des signes des r,-,

A4 = 7l Ag, -4-5 = 71 Aj, A3=0.

Mais ceci donnerait une relation entre les trois diedres A1,A2,A3 du triedre quelconque SXYZ, ce qui est impossible; 
la relation obtenue devrait donc etre satisfaite quels que soient 
AX,A2,A3 d’ou, en particulier, r3=0. Mais, de meme, on annu- 
lerait ri,r2,r3,r4,r6,r6 d’ou r7.

Ainsi, pour que le systeme (<3) ne contienne aucune re
lation, il suffit de prendre le point representatif hors d’une 
infinitś dśnombrable de carićtćs algćbriques.

En rśsumś: le tetraedre le plus generał A est pas eq. de j.f. a un prisme. Pour lui, aucune des six conditions necessaires pour cette equivalence, exige'es par le theoreme de M. De hn, A est remplie.
Pour prściser la portće analytique de cet enoncó, il faudrait 

etudier 1’indćpendancex) des conditions (£) et (3) soit qu’on 
particularise les constantes qu’elles contiennent, soit qu’on 
leur attribue toute la góneralitó possible; contentons-nous 
d’une remarque. Les longueurs des six aretes etant indópen- 
dantes, l relations (£), Z^6, n’entrainent aucune autre re
lation (£) mais elles se traduisent par l relations entre diedres. 
Et comme entre les six diedres d’un tótraedre quelconque 
il y a une relation, cela peut nous conduire, au plus, a 1+1 
relations analytiques independantes entre les diedres. a rela
tions (&) se traduisent par a relations entre les longueurs 
d’aretes. Donc l relations (£) et a relations (&) entrainent 
au plus 21+2«+l relations entre les longueurs d’aretes et 
les grandeurs de diedres; ce qui fera donc au plus, 2Z+2«+l

’) De par leur definition meme les («T) et (SI) sont lineairement inde
pendantes mais il s’agirait d’etudier si elles sont ou non independantes 

quand on tient compte des relations qui lient, dans un tetraedre, les Li 
aux Aj et les A,- entre eux.
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relations (£) et (i#). Pour avoir six telles relations il faut donc 
Zj-a>3. Ainsi il faut ecrire au moins trois relations (£) et (&) entre les longueurs d'aretes et les grandeurs des diedres du tetraedr e le plus generał pour qu'il puisse etre eq. de f. f. d un prisme.

Les trois relations dont il s’agit sont indśpendantes non 
seulement linóairement, mais aussi compte tenu des relations 
analytiąues qui lient diedres et aretes.

10. Je viens de m’arreter un moment sur des remarques 
qui montrent nettement le caractere exeeptionnel de l’ćqui- 
valence finie, s’il s’agissait seulement de mettre en evidence 
la diffórence entre óquivalence finie et ógalitś des volum.es 
bien des śnoncós amusants pourraient servir.

Soient deux polyedres śquivalents D,D' donc de meme volume, 
je vais faire rhypothese que D est convexe, cela n’est pas nó- 
cessaire au raisonnement mais me permettra de dire que D 
est dćfini par les plans de ses faces, sans ajouter aucun autre 
renseignement qui sans cela serait necessaire. Soient OX1, 0X2,...,0Xp les directions perpendiculaires a ces faces. Je 
prends, aussi pres qu’on le voudra de OX2, une droite Ox2 
telle que l’angle X10x2 ne soit exprimable par aucune relation 
linćaire a coefficients rationnels entre n et les diedres de D'; 
puis Ox3, aussi pres qu’on le voudra de OX3, et telle que X10x3 
et x20x3 ne soient pas exprimables par des relations de la 
meme espece entre les memes angles et x10x2, puis Oxt de 
meme, mais en tenant compte cette fois de x10x2,x10x3,x20x3; 
puis Ox5 en tenant compte de x1Ox2,x1Ox3,x1Oxi,x2Ox3,x2Oxi,x3Oxi 
etc. Faisons tourner chaque face de D autour d’un de ses 
points pour que, si la position de dópart etait perpendiculaire 
a OXk, la position finale soit perpendiculaire a 0xk. Nous 
avons ainsi un nouveau polyedre Do tres voisin de Z>; une 
homothótie convenable de Do donnera un polyedre Dx tres 
voisin de D, de meme volume que D et D'. Or il est clair 
que Dj, n’est pas eq. de f. f. a D' puisque aucune relation (<2j 
ne contient les diedres de JĄ.

Ainsi, etant donne’s deux polyedres de meme rolume D et D', on pourra modifier d'aussi peu ąue l'on roudra les inclinaisons mutuelles des faces de D et obtenir un polyedre Dx de meme vo- lume ąue D' et non eą. de f. f. a D'.

volum.es
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Ił est clair que, de la meme faęon, ótant donnę un polyedre D' on peut construire une suitę indefinie de polyedres D^D^D^... tous de móme volume ąue D', dont aucun rtest eą. de f. f. d D’ et tels ąue deux ąuelconąues d'entre eux ne soient pas eą. de f. f.x).
Revenons au cas de deux polyedres D et D'-, nous avons 

obtenu Dlt de meme volume ąue D' et non óq. de f. f. a lui; 
serait-il toujours possible d’obtenir un polyedre <^j de meme 
volume que D, aussi voisin qu’on le voudra de D, et óq. de 
f. f. a /)'? (Test l’une des nombreuses ąuestions ąue Fon pourra 
se poser a 1’occasion de ce qui prócede. Certes on le pourra 
si D' est un prisme, il suffirait de prendre <^i formo de cubes 
ou de prismes, mais est-ce toujours possible ąuand D' est 
ąuelconąue ?

Remarąuons encore qu’un formę de cubes et pris tres 
voisin de D peut etre cependant fort diffórent de D par la 
formę; dój a notre polyedre TĄ pourrait etre fort diffórent 
de D bien qu’il ait le meme nombre de faces ąue lui. Ce n’est 
ąue dans le cas particulier oii D n’aurait eu que des sommets 
triedres que D± aurait eu meme Structure que D, c’est-a-dire 
qu’il existerait entre les points frontieres de D et D± une cor- 
respondance eontinue faisant correspondre sommet a sommet, 
aróte a arete, face a face. La ąuestion se pose de savoir si l’on 
peut trouver D1 et de meme Structure ąue D; ąuestion 
peut-etre dólicate a traiter, ce qui suffirait a justifier qu’on 
s’en occupe.

Une autre ąuestion, sans doute difficile, est celle-ci: re- 
venant au cas ou D est un tótraedre et ou D' est le cube de 
meme volume, próciser tous les cas possibles ąuant au nombre 
de relations (i?) et (&) linóairement indópendantes et en donner 
des exemples prócis numóriąues.

11. C’est a l’aide de tels exemples prócis que M. M. Bri
card et Dehn ont tout d’abord montró la diffórence entre 
ógalitó des volumes et óquivalence finie. M. Bricard avait 
considóró le cas ou D ótait un tótraedre rógulier et D' un cube; 
M. Dehn a considóró de plus le cas ou, D ótant encore un tó
traedre rógulier, D' serait formó de deux tels tótraedres.

*) Bien entendu il conviendrait cette fois de remplacer les choix arbi
traires par des choix dótórminós, ce qui est immódiat.
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Par ces exemples, ces Auteurs posaient le probleme de 
l’óquivalence dans le cas ou D et D' sont deux systemes de 
polyedres róguliers, probleme dont nous allons nous occuper.

U est bon que je rappelle, tout d’abord, comment on peut 
calculer les ólóments des polyedres róguliers. Soit £2 le centre 
de la sphere cireonscrite a un polyedre, A un sommet de ce 
polyedre, AB une arete dont le milieu est I et soit O le centre 
d’une des deux faces passant par AB. Les diedres du triedre 
£2A, £20, £21 sont:

©-£?A=-, S>£20=
2 s f

s’il y a s faces passant par chaąue sommet et si chaąue face 
a / cótós. Les faces de ce triedre sont les angles sous lesąuels 
de £2 on voit le | cótó AI, 1’apotheme Ol, le rayon OA du 
cercie circonscrit a une face et comme les triangles £201, £20A, 
£2IA sont rectangles respectiyement en O, en O et en I, le 
calcul des longueurs a partir de l’une d’elles serait facile. Ce 
sont les diedres qui nous interessent; Ol£2 est la moitió de 
1’angle plan du diedre S> suivant AB, donc la face O£2I de

TTnotre triedre est aussi - — -. D’oii la formule:

71 & 71
cos- = sin — sin 

s 2 /
S>qui donnera sin — , d’ou tg©. On trouve ainsi, pour les diedres

T, H, O, D, I des cinq polyedres rcguliers
tgT=2|/2, tg 2/=oc, tgO=— 2|/2, tgZ>=—2, tgl=—pL

Utilisons le fait suivantŁ): Les seuls angles commensurables 
avec n dont le carre de la tangente est rationnel sont les angles:

7 n
k2f lc entier, tg2^7r=0,<

lC7t±^,
4

tg2 (kTi ± = 1»

tg2(^±|)=|,

tg2(^±^)=3-

») Voir la Notę II placóe i la suitę de cette confórence.
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Nous constatons que les angles T,0,D,I sont incommen- 
surables avec H donc un cube n'est eq. de f. f. avec aucun autre polyedre regulier de meme rolume. C’est la generalisation du 
resultat tout d’abord indiąue par M. Bricard, mais on peut 
aller plus loin.

Des valeurs indiąuees des tangentes, il rósulte ąue T-\-O=n 
donc T et O ne sont pas commensurables entre eux, sans quoi 
ils le seraient avec Soit d’autre part un couple de deux 
de nos diedres, sauf le couple T,O, et ne contenant pas H. 
Par exemple T et I, s’ils ótaient commensurables entre eux 
on aurait 2mT=2nI, m et n etant entiers; nous savons deja 
que tg 2mT et tg 2nl ne sont pas nulles puisąue T et I sont 
incommensurables avec a, mais les expressions de tg 2mT 
et tg 2nl nous les donnent sous la formę de polynómes en 
tg2 T, ou tg2I, multipliós respectivement par tg T, ou tg I. 
Donc on a:

tg 2mT—r\r2, tg2nI — r'l/5,
r et r' etant des nombres rationnels non nuls; Tegalite 2mT=2nI 
est impossible. Donc, les cinq diedres des polyedres reguliers sont incommensurables deux d deux et, par suitę, deux polyedres reguliers ne peurent etre eq. de f. f. que s'il sont egaux.

Bien entendu on pourrait aussi bien conclure que la fi
gurę D, formee d’un nombre fini de polyedres reguliers sem- 
blables entre eux, ne peut etre óq. de f. f. a une figurę D', for- 
móe d’un nombre fini de polyedres reguliers semblables entre 
eux, que si tous ces polyedres sont semblables entre eux. Mais 
meme dans ce cas l’equivalence est-elle possible? II est clair 
qu’il y a ćquivalence s’il s’agit de figures de meme volume 
et formśes de cubes, si, au contraire, il s’agissait de figures 
formees de tetraedres reguliers nous savons deja, d’apres 
M. Dehn, que l’óquivalence est impossible si l’une des figures 
contient un seul tótraedre et l’autre deux. Ceci se generalise faci
lement: un polyedre regulier autre qu'un cube ne peut jamais etre transforme par equivalence finie en plusieurs polyedres semblables d lui. Soit, en effet, L l’arete du premier polyedre.
par exemple, les aretes de ąuatre polyedres qu’on aurait dśduit 
du premier par óquivalence finie, le thóoreme de M. Dehn
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nous donnerait, puisąue tous les diedres sont ógaux et in- 
commensurables avec w,

Źi+Ż2 4- Z3 -|- Ź4
pour tout systeme de solutions rationnelles des (£). Et il y a, 
on l’a remarąue, des solutions aussi voisines qu’on le veut de 
Z,Z4,Z2,Z3,Z4; on devrait par suitę avoir:

L— Zi + Z2+Z3+Z4 1).

i) On peut aussi dire la relation i=l1+l2+1,4-1, devant faire partie 

des (.?), la relation L=Z1+Z2+l3+Z4 fait partie des (.£).

Bocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII

Mais l’egalitś des volumes reąuerrait

L = li+Z2+Z3+Z4,
il y a contradiction.

De meme, on voit qu'un systeme de deux polyedres reguliers 
ne peut etre equivalent de faęon finie a un autre systeme de deux 
polyedres reguliers, si les ąuatre polyedres sont semblables entre 
eux et ne sont pas des cubes-, car l’śquivalence reąuórrait

-Łi+-D2= Zi+Z2 et 2>i+J>2=== Zi + Z'2.

Jusqu’ici le fait que T,O,H,D,I sont incommensurables 
deux a deux est seul intervenu de sorte que les resultats peuvent 
s’ótendre a d’autres polyedres que les polyedres reguliers; 
un seul exemple suffira: Un polyedre dont tous les diedres sont 
commensurables avec n, sauf certains d'entre eux qui sont egaux, 
ne peut etre transforme par equivalence finie en plusieurs autres 
polyedres semblables d lui. Si, en effet, on representait par £ la 
somme des longueurs L des aretes des diedres A non commen
surables avec n et par £ la somme des L correspondant, et 
si itjjfca, sont les rapports de similitude des polyedres 
obtenus au polyedre primitif, le theoreme de Dehn donnerait, 
R etant rationnel,

(£— k,£—k2£—...—kp£)A = Rn, 
d’ou

&i + k2-\- ...-\-kp= 1;

tandis que 1’ógalitó des volumes exigerait

Zci +A4+... + Zfp=l.

15
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Dans le cas le plus generał de deux systemes de polyedres D 
et D' il conviendrait de meme d’exprimer arithmótiąuement 
tous les diedres & l’aide de n et du plus petit nombre possible 
de diedres, c’est-a-dire de rósoudre les óąuations linóaires 
a coefficients entiers liant les diedres et n. Lorsąue D et D' 
ne sont formós ąue de polyedres reguliers cela est possible car 
alors, tres exceptionnellement, on sait ócrire le systeme (<9).

12. Nous avons trouvó deux relations (£1), savoir:2H—n, TĄ-O—trr,
grace a elles toute autre relation (£1) s’ócrirait

d’oii
2nłT-{- 2n%D+2n3I — 2nin,

tg (2n1T+2n2D)=—tg 2n3I tg 2nxT +tg 2niD
1 — tg 2»! T ■ tg 2n*D

Or nous avons dit que

tg 2n1T1=7,^2, tg 2n2D=r2, tg 2n3I=5,
7i,r2,r3 ótant des nombres rationnels non nuls. Donc on aurait

r^+r,

l — r^l/2

rI(l-t-rl)l'2+r2(l+2rl)

1—2r^r|

ógalitó óvidemment impossible: entre les diedres des polyedres rdguliers et n il n,existe pas d'autres relations lineaires a coetfi- cients entiers ąue celles ąui resultent de 2H==ji, T-]-O=tn.
Si donc on a deux systemes D et D' de polyedres róguliers 

et que ces systemes soient equivalents, les relations de Dehn 
qui s’ócrivent, a l’aide de notations qui se comprennent immó- 
diatement,

(£t-£t)T+(£h-£h)H+(£o-£o)0-[- (£d-£d)D+ (£,-£',)I = Rn
donnent

[(fy—£o)— (£'t—X’ó)] T-\~(£n—£n) D-\-(£/—£'i)I=Ił1n, 
d’ou £r—£o—£t-—£o, £d=£d, £/—£/;
relations qui sont satisfaites si, et seulement si, Fon a:

£r—£o—£r—£o, £d~£'d, £i=£'i.
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Ces conditions necessaires d'equivalence sont, acec celle qui cxprimerait Pegalite des rolumes, les seules que nous sachions ecrire pour le cas de deux systemes de polyedres reguliers. Elles 
fourniraient naturellement a nouveau les enonces deja, for- 
mulćs mais elles permettent d’aller un peu plus loin; on peut 
affirmer, par exemple, qu'un polyedre regulier autre qu'un cube ne peut etre transforme en polyedres rdguliers semblables entre eux par equivalence finie. Les conditions necessaires pró- 
eedentes exigeraient en effet que les polyedres obtenus soient 
semblables aussi au polyedre primitif. On peut dire aussi qu'un polyedre regulier autre qu'un cube ne peut etre transforme par equivalence finie en deux polyedres reguliers. En effet, il nous 
suffit d’examiner le cas ou les deux polyedres obtenus ne sont 
pas semblables entre eux; mais alors nos conditions expri- 
meraient que l’un d’eux est semblable au polyedre primitif 
et au moins egal a celui-ci, ce qui est impossiblę.

Quant a l’equivalence finie d’un polyedre rógulier en un 
systeme de polyedres reguliers, nos conditions nócessaires 
laissent les possibilites suivantes: transformation d’un po
lyedre regulier P en des polyedres P„ semblables a P et dont 
la longueur totale des aretes est la meme que pour P, et de 
plus en des cubes, <?, des tśtraedres C, des octaedres <9 la lon
gueur totale des aretes des tetraedres C etant egale a la longueur 
totale des aretes des octaedres (91). Dans le cas oii P est un 
cube, la condition d’egalitć de longueur totale entre les aretes 
de P et de Pi disparait; de sorte que, par exemple, il n’est 
pas exclu qu’un cube puisse etre eq. de f. f. a un systeme 
formę d’un tótraedre et d’un octaedre.

1) Bien entendu, meme si P est un tetratdre par exemple, il faut dis- 
tinguer les P, des C.

Nous sommes entierement dópourvus de moyens ayant 
quelque genóralite pour decider si les óquivalences que nos 
conditions necessaires ne nous ont pas permis de declarer 
impossibles, existent> ou non. On ne connait, en effet, aucune 
condition suffisante d’equivalence, si restrictive soit-elle; on 
ne connait que des exemples d’ćquivalence. C’est la une grave 
lacune de la thóorie actuelle de l’óquivalence finie, sur laquelle 
j’appelle l’attention des jeunes chercheurs.

15*
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C’est par des dissections de polyedres reguliers en po
lyedres reguliers — ce qui est un cas particulierement óvident 
d’óquivalence finie simple entre le polyedre primitif et 1’en
semble de ses parties — que je vais repondre, tres partielle- 
ment, aux questions d’existence soulevees il y a un instant.

13. On connait bien deux telles dissections. Partant d’un 
cube, d’un tetraedre regulier ou d’un octaedre regulier, divi- 
sons-en les aretes en n parties egales, n etant un entier 
quelconque, et par les points de division menons des plans 
paralleles aux faces. Nous dissequons le polyedre initial P en 
polyedres róguliers p. qui sont tous des cubes si P etait un 
cube, qui sont des octaedres et des tśtraedres si P ótait un 
tótraedre ou octaedre. Par exemple, on divisera ainsi un cube 
en 8 cubes, un tćtraedre en 4 tetraedres et 1 octaedre, un 
octaedre en 6 octaedres et 8 tetraedres. La prolongation indefinie 
des sćries de plans paralleles qui viennent de nous servir donnę 
deux pavages de l’espace: le pavage I en cubes ćgaux, le pa- 
vage II en tetraedres et octaedres de meme longueur d’arete. 
Si nous ne conservons que 3 des 4 series de plans paralleles 
qui donnaient le pavage II, nous obtenons un pavage III la 
maille est un parallólipipede a faces losanges, un rhomboedre. 
Ce rhomboedre, qui se presente a nous comme formó d’un 
octaedre regulier et de deux tótraedres reguliers, est, comme 
tout prisme, ćq. de f. f. a un cube. Donc un cube est eq. de f. f. au systeme formę de deux tetraedres reguliers et d'un octaedre regulier, tous trois de meme longueur d'arete.

Ainsi, partant d’un cube P divisó en cubes p., nous pour- 
rons agglomórer certains de ces p;. en cubes plus grands, rem- 
placer d’autres p. ou certains de ces cubes plus grands par des 
systemes de deux tótraedres et d’un octaedre; partant d’un 
tetraedre ou octaedre P divise en tótraedres et octaedres p. 
nous pourrons agglomerer certains de ces p. en tetraedres ou 
octaedres plus grands puis remplacer certains des systemes 
de deux tetraedres et d’un octaedre tous trois de meme lon
gueur d’arete par un cube. Bref, nous prouvons que par eąui- ralence finie un cube, un tetraedre regulier ou un octaedre regulier, peut etre transforme en un systeme formę de cubes, de tetraedres reguliers et d'octaedres reguliers.
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14. Renonęons a la transformation d’un rhomboedre en un 
cube par equivalence, les pavages I et II nous donnent d’abord 
les p., des agglomórations convenables de ces p. nous donnent 
quantite de dissections d’un cube (d'un tetraedre ou octaedre) en cubes (en tetraedres et octaedres) dont les faces sont paralleles d celles du solide primitif-, les aretes de tous ces solides ont une eommune mesure, savoir la n-ieme partie de 1’arete de P si, pour 
avoir le pavage, on avait divisó cette arete en n parties ógales.

Pour terminer, je vais prouver que les dissections gui riennent d'etre indiguees sont les seules dissections de polyedres reguliers en polyedres reguliers gui existent. En effet, si un polyedre P 
est dissóquó en polyedres partiels Pi, chaque diedre de P est 
une somme de diedres des P,; or entre les diedres des polyedres 
róguliers n’existent que les relations 2H=n, TĄ-O—n. Donc 
si P et les P, sont róguliers, ceux des P, qui emplissent les 
diedres de P sont semblables a P. La longueur totale des aretes 
de ceux des P, qui sont semblables a P doit donc etre supó
rieure a la longueur des aretes de P, puisque les aretes de ces P-, 
qui ne sont pas toutes confondues avec celles de P, doivent 
pourtant recouvrir toutes celles de P. Mais nos conditions 
necessaires d’óquivalence appliquóes a P pris pour D et a la 
familie des P/ prise pour D' montre que si I) est un dodócaedre 
ou un icosaedre ces deux longueurs totales doivent etre ógales. Un dodecaedre ou un icosaedre ne peut donc pas etre dissegue en polyedres reguliers.

Supposons, pour fixer les idees, que P soit un tetraedre; 
ses diedres sont remplis par des tetraedres P,; enlevons-les. 
II nous reste un polyedre, ou un ensemble de polyedres, P' dont 
les diedres infórieurs a n sont ógaux a n—T=O donc sont 
remplis par des P, octaedriques. Ces octaedres ont leurs faces 
paralleles a celles de P; donc, en enlevant ces nouveaux P,-, 
on a un polyedre P" dont les diedres infórieurs a n etant 
toujours formós par des plans de memes directions sont T 
ou O-, on pourra donc continuer le raisonnement jusqu’a ce 
qu’on ait enlevó tous les P,. La dissection de notre tótraedre 
n’est donc bien possible qu’en tótraedres et octaedres a faces 
paralleles a celles du tetraedre primitif.

Prenons trois aretes de celui-ci pour axes de coordonnóes 
et considórons les projections obliques associóes a ces coor- 
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donnees. Les sommets des P, projetćs divisent les axes en 
segments que j’appellerai respectivement at,bj,ck. Appelons l,„ 
l’arete de P„„ l celle de P. Entre toutes ces ąuantitós il existe 
des relations lineaires, celles qui expriment l et les Z„, en fonctions 
des «/, en fonctions des blf en fonctions des c,, d’une maniere 
pour les tetraedres, de deux manieres pour les octaedres qui 
ont, chacun, deux aretes paralleles a chaque axe et celles qui 
expriment que chaque tetraedre a une face parallele a celle 
des faces de P qui n’est pas plan de coordonnóes et que chaque 
octaedre a deux telles faces. Toutes ces relations sont lineaires 
homogenes a coefficients entiers, elles permettent d’obtenir 
sans indetermination les at,bj,Ck en fonction de l et des lm.

Considórons le systeme (£) d’óquations lineaires obtenu 
en remplaęant, dans toutes les relations linóaires, homogenes, 
a coefficients rationnels entre les a, b, c, l, les longueurs connues 
ai,bj,Ci!,l„, par des inconnues at,bj,ck,lm. Ce systeme est possible, 
nous allons montrer qu’il est dćtermine et nous savons qu’il nous 
suffira pour cela de montrer qu’il determine les Zm. S’il n’en 
etait pas ainsi on aurait des solutions telles que: 

les Z1,Z2,... ótant des parametres arbitraires. Or, parmi les conse- 
quences algóbriques de (<S), se trouve la relation qui gónśralise 
celle exprimant que le volume de P est la somme de ceux 
des P,, savoir:

A,n etant 1 ou 4 suivant que Pm est un tótraedre ou un octaedre. 
Or ceci s’ócrit:

Z =^jAmZ,n-|-...-|-3 ^A„|Zm(Z;n) -ZiH-...
II faudrait donc, en particulier, que l’on ait

2XZm(Zi.)2=0,
relation impossible puisque tous les termes du premier membre 
sont positifs. Notre systeme est donc dśterminś, sa rśsolution 
donnera les lm en fonction de Z par des calculs rationnels faits 
a partir des óquations (£) a coefficients entiers; les rapports 
lm/l sont donc bien tous rationnels.

Le raisonnement precódent s’appliquant aussi bien aux 
cas de l’hexaedre et de 1’octacdre, notre theoreme est dćmontre.
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15. II est assez curieux de remarąuer qu’il conduit a une 
condition de commensurabilite a rapprocher de celles aux- 
quelles la theorie des quanta, rajeunissant et renouvelant les 
anciennes lois de rapports simples, a conduit rócemrnent.

Et, puisque nous pensons un instant a la physique, cons
tatons que des móthodes comme celles relatives a l’etude 
des cristaux par les rayons X, ont montrć l’interet que pró- 
senterait pour les physiciens une connaissance profonde des 
polyedres, que les mathómaticiens ont jusqu’ici tres peu etu- 
diós 1). (Test l’une des raisons qui m’a fait choisir le probleme 
de l’óquivalence comme sujet de cette confórence; ce probleme 
peut en effet fournir une occasion de pónótrer quelque peu 
dans le monde peu connu des polyedres.

i) Recemment un physicien franęais, M. G. Fournier, retrouvaii 
les nombres de la serie de Mendeleef par la considóration de certains 
corps formes a l’aide du pavage II.

Ce probleme n’est evidemment pas de ceux qui s’imposent 
avec urgence a l’attention des mathómaticiens physiciens, 
malgró ses origines lointaines qui le rattacheraient quelque 
peu a l’atomistique: C’est, en effet, le besoin, 1’espoir de trouver 
des constituants simples et constants pour les corps qui fit 
croire aux mathómaticiens que deux longueurs quelconques 
avaient toujours une commune mesure, un atome commun, 
et l’óquivalence de deux polyedres des qu’ils ont le meme 
volume pouvait sembler etre une consequence naturelle de 
l’existence pour ces deux polyedres d’atomes communs. En 
somme, des espoirs en ce sens semblaient fondes puisque la 
meme idóe gónórale avait procuró de remarquables succes: ainsi, 
en considórant le plan pavó de triangles ógaux, on avait ótó 
conduit au thóoreme de Thales.

Peu importe, apres tout, que le probleme de l’óquivalence 
ait ou non une importance concrete; le mathematicien ne 
s’occupe pas des questions a cause de possibilitós d’utilisations 
immódiates; il lui suffit qu’il reste a chercher, qu’il y ait des 
difficultós a vaincre, des beautós a dócouvrir; j’espere avoir 
róussi a convaincre les jeunes qui ont bien voulu m’ócouter 
que le probleme de l’óquivalence remplit ces trois conditions.
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Notę I

Je vais reprendre ici la dómonstration, esquissee dans 
le texte, du thóoreme de M. Dehn. Nous sommes partia de 
deux polyedres, ou systemes de polyedres, D et D', divises 
respectiyement en polyedres d', congruents; nous avons 
considóró un segment s„ d’une arete de l’un des d, pris aussi 
grand que possible sans qu’il contienne un sommet des d, a son 
interieur et a ce segment de longueur an, nous avons attachó 
la somme des diedres ap des d, qu’on rencontre en tournant 
autour de s„. Or, on a:

(1) ^n==-J-Aj 2?T, TT,

suivant les cas. On a aussi la relation analogue pour D’, les 
S'n ótant aussi des sommes de diedres ap

(1') 2’ń=Ai, 2n, at;

Les longueurs lm des aretes des d, et les longueurs L,„ des 
aretes de D s’expriment par des relations:

(2) i,n=^0A°A>

les 0k et ótant ógaux a 0 ou a 1. Et de meme

(2') Lm=Sr)kok.

D’apres la dófinition meme des et a* nous sommes d’ail- 
leurs certains que l’inversion des systemes (2) et (2') est possible 
et donnerait des relations

(3) 0'*= (3') tfA= fzUn~l~ L1-L71

les C,t,C',t' ótant ógaux a O ou a + 1; chaque oh est donnę par 
au moins une ógalitó (3) mais peut-etre donnó par plusieurs 
telles ógalitós et de meme pour <r*.

De sorte que lorsque Fon formę, avec M. Dehn, la somme 
^anX,„ sa valeur 2?Zma„„ óvidente góomótriquement, rósulte 
aussi algóbriquement des ógalitós (2) ou (3). On a ainsi, comme 
consóquence algóbrique de (1), (2) la relation:

(4) ^m Um === JE?A-d A-F zL 
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f ótant egal a 0, 2 ou 1 suivant que le second membre de 
1’egalite (1) relative a Dk est un A, est 2%, ou est n. Tenant 
compte de (3), ceci s’ecrit encore:

(5) 2- ^nidm—2. +

les E et e ótant des entiers positifs, negatifs ou nuls.
De meme on aura:

(5') A lmO-m—2. LhAh-\-n(2j EkLk-\-^e'klk)>

d’ou
(6) ZLkAk—XLkAk=n[^EkLk—ZE'kLk+^ (ek—e'k)lk\-

Cette relation, etant consóąuence algóbriąue des prścśdentes, 
il suffirait que des yariables^ Zfc, J /(, Zj,, JJ;, , d,„, <f,,, an ver if ient
les relations (f), (1'), (2), (2') obtenues en mettant dans (1), 
(1'), (2), (2'), ces variables a la place de -Aa, ^/n,& nj &n
pour qu’on en deduise:

(6) S LkAk-£ LkA'k=n | Z EkL-£EkLk+ %(ek-e'k) lk' ■

L’egalite (6) ne contenant pas am,an,a'n, eliminons ces in- 
connues des equations (1) et (!') d’une part, (2) et (2') d’autre 
part; ceci nous donnę des relations desquelles, dans l’ignorance 
ou nous sommes de la disposition et de la formę des d, et d\, 
nous pouvons dire seulement que ce sont des relations lineaires 
homogenes a coefficients entiers entre les Ak,Ak et n d’une 
part, entre les Lk,L'k,lk d’autre part.

Resolvons ces dernieres relations par rapport aux l„, nous 
obtiendrons chaque Ż„ comme fonction linóaire homogene 
a coefficients rationnels des Lk,L'k, et óventuellement de para- 
metres arbitraires. Portons ces valeurs dans (6), les parametres 
arbitraires ne figurant qu’au second membre disparaitront 
et nous trouverons:

(7) XLk(Ak— rkn)=£ Lk(A'k— r’kn),

les r et r' etant des nombres rationnels.
Nous avons dit que les Ak, A'k doivent verifier certaines 

relations lineaires, celles-ci sont vórifióes par Ak,A'k donc nous 
serons certains d’avoir bien choisis les Ak,Ak si nous les astrei- 
gnons a vórifier toute relation lineaire du type considćre que
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yerifient les Ak,A'k. Les Lk,L'k doivent yórifier les relations 
linóaires homogenes a coefficients entiers resultant de l’óli- 
mination des lH,dn,a'n entre (2) et (2'), relations qui sont toutes 
yórifióes par Lk et Lk, donc:

A. Si D et D' sont eq. de f.f., d chacun de leurs diedres on peut attacher un nombre rationnel rk ou r'k tel ąue l'on ait la relation (7) pour toute solution Lk,L'k des Eąuations (f) lineaires homogenes d coefficients entiers et ąui sont cerifiees par Lk,L'k, et par toute solution Ak,A'k des e'quations (£1) lineaires, d coefficients entiers, dont le second membre est un nombre entier de fois n, et ąui sont rerifiees par Ak,A'kl).
A cet ónoncó, adjoignons-en deux autres qu’on aurait 

obtenu, le premier en ne remplaęant pas an,,Ak,A'k par des 
yariables, le second en ne faisant que ce remplacement.

U. Si D et D’ sont eq. de faęon finie, on a la relation:
(8) ^Lk{Ak—rkn)=^L'k(A'k—r'kn)i
pour toute solution des eąuations (£).

C. Si D et D' sont eq. de f. f., on a la relation:
(9) ÓJi),

pour toute solution des eąuations (£1).
En apparence ces ónoncćs sont plus particuliers que A, 

en róalitó, ils sont equivalents. Supposons, en effet, que la con
dition (8) soit yórifióe. La solution la plus gónórale des (£) 
est une combinaison linóaire homogene d’un certain nombre p 
de solutions rationnelles et pour
chacune de ces solutions on a donc:

(10) V £k,i(Ak—rkn)=Z £ź,,t(A'k—r’kn).
x) Les eąuations (.Z’) et (S) sont en nombre infini, mais il suffit d’ócrire

un systóme arithmótiąuement complet de ces eąuations, c’est-ń.-dire tel
ąue toute autre eąuation (.£) et (ćf) soit une combinaison linóaire a coeffi
cients rationnels de celles ecrites.
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Or ceci est une relation lineaire homogene entre les Ak,Ak 
et n qu’on pourrait ócrire avec des coefficients entiers, elle 
fournit donc une des óąuations (SI), donc on a aussi:

£k,i(Ak rk7l)=^j ^k.i(Ak rk7l).

Et, par combinaison linóaire homogene de ces p relations, 
on obtient la relation (7).

On dómontrera de meme que C est óquivalent a A en remar- 
quant que la solution la plus gónórale des (St) s’obtient a partir 
d’un certain nombre q d’entre elles, qui sont commensurables 
avec Tt, comme combinaison linóaire homogene et dont la 
somme des coefficients est un de ces q solutions particulieres.

La gónóralitó de A ótant apparente, utilisons l’ónoncó B. 
II fournit les p relations (10); chacune d’elles s’ócrit encore

(11) X £k,iAk—X £kjA'k= RtTt,

Ri ótant rationnel et donnó par

(12) S £'k.tr'k-X £k.trk=R<-

Mais les p systemes de nombres £k,i,£k,i ótant linóairement 
indópendants, comme systeme fondamental de solutions des (£), 
les relations (12) donnent des nombres rationnels rk,r'k ąuelles 
ąue soient les valeurs rationnelles ąue l’on donnera aux Rk. 
Donc on peut remplacer les p relations (10) par les p re
lations (11) avec la seule mention que les R-, doivent etre ra
tionnels. Or, s’il en est ainsi, toute solution rationnelle des (£), 
ótant combinaison linóaire homogene a coefficients rationnels 
des £k,i, £k.i, fournira une relation de la formę (11). D’ou l’ónoncó 
de M. Dehn, óquivalent aux precódents:

U. Si D et D’ sont eq. de /. pour toute solution rationnelle 
des equations (£), on a une relation

(13) (Lk)rAk—5] (Lk),Ak=Rti,
R etant rationnel.

Les ónoncós A,B,C,D sont donc óquivalents; si, par exemple, 
l’ónoncó de M. Dehn ne parle que des óąuations (£) comme 
il oblige a reconnaitre si la relation (13) est ou non vórifióe, 
c’est-a-dire si elle est ou non une des relations (SI) il suppose 
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donc aussi en realite, des connaissances relatives aux óqua- 
tions (®). C’est pourąuoi j’ai prófóró donner tout d’abord un 
ónoncó qui montre que les róles des (£) et des (tS) sont pa- 
ralleles, mais il fallait aussi que je mette en gardę contrę la 
gónóralite, plus apparente que róelle, de cet ónoncó A.

Imaginons que nous sachions effectivement former les (£) 
et les (<Sl), alors nous trouverons, comme il a ótó dit, les Lk,L'k 
par des formules 

Lk—tt H- tz ~k,i 4~. • • 4- tp £k,p, Lk~ti A’*,i + •••~\~tp£k,p

et les Ak,Ak par des formules

Ak = :n (&k,0 A @lSik,~h OqS)k.q), Ak = ^(&k,0+ 01 &k,lA"‘ ~\-f)q®k,q)

les t et 0 ótant des parametres arbitraires, les £1, O', Si, Si' ótant 
rationnels comme les C*)Z, les SikJ,Si'kti donnant un systeme 
fondamental de solutions des óquations homogenes {Si) deduites 
des (<ST) en y remplaęant n par zóro.

Si nous portons ces expressions dans (7) nous avons les p 
relations

V rk) =Z ^A^-r'k)

qui s’ócrivent encore

les Słi ótant rationnels, et les pq relations x)

Mais si nous avions utilisó 1’ónoncó de M. Dehn, par exemple, 
les memes relations se seraient immódiatement aussi pró- 
sentóes a nous car les <Slk, &k s’obtiennent en donnant aux 0 des 
yaleurs qui doivent etre arithmótiquement indópendantes 
linóairement; sans quoi, en effet, les Ak,Ak yórifieraient une 
relation de la formę (&) que ne yórifieraient pas tous les Ak,Ak, 
ce qui est absurde. Des lors, en portant ces expressions des

q Cesrelations ont ete ecritespour lapremióre fois par M. O. Nicoletti 
qui, dans ses recherches, a aussi mis en óvidence le parallólisme des róles 
des systemes (.£) et (&) (Rend. della R. Acc. d. Lincei. 1-er sem. 1913. Rend. 
del Circ. Mat. di Palermo 1-er sem. 1914 et 2-e sem. 1919).
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A^A* dans la relation (13) nous aurions bien nos memes p(#4-l) 
relations.

Ainsi, non seulement tous les enoncćs sont śquivalents 
theoriąuement, mais ils le sont pratiąuement car ils conduisent 
aux memes calculs.

Je ne me suis occupe que de l’equivalence simple. Le pas- 
sage a l’equivalence par multiplication est immediat; pour 
l’equivalence par difference, nous raisonnerons, avec M. Dehn, 
comme il suit:

Soient zl et zl' deux systemes de polyedres eq. de f. f. simple 
ou par multiplication et supposons que D-\-A et soient
aussi eq. de f. f. simple ou par multiplication. Nous aurons 
a considerer trois systemes d’equations (£), celui relatif a la 
comparaison de Zl et zl', soit (£)j, celui relatif a la compa- 
aiso n de D+A et D'4-Zl', soit (£)z>-hi et celui relatif a la com
paraison de D et D', soit (£)/>.

Pour que des L, et Lj relatifs aux diedres de D et Z>' appar- 
tiennent a une solution des ( il faut qu’ils verifient les 
equations obtenues en eliminant, dans les (£)o+4 les Li,Lj 
relatifs a zl et Zl', śquations qui font partie des (l’)o, qui sont 
meme les {£)d car toute equation (£)0 appartient ecidemment. 
aux (£)d+a- Raisonnant de meme les (£)j remplaęant les (£)o, 
on voit que toute solution des (f)o-i-a est formee par 1’asso- 
ciation d’une solution des (£)1} qu’on peut prendre arbitraire 
avec une solution convenablement choisie des (£)j.

Donc, a une solution rationnelle des (£)D, il suffit d’ad- 
joindre une solution rationnelle convenable des (f)j pour avoir 
une solution rationnelle des (£)d+j; mais ceci nous donnera

(13h

entre les elements de zl et zl';

(13)d+j V (Z*),A/.—(L'h)rA'i,= Sn,

entre les elements de D-j-Zl et D'+zT; d’oii par difference,

(13)/;  21 (Z*)rA*—(Zi)r A;=(jR— S) n,

entre les elements de D et D'. D’oii 1’enonce D, et par suitę 
aussi les enoncós A,B,C pour l’equivalence generale.
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Notę II

Dómontrons la proposition utilisóe dans le texte: les seuls nombres de la formę ±| r, oii r est rationnel, qui sont egaux a la
tangente d'un are commensurable avec n, sont 0, ±1, ±1^3, ± 1

K
Ecrivons r sous formę irróductible m/n; nous supposerons 

d’abord que l’un des deux nombres m et n, premiers entre 
eux, admette un facteur premier p, autre que 3. Et puisque, 
si mfn śtait la tangente d’un are commensurable avec n, il en 
serait de meme de n/m, supposons que p divise m. Et montrons 
qu’on ne peut avoir

lc et N ótant entiers. L’expression de tg 2Nx en fonction de tg x 
nous donnerait, a l’aide des coefficients binomiaux tó.y,

0= CiN tg x— C^ytg1 x-\- ...± CIn ' tg1N~1X
ou, en divisant par tg x et en multipliant par n,y]

5
O AT V 1 2^f * —1 Ar o —1 a, q0=2A'-nA 1--------- - ------ mnN ---- ---m~nNs+...

3 o

+ -± I? mknN~k~x+ ...±2NmN~'.K -f-1

m contient p a une puissance positive a, n ne le contient pas, 2N le contient a une puissance (i positiye ou nulle. Le premier 
terme du second membre contient donc p exactement a la 
puissance /S; le second terme le contient a, la puissance a
& cause du facteur m et a la puissance /? au moins a cause de

3 2.y-Civ i
3

puisque, p ótant diffórent du dónominateur 3,

admet le facteur p au moins autant de fois que 2N.
Pour les memes raisons, le terme 

2N-Cłkx_l2k-\-l k m n
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admet p au moins a la puissance ka+0, tant que p ne divise 
pas le dónominateur 2fc±l et au moins a la puissance —y si p est a la puissance y dans 2fc±l. Mais alors p n’est pas ógal a 2, il est au moins egal a 5, et de plus on a:

2fc+l2k-i-l^p:'^5^^5y, —<k^.ka.
Donc p est contenu dans le terme examinę plus de fi fois. 

L’ógalitó envisagee est donc impossible, puisqu’au second 
membre tous les termes, sauf le premier, seraient divisibles 
par le thóoreme est demontre pour le cas envisage.

II nous reste a examiner le cas ou l’un des deux nombres m 
et n est une puissance de 3 supórieure a la premiere et ou l’autre 
est ógal a 1. Soit m=3a, a>2; n—1. fi et y ayant les memes 
significations que plus haut, on aura cette fois

2fc4-1
2&±1^3}’^3y, —r—^.k<Zka.

O

Le thóoreme est donc aussi prouvó pour ce cas, et Fon 
voit en meme temps comment s’introduit le cas exceptionnel p—3, a=l indiquó par Fónoncó.

Ce modę de raisonnementx) est susceptible de fournir des 
rósultats plus gónóraux, mais moins simples et que je ne puis 
dóvelopper ici, relatifs par exemple a d’autres irrationnelles, 
3 2
J6- ou a±bfr, par exemple.

Le raisonnement par lequel, dans le texte, on a formó 
toutes les óquations (3) pour le cas des polyedres róguliers 
peut aussi etre utilisó dans des cas beaucoup plus gónóraux. 
U suffira ici de donner cet ónoncó: si Von a des angles Alf A2, ...,A,< dont les tangentes ne sont egales ni d 0, ni a ±1, ni a ± |^3, 

ni « et ont des enpressions de la formę tg r, etant
y3rationnel, si, de plus, chague rt, d partir de i—2 contient d son numerateur ou d son dónominateur un facteur premier d une

i) C’est celui que M. H. G. Forder, dans son ouvrage: The Foundations 
of euclidean Geometry, utilise pour le cas particulier de T= 2|/2, d’apres 

une suggestion de M. R. Cooper.
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puissance impaire et ąue ce facteur ne se troure a une puissance impaire dans aucun terme de rur2,...,ri-.if il n'existe entre les A et 7t aucune relation a coefficients entiers.
En effet, une relation

tg [2niAiH-2n2-^-2H-... + 2»«J.«]==0,

entrainerait entre les |zr, une relation linóaire par rapport 
a chacun de ces radicaux et a coefficients rationnels en tant 
que relation multilinóaire, ce qui est impossible.



SUR LES POINTS ZĆROS DES FONCTIONS 
ANALYTIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES

Par F. Leja, Kraków

Dósignons par Rk Fespace de yariables complexes et
par {Pn} une suitę de points diffórents quelconques de Rk ten- 
dant vers 1’origine des coordonnóes 0.

Je dirai qu’une suitę {P,,} de Rk est une suitę de Caratheodory, ou qu’elle est du type C, si chaque fonction analytique 
de k yariables complexes, róguliere au yoisinage du point 0, 
s’annule identiquement lorsqu’elle s’annule en presque tous les 
points P„.

On sait que chaque suitę {Pn} du plan R^ est du type C 
et que cette proposition n’est pas vraie dans le cas de Pespace Rk, ou k^1). Nóanmoins, il existe dans chaque espace Rk 
des suites {Pn} du type C. De telles suites ont ótó construites 
par C. Caratheodory *).

Je vais donner une condition suffisante tres simple pour 
qu’une suitę {P,,} de Fespace soit du type C. Nous dósi
gnerons par (x, y) les coordonnóes d’un point yariable dans Rt 
et par (x„,yn) celles du point P„.Chaąue suitę {xn,y„}, ou |y„|>0, tendant vers 1’origine des coordonnees est une suitę de Caratheodory si la suitę
(1) {ynl&n}
a une infinitó de points d’accumulation.

i) Par exemple, la fonction f(x,y)=—x+y* n’est pas identiquement 
nulle bien qu’elle s’annule aux points P„ des coordonnóes x — xln,y—xn, 
quel que soit xn ->■ 0.

*) Journal fur Mathein., t. 165 (1931), p. 180—183.

Roctnik Pol. Tow. Matem. T. XVII 16
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Dómonstration. Soit f(x, y) une fonction analytique, 
dóveloppable en une sórie double

(2) /(®,y) = J

absolument convergente dans un domaine

(3) |#| + |y|<<5, ou a>o,

et remplissant la condition j{xn,y,,)=0, pour n>N. La sórie 
simple

oo oo
21 (an,o X“+a,,-1,1 x" 1 y +...+ao,n y")—£ v„(x,y) n=0 n=0

converge uniformóment dans le domaine (3) et Fon a dans ce 
domaine

oo
(4) f(x,y)=£v„(x,y).n=0

Puisąue f(xn,yn) tend vers /(O, O)=aoo on doit avoir 000=0. 
Supposons que tous les coefficients afiv pour p,-\-v<k soient 
nuls et que le polynóme

Vk(x,y)=x1' ■ vk(l,yix)
ne soit pas nul identiquement. Comme le polynóme 
de la variable z n’a que k zóros au plus il existe parmi les 
points d’accumulation a, de la suitę (1) un point fini a 
tel qu’on a
(5) a) 4=0.

Soit {x'n,y'n} une suitę partielle de {x„,y„} pour laquelle y'nlx'n=an-*-a et soit r>0 un nombre tel qu’on ait |a|<r. II est 
clair que si n>N, ou N est un nombre suffisamment grand, 
on a |a| <r et les points (x'n, y'n) appartiennent au domaine (3), 
donc la sórie

/«,y;)=<lvA(l,ozi) + <-vA+,(1,an) + <2-®A+2(1,an)+....] 

conyerge pour n>N, et comme jx'n,y'n)=0 et x'n=£ 0, car a est 
fini, on a pour n>N
(6) ”*(!> «„) + < • d, «„) + <2 • %.2(1, a„) + •••=<>•
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Mais toutes ces ógalitós ne peuvent pas se produire dans 
1’hypothese (5). En effet, on a lim v*(l,a„)=v*(l, a)=ł=0 et 
nous allons voir que la somme n'*°°

Vn(a!'J=a!nVk+l(1> aJ+XnVk+2(1> -

tend vers zóro avec 1/n. Posons dans ce but

V„ (xy)=\an,oxn\ + |an_i,! xn~' y\ +... + |a0„yn|

et observons que la sórie J/7n(a>y) conyerge dans le domaine
(3),  donc la sórie entiere simple en x

a?*[7*(l, r)4-a;7*+i(l, r)+<ra7*+2(l, r)+...]

conyerge dans le cercie

|®|4-r|®| <<5, ou (a;| < <5/1 + r.

Par suitę la somme

0>(a?)=|a?|. 7*4.1 (l,r) + |®|2 • 7*+2(l,r)+...

tend vers zóro avec x et comme |a„|<r pour n>N on a pour n>N et m^lc an)|^7m(l,r) et par consóquent

|?>n(aO|<^(®ń)
ce qui prouve que lim ę>n(af )=0.

n->oo

L’hypothese que les polynómes v„(x,y) ne sont pas tous 
nuls identiquement conduit donc a une contradiction, et par 
suitę notre proposition est dómontróe.

Observons que, si la suitę (1) n’a qu’un nombre fini des 
points d’accumulation, la suitę correspondante {xni yn} ne jouit 
pas nócessairement de la propriótó C. Par exemple, la fonction

f(x,y)=(y—aox)(y—a1x)...(y—ap^ix)
s’annule aux points de la suitę {xn,yn}, si yn=a.xn, pour n=pv+j, O^.j<p, v=0, la suitę correspondante {yn/xn} 
n’a ici que p points d’accumulation.

La proposition prócódente peut etre ótendue aux suites {Pn} 
de 1’espace Bk a un nombre quelconque de dimensions. Nous 
dósignerons par (x,y,z,...,u) les coordonnóes d’un point va- 
riable dans Bk et par (xn,yn,zn...un) celles du point Pn.

16*
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Je dirai qu’un ensemble E de points de Rk jouit de la propriete P si chaque polynóme de k variables complexe8 (non 
identiąuement nul) est diffórent de zero en un point au moins 
de E. Ceci pose, on peut dómontrer la proposition suivante 
que j’ónoncerai pour le cas &=3:Chaąue suitę de points {xn,yn,zn}, dont une des ooordonnćes au plus est egale d z&ro, tendant vers 1'origine des coordonnćes est une suitę de Carathćodory si 1’ensemble des points d’accumu- lation de la suitę {yJXn1 W.)jouit dans 1’espace R2 de la propriete P.

La dómonstration est analogue a la precedente.



SUR LA NOTION DE COLLECTIF

Par Jan Herzberg, Lwów

Introduction

M. A. Wald1) a prócisó la notion de collectif a l’aide de 
la notion gónóralisóe du procóde de choix, ce qui lui a permis 
de donner la dómonstration effective de l’existence des col
lectifs, sans recourir a des axiomes spóciaux quelconques2). 
Ce rósultat a frayó la voie a la rósolution complete du 
probleme des fondements de la theorie des collectifs, amorcóe 
par M. E. v. Mises 3). La móthode de M. Wald a cependant 
ce point faible qu’elle relativise la notion de collectif. Un 
ensemble dónombrable 8 de procódós de choix ótant donnę, 
il existe alors des collectifs relatwement d S. De cette maniere 
la thóorie perd le contact avec la róalitó, puisqu’elle ne donnę 
aucune indication si un procódó de choix pratiquement donnó 
appartient ou non a <8.

Une rósolution complete de cette difficultó estdounóe par la theorie des types logigues dans sa faęon pure (c.-a-d. sans l’axiome 
de reductibilitó). Dans chaque systeme logique basó sur la pure 
thóorie des types on peut concrótiser l’idóe de M. Wald. 
II suffit de poser pour 1’ensemble indóterminó S 1’ensemble 
de tous les procódós de choix d'un certain type logique, c’est 
a dire un ensemble denombrable assez large pour contenir tout 
procóde de choix qui pourrait apparaitre en pratique. Alors la

x) A. Wald, Sur la notion de collectif dans le calcul des probabilites, 
Comptes rendus, 202 (1936).

a) A. Wald, Die Widerspruchsjreiheit des Kollektiobegriffes der Wahr- 
seheinlichkeitsrechnung, Ergebnisse eines math. Kolloąuiums, Heft 8, 
Wien 1937.

•) R. v. Mises, Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Math. 
Zeitschr. 5 (1919).
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notion generale de collectif peut etre definie sur l’etage typicai 
suivant. Cette methode de construction reproduit parfaitement 
le caractere „irregulier“, et pourtant dóterminó, du collectif.

En particulier un systeme de la semantique theorie des types 
qui róalise de la plus simple maniere les principes de la pure 
thśorie des types, est convenable pour servir de base au calcul 
des collectifs. Un nouveau modele du systeme de la sśman- 
tique thćorie des types a ótó donnę rścemment par MM. L. 
Chwistek et W. Hetper 4). En m’appuyant sur ce dernier 
travail je reconstruis la notion de collectif selon la móthode 
esąuissśe plus haut.

I. Construction des notions auxiliaires
1. Classes et relations. Nous introduisons une petite mo- 

dification dans la thdorie des classes et des relations, developpće 
par MM. Chwistek et Hetper 5), pour simplifier la notation. 
Au lieu des abreviations donnóes a la page 31 de New Foundation, 
nous admettons les suivantes:

Cl[AJfZ]XZHA est une 
abróv. do

Cls[2VMZ]£W
Class [NML^E e[NML]XE | [NMLfEFG

/\=E*aNMH[-0(L)] ^{HaNM}[-0(L)](HaNMXA)[.0(L)] II [NL]xnl a [JfZJaM C1[AMZ>W. EHaifl. 
E[ [ML]hML Cis [NHL]EhMi.

A C1[NML]XEhMi.aMi.aini.
A Class [NML]E/\ Class [NML] F

/\ Class [NML]G f/ [AZ] xNL 
e [ N ML}xnlE\e[NME]?NLFe [N ML]xNI.G

Les operations de negation, d’addition, de multiplication, 
ainsi que les notions d’inclusion et d’śgalitó des classes peuvent 
etre obtenues sans difficultó h l’aide de la notion prócódente \[NML\EFG.

Nous introduisons encore:

\Zkm com“e abr'^ *aArAf=ajvA/ayA/[-O(M)] (la classe pleine). 
viation det\NM „ „ *aArW~ = aIvA/a.vw[-O(M)] (la classe vide).

*) L. Chwistek et W. Hetper, New foundation of formal meta
mathematics, The Journal of Symbolic Logie, Vol. 3, Numb. 1.

») 1. c. chapitre VI, paragraphe 2.
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On voit que nos classes ne sont plus, comme elles 1’etaient 
chez MM. Chwistek et Hetper, des propositions obtenues 
du schema [][NM]aNMS, mais seulement des expressions obte
nues du schema *aNMH, H contenant la variable apparente aNM. 
Grace a cette modification il a ótś possible de rśduire les 
exigences typicales dans les abróviations ClsrNMZJZH et

Nous introduisons maintenant une modification analogue 
dans la thśorie ólśmentaire des relations. Nous admettons les 
abrśviations suivantes:

R1[PQML]XYEGHA

Rel[PQML]EG

RelaA[PQML]E 
rel[PQML]XEY

(IL)[PQML]XE
<(F)[PQML]EY
(cis->i) [pqmz]z

(l-+(As)[PQML]E

(1-+1)[PQML]E
t [(PQR)ML]EFG

est une
abrev.de

99

99

99

99

99

99

99

99

/\=E* a\QM* apM G [ ■ 0(Z)] /\{Gcipm}[ • 0 (Z)]
/\{Ga\QM}[A)(L)]/\(GaiQMYH)[-()(L)

{Ho,pmXA ) [ • 0(Z) 
II [PI'] Xpi. 11 [QZ] yQLA [MZ] am hjfL

BI [PQ MZ] Xpi1yqi,EG Uml a. mi 
g [MZ] g^L Bel [PQ ML] Eg mi.
<^\_ML]gML łlML uml

/\ BI [PQ ML] X Y Eg ml biur. o-ml a-m 
’A\QL]yQL rel[PQML]XEyQi.
g [PL]xpl rei [PQML] xPLE Y
A Belat [ PQ ML]E J][PL] xPi, [ / [QZ] yQLZQi/D A 

rei [PQML]xpl EyQLrf>\ [PQML]xplEzQl 
=VqlZql[.-O(L)

A Belat [PQML]E / ] [PL]xpLzPL U [QL] yQi.J/\ 
rei [PQML] xPI, EyQJ. rei [PQ ML] zP/, EyQi, 

=xPlzPl[-0(L)
A (Cis ->1) [PQ ML] E (1 Cis) [PQML]E
A Belat [PQML]E/\Reia>t[QRML]F/\

Belat [PR ML] G // [PZ] xPL [] [PZ] zRL 
rei [PR ML] xPL GzRL g [QL]yQI

Aiel [PQML]xpl EyQL rei [QRML]yQi.FzRL

2. Arlthmćtique des nombres naturels et rationnels. Notre 
construction sera faite dans le systeme ślómentaire |=[60]c. 
Nous commenęons par l’arithmótique des nombres naturels et 
rationnels et nous la construisons sur l’ótage typical supreme 
suivant la methode de M. Hetper8), appliąuóe aussi par

*) W. Hetper, Arytmetyka semantyczna, Comptes rendus des seances
de la Socióte des Sciences et des Lettres de Varsovie, Classe III, vol. 27 (1934).

abrev.de
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MM. Chwistek et Hetper dans leur New foundation1). Nous 
admettons notamment:

Nat[JVJf]^ estNatE „=EF<FF
une abrev. de

99 99 99

99 99 99

99 99 99

(*EE- 1(N) ■ O(N)E) [ • 0( M)]
Nat[65]®
ANat E ANat.F— EF [6]
ANatFANatF{F*FF}[6].

La notion NatL1 correspond a celle de integF de New foundation. Nous introduisons encore des nombres naturels constants:
0' est une abrev. de -0(6), 1' est une abrćn. de -1(6), etc...
Nous acceptons maintenant les dófinitions des opórations 

arithmótiąues d’addition, de multiplication, d’exponentiation des 
nombres naturels, telles qu’elles sont donnóes dans New foundation6), en y faisant seulement des modifications typicales 
nócessaires. Pour obtenir ces opórations arithmćtiąues, on 
pourrait se servir aussi de la methode plus gónórale des fonctions ancestrales, donnee par M. W. Hetper dans un rócent travail9).

Nous passons a 1’arithmótiąue des nombres rationnels non- 
nógatifs. Ces derniers seront des paires de nombres naturels, 
appartenants au schóma *Z(F)0(P), ou 4=P0'. Nous admettons 
en gónóral:

FF
RatENJ/JF

RatF

est une 
ahróv. de

99 99

99 99

*I(E)0(F)
a [N M ] PNM qNMKN at [NM ] pNM ANat [ N M ]qNM
A-=3^.0(^)[.0(Jf)]=D^[.0(Jf)]

Rat [65J®.

Les relations entre les nombres rationnels non-nógatifs telles 
que =EF (ógalitó), <EF, ̂ EF, >EF, j^EF (inógalitós),

r r r r r+EFG (addition), xEFG (multiplication) peuvent etre dófinies 
r r

de la maniere bien connue.

’) chapitre VI, paragraphe 1.

’) page 30.
’) W. Hepter, Relacje ancestralne w systemie semantyki. Archiwum 

Tow. Nauk, we Lwowie, Classe III, vol. IX, pp. 265-280.
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3. Arithmótique des nombres róels. II nous suffira pour 
nos buts d’introduire des nombres reels non-negatifs d’un seul 
type logiąue. Nous admettons comme nombres reels des clas
ses du type 5, non vides et bornóes, de nombres rationnels 
non-nógatifs:

Real [JV ML]E est une 
abrev. de

J?

AClass ML]E s [,NL]xnl yNI
A e [N ML}xnlE ARat [AM]yNI n [^L] zNL D e [AML] zN, E<zNI yNf

r
Real [654]A.Real 2?

A titre d’exemple nous introduisons de nouveaux nombres rationnels:
(H) est une abreriation de *a8S=

Quant aux nombres irrationnels, nous en aurons sans dif- 
3

ficultó, tels que |'2, |^5, e, n, et autres, necessaires en pratiąue.
Les notions arithmótiques d’ógalitó (=EF) et d’inógalite

(<EF, ^.EF etc.) ne suscitent aucune difficulte et sont a dó- 
7 <Z

finir de la maniere ordinaire. Remarquons cependant que l’ad- 
dition et la multiplication des nombres róels ne peuvent etre 
dófinies directement sans baisser le type logique. Nous óvitons 
cette difficultó en employant la meme móthode de description 
qui a ótó appliquóe dója pour dófinir les notions analogues 
dans l’arithmótique des nombres naturels et rationnels. C’est 
a dire que nous introduisons les notions +EFG, X EFG, qui 

prócisent les conditions dans lesquelles le nombre G peut etre 
considóró comme somme ou produit des nombres E, F.

4. Thóorie de la mesure. M. Wald a montró 10) que dans 
le probleme des probabilites continues de la thóorie des col- 
lectifs on peut attribuer a tout ensemble mesurable au sens 
Peano-Jordan une probabilitó dóterminóe. II est cependant 
impossible d’attribuer la probabilitó (c.-a-d. la limite de fró- 
quence) a tous les ensembles mesurables au sens de M. Le
besgue. (Test pourquoi nous pouvons nous borner ici, sans 

30) 1. c., theoremes II, III, et IV.
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perte de generalitś, a la theorie de la mesure Peano-Jordan 
qui est tout a fait elćmentaire. Nous pouvons introduire d’abord 
par la methode des fonctions ancestrales de M. Hetper u), 
la notion de la somme finie des segments aux extrćmitós ra- 
tionnelles et de la longueur des ensembles, ógaux a de telles 
sommes. Ensuite nous introduisons par la móthode ordinaire 
la notion de la mesure interieure (P-J) et de la mesure extó- 
rieure (P-J) d’un ensemble quelconque F de nombres róels, 
et enfin la notion de mesurabilitc (au sens P-J) de 1’ensemble F, 
qui sera abrógóe mens F, ainsi que la notion de la mesure (P-J).

5. Relations A plusieurs membres. MM. Birnbaum et 
Schreier 12) et independamment aussi M. Wald 13) ont in- 
troduit la notion gónóralisóe du procćde de choix. Ces auteurs 
appellent procede de choix une suitę quelconque de fonctions 
(dites de choix):

fo,fiM,f2(,e1e2),...,fk(e1e2...ek),... ad inf,

ou la fc-ieme fonction de choix fk{e1e2...ek) est une fonction 
a k arguments qui fait correspondre a tout groupe ordonnó 
de k śvónements (chez nous les óvónements s’exprimeront 
toujours par des nombres reels) le nombre 0 ou le nombre 1. 
11 est clair qu’on peut remplacer ici des fonctions de choix 
a k arguments par des relations fc-tuples, ce qui simplifie la 
definition. Nous voyons maintenant la nócessite de construire 
une thóorie des relations a plusieurs membres. Pour executer 
cette tache nous nous servirons de la móthode des fonctions ancestrales de M. Hetper14). Cette móthode permet de con
struire une certaine proposition nouvelle 0(E1E2...r,„), en 
partant de deux propositions donnśes: A(Y1Y2...Ym) (que 
nous appellerons fonction initiale) et

B(X1iXi2...Xim,Xt..Xl.,...,X'f...Xfn-,Yi...Ym)
11) L c. ’).
12) Z. W. Birnbaum et J. Schreier, Eine Bemerkung zum starken 

Geietz der grossen Zahlen, Studia Mathematica, IV (1933).
“) 1. c. l).
“) 1. o. •).
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(qui sera appelee jonction transitire). Cette proposition 0( Yj... Y,„), 
comme l’a montre M. Hetper, satisfait aux conditions sui- 
vantes15):

1°)
2°) |=Z)A0(a;}...a?]n)A.../\^(x^ ...x^) B (xll...xim, ...,x^ ...x^-, y^^yj^y^yj
4°) Si l’on suppose pour une certaine proposition ¥z(T'i...Ym) 

avoir lieu:

|=da^...^)a...

on aura en ce cas aussi:

La proposition <P s’appelle alors une fonction ancestrale re- laticement a A et B.
Nous allons appliąuer maintenant la metliode de fonctions 

ancestrales a la construction de la theorie des relations Z-tuples 
entre nombres róels. Mais d’abord la meme methode nous 
servira pour definir quelques notions auxiliaires. Premierement 
nous allons prćciser la notion: F est le K-ieme terme de la suitę a^a^a^,... a(l inf. (en symboles VarKF).

Posons: 2 pour m, 1 pour n, A== ^i0'[4]= Y2aM[4] pour M( Yt), 
A= [4]g [53]e53 A=ZafleM54 [4] = Y2£- 99(e63) 54 [4] pourB(X1X2-, YiY8). La fonction ancestrale correspondante ótant 
</> (Yj Y2), nous admettons:

Var KF est une abreciation de <1>(KF).
De maniere tout a fait analogue nous pouvons introduire 

la notion SystK(real)Z, ce qu’on lit: X est un groupe ordonne de K nombres reels. II faut prendre dans ce cas:

1S) La theorie de M. Hetper est tout a fait indópendante de la
theorie des types logiąues. C’est pourąuoi nous pouvons omettre les signes

typicaux en l’exposant. Les grandes lettres A"', Yj representent ici des

expressions arbitraires, les petites lettres x'., yj (xj, fy) figurent pour des
variables semantiąues reelles (apparentes) de type conyenable; m, n sont
des nombres naturels constants.
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A=Yl0'[4]=Y,-0(5)[4] pour ^(YjY,),
A=Y1*X1 Y1[4]f{[53]u53AReal u33— Y2*u53 Y2[4] 

pour B(X1Xi-,Y1Yi).

Nous posons maintenant: 4 pour m, 1 pour n,

A = Yx O'[4] A = Y2-0(5) [4] A = Y32Z[4]=YtA [4] 
pour ^(^Y.Y^)

A = Y1*Y1 X,[4]5f [53] Ujgg2] [43]hli3sli3 / Realul63 
A = Y,*u153X2[4] A Var Xr $143

A = Y3 * s143 X3[4] A = Y4 *s143A143[4] A (/tM3s143}[4] (A143s143 w153 X4) [4] 
pour B(X1X2X3X4;Y1Y2Y3Y4).

Soit 0(Y1Y2Y3E4) la fonction ancestrale relativement 
a A(Y1Y2Y3Y4) et B(X1X2X3Xi-,YxY2Y3Y4). Nous admettons 
alors:

RIjK (real)YLTYl
Rel/f (real)L7f

RelatK (real)L 
relK (real)XE

aebrVnde | «W™)
\ //[53]a?253DSystK(real)a:253a[43]a4S

R1 (real )xii3EHa43

„ 5f[43]/i243Rel-fii (realJ-E/i^g
„ 3[[43|/(24;//43 AR1JC (realJ-YE/ig^a^a^.

Ces dófinitions, formellement analogues aux dófinitions fon- 
damentales de la thóorie des classes et des relations ordinaires, 
constituent la base de la thóorie des relations a plusieurs mem- 
bres. Les ąuatre thóoremes de M. Hetper, et surtout le der- 
nier, y trouvent leur application plusieurs fois.

6. Suites infinies. La notion de suitę infinie peut etre de- 
finie immódiatement a l’aide de la notion de relation. Les 
suites infinies des types suivants nous seront nócessaires:

1°) Des suites du type 2 d’ólóments du type 6, et parti- 
culierement des suites de nombres naturels (Progr(nat)F) et 
de nombres rationnels (Progr(rat)P).

2°) Des suites du type 2 d’ólements du type 5, et parti- 
culierement des suites de nombres róels (Progr (real)P). lei se 
trouveront entre autres des collectifs.
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3°) Des suites du type 3 d’ólóments du type 4 (Progr[4]F). 
Ici prendront place entre autres des procódós de choix.

4°) Des suites du type 1 d’ólóments du type 2 (Progr[2].F), 
ąui serviront a dófinir des suites fondamentales de collec- 
tifs independants.

Les termes des suites 3°) auront par dófinition les nombres 
O',l',2',... ad infinitum, comme indexes, tandis que ceux de 
toutes les autres suites considóróes n’auront que les indexes 
l',2',... ad infinitum.

Nous appellerons suitę de choin (ExtrF) une suitę infinie 
croissante quelconque F de nombres naturels. Soit donnóe 
maintenant une classe E du type 2 de nombres naturels (Class 
(nat)jE?). Nous aurons besoin ensuite d’une móthode qui per- 
mette d’ordonner cet ensemble en suitę croissante (infinie 
si Fensemble est infini). Cette móthode sera donnóe par les 
abróviations suiyantes :

OrdEF

OrdinEF

est une 
abróv, de

A Class(nat)EARelat[6621] F / / [61] j/ei
= rel[6621]a;glJ'yglA>a:gl0'Ae[621]yglE 
H [21]/2I A (1+1) [6621]/21 A/ / [61] *61 
= (D3)[6621]2gl/21A>«gl0 ^znxnll [61>gl 
= (CP)[6621]/21zglAe[621]zglE^2:gly61 
A Extr F Ord EF.

II nous faudra les notions de conyergence et de limite, 
mais seulement pour des suites de fróąuence, c.-a-d. pour des 
suites infinies a termes rationnels. Nous pouvons introduire 
de la maniere ordinaire les notions de limite infórieure et de 
limite supórieure d’une suitę quelconque F de nombres ration
nels, ce qui nous permettra d’introduire ensuite la notion de 
conyergence de F, ainsi que la notion lim FF (le nombre reel E est la limite de la suitę F).

Nous introduisons enfin la notion du segment fini X a lon
gueur K d’une suitę quelconque F a termes róels (Segm/CFX). 
Nous nous servirons encore une fois de la móthode des fonctions ancestrales. Prenons:

A=E1O'[2]=E2-O(5)[2] comme fonction initiale A(Y1Y2),
A=Y, * X1XJ [2] a [51] w61 A = P2 * u5lX2 [2] rei [6521] Fu6l 
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comme fonction transitive B(X1X2-,Y1Y2)-d>( Y^;;) etant la 
fonction ancestrale relativement a A et B, nous admettons:

SegmfTFY est une abreviation de A Progr(real)F0(EY).

On voit que nos segments de suites sont construits de la 
meme maniere que nos groupes ordonnćs de nombres rćels, 
et Fon pourrait demontrer qu’ils constituent de tels groupes.

Nous pouvons passer maintenant a la construction des 
notions fondamentales du calcul des probabilites.

II. Construction des notions fondamentales du ealcul 
des probabilites

7. Procćdćs de choix et općrations de choix. La notion de procddf1 de ćhoix est introduite par l’abrćviation suivante:

Elect F est une AProgr[4]_F//[62]p82DNatpg2 a[42]e42 
abrev.de Arei[6432]p62Ee42Eelatp82(real)e42.

Nous allons definir maintenant deux operations de choix 
agissant sur des suites quelconques de nombres rćels. La 
premiere operation de choix, introduite par M. Wald16), que 
nous appellerons Extract C{F)K, associe a toute suitę G de 
nombres rćels une de ses suites partielles K a l’aide d’un pro- 
cćdć de choix donnć F. Nous la reconstruisons en admettant:

»•) 1. c.
17) K. Dórge, Zu der von R. v. Mises gegebenen Begriindung der 

Wahrscheinlichkeitsrechnung I, Math. Zeitschr., 32 (1930).

a(FG)G

8(FC)H 
Extract C(F)K

est une 
abróv.de

A Elect F A Progr(real) CAClass(nat) G 
//[61]g81-e[621]?61G

3 [61]p61 H [51]®81 a [41]e41
A = S«i * Psirei[6432]p81FV41 

ASegmp61Ca?51relp61(real)a:51e41 
a [21] g21 A a (FG) g21 Ordin g21 H 
a[21]fe21A(Sf(JFC)fc21t[(665)21]7i21OX.

>5

La seconde općration de choix, prćcisće par M. Dórge17), 
chez nous Excub G(DL)K, fait correspondre a toute suitę G 

abrev.de
abr%25c3%25b3v.de
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de nombres reels une de ses suites partielles K a l’aide d’une 
autre suitę de nombres reels D et d’un ensemble mesurable 
donnę L. Nous definissons cette operation par les abróviations 
suivantes:

r(ECKL)G

T(ECL)H 
idemT(DL)H
Excub C(DL)K

est une 
abrev.de AExtrE/'• Progr(real) CA j [(665) 21]ECK 

A mens Z A Class (nat) G 
/7[61]pfll-f[621]p61GH[51]361

Arel[6521]p61Zę81e[543]351Z
51 [--1J//121 ^121 T 912X^^^^9121^

* ®162*®62=: ®162®621
T(idemDZ)H
A Progr (real) C ft [21] /i121 A T(DL) hm

H(665)21]A121CT

8. Un exemple. Nous allons construire le procede de choix identiąue. Nous appliąuerons deux fois la móthode des fonc
tions ancestrales en nous basant sur la notion VarKF, deja 
obtenue par la meme móthode.

Prenons: A = Y10'[4] = y2-0(5)[4] comme fonction initiale, 
A = ?4 * g [43]u143 A Var Z, w143= ?2 * u143 Z2[4] comme
fonction transitive. 0(Y1Y2) ótant la fonction ancestrale cor- 
respondante, nous admettons:

CombKF est une abrerdation de <P(KF).
Prenons ensuite: A = Y10'[4] = Y2Expr[5]-0(5)[4] pour fonc

tion initiale 2(yxy8),
A = Ei * ?i?i[4] H [ 43]243 :'=^2* S243 ^243 IAI

A YarZjS^ A CombZjj;^
ACombF1i/243 AJ/i243?/243;[4](li243i/24;ja;243 Z2)[4] pour fonction 

transitive B(X-lX2-,Y1Y2).
Soit maintenant 0(E1Y2) la fonction ancestrale relativement 

a A et B. Nous admettons alors:
IdKF est une abreńation de <P(KF),
Idem „ „ „ „ *<h43*®63lda63<ii43.
Cette derniere abreviation nous donnę le procede de choix 

identiąue.

abrev.de
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9. La notion de collectif. Nous dófinissons successivement 
la notion de freąuence finie (Fr), de freąuence-limite (Pr), de freąuence-limite independante des procedes de choix (Prób), et 
enfin la notion de collectif. Nous admettons notamment:

Fr(FGZ)H est une 
abróv.de

Pr(FCZ)Z

Prób(CZ) Z

CollectC

A Elect F A Relat[6621]H / J [61] p161 yltl
_irel[6621]pmHylłl

S [61] g16l H [21] h2l h121 /\S(FC) h21 /\T(h21CL)h12l
A rei [6621 ] plgl A121 <?161 = y1#1 [2]

Si«i
H [21]r21 A Fr (FCL) rn V limr21X A =

Z(0'/l')-~ Progr(rat)r21II [31]/31 D A Elect/31 a [21]/ł21 S (/31C) 
Pr(/31CZ)X

A Progr(real) C//[41]l413mensZ41E[51]x61
Prob(CZ41).r5l

Nous introduisons encore la notion d’óquivalence des col- 
lectifs:

~(coll)CD est une 
abróv. da

AProgr(real)C A Progr(real)D// [41]Z4ł
□ mensZ41 H[51]a;81 

A Prób (CZ41)a?B1Prob (Z>(41)«51.

Et si l’on veut: Probab(CL)X est une abreniation de 
A Collect C Prób (CZ)Z. Ce qu’on lit: X est la probabilite de V ensemble L dans le collectif C.

10. Suites fondamentales. C’est M. Dórge 18) qui a con- 
sidćre le premier une suitę fondamentale de collectifs indepen- dants introduite par une voie axiomatique. M. Wald19) a de- 
fini directement la notion de suitę fondamentale et formule 
un theoreme concernant l’existence de telles suites. Nous pou- 
vons reconstruire la definition de M. Wald en employant 
la móthode des fonctions ancestrales dans le cas m—2, n=2. 
II faut prendre cette fois:

18) 1. o.
“) 1. c. 2), pp. 53 et 54, theoreme VII.

rei [6210] E1GF2 comme fonction initiale A(E1Y2),

abr%25c3%25b3v.de
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A = X\ YJ1] V a [30]/30 Extract Xj(/30) Y2 A ~ [1]
H[40]Z40 ExcubX'i(Xi2lw)Y2 comme fonction transitive B(X\X^1,X\Xl,YlY2).

Soit 0(Y1Y2) la fonction ancestrale relativement a A et B. 
Nous admettons alors:

CollexP(G)K
Fundć?

est une 
abrev. de

<P(PK)
AProgr[2]G/7 [60]p16O//[20] c120 ^120 D A 

rel[6210]pt8OG!e12O
Collexpl60(G)ki20 ~ (coli) Cx2o ^120*

Cette derniere abreviation nous donnę justement la notion 
de suitę fondamentale. Nous admettons enfin:

Coli fundP(G)K
CollectP(G).F
Indep(G)P7i

est une 
abróv.de A Fund Grei [6210JPGA"

A Fund GCollexP(G)K
A Fund Ga [60] pi60 5i60

A ~ =p18o3i6o[l]A Collex2>i8o(G)JT 
Collex q160(G)K.

1 !. Remarques finaies. Nous avons reconstruit les notions 
fondamentales de la theorie des collectifs dans le systeme 
elómentaire |=[60]c de New foundation. Dans ce systeme on 
peut dómontrer d’une maniere intuitive les thóoremes de 
M. Wald. Si Fon voulait donner des dómonstrations rigoureuses, 
il faudrait alors effectuer une construction tout a fait analogue 
dans le systeme mótamathematiąue |-o(82)O20). II est intó
ressant de remarąuer ąue dans notre interprótation les thóo
remes V et VI de M. Wald seront vrais óvidemment a cause 
de la faussetó de leurs prómisses. En effet, tous les procódós 
de choix ne peuvent etre a la fois constructwement definis (cela 
veut dire decidables), en vue des rósultats fameux de M. Godeł21).

20) cf. New foundation, chapitre VI, paragraphe 3, p. 35. II serait 
aussi necessaire d’introduire une regle supplementaire de dómonstration, 
dite de 1’induetion transfinie, precisee par M. Hetper dans un travail, 
qui va paraitre bientót.

21) K. Godeł, Bber formal unentscheibare Satze der Principia Mathe
matica und rerwandter Systeme I, Monatshefte fur Mathematik und Physik, 
XXXVIII (1931), Heft 1.
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Plus gónóralement encore, comme M. Chwistek l’a remarquó, 
sous 1’hypothese unique que notre systeme |—o(82)O soit librę 
de contradiction, on peut dómontrer que nos collectifs con
stituent des suites au moins partiellement indecidables 22).

Les collectifs du monde róel devraient etre, selon notre 
conception, des suites completement indócidables. De telle 
maniere on pourrait comprendre 1’impossibilitó de próvoir le 
rósultat d’un óvónement individuel, quoiqu’il soit objective- 
ment dóterminó. II semble que la meme conception puisse 
jeter une certaine lumióre sur les difficultós surgies dans les 
fondements de la mócanique nouvelle de quanta en connexion 
avec le probleme du dóterminisme. L'indeterminisme apparent 
des óvónements atomiques s’expliquerait notamment par l’acti- 
vitó des lois indecidables.

22) Exactement: la’ proposition rei [8743]nalCX (C ótant un collectif,
X un nombre róel quelconque) est indócidable dans notre systóme |—„(82)0,
pour une infinitó de substitutions possibles des nombres naturels pour ntl.



COMPTES-RENDUS
DE LA SOCIŹTŹ POLONAISE DE MATHŹMATIQUE 

>938
JUILLET — DĆCEMBRE

Etat de la societe *)
La Sociótó deplore la mort de son óminent Membre depuis 

le 10.III. 1926, le Prof. Dr Wacław Dziewulski de l’Uni- 
versitó de Wilno, dócódó le 10. VIII. 1938 a, l’age de 55 ans.

Prof. Dr Zdzisław Krygowski de l’Universitó de Poznań 
a passó en retraite depuis le 1. IX. 1938.

Doc. Dr Karol Borsuk a ćtó nomme Professeur extra- 
ordinaire de mathómatiąue a l’Universitó de Varsovie depuis 
le 1. IX. 1938.

Dr Władysław Hetper s’est retiró comme Sócrótaire de 
la Section de Lwów.

Mgr Andrzej Turowicz est devenu Secrótaire de la Section 
de Lwów.

Dr Ada Halpern, Lwów, ul. Kościuszki 7, est depuis 
le 18. VI. 1938 Membre de la Section de Lwów.

Mgr !Leon Jeśmanowicz, Wilno, ul. Zamkowa 11, Semi
narium Matematyczne, est depuis le 28. XI. 1938 Membre de 
la Section de Wilno.

Mgr Mikołaj Taranowski, Wilno, ul. Zakretowa 23A, 
est depuis le 1. VII. 1938 Membre de la Section de Wilno.

SŹANCES DES SECTIONS
SECTION DE CRACOVIE

26.X.1938. Leja F. Remarąues sur la deriree dans le do- maine complexe.
On sait que, si /(a) est une fonction holomorphe non constante dans 

le voisinage d’un point z—e0, alors:

*) voir le fascicule I de ce volume, p. 97—107.

17*
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1° dans chaque yoisinage de z0 il existe un point z1 tel que

> |f(z0)| (principe de mazimum),
2° l’equation w = /(a) fait correspondre au yoisinage de s, un yoisinage 

du point w0=/(«0) (principe de ooisinage).
Admettons que la fonction /(«) est dśfinie dans le yoisinage de «0 et 

qu’elle possfede la deriyee au point z0, sans en posseder nócessairement 
ailleurs. L’auteur montre que le principe de marimum est une consequeuce 

immódiate de l’existenoe de la seule deriyee f'(za)^Q. D’autre part, le prin
cipe de yoisinage rósulte immódiatement de 1’hypothese j'(zo)^O et de la 
continuite de /(«) dans le yoisinage de z0.

L’existence de la seule deriyee /'(«„)= 0 n’entraine ni le principe de 
yoisinage ni meme le principe de maximum. D’autre part, l’existence de 

la seule deriyee f'(zo)^O n’entraine non plus le principe de yoisinage comme 
le prouye l’exemple suiyant:

/(*>=(% pour*=!*’' l ze‘ pour z^O,

oń <P=(1—<pln)a, <p etant 1’argument de z assujetti a la condition 0<gp<2.7 

et a etant le nombre defini par les conditions:

0<«O/2, sina=|s| \—l+Kł+M*)-

26.X. 1938. Leja F. Un probleme concernant la generalisation des polynómes de Tchebycheff.
Soit U un espace cartesien a un nombre queleonque de dimensions, 

E un ensemble fermó et borne de points de R, p un point yariable dans R 
et (fpffp •••,</„ un systeme de n point fixes. Nous dirons que l’śquation

(I) \P<h\ • l?«2l • - ' l?«nl = rn’

ofi |p</| designe la distance entre les points p et q, definit dans 1’espace R 
une lemniscate d’ordre n, de rayon r et de foyers qvqv—,q„; 1’ensemble E 
est contenu dans 1’intórieur de cette lemniscate si chaque point p de E 
remplit la condition |pq,| • |pg2| •.... \pqn\^.rn.

Considerons toutes les lemniscates d’ordre n contenant E et soit (Tła 
borne infórieure de leurs rayons. II est facile de prouver qu’il existe au 
moins une lemniscate d’ordre n et de rayon p contenant E; 1’auteur pose la 
question: Existe-t-il une seule lemniscate d'ordre n jouissant de cette pro- 
priete extr£male?

Dans le cas du plan la reponse est affirmative, comme le prouve la 
theorie des polynómes de Tchebycheff.

9.XI. 1938. Gołąb S. Sur la notion de pseudogroupe des transformations.
L’auteur soumet a une critique la notion de pseudogroupe des trans

formations et en donnę de sa part une definition rigoureuse qui, en outre, 
permet de passer par un procóde d’abstraction & la notion de groupe abstrait 
au sens classique.
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19.XI. 1938. Gołąb S. Sur la notion de comitant [ces An
nales 17 (1938), p. 177].

30.XI.1938. Wileński H. Sur Vapproximation de la loi de probabilite dont tous les moments sont connus.
n

Envisageons le type de convergence de la serie w(x)yfA.P.(x') vers une 

fonction p(x) ąui est de la formę
/=0

a

ofl w(x) est une fonction positive definie dans l’intervalle <a,/3> et (Pi(x)} 
est le systeme donnó de polynómes orthogonaux relativement A w(x). Un 

tel systeme de polynómes existe toujours lorsąue 1’intógrale 

existe.

J w(x) 
a

Dósignons par les moments de la fonction p(x), par tą ceux de la 

fonction w(x), par ||a,y||n la matrice inverse a la matrice vtvj\\n’ Par
la plus petite valeur propre de cette derniere et par A;1 son determinant 

(i, j, n= 1,2,...).

ThGoreme. Pour qu’il existe une fonction p(x) ayant des moments źgaun 
a la suitę donnee de nombres 'p,' et admettant 1’integrale I, il faut et il suffit

n n
gue la formę guadratigue Sn(p)= aij(yj—vff(p.—v.') soit bornie pour

/=1/=1 J J J
tout n naturel.

Corollaire. Pour qu’une telle fonction p(x) existe, il suffit que deux
n

conditions suinantes soient remplies dla fois: P lim inf An>0; 2° —»ą)s
i=l

eonnerge. La condition P peut etre remplacee par la condition (plus faible) 
suinante: liminf An>0.

14.XII. 1938. Leja F. Sur les points zeros des fonctions analytiąues de plusieurs variables [ces Annales 17, p. 227].
Appelons suitę de Caratbeodory une suitę de points (Fn) de 1 espace Rm 

de m variables compleses tendant vers 1’origine des coordonnóes, si chaąue 
fonction analytiąue de m variables complexes, rógulióre dans le voisinage 
de l’origine des coordonnóes, s’annule identiąuement ąuand elle s’annule 

en presąue tous les points Pn.
L’auteur dómontre ąue chaąue suitę de points {x„,y } de 1’espace R2, 

oii |sn|+ |yn|> 0 et |x,(|+ ?/„| -*0, pourlaąuelle la suitę {ynfxn} a une infinitó 
de points d’accumulation est une suitę de Carathóodory de JR2.
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SECTION DE LWÓW

2.VII.1938. Leray J. (Nancy). Sur le problóme de Dirichlet.
7.VII.1938. Ułam S. Sur les corps d'ensembles.
29.X. 1938. Mazur S. Sur les espaces des fonctions continues.
Soit X un espace mótriąue sóparable et <5 1'ensemble de toutes les 

fonctions róelles, continues dans X. L’auteur demontre qu’il existe dans <Z> 
une mćtriąue (f,g) telle ąue

1° (/n,g)-»0 entraine la convergence uniforme de la suitę {/„(su)} vers g(x) 
en chaąue point;

2° <5 avec la mćtriąue (f,g) est un espace sóparable.
II en rósulte en particulier ąue si S>0=<F et si <F- dósigne,

pour chaąue nombre ordinal soit 1’ensemble soit 1’ensemble de
>7<f

toutes les fe <t> pour lesąuelles il existe une suitę de fonctions de tf'*', ofi g <£, 
conyergente partout vers /(se), suivant que £ est un nombre limite ou non, 
alors il existe un tel que l=*/'ł.

29.X. 1938. Kac M. Sur 1'allure asymptotiąue de certaines fonctions.
SECTION DE POZNAŃ

11.X. 1938. Marcinkiewicz J. (Wilno). Sur le dereloppe- ment de la theorie de la probabilite au cours de 25 ans derniers.
La theorie des probabilites a fait h notre ópoąue des progres remar- 

ąuables. Les notions fondamentales de cette thóorie ont ótó axiomatisóes 
et lióes avec celle de la logique et de la thóorie de la mesure. Nouvelles mó
thodes ont ótó cróóes et appliąuóes avec succes a la solution des problemes 
classiąues et nouveaux. Toutes les branches des matliómatiąues sont uti- 
lisóes dans la thóorie des probabilites. II suffit d’en indiquer celles dont 
1’importance est la plus grandę.

En appliąuant la thóorie des fonctions de eariables reelles, on a resolu 
d’une manióre complóte les problemes de la convergence des sóries de varia- 
bles alóatoires indópendantes, des lois des grands nombres et du logarithme 
itóró.

La theorie des transformations de Fourier, a apporte la solution complóte 
du problóme de la convergence de la loi des sommes de yariables alóatoires 
independantes vers la loi de Gauss, permis de penótrer profondement dans 
la Structure des lois de probabilitó et donnó naissance a la theorie modern* 
des procódes stochastiąues discontinus.

La móthode de la thóorie des óąuations diffórentielles aux dóriróes partiel
les a donnó la solution des nombreux problemes de la thóorie des procódós 
stochastiąues continus.

C’est grhce h la theorie des fonctions analytigues qu’on est parvenu h saisir 
les nuances de divers modes de la conyergence stochastiąue et óclaircir 

les problómes modernes de la thóorie de la composition des lois de pro

babilitó.
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La grandę importance des móthodes algóbriąues, surtout celle de la 

theorie des groupes s’accentue surtout dans la thóorie de variables alea- 
toires en chainóes.

Sans multiplier les exemples, on peut dire que la theorie des probabilites, 
qui, il y a un ąuart de siócle, n’a pas óte considóróe comme une discipline 

mathematiąue autonome, est devenue aujourd’hui la branche centrale de 
la mathómatiąue contemporaine.

25.X. 1938. Zaremba S. K. (Kraków). Les mathematiąues et la faęon de concevoir le monde.
Sans s’attarder sur la phase magiąue des mathómatiąues, le confó- 

rencier fait ressortir la liaison intime entre les conceptions philosophiąues 
des Elóates et les caractóres dominants de la góomótrie de la Gróce classiąue 
et discute 1’influence nóoplatonicienne qui, a peu prós vingt siócles plus 

tard, ne tut pas etrangere a. l’invention du calcul infinitósimal. Aprós avoir 
rappele les rópercussions philosophiąues de la dócouverte des góomótries 
non-euclidiennes, le confórencier insiste en terminant sur la part des mathó
matiąues dans le processus de la relativisation des notions, qui domine le 
progrós philosophiąue.

25.X.1938. ZarembaS. K.(Kraków). Apperęu sur lesnourelles recherches relatwes aux points singuliers des eąuations differentielles.
Aprós avoir passó en revue les travaux relatifs aux points singuliers 

de l’óąuation Y(x,y)dx—X(x,y)dy—O depuis Briot et Bouąuet, et 
rappelć, en particulier, ses propres rósultats relatifs A la discrimination des 
points singuliers, 1’auteur montre la vóritable signification topologiąue 
des critóres basóe sur ses recherches prócódentes relatwes aux róseaux qu’il 

avait appelós re.seaux guasi-róguliers [ces Annales 15, 1936, p. 1—73]. 
La nouvelle notion introduite dans la confórence est celle de point de tangence 
de deux familles ąuasi-rógulióres de courbes; ce sont les points tels ąue 
dans aucun de leurs voisinages les deux familles ne sont transversales. 
On trouve facilement les deux propositions suivantes:

I. Si une familie guasi-reguliere, ayant un point singulier isolć O, adrnet 
dans un noisinage de celui-ci une familie transnersale pour laguelle O est un col 
au sens strict, alors, pour la premiere familie, O est un col, peut-etre generalise.

II. Une familie guasi-reguliere (SI) admettant un point singulier isole O 
d'indice —1, s'il existe une autre familie quasi-reguliere pourlaquelle O est un 
centre et telle que chague courbe (fermóe) de cette seconde familie situee dans 
un certain noisinage de O comporte exactement guatre points de tangence des 
deux familles, le point O est pour (SI) un col, peut-etre gćnćralise.

On en dóduit les deux critóres trouvós par 1’auteur pour les cols gónó- 
ralisós des óąuations diffórentielles1).

’) Voir: Sur 1’allure des caracteristigues de l'óquation differentielle 
Y(x,y)dx—X(x,y)dy—O au noisinage d’un point singulier isole, Buli. Acad. 
Pol. des Sciences, Sórie A, 1934, p. 197 — 207 et Contribution d la discri
mination des points singuliers des equations diffórentielles ordinaires, ibid. 
1936, p. 439-445.
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La meine móthode topologique permet de trouver d’autres criteres 
de meme genre. Pour ce qui est des foyers, 1’auteur ne sait indiąuer qu’un 
critere pratique, mais qui est a peu pres eyident: Un point singulier isoló 
d’une familie quasi-rógulidre est un foyer ou un noeud (ce qui est indifferent 

au point de vue purement topologique) s’il existe une familie transversale 
pour laquelle le meme point est un centre.

8.XI.1938. Mazur S. (Lwów). Methodes et problemes de la theorie des operations.— Nombres a plusieurs unites.
6. XII.1938. Gołąb S. (Kraków). Ein Satz uber Regel- fldchen und seine Verallgemeinerung auf Riemannsche Raume 

[a paraitre dans les Opuscula Mathematica].
Kurzehalber soli der Satz fiir euklidischen Raum formuliert werden. 

Es sei eine ebene Kurve C gegeben, die ais Leitkurve einer Regelflache S 
angeselien werden soli.

Mit W\, W2, W2 bezeicbnen wir die folgenden drei Eigenschaften dei- 
Flachę S: 1) die Erzeugenden schliessen mit der Ebene der Leitkurve einen 
Konstanten Winkel, 2) die Erzeugenden liegen in den Normalebenen der 
Leitkurve, 3) die Flachę S ist abwickelbar.

Es wird bewiesen, daB jedes Paar von Eigenschaften U’, die
dritte nach sich zieht.

SECTION DE VARSOVIE

30.IX.1938. Szpilrajn E. Ensembles independants et me- sures non separables [Comptes Rendus (Paris) 207 (1938), 
p. 768-770].

7. X.1938. Waraszkiewicz Z. La presgue-periodicite de H. Bohr et la transitwite de G. D. Birlchoff.
L’auteur etablit une equivalence entre les systemes compacts de tra- 

jectoires presque-póriodiques au sens de H. Bohr et ceux de lignes d’un 
mouvement dófini dans un espace topologiquement homogene et qui y est 
transitif au sens de G. D. Birkhoff. (Le mouyement defini dans un espace 
oh l’on suppose avoir dófini une mesure est dit transitif dans cet espace 
lorsqu’il conserve la mesure et que chaque ligne de mouvement y est dense). 
La premióre partie de cette equivalence repose sur la notion d’image de 

Bochner Y^ d’une fonction presque-pćriodique /(») de variable róelle. Voici 
la definition de cette notion. ILest le sous-ensemble de 1’espace de fonctions 

continues dont les points sont les fonctions f(x+t) oh —oo<t<-|-oo. La 
fermeture Y? de Y? peut etre decomposee en lignes disjointes, de la formę 
Ey», oh /* est une fonction presque-pćriodique. Ces lignes peuvent etre 

considerees comme des trajectoires d’un mouyement et on montre que Y? 
est un systeme transitif au sens de G. D. Birkhoff. D’ailleurs, on peut 

montrer sans peine que Y? est mótriquement transitif, donc ergodique.
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14.X.1938. Waraszkiewicz Z. La presque-periodicite de H. Bohr et la transitirite de G. D. Birkhoff (suitę).
Etant donnós un espace .V topologiquement homogene et un mouve- 

ment transitif dans M, il existe une fonction presąue pćricdiąue /(x) telle 
que Yj est homńomorphe ii M, les images de Bochner qui font partie de Y 
correspondant aux lignes de mouvement de M. En particulier, le systeme 
des trajectoires en question est mćtriquement homogene.

21.X. 1938. Sierpiński W. Sur l'existence d'une base de- nombrable d'ensembles lineaires denombrables [Fund. Math. 31 
(1938), p. 259-261].

28.X.1938. Georgieff G. (Sofia). Sur une generalisation du theoreme de Rolle.
28.X. 1938. Georgieff G. (Sofia). Remarąue sur l'espace de Linfield.
28.X.1938. Eilenberg S. On (p-measures.
Let 9? be a metric space. ó(5) will denote tlie diameter of 5(23?. Given 

a function g> (6)^-0 defined for all and such that: 1“ ęp(O)=O,
2° if we define for eacl) XQ3?

Of 00
L„ (X)=inf V g>(St)

1^=1
where X=5,-|-524-... is an arbitrary decomposition such that <5(5,) < 1/n. 
The p-measure ’) of X is the limit (which may be infinite)

LV(X) = lim.Ł??(.r).
n->oo

Let: Xo be a fixed subset of 3?; ę(x)= inf I®—®0|; S(r)=ę-l(r). Gi- 
xoe-^<>

ven 5(23? we define Ti=infę(®) and r2=suPe(®)- Obviously r2—ą<;ó(6) 
®e5 xeS

OO
f q>[8(r)-6]dr = / y[S(r)'5]dr<ęt>(5) { dr^<p(S)d(S). Therefore putting

r.

and

Ó n
we have

(1)

Theorem:

(2)

<3)

OO
fLV’[S(r)]dr^L'l’(eE).

o
Proof. Let 3? = 5" 4- +... be a sequence of decompositions such that

lim y v<(5zn)=i'/’(3?), <5(5")<l/n.

n->oo (-_j

») Cf. F. Hausdorff, Math. Ann. 79 (1919), p. 157-179.
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Then, according to the definition of L1, we have

,71
<glim inf V <p [>S' (r) • Ą ], and by Fatou’s lemma 

n->oo

/ l/[S(r)J <ir~<ęlim inf £ I g>[S(r)-S"]dr
, 1=1 5

Using (1) and (3) we obtain (2).

Remark. The functions y[>S'(r)-Sj and Lv[8 (r)] need not to be rneasur- 

able. Nevertheless the integrals keep their meaning as upper integrals 
and the ineąualities (1) and (3) hołd. In fact putting

for

for

r < and

U<r<r2,

r>r2

OO

we have <p[S (r) • 8]^dg(r) and / dg(r)dr^.ift(S), The function d(r) = 
o

oo
= lim inf den(r) can be attached with the same effect to

Zł->OO f=l

Let us define

<p„(0)=0, ?#’)=! if <p„+i(S)=q>n(S)ó(S).

Clearly y>n(ó’)= [<S(o)]n for The 9on-measure lSn\X)=IXn(X)
is the n-dimensional measure3) of Xę2SE. We verify easily that L^\X) is the 

number of points of X when X is finite and oo if X is infinite. It follows 
from (3) that

(i)

(ii) L<n+1>(<it’) = 0

OO
yL(n)[S(r)]dr<L<,,+1)(ĆF), 

0

(L<"+1)(ĆE) <qo) implies LM[S(r)]=O*) (L(n,[S(r)]<oo)

for almost all r^-0.

18.XI.1938. Eilenberg 8. On continua of finite length.
Let śB be a metric separable space. Szpilrajn3) has proved that: 

dimćE^n if and only if there is a space 95' homeomorphic to GE such that 
L<"+1)(ćl?’)—0. The ąuestion arises which topological property of GE is 
obtained replacing the condition L^"+1\ćB')=0 by the stronger condition 

Z/")(ćE')<oo. We will discuss here the case n—l, assuming further that 

GE is a continuum.
Given a function f(eE) and a point y e f(GE), let k(f:y)=n if f~'(y) is 

finite and contains exactly n points, k(f;y)=oo if f~ 1(y) is infinite. Let 
<£(/) be the subset of f(GE) defined by the condition k(/;y)<oo.

*) S. Saks, Theory of the Integral, Monogr. Matem. 7 (1937), p. 53.
a) See E. Szpilrajn, Fund. Math. 28 (1936), p. 84, tli. 1.
3) Fund. Math. 28 (1936), p. 81-89.
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Theorem. For each continuum iC the following properties are equivalent:
(A) there is a homeomorphie image SG' of GS such that Z^1\ćP')<oo,

(B) for each two closed sets X0,X1(^GS, Xo-X1=O there is a continuous 
function f defined on GS such that

(bj O-sg/(»)<: 1, f(x)—O for xeX0, f(x)=l for xeX1,
(b2) the set G>(f) is non-enumerable.

Proof. (A)->(B). We may admit that L^(GS) <oo. Let us put p(«)= 
= inf |o:—a>0 . It follows from the paper above [p. 252, (ii)] that 

xoeA„
is finite for almost all y<>0. Choose t>0 such that p(®)>t if x e Xt. 
Putting /(®)=min[l,p(a!)/t], we obtain a function satisfying (b,) and such 
that <£(/) has the Lebesgue measure 1.

(B)-+(A).  We admit that (B) is satisfied. A decomposition

(1) GB=F1+Ft+ ,..-]-Fr

will be called regular if each Fi is a continuum and Ft. Fj is finite for i^j.
(C) For each e>0 there is a regular decomposition (1) such that ó(Fi)<e 

(t=l,2, ...,r).

It follows from (B) that GS is regular in the sense of Menger1). This 
implies (C) almost immediately.

(D) The condition (b,) of (B) may be replaced by the following:

(bj) the Lebesgue measure of <?(/) is >0.
In fact <?(/) being a non-enumerable Borel set there is a perfect set 

PQ®(/). Let h be a homeomorphism transforming the interval I=[0,1] 
into itself and such that: fe(0)=0, A(l)=l and |^(P)|>0. Putting f'—hf 
we see that |<5(/')|>0.

(E) for each pair of closed sets X,, AjXo-X1 = 0 there is a continuous 
function g defined on GS such that:

(e,) 0Cj(«)<l, g(a:) = O for xeX^, g(x)>0 for xeXlt
r

(et) 2 W')] 1 for each regular decomposition (1).
/=1

Let f be the function given by (D), and let 3(a;)= [\k(f;y)y~ldy.

0
For x e T, we have f(x) = 0 and therefore g(x)= 0. For xcT1 we have 

1

f(x) = 1 and sińce ] [k(f; y)]~ldy >0 we obtain j(a:)>0. For each regular 

o
decomposition (1) each of the sets f(Fi) is a continuum. Let f(Fl)=[aj,bl], 

b,
where a^br It follows that <i[g(F/)]= j [k(f;y)]~ldy.

ai

) Kurcentheorie, Leipzig-Berlin 1933, p. 96.
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Let O = co<c1<c2...<cg=l be a seąuence containing all the points 

a;., b. for i=l,2, ...,r and let fc;. be the number of indices i for which 
[<7>c/+i] It follows that

r » i *■/+*
(2) ó[g(Fi)]= kj'I Wi;y)YAdy.

'=1 cj

The set Ftt-Fi, being finite for 1x4*2- we see that kj^.k(j-,y) for all,

*7+1
except a finite number of points y e [<y,Cy_|_|l- Hence k-- f [Zc(/; y)]—1 dy

<7
■s^Cj^—Cj, which implies (e2) because of (2).

Construction of SE'. Let: Ri,R2,... be a seąuence of open sets for
ming a base for GE; (Xj, A’}), (Xg,Xj),... a seąuence of all the couples Xl0=Rhb 
Xj=ćE—Z?m/ such that A^-A^O; gl a function corresponding to (Xl0,Xlr) 
according to (E).

For each xecE let x'= [y’(a;), g2(x),...] be the corresponding point in 
the Hilbert cube Jx"1).

The set ćE'QZSu so defined is clearly a continuous image of ćE. For 

z04xi there is always an index n such that xoeX'^, a:1=X". Therefore by (ex): 

yn(a:o)=O, gn(x1)>0, which implies x’0Yx’v It follows that ćE' is a homeo- 
morphic image of GE. The distance in ćE' being defined by the formula

OO

I®'— a;j| = JC \g"(x0)—gn(x1) .2~" it follows from (e2) that for each regular 
n= 1

r oo r ©o
decomposition (1) we liawe 2~,l^'<i[y"(F/)]<:^'2—"= 1. Ap-

1=1 71=1 /=! 71=1
plying (C) we deduce

18.XI.1938. Kołodziejczyk S. Compte rendu du sejour 
d Edinbourg.

2. XII. 1938. Waraszkiewicz Z. Les groupes eontinus abeliens et compacts.
L’auteur dćmontre ąu’il y a une óquivalence entre la notion de presąue- 

pćriodicitć de H. Bohr et celle de groupes eontinus abeliens et compacts. 
Cette eąuivalence repose sur les deux thćoremes suivants:

1. Yf designant 1’image de Bochner d'une jonction presgue-periodigue 
(cf. 7. X. 1938, p. 250), la fermeture Yf peut etre considMe comme un groupe 
continu et abelien.

2. A chague groupe continu abelien et compact ® on peut faire corres
pondre (et d'une infinitó de manieres) une fonction presgue-periodigue f(x) 
telle gue Yf, considMe comme un groupe, soit isomorphe d ®.

’) Cf. C. Kuratowski, Topologie I, Monogr. Matem. 3 (1933), p. 79.



(XI) CHRONIQUE ET PUBLICATIONS 255

Ainsi, on obtient une geomćtrisation du phónomene de la presąue- 
periodicitć de la Theorie des fonctions. En poursuivant cette idee dans 
un champ plus vaste, on obtient une classe de fonctions de variable com- 
plexe lice avec les groupes continua non-abeliens, les elements de cette 
classe prśsentant une góneralisation des fonctions automorphes.

2.XII.1938. Kołodziejczyk S. Compte rendu du sejour en Italie.
SECTION DE WILNO

28.XI. 1938. Kempisty S. Sur l'aire des surfaces continues 
[a paraitre dans les Fundam. Math. 32],

Soit S la surface definie par les fonctions:

x — x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v),

continues dans un carre Q et y admettant presąue partout des dórivees 
partielles. Supposons finie la limite superieure des aires des polyedres 

inscrits dans S, obtenus en divisant Q en triangles rectangles semi-reguliers. 
La dóriyee de l’aire lebesguien de cette surface est presąue partout egale a 

fp(y,z)]2 p(2,s)l2. p(a?,y)l2|'/ł
|[3(w,r)J p(w,v)J )

Si Faire d’une face d’un polyedre, inscrit dans S est une fonction abso
lument continue de rectangle, Faire de >S' est egale :i 1’intśgrale lebesguienne 
de (1).

CHRONIQUE ET PUBLICATIONS
MATHŹMATICIENS POLONAIS A L’ETRANGER

Les membres suivants de la Societe ont pris part a la Reunion d'Etudes sur les Fondements et la Methode dans les Sciences Mathematiąues (organisee par 1’Institut International de Coope- 
ration Intellectuelle) a Ziirich de 6. XIL a 9. XII. 1938:

Prof. Dr Łukasiewicz J. (Varsovie), Confórence intitulóe:Die Logik und das Grundlagenproblem.
Prof. Dr Mazurkiewicz S. (Varsovie).
Prof. Dr Sierpiński W. (Varsovie). Confórence intitulóe:L'axiome du choix et l'hypothese du continu.
II est en outre a signaler le sejour a l’ótranger, dans les 

buts scientifiąues, de MM.: Prof. Dr Biernacki M., Dr Ko
zakiewicz W., Prof. Dr Krygowski Z. et Doc. Dr Mar
cinkiewicz J. a Paris, Dr Kac M. a Baltimore, Dr Seipelt 
Lidia a Berlin et Mgr Wrona W. a Amsterdam.
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MATHŚMATICIENS ŚTRANGERS EN POLOGNE

Georgieff G. (Sofia) a Varsovie. Communications a la Sec
tion de Varsovie, sćance du 28. X. 1938, p. 251.

Dr Offord A. C. (Cambridge) a Wilno.

LIVRES ET PERIODIQUES PARUSActa Arithmetica 3( (Warszawa 1938, Serninaire Mathema- 
tique de l’Universite Librę de'Pologne, p. 131). Contient 8 tra- 
vaux de 6 auteurs.Fundamenta Mathematicae 3 1 (Warszawa 1938, Seminarium 
Matematyczne, Oczki 3, p. IV+320). Contient 30 travaux 
de 26 auteurs.Opuscula Mathematica 2 (Kraków 1938, Institut de Mathe
matiąues de 1’Ecole des Mines a Cracovie, p. 15). Contient 
5 travaux de 2 auteurs.Prace Matematyczno-Fizyczne 46 (Warszawa 1939, Socićtć 
des Sc. et des Lettres de Varsovie, p. VI+358). Contient 13 tra- 
vaux de 14 auteurs.Wiadomości Matematyczne 45 (Warszawa 1938, p. IV+137). 
Contient 7 travaux de 7 auteurs.Wiadomości Matematyczne 46 (Warszawa 1939, p. IV+160). 
Contient 7 travaux de 7 auteurs.Bulletin du Groupe Polonais adherent du Comite de VAcademie Internationale d'Histoire des Scienees. Annće 1937 (Wiadomości Matematyczne, Supplćment au volume 44, Warszawa
1938, p. 11+178). Contient 8 travaux de 4 auteurs.Bulletin du Groupe Polonais adherent du Comite de VAcademie Internationale d’Histoire des Scienees. Annće 1938 (Wiadomości Matematyczne, Supplćment au volume 45, Warszawa
1939, p. IV+158). Contient 3 travaux de 2 auteurs.Bulletin du Groupe Polonais adherent du Comite' de VAcademie Internationale d^Histoire des Scienees. Annće 1938 (Wiadomości Matematyczne, Supplćment au volume 46, Warszawa 
1939, p. 11 + 138). Contient 3 travaux de 2 auteurs.

Doc. Dr Saks S. et Prof. Dr Zygmund A. Funkcje Analityczne (Monografie Matematyczne 10, Warszawa-Lwów-Wilno 
1938, p. VI + 431), en polonais.
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Prof. Dr Plamitzer A. Geometria Rzutowa Układów Płaskich i Powierzchni Stopnia Drugiego (Warszawa 1938, Komitet 
Wydawniczy Podręczników Akademickich, p. XVI4-224), en 
polonais.

Prof. Dr Weigel K. Geodezja (Miernictwo) (Warszawa 1938, 
Komitet Wydawniczy Podręczników Akademickich, p. XI4- 
4-468), en polonais.

Prof. Żyliński E. Geometria Analityczna (Warszawa 1938, 
Komitet Wydawniczy Podręczników Akademickich, p. XI4- 386), 
en polonais.

Prof. Dr Borsuk K. ćwiczenia z Analizy Matematycznej 
(Komisja Wydawnicza Koła Matematyczno-Fizycznego Słu
chaczów U. J. P., Warszawa 1938, p. VII4-174), lithographió, 
en polonais.

ANALYSES

S. Saks. Theory of the Integral (Second Revised Edition), 
English translation by L. C. Young, with two additional 
Notesjby S. Banach, Monografie Matematyczne 7. Warszawa- 
Lwów 1937, p. VII4-347.

La prerniere edition de ce livre a paru en franęais en 1933 (comme le 
volume 2 de la meme collection) et a ete vite ópuisóe. La nouvelle ódition en 
differe notablement par 1’ensemble des matieres traitees et par leur dispo- 
sition. II y est tenu compte d’un grand nombre de rósultats intóressants 
et importants obtenus au cours des dernieres annóes, et c’est la thóorie 
de la mesure et de 1’intógrale dans 1’espace abstrait — et non pas dans 
1’espace euclidien (comme dans la premióre edition) — qui est choisie pour 
le point de dópart de l’exposó. Cette disposition exige peut-etre un peu 
plus d’effort de la part du dóbutant, mais prósente plusieurs avantages: 
elle permet de traiter dans une meme conception, non seulement la thóorie 

classiąue de Lebesgue, mais aussi d’autres thóories analogues, ayant une 
grandę importance dans differentes branches de l’Analyse (p. ex. la thóorie 
de l’intógrale de Lebesgue-Stieltjes, de 1’intógration dans certains espaces 
a infinite de dimensions, de la longueur des ensembles, etc.). C’est aussi 

grace k cette disposition que le volume a augmentó de peu, bien ąue l’en- 
semble des ąuestions ąui y sont ótudióes a subi un agrandissement con- 

sidórable.
Voici le rósumó des matióres traitóes.
Dans le Chapitre I, 1’auteur introduit la notion de mesure comme 

fonction d’ensemble non nógative et complfetement additive; au moyen 
de cette notion, il obtient (suivant le connu procódó de Lebesgue) la 
dófinition de 1’intógrale dans 1’espace abstrait. Bien que les hypothóses 
admises sur 1’espace en ąuestion soient d’une grandę gónóralitó, 1’intógrale 
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conserve la inajoritó des propriótes connues. Ainsi, on retrouve p. ex. le tli. sur 
le changement de la variable (plus precisóment, le tli. sur le changement de la 
mesure) sous le signe d’intógration, le th. de Fatou sur 1’intógration des 
suites de fonctions, le th. sur l’equivalence de la notion d’integrale inde- 
finie et de fonction d’ensemble absolument continue (Radon-Nikodym). 
Meme le th. fondamental de Fubini sur les intógrales multiples y est 
ótendu aur espaces abstraits.

Le Chapitre II est consacre a la theorie de la mesure de Caratheodory 
dans 1’espace mótriąue. Nous retrouvons ici, entre autres, la dómonstra- 

tion de la mesurabilitó des ensemblee de Borel et des ensembles A de Souslin.
Dans le Chapitre III, 1’auteur se borne principalement a 1’espace eucli- 

dien a m dimensions Ii,n. En se basant sur les chapitres prócódents, 1’auteur 
y dóveloppe d’une faęon detaillee la theorie de 1’integrale de Lebesgue- 

Stieltjes. Dans le cas m=l, nous trouvons aussi le second theoreme de 
la moyenne, ainsi que le theoreme sur l’intógration par parties. Notons 
aussi la gónóralisation d’un curieux critere de Plessner, qui permet de 
distinguer les fonctions absolument continues parmi les fonctions a va- 
riation bornee.

Le Chapitre IV est consacre aux ąuestions concernant la theorie de 
la differentiation des fonctions additives d’ensemble. On y trouve p. ex. 
le th. de Lebesgue sur la differentiation des fonctions a variation bornie, 
le th. de Fubini sur la diffórentiation des suites de fonctions, le th. de 
de la Vallóe Poussin sur la decomposition des fonctions a variation 
bornóe, ąueląues thóorhmes intóressants de Ward sur la differentiation 

des fonctions d’intervalle et enfin la demonstration du th. suivant: si la 
fonction |/|(log+|/|]est integrable dans Rm, 1'integrale de la fonction f admet 
presgue partout une deriree forte, eg ale d f. En outre, on y trouve certains 
thóorómes sur la diffórentiation dans les espaces abstraits avec des applica- 
tions a la thóorie del’integrale dans le cube a infinitó.de dimension (Jessen).

Le Chapitre V contient l’exposó de la notion d’aire d’une surface 

z= F(x,y}, basó sur la notion d’intógrale de Burkill et sur celles introduites 
auparavant. Nous y trouvons les theoremes de de Geócze, de Rado 
et le th. fondamental de Tonelli sur la representation de l’aire par 

1’ integrale

Le Chapitre VI est consacre i la thóorie de 1’integrale de Perron, basee 
sur la notion de fonctions majorantes et minorantes, et de 1’integrale de 
Perron-Stieltjes. Comme application, 1’auteur y donnę la demonstration 

du profond th. de Looman-Menchoff: w(a;,y) et v(x,y) etant des fonctions 
continues des rariables x et y, si l'on a en tout point ux=Vy et ux——vjf, la 
fonction u-\-iv est holomorphe.

Dans le Chapitre VII, 1’auteur etudie en dótails la notion de fonction 
a variation bornóe góneralisóe (au sens ótroit et au sens large) et demontre 
des thóorómes sur la diffórentiation de ces fonctions (Denjoy, Lusin, 

Khintchi ne).

infinit%25c3%25b3.de
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Ces rósultats trouvent leur applications dans le Chapitre VIII, od 
sont exposóes les thóories constructive et descriptive des deux integrales 
de Denjoy (au sens etroit et au sens large) et od l’on trouve aussi le th. 
de Looman-Alexandroff sur l’óquivalence de 1’intógrale de Perron A celle 
de Denjoy au sens etroit.

Le Chapitre IX, qui est consacre A la thóorie de la differentiation 
des fonctions le plus genćrales d’une et de deux variables, traite des plu
sieurs ąuestions diffórentes. On y trouve d’abord la demonstration de tres 

beaux (et recents) thóorhmes sur le contingent des ensembles de points; 
ce sont des gónóralisations eesentielles des thóordmes concernant les tan- 
gentes aux courbes et aux surfaces. Comme application, 1’auteur en de
duit le th. fondamental de Denjoy sur les nombres dórives. On y trouve 
aussi des theoremes sur la differentiation par rapport A une fonction ar- 
bitraire, une intdressante condition ndcessaire et suffisante de Banach 
pour qu’une fonction d’une variable soit & variation born6e; une discussion 

de la signification de la condition N de Lusin pour la theorie de l’intó- 
gration, les theoremes sur la superposition des fonctions absolument con
tinues, le th. de Khintchine sur la differentiation approximative, et enfin 
les theoremes sur la diffdrentielle totale (ordinaire et approximative) des 
fonctions de deux variables.

L’Annexe contient deux notes de Banach (sur la mesure de Haar 
et sur rintdgrale de Lebesgue dans les espaces abstraits).

Le volume se termine par une Bibliographie tres detaillóe.
A cóte de la richesse du contenu, le livre se distingue par l’exposition 

tres soigneuse au point de vue didactiąue. Mais sa valeur róside avant 

tout dans 1’originalite non seulement en ce qui concerne les sujets qui ont 
trouve pour la premiere fois leur exposó methodique dans ce livre, mais 
aussi dans le faęon de traiter les resultats connus depuis longtemps: par
tout 1’auteur apporte quelque chose de tres beau et tres personnel. Le 
lecteur qui connait par ailleurs le sujet du livre, s’en aperęoit aussitót, 
surtout en lisant leB demonstrations dont beaucoup sont tout a fait nouvelles.

Le livre de M. Saks est un manuel excellent pour ceux qui desirent 
etudier d’une faęon plus approfondie la theorie mótriąue des fonctions de 

yariable reelle. A. Zygmund.

S. Saks i A. Zygmund, Funkcje analityczne, Wykłady 
uniwersyteckie (Fonctions analytiques, Cours universitaire), Mo
nografie Matematyczne 10, Warszawa—Lwów—Wilno 1938, 
p. VIII-|-432, en polonais.

Ce cours de la Theorie des Fonctions Aualytiques s’eioigne de conside- 
rablement de la methode traditionnelle, od l’on s’appuyait sur les 6iements 
topologiques sans les exposer toutefois avecune precision necessaire, ou bien, 
on suivait Weierstrass, n’employant que des moyens purement analytiques. 
La premiere de ces methodes cause souvent des ennuis aux lecteurs (sur
tout aux dóbutants), tandis que la seconde dissimule parfois le vrai sens 
intuitif des raisonnements.

Bocznik Pol. Tow. Matem. T. XVII. 18
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Les auteurs ont clioisi une autre voie: „sans renoucer a 1’application 
de 1’appareil de la Geometrie et de la Theorie des Ensembles, ils ont ce- 
pendant cherchó de le limiter de faęon qu’il puisse etre etabli et precise 

sans causer de difficultes au dóbutant" (Preface, p. IV).
Cette idśe principale des auteurs a eu pour effet 1’ordre de la filiation 

des theoremes assez different de celui qu’on rencontre d’habitude. Ainsi 
p. ex. le theoreme, de Cauchy sur 1’integrale le long d’un contour n’est 
prouve d’abord ąue pour les rectangles (Ch. II) et genóralise plus tard 

(Ch. IV), apres la demonstration du theorórne de Runge.
II y a d’autres points du cours ou les auteurs abandonnent fort heu- 

reusement les methodes traditionnelles: p. ex. les elements analytiąues 
y sont definis comme les fonctions meromorpbes (et non pas comme des 

series entieres); grace a cela il ne faut plus ajouter les póles.
Les thóoremes, enonces toujours tres rigoureusement, sont accompagnes 

d’une caractśrisation de leur role dans la theorie; les demonstrations de- 

taillees sont souvent precedees par des explications importantes concernant 
leur idee directrice (comme p. ex. le theoreme de Runge, p. 166, le thóo- 
rbme de Riemann, p. 222). C’est ainsi que les auteurs ont reussi d’associer 
a la valeur scientifiąue de leur expose, de grandes valeurs intuitives.

L’appareil auxiliaire de la Thóorie des Ensembles est succintement 
exposó dans une Introduction de 42 pages. Beaucoup de lecteurs s’en ser- 
viront simplement comme d’une enumeration explicite — et tres commode — 
des notions et des theoremes topologiąues ąui interviennent dans la suitę.

Le livre contient pres de 400 exercices. II y a parmi eux des exemples 
et des theorómes classiąues (le tlieoreme de Gauss sur les racines de la de- 

rivóe d’un polynóme, le theoreme de Hadamard-Ostrowski sur les 
sóries lacunaires, etc.) ainsi que des resultats plus rócents (le theoreme de 
Morera-Carleman, un theoreme de Mazurkiewicz sur le domaine 
d’une fonction liolomorphe etc.).

Les auteurs y donnent aussi de nombreuses indications concernant 
les problemes moins elementaires dont ils ne purent pas tenir compte 
dans le texte (p. ex. le tlieoreme de 1’uniformisation, certaines ąuestions 
concernant la representation conforme, 1’hypothese de Riemann sur les 
racines de la fonction f(s) etc.); ces indications peuvent etre utiles au lecteur 
comme point de depart pour ses etudes ulterieures.

Parmi les principaux sujets traites dans le cours, il se trouvent des 
ąuestions ąui, d’habitude, ne sont pas mentionnees dans les manuels (p. ex. 
la definition analytiąue de la connexite multiple, etc.) et qui sont expo- 
sees d’une faęon tout-a-fait originale.

Voici un bref resume du livre.

Introduction: Theorie des Ensembles. Ensembles. Espaces topologiąues. 
Le plan ouvert (le plan au sens ordinaire) et le plan de Gauss (le plan com- 

prenant le point h 1’infini), les deux traites comme des espaces topologi
ąues. Tous les theoremes sur les domaines, les reseaux et les courbes qui 
seront appliąues dans la suitę.
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Ch. I. Fonctions d’une cariable complene. Continuitó, convergence uni
forme et rógulióre, Familles normales. Dórivóe et differentielle totale. 
Fonctions ólementaires. Les branches du logarithme et de la puissance 
d’une fonction. L’angle et les transformations qui conservent les angles. 

Intógrałe curyiligne.
Ch. II. Fonctions holomorphes. Relations entre la fonction primitive 

et 1’intógrale le long d’une courbe. Thóoróme et formule de Cauchy (pour 
un rectangle et pour un systeme de rectangles). Thóorómes de Liouyille, 
Weierstrass, Stieltjes-Osgood et Morera. „Spiegelungsprinzip" de Schwarz.

Ch. III. Fonctions meromorphes. Les series de Taylor et de MacLaurin. 
Theoreme d’Abel. Points singuliers. Thóoróme de Casorati-Weierstrass. 
Fonctions meromorphes et rationnelles. Residus. Theorómes de Rouche 
et de Hurwitz. Diffórentes propriótós des fonctions móromorphes et des 
transformations qu’elles effectuent. Dófinitions et thóorómes próparatifs 
sur les fonctions de deux yariables.

Ch. IV. Methodes geometrigues elementaires de la theorie des fonctions. 
Thóoreme de Runge (traitó d’une faęon trós claire et precise; en parti
culier la discussion dótaillóe de la translation des póles). Thóoróme de 
Cauchy pour les domaines simplement connexes. Formule de Jensen-Ne- 
yanlinna. Accroissement du logarithme le long d’.une courbe. Index d’un 
point par rapport a une courbe. Móthode des rósidus. Fonctions de deux ya
riables. Applications topologiques: theoreme de Jordan pour polygones, 
dófinition analytique de la connexite multiple.

Ch. V. Representation conforme. Transformations liomographiques et 
conformes. Facteurs de Blaschke. Lemme de Schwarz. Thóoróme de Rie
mann (avec la demonstration d’aprós Carathóodory-Fejór-Riesz). „Verzer- 
rungssatz" de Koebe et thóoreme de Radó. Formules de Schwarz-Christoffel.

Ch. VI. Fonctions analytigues. Element analytique, prolongement 
analytique, fonction analytique et ses points critiques. Thóorómes sur l’in- 
yersion d’une fonction analytique, sur la monodromie, de Poincare-Volterra, 
sur les fonctions algóbriques. Notion de surfaee de Riemann.

Ch. VII. Fonctions entieres. Fonctions meromorphes dans tout le plan 
oucert. Theorómes classiques sur la reprósentation des fonctions (de 
Weierstrass et Mittag-Leffler, móthode de Cauchy) avec de nombreux 
esemples. Thóoreme sur 1’ordre d’une fonction entiere (Borel, Hadamard). 
Theorómes de Picard, Scliottky, Montel, Landau. Directions de Julia.

Ch. VIII. Fonctions elliptigues. Dófinitions et theorómes sur les fonc
tions póriodiques et elliptiques. Fonctions spóciales: p, a, fonction mo- 
dulaire, et leurs applications (representations des fonctions elliptiąues). 
Intógrales elliptiques.

Ch. IX. Fonctions r(s) et £(s). Siries de Dirichlet. Propriótós fonda
mentales des fonctions F(s), B(p,g) (formules de Legendre, Hankel, Stir- 
ling) et s(s) (l’óquation fonctionnelle, les racines). Sóries de Dirichlet: 
convergence dans le demi-plan, reprósentation des fonctions holomorphes 
dans le demi-plan par les series de Dirichlet, etc.

18*
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Le livre de MM. Saka et Zygmund constitue un veritable progrós 
dans la littórature de la Thóorie des Fonctions, tant grftce a sa methode 
qu’a sa formę. U est a souhaiter que cet escellent Cours, tout-4-fait mo
derne, soit traduit en une des langues „internationales".

Z. Charzyński et E. Szpilrajn.

Eustachy Żyliński, Geometria Analityczna. Komitet Wy
dawniczy Podręczników Akademickich przy Ministerstwie Wy
znań Religijnych i Oświecenia Publicznego, Warszawa 1938, 
p. XI+386, en polonais.

C’est un prócis de la góomótrie analytiąue, adapte a peu prós aur 
programmes des premióres annóes d’ótudes aux universitós polonaises. 
L’auteur ne considóre (sauf dans une annexe a la fin du livre) que les es
paces euclidiens et projectifs reels de dimension <:3 (le cas du plan et celui 
de Pespace a trois dimensions ótant traitós simultanóment). II se borne 
a la góomótrie analytiąue ólómentaire, en óyitant methodiąuement tout 
raisonnement basó sur la notion de limite ou de continuitó. Ce soin d’etre 
compris par le debutant ne 1’empeclie pas d’approfondir le sujet traite.

L’ouvrage se compose d’une Introduction (contenant les notions les 
plus ólómentaires de la thóorie des yecteurs), de 15 Chapitres et de 6 Anne- 
xes. Dans le Chapitre I, 1’auteur introduit les coordonnóes (avant tout 
cartósiennes rectangulaires et obliąues) de points et de vecteurs, avec les 
formules concernant leurs transformations. Apres ąueląues considćrations 
gónórales et tout a fait ólómentaires, qui concernent la notion d’óąuation 
de figurę góomótriąue et ąui occupent le Chapitre II, 1’auteur passe, dans 
le Chapitre III, a l’exposó methodiąue de la thóorie des droites et des plans. 
Les propriótós de la circonfórenee et de la sphóre constituent le sujet du 
Chapitre IV. Le Chapitre V contient une introduction synthótiąue a la 
thóorie des cóniąues et la dótermination de leurs óąuations dans les coor
donnóes polaires et cartósiennes. Dans le Chapitre VI, on trouve une clas- 
sification exacte des courbes du second degre. L’auteur y utilise la thóorie 
des matrices et des formes ąuadratiąues, dont l’expose plus detailló se 
trouve dans les annexes. L’ótude sommaire des cóniąues constitue le Cha
pitre VII et les propriótós speciales de l’ellipse, de l’hyperbole et de la 
parabole forment le sujet du Chapitre VIII. Le Chapitre IX contient la clas
sification des surfaces du second degró. Les resultats en sont reeueillis en 
une table. Les Chapitres X et XI contiennent 1’ótude sommaire des qua- 
driąues et des propriótós spóciales des cónes, cylindres, ellipsoides, hyper- 
boloides et paraboloides. Toutes ces rócherches concernent le plan ou 
Fespace euclidien sans points dans 1’infini. Ces derniers points sont intro- 
duits dans le Chapitre XII, ąui contient en outre la thóorie des coordonnees 
homogónes et une introduction aux notions de la góomótrie projective 
(faisceaux de droites et de plans, thóoróme de Desargues, cóniąues dans 
le plan projectif etc.). Le rapport anharmoniąue et ses applications (p. ex. 
& la theorie des polaires) constituent le sujet du Chapitre XIII. L’ótude 

des propriótós du plan projectif est complótóe par le Chapitre XIV. On 
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y trouve la definition des coordonnóes projectives et leurs application 
a la thóorie des cóniques, les thóorómes de Pascal et de Brianchon et 
le principe de dualitó. Enfin, le Chapitre XV constitue une introduction 

i la thóorie des transformations geometriąues. En commenęant par la 
definition des transformations hiunivoques gónórales d’un ensemble, 1’auteur 
s’ y occupe successivement des transformations projectives, affines, homo- 
thetiąues et isomótriąues de la droite et du plan projectifs. II dótermine 
les invariants caractóristiąues de ces transformations, ce qui lui permet 
de faire connaitre au lecteur la classification modeme des góomótries comme 
des thóories des invariants de certaines classes de transformations (le 

celóbre „Programme d’Erlangen“ de F. Klein).
Les cinq premióres Annexes contiennent les notions et les thóorómes de 

1’algóbre, qui sont indispensables pour la lecture du texte. Dans la premióre 
de ces annexes, 1’auteur donnę quelques notions sur les matrices, dans la 
deuxióme — la thóorie des dóterminants, la troisióme est consacróe a la 
thóorie des óquations linóaires, la quatrióme a quelques propriótós des 
matrices orthogonales et symetriques, et la cinquióme traite des formes 
quadratiques et des polynómes du second degró. Enfin, la sixióme annexe 
contient une courte introduction a la thóorie des espaces euclidiens com- 
plexes et a la geomótrie des espaces euclidiens a un nombre arbitraire de 

dimensions. K. Borsuk.

H. Steinhaus, Mathematical Snapshots (G. E. Stechert 
& Co., New York 1938). 136 pages; 180 figures, anaglyphes 
et cartes colorćes dans le texte; 4 modeles, 1 jeu de 32 cartes 
avec 4 desseins animós et 1 paire de lunettes rouges-vertes 
hors texte.

H. Steinhaus, Kalejdoskop Matematyczny (Książnica Atlas, 
Lwów-Warszawa 1938). Edition jumelle a texte polonais.

Opuscule destine pour des laiques, remarquable par sa móthode de 
vulgarisation scientifique et sa technique de publication. L’auteur procóde 
par un choix trós recherchó des vóritables curiositós mathómatiques et 
par des moyens parfois nouveaux et ingónieux de les ótaler, toutes ma- 
terialisóes, devant le lecteur. Tel est p. ex. le modóle du dodócaedre ró- 
gulier en deux pióces de carton: sorti de sa pochette, faite dans la reliure 
du livre, il se redresse par la contraction d’un ólastic circulaire qui tend 
automatiquement a en occuper l’óquateur.

Ayant frappe 1’imagination du lecteur, 1’auteur eveille ses facultÓ6 
de deduction par des textes trós brefs et rigoureux qui expliquent les 
illustrations: souvent ils contiennent en germe les róponses aux questions 
qui peuvent surgir dans 1’esprit du lecteur intelligent.

Parmi les matióreB choisies, pour la plupart bien connues des mathe- 
maticiens, on trouve. quelque fait trós rócent ou meme nouveau. Elles 
relóvent de la thóorie des nombres et de 1’algóbre (nombres de Fibonacci, 
triangle de Pascal, problómes combinatoires, jeux, róseaux, parquetages,
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en particulier l’elegante application du nid d’abeille au systeme electoral 
proportionnel), des góomótries euelidienne, analytiąue et projective (de- 
compositions du triangle et du carró, echelle logarithmiąue, le longimetre 
de Steinhaus, les cóniąues, polyedres reguliers, perspective, theoreme de 
Pohlke etc.), de la topologie (les ponts de Kónigsberg, le probleme des 
4 couleurs, la construction d’une courbe póanienne remplissant le carre 
d’aprós Sierpiński, surfaces unilatórales, surfaces bilatśrales a bord faisant 
noeud, enlacements), du calcul des variations (probleme de Plateau), de 
la móoaniąue rationnelle (theoreme de Copernic sur le cercie roulant dans 
un autre de rayon double, chute sur une cycloide, flotteurs eąuilibres d’Auer- 
bach etc.), des probabilites (loi de Gauss) et des applications (nomographie, 
harmonie musicale, crystallographie, statistiąue etc.). Les remarąues finales 
renseignent le lecteur sur 1’origine ou les sources bibliographiąues des 

sujets traitós. B. Knaster.
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