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A LA MEMOIRE DE NOS MORTS.

C’est avec la plus profonde douleur que nous communiquons
a nos Lecteurs des graves et irréparables pertes, subies par la
Société Polonaise de Mathématique durant les années de guerre.

Selon les renseignements encore incomplets, 42 Membres de
notre Société, qui en comptait 204, sont décédés. La mort de la
plupart d’eux eut lieu dans des conditions presque incroyables.
Martyrisés aux camps de concentrations ou assassinés d’une fagon
perverse et cruelle, ils furent victimes des agresseurs de notre
Patrie. lls ont d0 souffrir ces cruautés bien qu’ils fussent hom-
mes de Science qui ne travaillaient dans le domaine de Mathé-
matique que pour le bien de leur Pays et de I'Humanité. Ces
pertes sont d'autant plus douloureuses qu’a c6té de nos Membres
plus &gés, bien mérités pour la Science, il y avait parmi les
décédés des jeunes gens qui auraient pa continuer encore long-
temps leur travail scientifique.

Nous nous bornons, pour le moment, a publier une liste
provisoire de nos Morts, suivie des bréves données sur leur décés
et du portrait de M. Stanislas Zaremba, Rédacteur de ces Anna-
les et Président de la Section de Cracovie de la Société Polonaise
de Mathématique.

La Rédaction



Auerbach Herman, Chargé du cours a I’'Université de Lwow,
tué par la Gestapo a Lwow en été de 1943.

Banach Stefan, Professeur a I'Université de Lwow, décédé
a Lwow en septembre de 1945.

Bartel Kazimierz, Professeur et ancien Recteur de I’Ecole
Polytechnique de Lwow, fusillé par la Gestapo a Lwow en juillet
de 1941 avec plus de 30 autres professeurs des Ecoles Supérieures
de Lwow.

Chwistek Leon, Professeur a I’'Université de Lwow, décédé
a Moscou en ao(t de 1944,

Dickstein Samuel, Professeur et Docteur honoris causa de
I’Université de Varsovie, doyen d’age des mathématiciens polonais,
mort & Varsovie, en septembre de 1939.

Dniestrzanski Roman, Professeur au Lycée a Chrzandw,
péri en automne de 1939,

Eidelheit Maks, Docteur de mathématique, tué par la Ge-
stapo en été de 1943.

Grabowski Lucjan, Professeur a I’Université de Lwow,
décédé en 1941,

H oborski Antoni, Professeur et ancien Recteur de I'Aca-
démie des Mines, Professeur a I'Université de Cracovie, mort en
février de 1940 au camp de concentration de Sachsenhausen ou il
fut transporté en novembre de 1939 avec les autres professeurs des
Ecoles Supérieures de Cracovie dont 19 sont également morts dans
ce camp.

Jacob Marian, Chargé du cours a I’Université de Lwow,
péri entre les mains de la Gestapo a Varsovie en automne de 1944,

Janik Wincenty, Professeur au Lycée a Cracovie, décédé
en 1943

Jantzen Kazimierz, Professeur a I'Université de Wilno,
décédé a Wilno.

Kaczmarz Stefan/Chargé du cours & I’'Université de Lwow,
péri en automne de 1939.

Kempisty Stefan, Professeur arl’Université de Wilno, mort
en prison en aolt de 1940.

Kerner Michat, Docteur de mathématique, tué dans les
chambres a gaz de Treblinka en janvier de 1943.

Kozniewski Andrzej, Docteur de mathématique, mort a
Zbaraz en décembre de 1939.



Kwietniewski Stefan, Chargé du cours a I'Université de
Varsovie, mort en été 1941.

Lebesgue Henri, Professeur du Collége de France a Paris,
Docteur honoris causa de I’iniversité de Lwow.

Lesniewski Stanistaw, Professeur a I’'Université de Varsovie,
décédé a Varsovie le 13 mai 1939.

Levi-Civita Tullio, Professeur a I'Université de Rome.

Lindenbaum Adolf, Chargé du coiirs a I’Université de Var-
sovie', tué a Biatystok en été de 1941.

Lindenbaum Janina, Docteur de mathématique, tuée a Bia-
tystok en été de.1941. -

Lubelski Salomon, Docteur de mathématique, tué a Biatystok
en été de 1941.

tomnicki Antoni, Professeur et Prorecteur de I’Ecole Poly-
technique de Lwow, fusillé par la Gestapo a Lwow en juillet de 1941.

Mathison Miron, Chargé du cours a I’'Université de Varsovie
décédé en Angleterre en 1940.

Mazurkiewicz Stefan, Professeur et Prorecteur de I’Uni-
versité de Varsovie, décédé en juin de 1945.

Patkowski Jozef, Professeur a I'Univertité de Wilno, mort
a Varsovie pendant une attaque aérienne en 1942,

Pepis Jozef, Docteur de mathématique, tué par la Gestapo
a Lwow en aodlt de 1941

Przeborski Antoni, Professeur a I’Université de Varsovie,
décédé a Varsovie en 1941.

Rajchmann Aleksander, Professeur & I’Université libre de
Varsovie, péri au camp de concentration de Dachau en 1940.

Ruziewicz Stanistaw, Recteur de I’Académie de Commerce
de Lwow, ancien professeur a I’Université de Lwow, fusillé par la
Gestapo a Lwow en juillet de 1941,

Saks Stanistaw, Chargé du cours a I’Université de Varsovie,
tué par la Gestapo a Varsovie en novembre de 1943

Schauder Juliusz, Chargé du cours a I'Université de Lwow,
péri entre les mains de la Gestapo a Lwow en septembre de 1943

"Schreier Jozef, Docteur de mathématique, tué par la Ge-
stapo a Drohobycz en avril de 1943,

Stembach Ludwik, Docteur de mathématique, tué par la
Gestapo a Lwow en été de 1943



stozek Wiodzimierz, Professeur et Doyen de I’Ecole Poly-
technique de Lwow, fusillé par la Gestapo a Lwow en juillet de 1941.

Vetulani Kazimierz, Professeur de I'Ecole Polytechnique de
Lwow, fusillé par la Gestapo a Lwow en juillet de 1941

Weigel Kasper, Professeur de I’'Ecole Polytechnique de Lwow,
fusillé par la Gestapo a Lwow en juillet de 1941,

Wilk Antoni, Docteur en philosophie, mort le lendemain
de son retour du camp de concentration de Sachsenhausen a Cracovie
en février de 1940.

Wilkosz Witold, Professeur a I'Université de Cracovie, mort
a Cracovie en mars de 1941.

Zalcwasser Zygmunt, Professeur a I’ Unlver5|te libre de Var-
sovie, tué dans les chambres a gaz de Treblinka en janvier de 1943.

Zaremba Stanistaw, Professeur d’honneur de I’'Université de
Cracovie, fondateur et Rédacteur des Annales de la Société Polonaise
de Mathématique, Président de la Société durant des longue” an-
nées, décédé a Cracovie en novembre de 1942.









SUR L’EQUIVALENCE DES POLYEDRES

Note complémentaire par M. Henri Lebesgue, Paris

Sous le méme titre j’ai démontré, dans ces Annales, t. XVII,
année 1938, p. 218, un théoréme de M. Dehn. Je disais:

»,Nous sommes partis de deux polyedres, ou systemes de
polyédres, D et D', divisés respectivement en polyédres d; et d',
congruents; nous avons considéré un segment sn d'une aréte
de l'un des dt pris aussi grand que possible sans qu’il con-
tienne un sommet des d, a son intérieur et, a ce segment de
longueur con, nous avons attaché la somme des diétres ap
des di qu’on rencontre en tournant autour de sn. Or, on a:

Q) Sn—Ak, 2n,

suivant les cas“. Puis, considérant toutes les expressions (2)
des longueurs |h et Lk des arétes des d- et de D, exprimées
comme sommes de an, j'imaginais qu’on les ait résolues par
rapport aux an et obtenu ainsi des expressions (3) des an comme
sommes algébriques des Ih et Lk Mais, j'ai eu le tort de me
borner a affirmer la possibilit¢ de cette résolution sans en
détailler la démonstration, simple mais minutieuse, et je
n'ai pas apercu qu’avec la définition donnée plus haut la
résolution serait parfois impossible. Il faut modifier la défi-
nition des s,, et des <, en ajoutant: toutefois, si plusieurs segments
donnent la méme équation (1) c'est la réunion de ces segments
qu'on appellera sn et c'est la somme de leurs longueurs qu'on
représentera par an.

Pour montrer qu’aprés cette modification les relations (3)
existent bien, précisons que, par une méme équation, on entend
celle formée avec les mémes symboles a et A pris différents
pour les divers diédres, qu’ils soient inégaux ou égaux. Méme,
s'il arrivait que deux faces aient toutes deux les segments
AB et CD de la ligne d’intersection de leurs plans pour cotés,
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVIII 1



2 H. LEBESGUE

AB et CD seraient considérés comme deux arétes différentes
de deux diédres différents, méme si ceux-ci, limités par les
mémes demi-plans, étaient géométriquement identiques. Alors,
si deux segments donnent une méme équation (1), soit Et, tous
les a ou A contenus dans cette équation doivent aussi figurer
dans les équations E2? relatives aux segments intermédiaires,
les seconds membres des E2 doivent donc étre plus grands
que celui de E”, celui-ci ne doit donc pas étre un A, car alors
il ne pourrait varier, ni étre 2n, car alors il ne pourrait pas
croitre. C’est donc pour les seuls seconds membres égaux a n
que sn peut comprendre plusieurs segments.

Soit az un segment de droite, pris aussi grand que possible
couvert par des arétes des d, et soient a,b,...,y,z les points
origines et extrémités de ces arétes — ce ne sont donc pas
tous les sommets des dt qui peuvent étre sur az. Nous avons
des équations E{ab),E(bc),...; deux équations consécutives
sont certainement différentes car, en employant les signes
contient [J et contenu dans C et des notations telles que a(ad),
dm(ab) pour désigner les a relatifs a ab et le deuxieme membre
de E(ab) on n’a, en b par exemple, que les hypothéses
suivantes:

1° a(ab)Ja(bc) dm(ab)>dm(bc); b est extrémité d’un Ih;

2° a(ab)Ca(bc) dm(ab)<dm(bc); b est origine d'un

3° aucune des deux précédentes hypotheses n’est remplie;
b est a la fois origine et extrémité d'un Ih. Dans le cas 1°, ou
a) dm(bc) estun A, ou b)dm(ab)=n; dans le premier de ces sous-
cas, 1°a), b est origine d’'un Lk. De méme dans 2°, ou a) dm{ab)
estun A, oub) dm(ab) =n, et, dans 2°a), b est extrémité d’un Z*.
Donc, si, par exemple, fg est le premier segment pour lequel
dm=7i, les segments précédents sont chacun un sn et les dis-
tances ab, ac, ad, ae, af sont des sommes de 1 et Z puisque
b, c, d, e f sont & la fois origines et extrémités d’arétes des d,
ou de D. Il en résulte que les a, égaux a ab, bc, cd, de, e/ sont
des sommes algébriques de 7 et Z affectés des coefficients +1
ou —1. L’équation E(fg) peut aussi étre attachée a d’autres
segments que fg; supposons la aussi attachée a Im, et a pq et
seulement a ces trois segments qui formeront donc un sn, soit s,..
Les a(fg)—a(lm)—a(pq) sont donc contenus dans tous les a
des segments intermédiaires et peut-étre dans d’autres, soit
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jusqu'a a(rs). s sera donc I'extrémité d'un | dont I'origine
sera le point / ou antérieur au point /. Donc as est une somme
de | et L. Pour chacun des segments gh, hi, ij, jk, kl-, mn, no, op-,
gr, rs, le dm surpasse n, donc chacun de ces segments est un s,,.
Pour comparer les a(hi) et a(ij), par exemple, il n'y a pas
heu de s’occuper des a(Jg) qui sont communs aux deux familles
de diédres et par suite on est ramené au cas précédent, c’est
a dire que h, i, j, k, | sont extrémités d’arétes des d, ou de D dont
les origines ne sont pas en deca de g et que g, h,i,j, k sont
origines d’arétes des d, ou de D dont les extrémités ne sont pas
au dela de k. A l'aide des h et L, correspondant a ces arétes
on a les longueurs a de gh, hi, ij, jk, kl. De méme se calculent
les longueurs a de mn, no, op et celles de gr et rs.

Gv seul n'a pas été calculé; mais la somme de tous les o
jusqgu’ici considérés est la quantité connue as, d’ou av. Si, de
plus, on remarque que c’est seulement dans le calcul de rs
guinterviennent des | et L qui se trouvent dans I’expression
de as on en conclut encore que, dans les expressions (3) ob-
tenues, les coefficients des | et L sont +1 et —1, ou naturel-
lement zéro; remarque d’ailleurs accessoire.

Le raisonnement se poursuit de la méme facon; la lacune
que comportait mon expose, et dont je suis seul responsable,
est ainsi comblée.



SUR LES SUITES DE POLYNOMES ET LA FONCTION
DE GREEN GENERALISEE |

Par F. Leja, Krakdéw

1. Soit E un ensemble fermé et borné des points du plan,
D(E) le domaine connexe complementaire & E contenant le
point a I'infini et F la frontiere de D(E). Il est clair que F est
contenu dans E et que D(F)=D(E).

Etant donné un systtme de n-|-I points différents quel-
conques C0,Ci,...Cn de E, que nous désignerons aussi par une
seule lettre Z={£0,£1i,.*,£»}, posons

y(Co,..., Cn)= I| aAy)(o =/ rm—\w\v,
0</<A<n *=0

et soit Vn=Vn(E) la valeur maxima du produit F(f0,
lorsque les points f0,....£, varient arbitrairement dans E et

1)

un systéeme des points de E pour lesquels

(2) F(@,...,,n)=U=7n(")

et

?3) () pour 7=0,1,...,«.

Nous dirons que les points (1) forment un systéme harmo-
nique du degré n de I'ensemble E si la condition (2) est remplie.
Un tel systéme est toujours situé dans la partie F de E, ce
qui résulte du principe de maximum.

Formons les polynémes

Wm_:l_jlo, 7=0,1,...,«,

+1)
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et désignons par Ln(z,E) la fonction de z définie dans le plan
entier par la formule

4) Ln(z, E)=bod'gg) inf {r}r/])ax (z,E)}.
D’autre part, formons les polyndmes

®)

correspondants au systeme (1) et considérons la suitel)

gl Z~Vn
Vo-Vx  Vo—Vn
2

On sait que la suite {7,<n+1)} tend en décroissant vers une
limite d(E) dite le diamétre transfini de I’'ensemble E2). Puisque
Vn(E)=Vn{F), on a d(E)=d(F).

Je dis qu’on a aussi ;
(7 lim /jd™ji=d (D).

n->00

(6) Z<0) («»?) =

En effet, soit Tn(z,E) le n-ieme polyndme de Tchebycheff
attaché a E et r'= Tn(2,/£). On sait2 e limm=d(E
maxI Tn(2) it2) que limm=d(E)

donc, puisque

et que o
MI0)(»?)kmax|(z—")...(«—

on a |
2
m<hjn'M < [*,,(E)]"",
d’ou résulte (7).
J’ai démontré ailleurs 3) que les suites (4) et (6) jouissent
des propriétés suivantes:

1) Il serait plus naturel de désigner lespoints(l) par r/n)=
car leur position dans F dépend de n. Je les ai désignés plus brievement
pour simplifier I'écriture.

2) M. Fekete: Math. Zeit., t. 17 (1923), p. 228-249.

3) Annales de la Soc. Polon. Math. t. 12 (1934), p. 57—71. Voir les
théorémes ! et 2, pages 65 et 67. Le théoreme Il du présent travail résulte
immédiatement du théoréeme 1 (p. 65) et de I'inégalité (35), p. 68. —
Observons que la_fonction limite L(z,E) du présent travail a été désignée
auparavant par A(z).
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n—
I. Si d(E)>Q, la suite tend dans le plan entier
vers une limite finie L(z,E) remplissant les conditions:

. I >1 dans D(E),
A —
(8) ILT) Enz, B) = LzE) 1 =1 ailleurs.

Si d(E)=0 on a

lim Yintz,E) = %0 €N dehors de E,
n->

1 dans E.
n
I1. Si d(E)=0 la suite rf)\} converge en dehors de F
et on a |
9 lim g)\=L(z,E),

n-"co

la convergence étant uniforme dans le voisinage de tout point
extérieur a F*).

La fonction L(z,E) définie par la formule (8) jouit de plu-
sieurs propriétés remarquables. En particulier:

Si F est une somme de continus, le logarithme

logL(z,E)

est continu dans le plan entier et se réduit a la fonction de Green
du domaine D{F) avec le pble a Il'infini.

Dans le travail présent nous allons continuer I'étude de la
fonction L(z,E) dans le cas le plus général, ou F remplit la
seule condition

d(F)>0.

2. Observons d’abord que les fonctions L(z,E) et L(z,F)
sont toujours identiques

L(z,E)=L(z,F),

4) On peut compléter ce théoreme comme il suit: Si d(E)=0 la limite (9)
existe en dehors de F, mais elle est partout infinie.

En effet, formons les fonctions Ln(z,F), n=1,2,... attachées a I'en-
«

semble F. D’aprés le théoréme | on a en dehors de F lim ~Ln(z,F)=00
et d’apres I'inégalité (35) du travail précité cette derniere limite est égale
a la limite (9).
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ce qui résulte de I'égalité (9) et du fait que les polynémes
L~(z,q) ne dépendent que de la frontiere F. Les théorémes I
et 1l peuvent facilement étre complétés comme il suit:

I11. La fonction logL(z,F) est harmonique en dehors de F.
On a dans le domaine D(F) L(z,F)>=I et

limo- 1

(10) 200 |4 d(F)"

En effet, il résulte du théoreme Il que logL(z,F) est une
fonction harmonique en dehors de F. D’autre part, on a d’apres (6)

n
I7].Ln>(z,q)|

H

d’ou l'on déduit (10) en vertu de (7). La fonction logL(£,E)
est donc positive pour des valeurs assez grandes de || et comme
elle est harmonique et non-négative dans D(F) elle doit étre
positive dans ce domaine, d’ou résulte I'inégalité L(z,F)>l.

Il suit de cette proposition que la fonction L(z,F) est con-
tinue en dehors de F. Nous allons examiner la continuité de
L(z,F) aux points de F, ou le logarithme de L(z,F) cesse en
général d’étre harmonique et ou I'on a d’aprés (8)

L(z,F)=LI.

En m’appuaynt sur un lemme général5) j'ai démontré
dans le travail précédent que: L(z, F) est continu en tout point
tel de F qui est situé sur un continu quelconque appartenant a F.
On verra qu’en tout point isolé de F L(z,F) cesse d’étre continue.

3. Considérons le cas général, ou la frontiere F est quel-
conque et soit z0 un point de F. Désignons par V (z0) un voisi-
nage fermé quelconque de z0 et par F-V(z0) la partie de F
contenue dans V(z0).

s) Voicicelemme: Siune suite de polynébmes: Pn(z)=aozn+alzn~
n=0,1,2,..., est uniformément bornée sur un continu C, on peut faire cor-
respondre a tout point z0 de C et a tout s>0 (e<lI) un voisinage V (z0,e) de z0
tel que la suite (P,,(a)(I—e)n} soit uniformément bornée dans V(z0,e).
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Je dirai que le diametre transfini de F au point z0 est positif
si, quel petit que soit V(z0), on a toujours d[E-7(«0)]>0. Dans
le cas contraire nous dirons, que le diamétre transfini de F au
point z0 est égal a zéro.

Ceci posé, partageons les points de F en deux ensembles
disjoints P et N
(11) F=P-+N

dont P contient tous les points de F en lesquels le diameétre
transfini de F est positif et N tous ceux en lesquels il est égal
a zéro. Il est évident que les points d’accumulation de I'en-
semble P appartiennent a P, donc P est fermé. Je dis que:

IV. Le diameétre transfini de l'ensemble F est égal a celui
de sa partie P:
d(F)=d(P).
En effet, désignons par P(g) I'ensemble de tous les points
du plan dont la distance de I’ensemble P ne surpasse pas g=0
et partageons F en deux ensembles

F=P(,+NV,

ou P désigne la partie de F contenue dans P(g) et est
la difference F—P( augmentée de ses points d’accumulation.

Puisque d(Ve)=0, on abf)
d(E)=d(Pv),
et puisque PCF et PfCP([i) on a
d(P)<d(E)<d[P(e)],
d’ou résulte notre proposition car Ieigowd[P(p)]zd(P)m

6) Je m’appuie sur les deux lemmes suivants:

A. Si E est un ensemble fermé et borné et si le diameétre transfini de E
en chacun de ses points est nul, on a d(E)=0.

B. Si E et E' sont des ensembles fermés et bornés et si d(E")=0O, on a
d(E+ E")=d(E).

Voici la démonstration du lemme A: A tout point z de E on peut,
associer un voisinage V(z) tel que <[1J-F(2)]=0, et, comme E est fermé,
il existe un nombre fini de ces voisinages recouvrant E. L’ensemble E est
donc une somme finie d’ensembles fermés dont les diameétres transfinis
sont nuis et par suite d(E)=0 en vertu du lemme B. Le lemme B est bien
connu.

) M. Fekete: Math. Z., t. 32 (1930), p. 108-114.
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4. Nous allons démontrer que:

V. Les fonctions L(z,F) et L(z,P) sont identiques dans le
domaine D(F).

Démonstration. Soient E et E' deux ensembles fermés
et bornés quelconques. Je dis que, quelque soit z, on a

(12) L(z,E)"L(z,E"), si EJE’.
En effet, étant d’apres (4)

-L,(z,.EXborne inf ;max \L,,}(z,C)\}=Ln(z,E"),
(Ces) i)

on a [Ln(z,E)™Ln(z,E"), d'ou l'on déduit (12).

Il en résulte que L(z,F)*L(z,P) et par suite la fonction
logL(z,P)—IlogL(z,F) est non-négative dans le domaine D(F).
Mais cette fonction est harmonique dans D(F) le point a I'in-
fini y compris et prend en ce point, d’aprés (10), la valeur

‘AdI'pt 1,9 ™ W =dW’

donc il suit du principe de maximum que la différence
\ogL (z,P)—logL(z,F) s’annule identiguement dans D(F).
Il résulte de ce théoréme que:

VI. La fonction L(z,F) est discontinue aux points de F en
lesquels le diamétre transfini de F s'annule 8).

En effet, si z tend vers un point zi de N en restant toujours
dans le domaine D(F'), la fonction L(z,F) tend vers la méme
limite que L(z,P) et comme z0 appartient au domaine D(P)
en lequel la fonction L(z,P) est continue, on voit que

zll'lrz% L(z,F)=L(z0,P).

Mais on a d’apres Il L(z0,P)>I et d’aprés I L(z0,F)=lI,
donc L(z,F) est discontinue au point z0.

Il résulte des propositions précédentes que, si la partie P
de F est une somme de continus, la fonction

(3(2,3°) = 10gZ(2!,/1)

8) C’est-a-dire aux points de I'ensemble N, si cet ensemble n'est pas
vide. L’ensemble P n’est jamais vide car d(.F)>0.
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jouit dans le domaine D(F) des propriétés suivantes: 1° elle
y est harmonique et positive, 2° quand z tend vers un point z0
de F, en restant toujours dans D(F), elle tend vers une limite
déterminée g, ou g=0 si z0 appartient a F et g>0 si z0 appar-
tient a la partie N de F, 3° quand z tend vers I'infini on a

lim {G(z,F)_log '
Par conséquent:
VII. Si la partie P de F est une somme de continus, log£(z,F)
est la fonction de Green classique ou généralisée du domaine D(F)
avec le pble a I'infini suivant que la partie N—F—P de F est
vide ou non.

5. Soient E et E' deux ensembles fermés et bornés quel-
conques. On sait que, si E' est contenu dans E ou si d(E") =0,
on a d(E+E")=d(E). Nous allons démontrer que:

VIII. Si E' est situé dans l'intérieur du domaine D(E)

et si d(E")=>0, on a
d(E + E">d(E).

Démonstration. Le cas d(E)=0 n’exigeant pas la dé-
monstration, supposons que d(E)=>0 et formons la fonction
L(z,E). D'aprés Ill L(z,E) est continue dans I'’ensemble E'
et y supasse 1 donc, comme E' est fermé, il existe un nombre
positif 6 tel que

L(«,.E)>14-3<5 dans E".
D’autre part, il existe d’apres Il un indice tel qu’on
a dans E'
I (z,))\>L(z,E)—b pour p>Ni(d)
et par suite

Z*
2=y 7~=7)[> (T + 207 40,)
d’ou l'on déduit en vertu de (7) I'inégalité
(13) [\(z~rlo)(z—)...(z—lfi\>(1 + 6)d(E), pour p=>Nt(0),

ayant lieu dans E' pourvu que le nombre V2(d) soit suffisam-
ment grand.



FONCTION DE GREEN 11

Posons n=fi-\-v et soit {0, un systeme harmonique
de /z+1 points de E et (t) +l,...,r)n) un tel systéme de v points
de JE; on a donc

Puisque
YN+ E TN\, VL nFi = vrin)

il suit de l'identité

et de l'inégalité (13) que
Vn(E+EYVI{E)-W-I(E)-[(1+0)d(E)]lv, si *>N2(0).
Posons pour simplifier I'écriture d(E)=d et d(E)=d' et

observons que les suites
2

VIEY™N,  {(Wi-1(E)ior}

tendent en décroissant respectivement vers d et d' donc
UGuely — V(v—1)
Vn(E+ E)NdN~d" 2 [(I+<5)d]"™

et par suite )
P : v iy

[VAE + E AN AdAN Edn(+H)[(1+$d]' () |

Faisons tendre n et v vers I'infini de maniére que v/n tende
vers une limite a remplissant la condition O<a<l. Alors p/n
tend vers 1—a et la derniére inégalité donne

d(E+E")>d(l~a2d"a [( 1+06)d]2“(l “c)
ou

d(E+E)Nd U0

Notre proposition résulte immédiatement de cette inégalité
car, si a->0, I’expression

(I + 6)2(1-«)

tend vers la limite (1 + <$)2>1.
[A suivre]



REMARQUES SUR LES INTEGRALES DE STIELTJES
EN CONNEXION AVEC CELLES DE MM. RADON
ET FRECHET

Par O. Nikodym, Warszawa

1. Le but de la note présente est la démonstration d’'un
théoreme jettant de la lumiére sur les intégrales de Stieltjes
en connexion avec celles de MM. Radon [1] et Fréchet [2]1).
Le dit théoreme concernant la prolongation d’une mesure addi-
tive sera énoncé a la fin de la note. Il sera exprimé d’une maniere
un peu plus générale: a savoir on va considérer des mesures
vectorielles au lieu de mesures ordinaires. La généralité ad-
mise, se rattachant a un de mes travaux [4] ne cause point
des complications dans la démonstration et, d’autre part, elle
met mieux en évidence le réle des hypotheses. Nous ne con-
sidérons que le cas linéaire quoique celui de plusieurs dimen-
sions ne semble pas étre trop difficile et principiellement dif-
férent. De plus, nous envisageons I'intervalle (—00,4-00) en
vu d’applications aux formules donnant la représentation
spectrale des opérateurs symétriques’ hypermaximales dans
I'espace vectoriel de Hilbert-Hermite [5].

Si I'on se sert des intégrales de Stieltjes on

—~00
suppose d’habitude que g(x) est continue d’'un cOté, p. ex. du
coté droit [5]. On verra dans ce qui va suivre que cette hypo-
thése est bien naturelle et en connexion avec la possibilité
de la généralisation ,lebesguienne” de I'intégrale. Dans cet
ordre d’idées faisons la remarque suivante qui semble étre
principielle: il se montre trés avantageux et trés maniable de
considérer les intervalles (a,&\ ouverts du cOté gauche et

1) Voir aussi [3].
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fermés du coté droit, plutbét que des intervalles ouverts ou
fermés. On rencontre, d’ailleurs, de tels intervalles ou rectangles
sémifermés dans des différents travaux.

Notations:

a="=b désigne que a est, par définition, identique avec b.

la-, I'’ensemble composé du seul élément a.

co a: le complémentaire de I’ensemble a par rapport a une
variété donnée 1; coa="=I|l—a.

0 désigne I'ensemble vide.

aeb-. I'élément a appartient a la classe b.

(a,b), (a,b>, (a,b), (ab~> désignent respectivement les in-
tervalles a<x<b, a<x”.b, a”x<b, a”x".b.

On va considérer des nombres impropres —oo0, -f-00 qui se
définissent aisément par la méthode de Cantor ou Dedekind.

On va considérer I'espace vectoriel de M. Banach. Pour
la définition axiomatique respective nous renvoyons le lecteur
au travai}l de M. Banach [6].} La valeur absolue (norme) du

vecteur x sera désignée par |». Mentionnons que ce nombre
jouit, entre autres, des propriétés suivantes:

kI>0, k+y|<kl+|y|, |M=la]* ||,

ou z est un nombre réel. De plus, la convergence lima?, =g
se définit par la relation: n'>0°
lim |ee,,—®]|=0.
n->00
2. Soit donné une fonction q(x) définie dans <—oo0, 4-00)>
et dont les valeurs sont des vecteurs d'un espace de M. Ba-
nach 1). Considérons la plus petite classe (J.) de sous-en-
sembles de (—o00,-]-00>, contenant chaque intervalle (a,b>, ou
—ooManfth-f-oo et jouissant des propriétés suivantes:
1° si E,Fe(A), alors E-\-Fe(A),
2° si jE'e(M), alors co-Ee(A)2).

x) Il est sousentendu que p(—o0) et ¢(-4-00) sont des vecteurs bien
déterminés.
*) cOE—(—o00,+00>—E.
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Si E,Fe(A), alors E-Fe(A) et E—Fe(A). Evidemment
I’ensemble vide 0 et I'ensemble universel —a00,-|-00>
appartiennent a (A).

On peut démontrer sans peine que, si Ee(A), E="0 alors
il existe un nombre fini d’intervalles disjoints («-&> dont la
somme est égale a E. Appelons une telle représentation: repré-
sentation canonique de E.

Attribuons a chaque ensemble Ee(A) une mesure généralisée,

en posant

n
2° si E=}2_{(ai,bi>, ou les termes de la somme sont disjoints

deux-a-deux,

/=1

On voit aisément que la fonction p(E) est ainsi bien définie
(parce que ce vecteur ne dépend pas du choix de la représen-

tation canonique de E). De plus la fonction p(E) est additive,
c’est-a-dire, si E, Fe(A), E F=0 on a p(E+F)=p.(E)-\-/i(F).

On voit aisément que p(E) peut étre définie par la con-
dition d’additivité ajoutée aux conditions suivantes: p.(0)=0,
p{a,b>=¢(b) —g(a), (—oo™a<ft<4-00).

3. Cela étant posé, considérons la plus petite classe (B)
de sous-ensembles de (—00,4-00)>, contenant tous les ensembles
de (A), contenant avec chaque ensemble aussi son complé-
mentaire, et parfaitement additive, ce qui veut dire que, Si

ELE?,...,E,,,...e(B), alors J’>Ene(B) Evidemment (B) est la

classe de tous les sous- ensembles boréliens de (—o00,-|-00>.
Le probléme qui nous intéresse consiste a trouver les con-

ditions nécessaires et suffisantes auxquelles doit satisfaire q(x)

pour que la fonction mesurante p-(E) puisse étre prolongée a tous
les ensembles de (B) de maniere que, si ELE2,...,En,...e(B),

Ei-Eh=0 pour i”*h, on ait £p(En)=p(J£En).
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4. Tout d’abord, quelques délibérations préliminaires nous

forcent d’admettre pour la notion de la norme || de vecteurs
la condition suplémentaire suivante-.

(@ ... Si xI,xi,....,xn,... est une suite infinie de vecteurs telle

que pour chaque suite partielle xX™x/, .. Xkn,... extraite de {x,,}
la somme

converge, alors JT|@n|<o0.
/1=1
Cette condition est satisfaite p. ex. dans le cas, ou les vecteurs sont
des nombres réels ou des nombres complexes. Elle ne subsiste pas p. ex.
dans le cas de vecteurs de I'espace unitaire (de Hilbert-Hermite). En

effet, étant donnée une suite orthonormale:

«P«2........ en>->

posons

00 —»

—) 0o
On a: Ix,l =1/n; donc diverge, tandis que toute somme
n=i n=I

00 00

converge, puisque 21”1/fct
n=I n=I

Dans le cas considéré il faudrait remplacer la norme des vecteurs
par son carré, et cela non seulement dans la condition («) mais aussi dans
la définition de la variation bornée qui va étre formulée prochainement.

5. Admettons I'hypothese (a) et supposons que la prolon-
gation de la mesure soit possible. Nous démontrerons qu’alors

la fonction g(x) est & variation bornée. Nous entendons par cela
gu’il existe un nombre positif Jf>0 tel que, si les

(1) (al,6i>,...,(a,,,&,,> (n>D)
sont disjoints, on a
) =1

Démonstration. Supposons qu’un tel nombre M n’existe
pas. Il existe alors une suite infinie de systéemes (1) pour les-
quels la somme (2) croit indéfiniment. Il existe, a fortiori,
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une suite infinie de divisions finies de l'intervalle (—o0,4-00>
pour lesquelles les sommes respectives tendent vers l'infinie.
Ayant une division de (—o00,4-00>, I'introduction des nouveaux
points de subdivision 1le peut pas diminuer la somme respective.
Par conséquent, on peut trouver une suite infinie de divisions
n~™n”... de (—o0,4-00)> telle que chaque division suivante
contient tous les points de la précédente, et que les sommes (2)
respectives sont >0 et croissent indéfiniment. Evi-
demment {nn} peut étre choisi de maniére que, si (an/s,)>
appartient a la division 77, et si («L/%)>2)(a2,/32>3..., alors
lima,,=1lim/?,, (n.b. cette limite pouvant aussi étre égale
a 4-00 on a —00).

Il existe dans /1j au moins un intervalle dont les divisions
engendrées par /12,2Z3,.. donnent des sommesl) formant une
suite non bornée. Soit (yx un tel intervalle et supposons
que ce sont les subdivisions produites par nkvnki,...,nknJ. .
qui donnent des sommes tendant vers l'infini. On peut évi-
demment supposer que toutes ces sommes sont >1.

D’une maniére analogue il existe dans (yv au moins un
intervalle (y2,d2> de 17k dont les subdivisions engendrées par
nk,,nkl,... donnent des sommes formant une suite non bornée.
Soit Nnk.,nk\,... une suite partielle extraite de nk,,nk,,...,
donnant dans (y2,d.> des sommes positives >2 et tendant
vers I'infini.

En continuant indéfiniment le procédé indiqué et facile
a préciser au moyen du principe de I'induction, on obtient
une suite infinie d’intervalles

et une suite infinie 11',n",... extraite de {Z/n}, telles que 77(n)
engendre dans (yn <$np> une division donnant la somme
On a de plus limyn=limén.

n n

Cela étant posé, soient
3)
tous les intervalles de la division Z7(n_1) contenus dans
(7n_P\V/t> et différents de (vY.,,V.

*) Les termes des sommes concernant seulement les sous-intervalles
de (/l»<>1>,
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Les intervalles (3), (n=1,2,...) étant disjoints et la prolon-
gation de la mesure étant, par hypothese, possible, la somme
de mesures de n’importe quels intervalles pris de (3) converge.
Donc, en vertu de la condition (a) la somme des nombres

converge aussi.

Posons
o_
H I
On a, en considérant la subdivision de produite
par
h(7n,">1+ I2
d’ou
+ I» (»=1,2,...)

ce qui entraine
4 M7nA>|-* 00
Mais, I’additivité parfaite de la mesure /z prolongée implique
la relation
liniu(7n,\=Zz(rap

ou a lim-/n=limbn.
n n

Par conséquent, lim est fini ce qui n'est pas

n
d’accord avec la relation (4).
La contradiction trouvée ainsi démontre, par impossible,

gue la fonction q(x) est a variation bornée.
6. On démontre aisément que pour une telle fonction la
limite
e(®0+°)=3rlim
*nN>*>

existe pour chaque x0<oo et la limite

0(®0—"°)=4ar lim eGM

*n<r>

existe pour pour chaque x0>—oo0.
Hocimk Pol. Tow. Matom. T. XVIIL. 2
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7. Nous allons démontrer maintenant que, si la prolon-
gation de la mesure est possible, on a

e(x+0)=g(x)
pour —oo0”"&<-|-00.

Démonstration. Soit xn>x0, xn-"x0.
On a

//I (X01Xn/ =0,

n=

d’ou, en vertu de la continuité de la mesure — ce qui résulte
de son additivité parfaite —

Iirnn/z(iCO,aen>=0,
c’est-a-dire:
li lqn’\(a:,,)ze(ﬁEo).

8. Nous avons trouvé deux conditions nécessaires auxquelles

doit satisfaire qg(x] afin que la mesure soit prolongeable. Notre
but est maintenant la démonstration que ces conditions sont
aussi suffisantes.

Définissons d’abord une notion auxiliaire.

Etant donné un intervalle arbitraire {a,by désignons par
p,*(a,by la borne supérieure des nombres

/=1

ou les (a/,6/> sont disjoints et contenus dans (a,by.

Cela étant posé, nous allons nous appuyer sur le théoréme
suivantl).

Si, quels que soient les intervalles (r,;s>, (r,,s,>, »=1,2,...
tels que

(/,«/m= . (rn,sny,
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les étant disjoints deux-a-deux, on a
17 (N £ 77*("n,

n=I

alors la mesure p est prolongeable dans le sens qui nous interesse.

9. Cela étant préparé, supposons que la fonction q(x)
il} _

est a variation bornée et que, de plus, e(e@+0)=e(x) pour
chaque X, ou —oo”&<-]-oo0.

Démontrons qu’alors la mesure p est prolongeable. Fixons
un intervalle (r,s> et une de ses décompositions en des inter-
valles disjoints

(r,S>=
.

Notre but est de démontrer I'inégalité.

1““(M>1 < j?n*(rn,8n>.

n=I
Il existé un indice n0 bien déterminé, tel que
STTSr> posons T .0
Deux cas peuvent se présenter:
1° r<r'<g, 2° r=r'<s.

Considérons d’abord le cas 1°:

Q) r<r'<s.

Soit L’intervalle (r,,s> est égal a la somme au plus
dénombrable de différents intervalles contenus dans la suite:
2) ("2,5%,

Soit:

(rn)s/==" (rno,8na>-
a

Dans le cas, ou r,,=r', on a évidemment

2*
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parce que cette relation se réduit a

1" (rnj Sn/| Sn>j

et cette inégalité est évidente.
Désignons par r" la borne inférieure de tous les rn, pour
lesquels

3 I/ (fn, S>| sna>-
a

Choisissons une suite infinie:

parmi les nombres r,,a, de maniére qu’on ait

limrmm =r".
/?->00

Nous avons

la sommation étant étendue a tous les intervalles (2) qui ce
trouvent dans
A fortiori

(5) e+ @1 Iy,
7

ou la sommation embrasse tous les intervalles figurant dans
toutes les sommes (4), (fc=1,2,..).
Comme

u(”™.A,s>=e(s)—e(r,,A

et comme, en vertu de I’hypothése,

lim e(rm*)=g(r"),
on déduit de (5):
(6) |/4r",s>|

Nous allons prouver que r"=r. Supposons le contraire:
r'>r. Les intervalles (2) étant disjoints et leur somme étant
égale a (r,s>, il existe un intervalle (2) bien déterminé, soit
(rp,sp>, tel que

r'=8p.
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On a, en vertu de I'additivité de la mesure /z:

d’ou
h (rP,*>1 < M*(rP,s >+ 211z (s» S>-
7
Mais I'intervalle (rp,sp> ne se trouve pas parmi les inter-
valles (r,,y,sn)> et, de plus, nous avons

(rp, =(@rp,Sp"+ (M ,Sn>.
y

Par conséquent, r' n’est pas la borne inférieure en question.
Nous avons ainsi démontré que r''=r. L’inégalité (6) peut
s’écrire alors:

@) lu(r,s>\ £ p*(rn,8n>,
n=I

ou la sommation embrasse tous les intervalles (2).

Jusqu’a présent nous n’avons considéré que le cas 1°, ol
r<r'<s; mais on voit que dans le second cas: r=r'<8 l'iné-
galité (7) est évidente.

Nous avons ainsi démontré que l'inégalité (7) subsiste dans
toute sa généralité.

Il en résulte, d’aprés le théoréme cité, que la mesure peut
étre prolongée de maniére qu’elle devienne une mesure vecto-
rielle parfaitement additive et définie pour tous les ensembles
boréliens contenus dans (—o00,+00>.

10. Le reésultat qui vient d’étre établi peut étre formulé
de la maniere suivante.

Théoréme. Soit g{x) une fonction définie dans —oo”.x"-\-00
et dont les valeurs sont des vecteurs d'un espace (R) de M. Banach.
Supposons que (R) jouit de la propriété suivante:
- > o)

(@ Si est une suite infinie de vecteurs de (Rj,
00—

-
telle que pour chaque suite partielle {xkn} la somme £|an con-
n=
00 -»
verge, alors 71% a?,| < oo.
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Soit pi(E) une fonction d'ensemble E telle que ces valeurs
sont des vecteurs de (R).

Supposons qu'elle soit définie dans le plus petit semi-corps
contenant tous les intervalles (a,b>, ou —oo”".a<b”i-}-00, qu'elle
soit additive (simplement) et qu'on ait

p{(a,b>}=Q(b)—y(a).
Ces hypotheses ad)mises, la condition nécessaire et suffisante

afin que la fonction /u(E) puisse étre prolongée de maniére qu'elle
soit définie pour tout sous-ensemble borélien de (—o00,4-00)>
et y sera parfaitement additive est que

1°Xlim £>(#,)= q(xo) pour chaque X0, ol —o00”&0<-|-00,
> H
Xh~*Xg

2° qg(x) soit a variation bornée dans <—o0,-|-00>, ce qui
veut dire, par définition, qu’il existe un nombre Jf>0 tel que
pour chaque systeme fini d’intervalles («/,&/>, (i=l,2,
(n>1), disjoints deux-a-deux, on ait

Z=i

11. Appliquons le théoréme démontré aux intégrales de
Stieltjes. Supposons que I'espace vectoriel (B) coincide avec
I’'ensemble de tous les nombres réels ou complexes. Soit q(x)
une fonction définie dans <—o00,4~00>, partout continue du cété
droit et supposons que qg{x) soit a variation bornée dans
<—00,-|-00>. Considérons les intégrales de Stieltjes

h
ff(x)de(x),

a
ou —oojMiKuM-j-o0 et ou f(x) est continue et bornée dans
<__00,+00>.
Soit pi(E) la mesure parfaitement additive provenant, par
prolongation, de la fonction

p{(ab>}-ijpg(b) a(a).
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D’aprés le théoréeme démontré une telle mesure existe.
Considérons I'intégrale de MM. Radon -Fréchet

E

relative a la fonction mesurante /z(4)1).

On voit aisément, que b

J f(x)dfix = J f(x)dQ(x)
(a,by a

et, par conséquent, que l'intégrale de MM. Radon-Fréchet
représente une généralisation naturelle (une prolongation) de
I'intégrale de Stieltjes de la méme maniére que I'intégrale
de M. Lebesgue généralise l'intégrale de Riemann. Voici
donc, pourquoi il est commode d’admettre — comme on le fait
d’habitude — que g(x) est continue partout d’un coté (p. ex.
du coté droit). De plus, on voit qu’il est bien commode de
considérer des intervalles sémifermés («,&> au lieu des inter-
valles ouverts ou fermés.

Les remarques que nous venons de faire, permettent de
considérer les intégrales de Stieltjes figurant chez M. Stone 2)
dans la représentation spectrale des opérations ,,selfadjoint“s
dans l'espace de Hilbert-Hermite

M(Erf,g), (fg) d(EJ,9)
W=/ Rd|F./]2 =/<W|:

comme les intégrales de MM. Radon-Fréchet, ce qui semble
étre plus avantageux parce qu’on en obtient des formules
analogues ou les intégrales sont prises sur n’importe quel
ensemble borélien 3).

x) Elle se définit précisément de la méme maniére que I'intégrale de
M. Lebesgue, la seule différence étant telle qu’au lieu de la mesure or-
dinaire on envisage la fonction

’) Voir [5], p. 180 ff.

3) J'y reviens dans un travail spécial.
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SUR LES BASES DU GROUPE SYMETRIQUE
ET DU GROUPE ALTERNANT

Par Sophie Piccard, Neuchatel

1. Quel que soit le nombre entier »>3 (>4), le groupe
symeétrique d’ordre n! (le groupe alternant 2I,, d’ordre n!/2)
peut, comme on sait, étre engendré par deux de ses substi-
tutions. Nous appelions base du groupe Sn(iHn) tout couple
de substitutions génératrices de ce groupe.

Nous avons démontré que le nombre total de bases du
groupe 6n(3l,) est un multiple de nl/2 (»!/4). D’autre part,
quelle que soit la substitution non identique $ de S, (2In), il
existe au moins une substitution T de S,,(2In) qui forme avec $
une base de 6n(2In), a I'exception des trois substitutions (1 2) (3 4),
(13) (2 4), (1 4) (2 3) qui ne font partie d’aucune base du groupe S4.
Nous avons établi le systtme complet de bases du groupe S,,,
pour »=3,4,5 et 6. Enfin, nous avons trouvé divers critéres
généraux permettant de discerner les bases du groupe

Le but de la présente Note est d’établir plusieurs critéres
permettant de discerner toutes les bases du groupe S,,(2In),
»>9, dont l'une des substitutions est de la forme (abcde),
a,b,c,d,e désignant cing nombres distincts quelconques de la
suite 1,2,3,...,».

2. Pour traiter ce probleme, nous nous appuyerons sur plu-
sieurs lemmes et propositions que nous avons établis ailleurs J),
ainsi que sur sur un groupe de six lemmes nouveaux. Voici
quelques résultats antérieurement acquis:

Lemme 1. Quels que soient le nombre pair (impair) »"4
ainsi que les r (2<r”n) nombres al,az,...,ar de la suite 1,2,...,»,
dont est le plus petit, si le plus grand commun diviseur

Wiadomoéci Matematyczne, t. XLVIL
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P(a?—aua3—ayx,...,ar—a,,n) des r nombres a>—al,a3—al,...,ar—avn
est =1, en composant la substitution S={1 2 ... n) avec le groupe
alternant des substitutions des éléments al,ai,...,ar, on obtient
le groupe

Lenune 2. En composant un nombre quelconque de
substitutions de la forme Ti—"aibiC¢), (i=l,2,...,k), telles que,
quel que soit I'indice i=l1,2,...,k—1, I'ensemble

[i,b,,C,,a2,b2,C2,...,i,bi,Ci} * {<ild-i,6l+i,c/+i}="=0,

on obtient le groupe alternant des substitutions de tous les élé-
ments qui figurent dans les divers T,.

Lemme 3. Quels que soient le nombre entier n>3 et les nom-
bres distincts a,,a2,a3 de la suite 1,2,...,n, (al<«2, al<a3), si l'on
pose D(a3—al,a3—a,,n)=k, la substitution (alal-j-k a, + 2k) peut
étre obtenue en composant les deux substitutions S—(l 2 ... n)
et T= (alu2a3).

Proposition 1. Quels que soient les nombres entiers k>lI,

et n>i, les deux substitutions $=(1 2 ... k),

T—(U 4-1 «+ n), si elles ne sont pas identiques, engendrent le

groupe <3max.(*n) ou 2Imax.(*n), aux trois exceptions suivantes

prés: Sx=(1234), Tx=(3456); Sa=(1234), Ta=(23 45 6);
S3=(12345), T3=(3456).

Proposition 2. Quels que soient les nombres entiers n>3,
m(l~m<n) et les trois nombres a,b,c de la suite I,2,...,n,
dont I'un au moins est <m et I'un au moins est >m, la con-
dition nécessaire et suffisante pour que deux substitutions de
la forme &=(1 2..m)(m+l...n), T=(abc) constituent une
base du groupe G>n(9In), si n est impair (pair), c’est que
D(m,n—m,d)=I, d désignant la valeur absolue de la différence
des deux nombres du systéme a,b,c qui appartiennent au
méme cycle de S.

3. Lemmes nouveaux.

Lemme 1. Quels que soient les deux ensembles {a,, a2, a3, at, a3}
et {bl,b2,b3,bi,b3} ayant au moins un élément commun, les deux
substitutions S”™a, a3 a3 a/a5), T=(b1b2b3bib5 engendrent
toujours le groupe alternant des substitutions des éléments qu'elles
permutent, si T n'est pas une itérée de S ni une itérée de la
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substitution (ai+iaiai®a”as), (i=1,2,3,4,5, agé{al,a3,a3,a4,aq},
les nombres i+1, 7+2, i-(-3 devant étre réduits mod. 5).

Pour ne pas allonger la présente Note, nous omettons la
démonstration de ce lemme qui ne présente aucune difficulté.

Lemme I1. Quels que soient les nombres entiers n>5,
m(l<m<n) et les cing nombres entiers a,b,c,d,e Vérifiant les
relations I™"a<<b”™m, m-\-1".c<d<e”™n et

*) D(m,n—m,b—a,d—c,e—c)—I,

en composant la substitution S—(12... m) (»»fl...») avec le
groupe alternant G des substitutions des éléments a,b,c,d,e, on
obtient le groupe Q,,, si n est impair, ou le groupe 2L, si n
est pair.

Démonstration. Si l'un au moins des trois nombres
D(m,n—m,b—a), D(m,n—m,d—c), D(m,n—m,e—<c) est égal
a 1, comme les trois substitutions (abc), (acd), (ace) ap-
partiennent au groupe G, le lemme Il découle alors de la pro-
position 2. Supposons que les trois nombres en question sont >1.

Soit D(m,b—a)—k', D(h—m,d—c,e—c)=k"".

D’apres *) D(k',k™)=I.

La substitution T=(abc) fait partie du groupe G.

Je dis qu’en composant les deux substitutions 8 et T, on
peut obtenir la substitution P—(aa+k'c). En effet, c’est
évident si b—a=k'. Alors P=T. Supposons que b—a>k'.
Soit m=m'k’, b—a=t'k’, (t'>I). On a D(m',t")=lI.

Il existe donc un nombre entier s, tel que t's”™l (mod. m") et,
par conséquent, il existe un nombre entier r, tel que t's—rm’-f-1.
Multiplions les deux membres de cette égalité par k'. Il vient
s(b—a)=rm+k’, autrement dit s(b—a)”k' (mod. m).

Soit s le plus petit nombre entier >0 vérifiant cette con-
gruence. Envisageons la suite des substitutions

T, TI=87"18-~=(bb”"), Ta=8ib-a>TS-ib-ai=(blbict),...,
T,i1 =(bs-2b,_ic.-j).

On a bs-i=a-[-k'".

D’apres le lemme 2, en composant les substitutions
T,TL,...,Tg_i, on obtient le groupe alternant des substitutions
de tous les éléments qui sont permutés par T,TL,...,Ts-i, et
ce groupe contient la substitution P—(aa-(-k'c).
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D’autre part, le groupe G contient la substitution (cde)
et on voit sans peine x), en s‘appuyant sur les lemmes 2 et 3,
qgue la substitution Q=(c c-pk" c-p2k") peut étre obtenue en
composant les deux substitutions < et (cde).

Comme !>(&',&")=1, il existe un nombre entier u, tel que
uk'A1 (mod. k™). Autrement dit, il existe un nombre entier v,
tel que uk'—vk"-\-1. Envisageons la suite des substitutions

Q,,_2=="<«-2)*"Ce-(n-2)*"=(c + (v—2)k" c-p(v—I)K" c-pvk™),
+ ¢+ (v_2)k" c-p(v—DK™),

Q=(c c-pk" c-p2k"),
P—(a a-pk’ e),

P1=SkTS-k'= (a-pk' a-p2k’' c+k'),
P2=Sh'TS-2'=(a + 2k' a-p3k’ c-p2k’),

Pu= SUK'TS ~ik'=(« +ufc' a+ (tt+)A: c-Puk’),

les nombres a-pi devant étre réduits mod. m et les nombres
c-pj devant étre réduits mod. n—m, de fagon a étre compris
au sens large entre m+1 et n.

D’apres le lemme 2, en composant ces diverses substitu-
tions, on obtient le groupe alternant des substitutions de tous
les éelements qu’elles permutent. Or, ce groupe contient la
substitution (a c-pvk" c-puk’)=(a c-pvk" c-pvk"-pl), les nom-
bres c-Pvk" et devant étre réduits mod. n—m,
comme indiqué ci-dessus. Or, cette derniére substitution en-
gendre avec S, d’aprés la proposition 2, le groupe (©,, si n
est impair, ou le groupe Ql,, si n est pair, d’ou résulte immé-
diatement le lemme 11.

Lemme I11. Quels que soient les nombres entiers n”-5,
m(l $"m<n) et les cing nombres entiers a,b,c,d,e vérifiantles relations
I".a<m,m-pl*"b<c<d<e”™n, D(m,n—m,c—b,d—b,e—b)—I,

en composant la substitution S=(l 2 ... ... n) avec le
groupe alternant G des substitutions des éléments a,b,c,d,e, on
obtient le groupe <S, si n est impair, ou le groupe Tl si n
est pair.

x) Voir la démonstration des lemmes 9 et 10 dans notre travail cité de
Wiadomos$ci Matematyczne.
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Démonstration. La substitution T-(abcde) fait partie
du groupe G et on a 8T=(ab+1.cd+1..ea4-1.ml 2.
..a—(bc+l ..defl .. nm+1l .. b—-1).

Il est clair que la substitution ST engendre, avec les sub-
stitutions du groupe G, le méme groupe que la substitution $.
Posons

/afe-f-I... c e
\1 2 .. I-f-c—b..1-f-c—bh+e—d..

a-1 b d ... b—1\
...c—b+e—d”™ml+c—b+e—d-+m... 14-e—b+m... n |/

Il vient

USTU~—R=(l 2 ... c—b+e—d+m) (I-|-c—b+e—d+m ... n),
VGV~'=CJ,

Gx désignant le groupe alternant des substitutions des éléments
1, I-|-c—b, 1l4-c—b+e—d, 1+c—b+e—d+m, 14-e—b+m.
Les trois premiers de ces éléments appartiennent au premier
et les deux derniers, au second cycle de R, et comme
D(c—b,c—b+e—d,d—c,c—b+e—d+m,n—(c—b+e—d+m)) =
= D(m,n—m,c—b,d—b,e—b)=l, il résulte du lemme Il gu’en
composant R avec les substitutions du groupe Gx, on obtient
le groupe S>,, si n est impair, ou le groupe "I, si n est pair.
Il en résulte immédiatement le lemme III.

Lemme 1V. Quels que soient les nombres entiers n”5,1,
m(I*"l<m<n) ainsi que les cing nombres entiers a,b,c,d,e vé-
rifiant les relations I1™M.aM, 1+1"b<c™m, m—+I*.d<e™n,
D(,m—I,n—m,c—b,e—d)=I, en composant la substitution
S={2 .. HA+I ... m)(m+Il ... n) avec le groupe alternant G
des substitutions des éléments a,b,c,d,e on obtient le groupe Qn,
si n est pair, ou le groupe 1l,, si n est impair.

Démonstration. La substitution (abd) fait partie du
groupe G et on a ST—(ab4-1 04-2 ...cc-J-1 .. mZj11+2..b

d4a~1<24-2 ...ee+l ..nm--l .. daj-1..712 .. a—1).
Posons
ab+1.. ¢ .. b .. e .o do a1\

1 2 .1fc—&.14-m—i. . 1--m—Il+e—d..I+n—Il... n /
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Il vient USTUM—R—il 2...n).

Soit UGU~i=Gi. Gl est le groupe alternant des substitu-
tions des éléments 1,1-j-c—b, 1+m—I, 1+m—I-\-e—d, 1 + n—I.

La substitution R composée avec les substitutions de G
engendre un groupe isomorphe a celui que 8T engendre avec les
substitutions de G. Et comme D(c—b,m—I,m—I-\-e—d,n—I,n)=

= D(l,m—I,n—m,c—b,e—d)=I, il résulte du lemme 1, que R
engendre avec les substitutions de Gl le groupe S,, ou le
groupe 2l,. Il en est donc de méme de < et des substitutions
de G, c.g.f. d.

Lemme V. Quels que soient les nombres entiers n/5,
I,m(I"l<m<n) ainsi que les cing nombres entiers a,b,c,d,e
vérifiant les relations I.a”M, |+1"b™"m, m+I1*c<d<e’n,
D({,m—I,n—m,d—c,e—c)=I, en composant la substitution
8=(1 2...)(I+I...m)(m-\-1...n) avec le groupe alternant G des
substitutions des éléments a,b,c,d,e, on obtient le groupe S,,
Si n est pair, ou 21,, si n est impair.

Démonstration. La substitution (abc) appartient au
groupe G eton a ST=(@6+1 .. mZ+l ..bc+1l ..d<Z+l ...e
e+l ..nm+l .. c«+1l .. 112 ... a—1).

Posons

a6+1... 6 d e

1 2 .. 1+m—Z..1+m—Z+<Z—c...| + m—Z+e—c...
c ...a—1\
L1+n—1.. n/

On a USTU~I=R=(l 2...n),
UGU~'=GX
Gx désignant le groupe alternant des substitutions des éléments
1,1+m—I, 1+m—I+d—c, 1 + m—I+e—c, 1+n—7, et comme

D(m—I,m—I-\-d—c,m—I + e—c,n—I,n)=
= D(l,m—I,n—m,d—c,e—c)=lI,

d’aprées le lemme 1, la substitution R engendre avec les sub-
stitutions du groupe Gx le groupe ou le groupe 2lI,, d'ou
résulte immédiatement notre lemme.
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Lemme VI. Quels que soient les nombres entiers n”"5,
k,I,m(I".k<l<m<n) ainsi que les cing nombres entiers a,b,c,d,e
veérifiant les relations

m-\-1*.d<e’n,
D(k,I—k,m—I,n—m,e—d)=l,
en composant la substitution
8=(12..kk41.. DH({Ipi. m)(m-\l..n)
avec le groupe alternant G des substitutions des éléments a,b,c,d,e,
on obtient le groupe S,,, si n est impair, ou 2l,, si n est pair.

Démonstration. La substitution T=(a b c) appartient au
groupe G, et on a ST—(a Z>4-1..| fcf-1 ...b c+1.. m Z-j-l...
...ca+1l..kl2..a—1) (m+1..n).

La substitution ST engendre avec les substitutions de G
le méme groupe que & Posons

«HIL... b .. c ..a—1l m+l...n
1 2 ..1l-pz—fc..l--m—k... m m-\-l..n

On a USTU~=R=12..m)(m+1..n) et le groupe
UG Z1_1=G, est le groupe alternant des substitutions des élé-
ments 1,1+7—Xk, | +»i—k,d,e. Et comme

D (I—k,m—k,m,n—m,e—d) = D(k,l—k,m—I,n—m,e—d)=l,
d’aprés le lemme 11, en composant la substitution R avec les
substitutions de G,, on obtient le groupe Qn ou le groupe QL,
d’ou résulte notre dernier lemme.

4. Notations. Quels que soient la substitution non iden-
tique S du groupe 6n(3In) de laforme (12...mY)(mI-\-Im1+2...m2)...
v (mr-i+1L.mr), I™"ml<mi<..<mr_i<mr=n, I™"r<n, le
cycle C d’ordre k=l de S et les deux éléments a, b faisant
partie de ce cycle, nous appelons distance entre ces deux élé-
ments et nous désignons par le symbole ab le plus petit nombre
entier positif, tel que a-\-ab=b (mod. k). On a évidemment
I<aé<fc et ab-\-ba=k.

Proposition I. Quels que soient le nombre entier Nn>9 et
les cing nombres a,b,c,d,e de la suite 1,2,...,n, la condition
nécessaire et suffisante pour que les deux substitutions
S=( 2 .. n), T-(abcde) engendrent le groupe S,,, si n est
pair, ou le groupe 21, si n est impair, c’est que

D(ab,ac,ad, ae,n)=lI.
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Démonstration. On voit immédiatement que si la con-
dition énoncée n’est pas Vérifiée, les substitutions & et T en-
gendrent un groupe imprimitif et ne sauraient de ce fait con-
stituer une base ni de Qn ni de 2l,,. La condition est donc bien
nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante. Soit

*) D(ab,ac,ad,ae,n)=l.

Nous pouvons toujours choisir les notations de fagon que a
soit le plus petit des cingnombres a, b, c,d, e. 11 y a alors 24 cas pos-
sibles quant & I'ordre de grandeur des nombres a,b,c,d,e, mais
il suffit de traiter seulement deux de ces cas: 1) a<b<c<d<e
et 1l) a<b<c<e<d, car tous les autres cas se ramenent a ces
deux soit par itération de T soit par transformation de T au
moyen de la substitution Sr.

I. Supposons d’abord que a<b<c<d<e.

Posons ab=kv bc=k3, cd=k3, de=kt, ea=kb.

On a k*-}-k2-~k3-\-k*-{-kb=nh.

Les cas suivants sont alors & distinguer.

1. Parmi les nombres k"k" k™ k™k™ il y en a un qui est
plus petit que les quatre autres. Soit, p. ex. ki ce nombre.

On a T1=8l'TS~k=(b blcldlel), ou b~ c"d"ej* sont quatre
nombres de la suite 1,2,...,n, différents de a,b,c,d,e. Les deux
substitutions T et engendrent, d’aprés le lemme I, le groupe
alternant des substitutions des éléments qu’elles permutent,
groupe qui contient le groupe alternant G des substitutions
des éléments a,b,c,d,e. Donc, d'aprés *) et le lemme 1, en
composant S avec les substitutions de G, on obtient le groupe S,,
ou le groupe 2I,. 1l s’ensuit que S, T et bien une base de (0,
ou de 2l, dans le cas considére.

2. Supposons maintenant que parmi les nombres kv k2, k3, kt, kb
il y en a deux qui sont égaux entre eux et plus petits que les
trois autres. Soit k la valeur commune des deux plus petits
nombres. On a 21=8kT 8~k=(alblcldlel), ou ai,bl,cl,dlel
sont cing nombres de la suite 1,2,...,n, dont deux appartien-
nent a la suite a,b,c,d,e. D’aprés le lemme I, les deux sub-
stitutions T et engendrent le groupe alternant des sub-
stitutions des éléments qu’elles permutent. On en conclut,
comme ci-dessus, que 8, T est bien une base de ou de 21,
aussi dans ce cas.
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3. Parmi les nombres kv fc2, k3, kt, k5 il y en a trois qui sont
égaux entre eux et plus petits que les deux autres. Soit k la
valeur commune des trois plus petits nombres en question.
On a

Ti= = (adedcidied),

ol «i,&i,sont cing nombres de la suite 1,2,...,n, dont
trois font parti de la suite a,b,c,d,e. Donc, d’apres le lemme I,
T et Tx engendrent le groupe alternant des éléments qu’elles
permutent. Il s’ensuit que S, T est une base de Qn ou de 2I,.

4. Parmi les nombres fcd, fc2, fc3, fc, it6, il y en a quatre qui
sont égaux entre eux et plus petits que le 5-me. Soit, p. ex.,
fe1=A-2=fc3=Ffc4<A:5. On a alors 2'1=>SAT>S A= (6 cd e ej, ol el
est un nombre de la suite 1,2,...,n, différent de a. Les deux
substitutions T et Tl engendrent, d’aprés la proposition 1,
le groupe alternant des substitutions des éléments qu’elles
permutent. Il s’ensuit que S, T est une base de ou de
aussi dans ce cas.

De *) et de la condition n>9, il résulte que I'on ne saurait
avoir ft1=A:2=A:3=fc4=A;5. Notre proposition est ainsi démontrée
dans le cas I.

Il. Soit a<b<c<e<d.

Posons ab =fin bc=k2, cd—k3, ed=ki, ea=ké&

On a foh + fc2 + fc3—fcd4-fe5=n, fd<fcd et fed<fcs.

Ici il y a lieu de distinguer trois cas.

1. Parmi les nombres kvk2 k3 kt ks il y en a un qui est
plus petit que les autres. Cela ne peut étre que l'un des trois
nombres K~ kK™ Soit ce nombre. Posons T—Sk'TS~k'=
— (b blcldlel).

Les cas suivants peuvent alors se présenter:

a) c+k™e,
b) c+k™e,
c) c+k”ne, d+~—a+n,
d) c4-fcl=e, d+k™a+n.

Dans le cas a) aucun des éléments bl,cl,dl,el n’appartient

a la suite a,c,d,e, dans les cas b) et c¢) un seul élément parmi
appartient a la suite a,c,d,e et, dans le cas d), deux

éléments parmi &i,c4, et font partie du systéme a,c,d,e. Dans
Rooanik Pol. Tow. Matem. T. XVIII. 3
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tous les cas, d’aprés le lemme I, les deux substitutions T et Tl
engendrent le groupe alternant des substitutions des éléments
gu’elles permutent. D’ou il résulte, d’aprés *) et le lemme 1,
que S, T est bien une base de Gn ou de $In. Les cas ou f2, res-
pectivement k4, est le plus petit des cing nombres k4, k*, ka, kt, fc5
se traitent de fagon tout a fait analogue.
2. Parmi les nombres k4 k2,k3,k4, k5 il y en a deux égaux
entre eux et plus petits que les trois autres.
Trois cas sont alors possibles:
[«2 Al
a) k\ k4, b) kick3, c) k2=k2\ka.
Xk5 "k5
Envisageons d’abord le cas a).
On a Ti=Sk'TS-k=(b cCidLe-J. Il peut arriver que

c-"-k"e, d+k™a-+n,
ou c+ki=e, d+k™a-+n,
ou c+k-L"e, d+k”™a-"-n,
ou c+kne, d-"-ki—a-"-n.

Dans les quatre cas, e+ k-"d.

Dans les trois premiers cas, T et engendrent le groupe
alternant des substitutions des éléments qu’elles permutent,
d’aprés le lemme I, dou il s’ensuit, d’aprés la condition *)
et le lemme 1, que S, T est une base de <5n ou de 2I,. La raison-
nement précédent ne s’applique plus dans le 4tne cas. On
a alors kl=k2=ce=da<ki, ft3=k6=k14-k4. Soit kd=I; comme
nous avons supposé N9, on a alors k4>5. Dans ce cas,
T=(aa+la+ 2da-f-3), S4TS-4=T>=(a+4a+5a+6a+3a+7)
et les deux substitutions T et T2 engendrent, d’aprés le
lemme I, le groupe alternant des substitutions des éléments
gu’elles permutent. On en déduit que S,T est une base de
G« ou de Ql,.

Supposons maintenant que kx>I. Alors, d'aprés la condi-
tion *), fd et ki sont premiers entre eux. Donc, si I'on pose
T3—Sk‘TS~k‘=(alblcldld), les nombres a”b”~crd™ ne font pas
partie du systeme a,b,c,e. Par conséquent, d’aprés le lemme I,
T et T3 engendrent le groupe alternant des substitutions des
éléments qu’elles permutent. Il s’ensuit que S, T est une base
de Gn ou de 5l,,.
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Passons maintenant au cas b). Posons T1=Sk'TS~k=
— (b b~dtd). Les cas suivants sont possibles:

«4-"=6, d+k™a+n,
¢+ fcid=e, d4-fcl=a+n,
c-\-k, = e, d-\-ki=a-\-n.
Dans tous ces cas, b+ k”™b”c.
Dans les quatre cas, T et T\ engendrent, d’apres le lemme I,
le groupe alternant des substitutions des éléments qu’elles

permutent. Donc S, T est une base de Sn ou de 5I,.
Le cas c) se traite de facon tout a fait analogue au cas b).

3. Parmi les nombres klfk2,k3 k4, k5 il y en a trois qui sont
égaux entre eux et plus petits que les deux autres.

On a alors forcément ki = k2= kie&ks

Posons I\ = Sk'TS~k = (b ccid-id).
Les cas suivants sont alors possibles:

d+kMa-+n,
c-yke, d+k™a+n,
d4-All=a+n.
Comme d’aprés la relation *), on ne saurait avoir

c-"-k"—e et en méme temps d+k”~a-+n.

Dans les trois cas possibles, T et engendrent, d’aprées
le lemme |, le groupe alternant des substitutions des éléments
guelles permutent. Donc S, T est une base de S,, ou de 9l,.

Nous avons ainsi épuisé tous les cas possibles et la propo-
sition est démontrée.

Corollaire. Quels que soient les nombres entiers n~"9, m~I,
ma=>l, m3>1, m4=>I, m5=>1 (wl+»H3+Tn3+m4+?w5=n), con-
dition nécessaire et swfjisante pour que les deux substitutions
S=(l 2...n), T= 2..>»i)(ml4-I...m1-|-m2)(Mil-|-ma+I...m14-
+ m2~\-m3) (m1+ma+ ?n3-|-l...m1+ ma+«i34-wi4) (ml + «iad-m34-
+ wa+l...>wl + »'2-++m3 +wid + ms) constituent une base du groupe
<b,, Si n est pair, ou du groupe 2l, si n est impair, c'est que
D{'m,, m2, m3, mt, mB)=1I.

3*
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Démonstration. On a
=(m! m1-f-m2 + m3 m1-f-ma4- w3 ~t-miml-j-ma-j-m3-f-mi-j-m

Les deux couples de substitutions S, T et <8, T~'S engen-
drent le méme groupe et, d’apres la proposition I, la condition
nécessaire et suffisante pour que 8, T~IS soit une base du
groupe <btn ou de il,, c’est que

D(rna, ma-{-m3,ma-\-m3-I-mi,ma>-m3-1-mi-[-m3,n)=I.

Or, D (ma ma+ m3, ma+ m3+ mif ma-+m3—+ 4+ mb, n) =
= D(m1,ma,m3,mi,ms), ce qui démontre notre corollaire.

Proposition 1l. Quels que soient les nombres entiers n>9,
m(l<m<n), ainsi que les cing nombres a,b,c,d,e de la suite
1,2,. n, dont deux sont et trois sont >m(<m),
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux substi-

tutions
8=(12...m)(m-|-l...n),

T-(abcde)

engendrent le groupe S,,, si n est impair, ou le groupe 7,
si n est pair, c’est que D(m,n—m,d4,da,d3)=I, d4 désignant la
distance entre les deux éléments du systeme a,b,c,d,e qui
sont <w(>m) et da, d3 désignant les distances de I'un des
trois éléments du systeme a,b,c,d,e qui sont >m(<m) aux
deux autres.

Démonstration. Si la condition énoncée n’est pas Vérifiée,
les deux substitutions 8 et T engendrent un groupe imprimitif.
Cela ne saurait étre ni le groupe <5, ni le groupe Un. La con-
dition est donc bien nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante.
Soit
*) D(m,n—m,,di,d2,d3)=I.

Désignons par al,aa les deux éléments du systeme a,b,c,d,e
qui font partie d’'un méme cycle de 8 et par a3,a4,ab (al<ad<asb)
les trois autres éléments du systéeme a,b,c,d,e qui appartien-
nent au second cycle de 8. Comme les deux couples de sub-
stitutions 8, T et 8, T~ engendrent le méme groupe, il suffit
d’envisager le cas ou les trois nombres a3,a4,a5 se suivent par
ordre de grandeur dans la suite a,b,c,d.e.

PoSONS 6t7Za—' Ald, djOTi—  A3M— A3, MAS— A4 ASA3 L AGk
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Si parmi les nombres k2, k3, kA fc5 il y en a un qui est plus
petit que les quatre autres, ou deux égaux entre eux et plus
petits que les trois autres ou encore trois égaux entre eux
et plus petits que les deux autres, en désignant par k la valeur
du plus petit ou des plus petits nombres en question, on
a T1=SkT 8k={alblcldlel), ai,bl,cl,dl,el désignant cing nom-
bres de la suite 1,2, ...,n dont un, deux ou au maximum trois
font partie du systétme a,0,c,d,e. D’aprés le lemme I, les deux
substitutions T et T3 engendrent toujours le groupe alternant
des substitutions des éléments qu’elles permutent, groupe qui
contient le groupe alternant G des substitutions des éléments
a,b,c,d,e. D’aprés *) et le lemme Il, en composant la substi-
tution < avec les substitutions du groupe G, on obtient le
groupe S,, ou le groupe T1,,. 11 en résulte que S, T est bien une
base de S,, ou de «in.

Supposons maintenant que parmi les nombres kA, k2, k3, fc4, kb
il y en a quatre qui sont égaux entre eux et plus petits que
le 5me. Désignons par k' la valeur de ce dernier nombre et
soit k la valeur commune des quatre autres.

Si k—1, comme n>9, on doit avoir fc'>5. Posons T1=83T8~3=
=(ai bi«i d, e). Sik'estI'un des trois nombres kuk2 k3, deux
éléments du systéeme al, Zq, <\, font partie du systeme
a,b,c,d,e. Leur nombre est égal a trois, si k' est I'un des nom-
bres fcj, k2. De toute facon, les deux substitutions T et T! en-
gendrent, d’aprés le lemme |, le groupe alternant des substi-
tutions des éléments qu’elles permutent. Il s’ensuit que S, T
est une base de S,, ou de *,

Si k=1, d’aprés *), k' est premier avec k. Posons T1=Sk'TS~k'=
=(ai bi dtej. Un seul des nombres a,b,c,d,e fait alors partie
du systéeme a,b,c,d,e. Donc, d’aprés le lemme I, T et Tl en-
gendrent le groupe alternant des substitutions des éléments
qgu’elles permutent, d’ou il résulte que 8, T est une base de S,,
ou de aussi dans ce cas.

D’aprés *) et comme n>9, on ne saurait avoir fci=fc2=fc3=
f— = AR

Notre proposition est ainsi démontrée.

Proposition Ill. Quels que soient les nombres entiers
n>9, et les cing nombres a,b,c,d,e de la suite
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1,2, dont un seul et les quatre autres sont

la condition nécessaire et suffisante pour que les
deux substitutions S=(12..m)(m+l..n), T=(abcde)
constituent une base du groupe S,, ou du groupe 2l,, c’est que
D(m,n—m,bc, bd, be)—I.

Démonstration. Pour prouver que la condition est né-
cessaire, il suffit de remarquer que si elle n’est pas satisfaite,
les deux substitutions S et T engendrent un groupe impri-
mitif. Montrons que la condition est suffisante. Soit

(*) D(m, n—m, bc, bd, be)—I.

Supposons, pour fixer les idées, que Il'y a alors 24
cas possibles, mais on voit sans peine qu’il suffit de traiter
les deux cas suivants: 1) a<b<c<d<e et Il) a<b<c<e<d,
tous les autres cas pouvant se ramener a ces deux par itéra-
tion de T ou par transformation de T au moyen de la sub-
stitution S.

Dans les deux cas | et Il, on a bc=c—b, bd—d—b, be=e—b.

Soit 1) a<b<c<d<e.

Les deux couples de substitutions S, T et T, ST engendrent

le méme groupe. Or, ST=R=(a 6-|~l...cd+l...e a+l...ml2...
.a—NDMbcec+l..de+l..nm+1..b-1).
Posons
cC . e
1 2 ..1-]j-c—b+e—d..
a—l1 b d b—1\

...c—b+e—d+ml+c—b+e—d+m...I14+e—b+m... n /
Il vient

URU~'=Ri—(1 2...C—b+e—d-+m)(I+c—b +e—d+m...n),
UTuU~'=({ll+c—b+e—d+m 1+c—b 1 +e—b+m
I-f-c—b+e—d)=Ti.

Les deux couples de substitutions R, T et R,, 1\ engen-
drent des groupes simplement isomorphes et, d’apreés la proposi-
tion 11, la condition nécessaire et suffisante pour que RIf Tt
soit une base de Qn ou de *2, c’est que

D (c—b+e —d+ m,n —(c—b+e —d+ m), c—b, c—b+e—d, d—c)=1.
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Or,

D{c—b+e—d-\-m,n—(c—b+e—d+m),c—b,c—b+e—d,d—c)—
—D(m,n—m,c—b,d—b,e—b)=I.

Notre proposition est ainsi établie dans le cas I.

Soit 1) a<b<c<e<d. Ce cas ne se laisse pas ramener a la
proposition Il. Traitons le directement.

Posons bc-k” ce=k3, ed=k3, db="kt.

Si parmi les nombres m, fcnk2, k3, ki il y en a un plus petit
que les quatre autres, ou s’il y en a deux égaux entre eux et
plus petits que les trois autres ou encore s’il y en a trois égaux
entre eux et plus petits que les deux autres, en désignant
par k la valeur du plus petit ou des plus petits nombres du
systéeme a,b,c,d,e, on a

T1=<S*T>8-*=(alglcldlel),

ou &i<u,d"?sont cing nombres de la suite 12...n dont
un, deux ou trois au maximum font partie du systeme a,b,c,d,e.
Donc, d’aprés le lemme I, T et engendrent le groupe alter-
nant des substitutions des éléments qu’elles permutent. Ce
groupe contient le groupe alternant G des substitutions des
éléments a,b,c,d,e et d’aprés le lemme Ill et la condition *),
en composant * avec les substitutions du groupe G, on obtient
le groupe Sn ou le groupe 21, Il s’ensuit que S, T est bien une
base de Sn ou de 3l,.

Supposons maintenant que quatre des nombres m, kif k2, k3, kt
sont égaux entre eux et plus petits que le 5me. Soit k la valeur
commune des quatre plus petits nombres en question et soit k'
le 5me nombre >k. Si fc=l, comme n>9, on a A£"5. Alors,
si k'—m, on a T1=SiTS~i=(a-\-4:bcde), et les deux substi-
tutions T et I\ engendrent le groupe alternant des substitu-
tions des éléments qu’elles permutent, d’apres la proposition 1.
Il s’ensuit que 8, T est une base de 6,, ou de 3l,. Si k' est I'un
des quatre nombres k"k~k~kt on a T2—SiTS”i=(ablcl d*e”,
ou brchd™e™ sont quatre nombres de la suite m+1,m-\-2,...,n,
différents de b,c,d,e. D’aprés le lemme I, T et Tx engendrent
le groupe alternant des substitutions des éléments qu’elles
permutent. Il s’ensuit que S, T est une base de S,, ou de 3l,.
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Soit k=Il. Alors, comme D(m,n—m, bc, bd, be) =1 =
—D(m,?, k2,k3,k4), les deux nombres k et k' sont premiers entre
eux. Par conséquent la substitution T2=iS*'.2'iS_A'=(a2&2c2d2ca),
ou «2,b2,c2,dt,ei sont cing nombres de la suite I,2,...,n, dont
un seul appartient au systeme a,b,c,d,e. D’aprés le lemme I,
T et T! engendrent le groupe alternant des substitutions des
éléments qu’elles permutent. Donc S, T est une base de Sn
ou de ‘Un aussi dans ce cas.

D’apres la relation *), comme n>9, on ne saurait avoir
m=fcl=A:2=Zc3=fc4.

Notre proposition est ainsi démontrée.

Proposition 1V. Quels que soient les nombres entiers ?i>9,
I,m(I"l<m<n) ainsi que les cing nombres a,b,c,d,e de la suite
1,2, dont un au moins appartient & chacun des trois
intervalles <lI,i>, et dont trois appartien-
nent a I'un de ces intervalles, la condition nécessaire et suffi-
sante pour que les deux substitutions

S=(2...7)Z4-1eem)(wi+1...n), T=(abcde)

engendrent le groupe <3,, si n est pair, ou le groupe TIn, sin
est impair, c’est que 7>(i,wi—Z,n—m,d1,d2)=I, d! et d2 désignant
les distances de l'un des trois éléments du systeme a,b,c,d,e
qui appartiennent & un méme cycle de la substitution > aux
deux autres.

Démonstration. On voit immédiatement que la condition
est nécessaire, puisque, si elle n’est pas satisfaite, les deux
substitutions S et T engendrent un groupe imprimitif. Mon-
trons qu’elle est aussi suffisante. Soit

*) D(l,m—I,n—m,d1,d2)—I.

Comme les deux couples de substitutions >, T et S, T~| engen-
drent le méme groupe, il suffit de traiter le cas ou les trois
éléments du systeme a,b,c,d,e qui font partie d'un méme
cycle de > se suivent dans l'ordre de leurs grandeurs crois-
santes dans la suite, a,b,c,d,e. Désignons par «i,u2,a3 (al<a2<a3)
ces trois éléments et soient a4,«5 les deux éléments restants
de la suite a,b,c,d,e. Supposons, pour fixer les idées, que les
trois nombres a,,a2,al3 appartiennent a l'intervalle
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Posons al«2=A:l, a2a3=Kk?2, a3al=Kk3.

Supposons d’abord que parmi les nombres I, m—I kltk2 k3
il y en a un qui est plus petit que les quatre autres, ou bien
gu’il y en a deux égaux entre eux et plus petits que les trois
autres ou encore qu’'il y en a trois égaux entre eux et plus
petits que les deux autres.

Soit k la valeur du plus petit ou des plus petits nombres
du systeme Zm—Z, NN A Posons Tt= SKkTS~k=(alblcldlei).
Alors avb I Fdvcx sont 5 nombres de la suite dont un,
deux ou au maximum trois font partie du systeme a,b,c,d,e.
Les deux substitutions T et engendrent donc toujours,
d’aprés le lemme I, le groupe alternant des substitutions des
éléments qu’elles permutent. Ce groupe contient le groupe
alternant G des substitutions des éléments a,b,c,d,e. D’aprés *)
et le lemme V, en composant & avec les substitutions de G,
on obtient le groupe <5, ou le groupe 21« Il s’ensuit que S, T
est bien une base de ou de 2l,, dans ce cas.

Supposons maintenant que parmi les nombres Z,m—Z ,~ AN
il y en a quatre égaux entre eux (soit k leur valeur commune)
et plus petits que le 5me, k'.

Si k—1, comme n>9, on doit avoir fc'>5.

Si k' est I'un des trois nombres ki, k2, k3, on a T1=>S3J>S 3=
= («j2jCidlej ou parmi les nombres «i,Zgcndncd figurent
seulement les éléments a4 et a5 du systeme a,b,c,d,e. Donc,
d'aprés le lemme I, T et engendrent le groupe alternant
des substitutions des éléments qu’elles permutent. Si k' est
I'un des deux nombres Z ou m—Z, en posant encore 1'1=i83T/Sf_3=
=(«129Cj<z ej, nous pouvons affirmer que les deux cycles
(«i & Cjdjei) et (abcde) ont quatre éléments consécutifs
identiques et ne different que par leurs cinquiémes éléments.
Donc, d’aprés la proposition 1, les deux substitutions T et
engendrent le groupe alternant des substitutions des éléments
gu’elles permutent. Dans les deux cas, il résulte de *) et du
lemme V, que S, T est une base de S,, ou de 2In.

Soit fc>l. Alors, d’apres *), k' est premier avec k, et si
I'on pose Ti=Sk'T8”k'=(alblcldlel), un seul des cing nom-
bres ai,bl,cl,dl,el appartient au systeme a,b,c,d,e. Donc, d’aprés
le lemme I, T et T! engendrent le groupe alternant des substi-
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tutions des éléments qu’elles permutent, d’ou il résulte que
S, T est bien une base de ou de aussi dans ce cas.
D’aprés *) et comme n>9, on ne saurait avoir ftl=fca=:fc3=
= kt—ks.
Notre proposition est ainsi démontrée.

Proposition V. Quels que soient les nombres entiers

ainsi que les cing nombres a,b,c,d,e de la
suite 1,2,...,», dont un au moins appartient a chacun des
trois intervalles <lI,1>, <Z+I|,»i>, <w»+|,»>, deux de ces inter-
valles contenant chacun deux nombres du systéme envisage,
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux substi-
tutions T-(abcde) engen-
drent le groupe S,,, si n est pair, ou le groupe 2I,, si n est
impair, c’est que D(Z,w—Z,«—m,dl,d2)=I, <£<(£=1,2) désignant
la distance entre les deux éléments du systeme a,b,c,d,e qui
font partie d’'un méme cycle de N.

Démonstration. Si la condition n’est pas vérifiée, les
deux substitutions S et T engendrent un groupe imprimitif.
Donc la condition énoncée est nécessaire. Montrons qu’elle est
suffisante. Soit
*) D(l,m—I,n—m.dl,d2)=I.

Supposons, pour fixer les idées, qu’un seul élément du
systeme a,b,c,d,e appartient a l'intervalle <1,Z> et soit  cet
élément. Désignons par a2,al les deux éléments du systéeme
a,b,c,d,e qui font partie de l'intervalle <Z+l,w> et par a4,ab
les deux éléments dudit systeme qui appartiennent a l'inter-
valle <7»+l,»>.

Posons $2a3—kM  — A2 udu3—A3, — k2

Si parmi les nombres 1,kl,k2,k3,ki il y en a un qui est plus
petit que les quatre autres, ou s’il y en a deux ou trois égaux
entre eux et plus petits que les autres nombres de ce systeme,
si I'on désigne par k la valeur du plus petit ou des plus petits
nombres en question et si I'on pose T1=SkTS~I,=(aiblcldiel),
les deux systéemes a4, Zq,c4, d4,rd et a,b,c,d,e ont un, deux ou au
maximum trois éléments communs. Donc, d’aprés le lemme I,
les deux substitutions T et engendrent le groupe alternant
des substitutions des éléments qu’elles permutent, groupe qui
contient le groupe alternant G des substitutions des éléments
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a,b,c,d,e. Daprées *) et le lemme IV, en composant S avec
les substitutions de G, on obtient le groupe Qn ou le groupe il,,.
Donc 8,T est bien une base de G, ou de Ql,.

Supposons maintenant que parmi les nombres |, fca, fc3, fcd
il y en a quatre qui sont égaux entre eux et inférieurs au 5me.
Si la valeur commune des quatre nombres égaux entre eux
est 1, le 5me nombre A-' est alors Si k'=l, posons T1=82T*¢ 2=
= (<q Inc\diex). Les deux cycles (alblcldlel) et (abc de)
ont alors quatre éléments consécutifs identiques et ne different
que par leur 5mes éléments. Les deux substitutions T et
engendrent donc, d’aprées la proposition 1, le groupe alternant
des substitutions des éléments qu’elles permutent. On en dé-
duit sans peine que S, T est une base de G, ou de 51.,.

Si k' est I'un des quatre nombres kltk2, k3, kt, posons encore

S2TS~2=(alblcldlel). Les deux systemes axfej,cx,dx,ex et
a,b,c,d,e ont, dans ce cas, trois éléments communs. Donc les
deux substitutions T et engendrent, d’aprés le lemme I,
le groupe alternant des substitutions des éléments qu’elles
permutent, d’ou il découle que S, T est une base de S,, ou de 2l,,.

Si la valuer commune k des quatre nombres du systéeme
a,b,c,d,e qui sont plus petits que k' est >1, d’aprées *), k et k'
sont premiers entre eux et, par suite, si I'on pose, TI=Sk'TS /'=
= (alblcldlel), un seul nombre du systéme «i,&i,cl( ap-
partient & la suite a,b,c,d,e. Donc T et 1\ engendrent, d’apres
le lemme I, le groupe alternant des substitutions des éléments
gu’elles permutent et, p. c., 8, T est bien une base de  ou de TIn.

D’apreés *), comme n>9, on ne saurait avoir Z=fcl=fc2=fc3=fc4.
Notre proposition est ainsi établie.

Proposition VI. Quels que soient les nombres entiers n™9,
k,I,m(I"k<l<m<n) ainsi que les cinq nombres a,b,c,d,e de
la suite 1,2,...,n, dont I'un au moins appartient a chacun
des intervalles <4n+l,n>, la con-
dition nécessaire et suffisante pour que les deux substitutions
£=(1 2..K)(k+l...DH({A+I...m)(m-\-I...n), T=(abcde) consti-
tuent une base du groupe S,,, si n est impair, ou une base du
groupe 2l,,, si n est pair, c’est que. D(k,I—k,m—I,n—m,d)=l,
d désignant la distance entre les deux nombres du systéme
a,b,c,d,e qui appartiennent a un méme cycle de S.
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Démonstration. On voit immédiatement que la condition
énoncée est nécessaire, car si elle n'est pas satisfaite, les deux
substitutions 8 et T engendrent un groupe imprimitif. Mon-
trons qu’elle est suffisante. Soit

*) Dk, l—k,m—I,n—m,d)=LI.

Supposons, pour fixer les idées, que les deux nombres du sy-
steme a,b,c,d,e qui font partie d’'un méme cycle de S sont >m.
Désignons par a4,a5 ces deux nombres et soient les
trois nombres du systeme a,b,c,d,e qui font partie respecti-
vement du ler, du 2d et du 3me cycle de S.

Posons adab=fcn aba4=fc2. Si parmi les nombres k,I—k,m—I,
k,,k2 il y en a un qui est le plus petit, ou s’il y en a deux ou
trois qui sont égaux entre eux et plus petits que les autres,
désignons par k0 la valeur du plus petit ou des plus petits
de ces nombres et posons Tx= Sk«TS~k«={axblcldlel). Alors
les deux ensembles ai,bl,cx,dl,el et a,b,c,d,e ont un, deux ou
au plus trois éléments communs. Les deux substitutions T et Tl
engendrent donc, d’aprés le lemme |, le groupe alternant des
substitutions des éléments qu’elles permutent, groupe qui con-
tient le groupe alternant G des substitutions des éléments
a,b,c,d,e. D'aprés *) et le lemme VI, en composant S avec
les substitutions de G, on obtient le groupe S,, ou le groupe 21,,.
Donc les substitutions S, T constituent bien une base de <5n
ou de 2I,.

Supposons, a présent, que parmi les nombres k, I—k, m—I, kv k2
il y en a quatre qui sont égaux entre eux (désignons par k0
leur valeur commune) et plus petits que le 5me, que nous
désignons par k'.

Si &0=Il, on a fc'>5. Posons I\=S2TS ?2— (alblcldiel).
Si k' est I'un des deux nombres kvk2, les deux systémes de
nombres «i, &, dj,et et a,b,c,d, e ont trois éléments communs.
Donc, d’apres le lemme |, les deux substitutions T et T\ en-
gendrent le groupe alternant des substitutions des éléments
gu’elles permutent.

Si k' est I'un des nombres k,I—k,m—I, les deux cycles
(«<1,&81 et (ab,c,de) ont 4 éléments consécutifs iden-
tiques et ne different que par leurs 5mes éléments. Donc,
d’aprés la proposition 1, T et Tx engendrent le groupe al-
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ternant des éléments qu’elles permutent. 1l en résulte que
S, T est une base de S,,, ou de 2I,.

Si ft0=>1, d’apres *), les deux nombres k0 et k' sont pre-
miers entre eux. Posons T1=Sk'TS~h'=(alblcldlel). Les deux
ensembles al,bl,cl,dl,el et a,b,c,d,e ont alors un seul élément
commun. Donc, d’aprés le lemme 1, les deux substitutions
T et T! engendrent le groupe alternant des substitutions des
éléments qu’'elles permutent. Il s’ensuit que S, T est une base
de Sn ou de 2l,, aussi dans ce cas.

D’aprés *), comme n>9, on ne saurait avoir k=Il—k—
—Wi—l— —k»

Notre proposition est ainsi établie.

Proposition VII. Quels que soient les nombres entiers
n>9, jklIm (I"j<k<l<m<n) ainsi que les cing nombres
entiers a,b,c,d,e dont un et un seul appartient a chacun des
cing intervalles <lI,j>, </+l,fc>, <1+1,w> <m-+l,n>,
la condition nécessaire et suffisante pour que les deux substi-
tutions

S=(A2+I1.. k) (k-\-1...DA-{-1...m)(m—+1...n), T=(abcde)
constituent une base du groupe Sn, si n est pair, ou du groupe
Ul,, si n est impair, c’est que D(j,k—j,I—k,m—I,n—m)=1.

Démonstration. On voit immédiatement que la condition
est nécessaire, car si elle n'est pas satisfaite, les deux substi-
tutions S et T engendrent un groupe imprimitif. Montrons
qgu'elle est suffisante. Soit

*) D(,k—j,lI—k,m—I,n—m)=L.
Supposons, pour fixer les idées, que
I"aNj<bk<cMl<d™.m<e”.n.
Les deux couples de substitutions S, T et T, ST engendrent

le méme groupe.
On a ST=(a b-\-l...kj-\-1...bc-\-l...1k-\-I...cd+I...ml-\-I...

...de+l 12...a—1).
C’est une substitution circulaire. Posons
ab+1 b c .. d e ..a—1

1 2 L1+fc—2.1+7—/. . 1+m—j... 1+ n—j... n
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Il vient TISTU~l=R=(12...n)
UTt7~1=Ti= 1+ fe—jl+1—jl+m—jl+n—j).

Les deux couples de substitutions ST, T et R, T, en-
gendrent des groupes simplement isomorphes. Et, comme
D(k—j, I—j, m—j, n—j, n) = D(j, k—j, I—k, m—I, n—m) =1,
d’aprés la proposition |, les deux substitutions R et T, en-
gendrent le groupe Sn ou le groupe 1l,,. 1l en est donc de méme
de S, T, c.qg. f d.

Définitions. Désignons par 1,2,...,n les éléments d'une
substitution de degré n.

Nous dirons que deux substitutions S, T du groupe (5n(Tin)
sont connexes s’il n’existe aucun vrai sous-ensemble Ex de
I'ensemble _E={1,2, ...,»} qui est transformé en lui méme aussi
bien par la substitution S que par la substitution T.

Nous dirons que deux substitutions connexes S, T du groupe
Sn(2In) sont imprimitives s’il existe une décomposition de I’en-
semble E en p=>l sous-ensembles, disjoints deux a deux,
Elf E2,..., Ef, (E = E1f-E2r ... + Ef), comprenant chacun un
méme nombre v=| d’éléments, la substitution S aussi bien
que la substitution T transformant tout ensemble E, en un
ensemble Ej Dans le cas contraire, nous
dirons que les deux substitutions S et T sont primitives.

Les propositions I-VII peuvent étre résumeées en une seule,
savoir:

Quels que soient le nombre entier n>9 et les cing nombres
a,b,c.d,e de la suite 1,2,...,n, la condition nécessaire et suffi-
santes pour que deux substitutions connexes N et T du groupe
<5,(5In), dont I'une T = (abcde), constituent une base du
groupe Sn(iln), c’est qu’elles soient primitives.



SUR LES INTEGRALES BORNEES DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

Par Z. Butlewski, Poznan

§ 1. Dans cet article je m’occupe des intégrales bornées
d’équation différentielle du second ordre non linéaire

ou les coefficients J.2,+i(f) 0(t) sont des fonctions
continues, dérivables et positives de la variable réelle t pour <>t0>0.

Selon Kneserl) si les coefficients de I'équation (1) sont
des fonctions continues et positives pour toute inté-
grale est oscillante pour les grandes valeurs de t, c.-a-d. posséde
une infinité de zéros positifs.

Dans mon article2) j’ai démontré le théoréme suivant:
Considérons I'équation différentielle

d

dt 4-A (Ha?=0,

ou les coefficients A(t), 9(t) sont des fonctions continues, dé-
rivables et positives de la variable réelle t pour t~to>0. Si
nous supposons que (A-0)’>0 pour t>t0, toute intégrale Xx(t)
est bornée lorsque t->4-00. Dans le § 2 nous obtenons le ré-
sultat analogue pour I'équation (1): si (A2+i0)>0 (i=0,l,,...,m)
pour t>t0>0, toute intégrale x(t) de I'équation (1) est bornée
lorsque

1) A. Kneser, Untersuchungen iber die reellen Nullstellen der Integrale
linearer Differentialgleichungen, Mathematische Annalen, t. 42, 1893.

2) Z. Butlewski, Sur les integrales d'une équation différentielle du
second ordre, Mathematica, Cluj 1936.
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Dans le § 3 nous appliquons le résultat du § 2 a I’équation

différentielle
in

/=0

ou les coefficients Aii+t(t), B(t) (i=0,l,...,m) sont des fonctions
continues et A2i+i(t) (i—O0,l,...,m) sont positives et dérivables
pour t>t0>0.

Dans le § 4 nous obtenons les conditiones suffissantes pour
que toute intégrale x(t) de I'équation différentielle

[les coefficients Ai (z=0,1,.,,,n—1), 0- (=1,2,...,n—1) et f sont
des fonctions continues de la variable t pour t~t0>Q] et leurs k
premiers dérivées Xx'(t),x"(t),...,x(k\t) (k—I,2,...,n) soient bor-
nées lorsque t-+-\-°°-

§ 2. Désignons par (pij,..., les zéros plus grands que t0
d’une intégrale x(t) de I'’équation différentielle (1) (<0<<I<ii<..).

Nous démontrerons que si 0(/)>0 et A2,+i(<)>0 (i=0,1,2,...,m),
chaque intervalle (<,<«+1) contient un zéro et un seul de la
dérivée x'(t).

En effet, d’aprés le théoréme de Rolle il y a dans l'inter-
valle (/n,tngi) un zéro au moins de la dérivée x'(t). Si cet inter-
valle contenait deux zéros on aurait:

(0j)z=m=0 et (0j?)z=,n+1=0.

D’apres le théoreme de Rolle il existerait un point
Tn (tn<Tn<tn+i) ou (0&")J=Tn=0. D’apres (1) on aurait alors
la relation

2MI+4i(082] =0,

\ <=« ft=T,,
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qui entraine I'égalité x(Tn)—0. Or c’est imposible, car les
zéros tri,tn+i sont consécutifs.

Désignons par zn (tn <2,.<i,,+i) le zéro de la dérivée x'(t)
et posons pour abréger:

in  Anl
2 L
'Un ) et J.2/4-i(i) 0
tn-\-1  tri
En multipliant I’équation différentielle (1) par 26x' et en
intégrant I'égalité obtenue par parties entre les limites a et &
on obtient I'équation

m
02(b)x'2(b)—e2(a")x2(a)+}> LIU+>(8) L2'+2(&)
i=0 L “Th-
(4)
A L X2A+2
A2/+i(@)— A2/+1i+1|dt=0.
a 1=0

Si ®(@)==(&) on peut écrire I'égalité (2) sous la forme
suivante:
(5) 02(b)x'2(b)—02(a)x2(a)=J N—"- [ x2,+2(t)—x2l+2(a)]dt.
a i=0
Si a est un point de I'intervalle (tn,zn), b un point de I'inter-
valle (zn,tn+}) et si A2/+i>0 (i—0,1,2, dans le se-

cond membre de I'égalité (5) est manifestement positif; il
résulte que

(6) 0(6) 07(&)| >[0(a) &'(a).

Si de plus 0'<O on aura [®(&)I®(®) et en particulier

(7 X (Wi)I>1® (bi)],
il est donc évident que
in + tn+1
zn o
(8) Un=—------m- 7—>0.
In+1--- InSi

Si A2/+i<0 (i=0,1,2,...,wz), 6'>0 les inégalités (6), (7), (8)
sont remplacées par des inégalités contraires.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVIIL. 4
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Posons maintenant dans (4) a=zn, b=z,,+i nous aurons
m

(«n+i)ae2'+2(«n+i)—A2/+i(«n)a?Z+2(2:n) 1 pj- =
0) i=0

En posant pour abréger X(z,,)=xn, X(zn+i)—xn+i ajoutons
aux deux membres de I'égalité (9) la quantité

le résultat peut s’écrire:

L’égalité (10) est évidemment imposible si A2/+i>0 (i—0,1,2,...,m)
dans l'intervalle (zn,z,,+i) et si ic2+1>a2. Soustrayons maintenant
des deux membres de I'égalité (9) la quantité

ni
NN L(ZNHD)XNAH2 NN ——

. i 1=0
il vient:

(L)

égalité imposible si A*+iCO (i=0,1,2,...,m) dans [l'intervalle
(z,,,2n+i) et si |ic,+i|<|a;n|.
En résumé nous pouvons énoncer la proposition suivante:
Théoréeme I, a) Si (J.2,+i0)'<O (i=0,l,2,...,m) pour t>t0,
les suites
m |

/=0 T+1J
sont décroissantes, tandis que la suite {j@n} est croissante; si de
plus fI'>0 la suite est décroissante et un<O.
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P) Si (An*-iOyX) (i—0,1,2,...,m) pour t>t0 les suites
[|[/ -X 4.2/4-1 (%n) # (#fi) ~ |21 {®(M a/("zi)}

sont croissantes tandis que la suite {j«n]} est décroissante, I'inté-
grale x(t) est donc bornée lorsque Z->+o00; si de plus B’A.0 la
suite {|@'(t,)[} est croissante et un=0.

§ 3. Considérons maintenant I’équation différentielle

.2) +
/=0
En multipliant I’équation (2) par e”Bdt, on obtient I’équation:

fBO)dtdx\ , fB(Odt X 7. 0 .

1=0

L’équation (12) est du méme type que I'équation (1), on
peut donc appliquer a I’équation (12) le théoréme I. On obtient
ainsi la proposition suivante:

Théoréme 1. a) Si JL2/+i4-2).2i+i-B<0 (i=0,l,2,...,m)
pour t>t0 les suites

/

3'Bat ®2,42 B<B
A2H-i(z,,)e" .. et {[e°)=)®'(M}
1
sont décroissantes, tandis que la suite est croissante-, si de

plus BMO la suite {J&'(fn)[} est décroissante et un<O.
P) Si J-2<+i+2J.24iB>0 (i=0,1,2,...,m) pour t>t0 les suites

pzi} ®2/+2 "::Bdt '
A A 24-1(2+i) Ty o {>1/=/,, |e'(M}
Z=0

sont croissantes, tandis que la suite {\xn\} est décroissante, I'inté-
grale x(t) est donc bornée lorsque t-+-]-oa-, si de plus B"O, la
suite {j&'(M|} est croissante et un>0.

Corollaire. Si J.2,+i>0, J.2/+i>0 (i=0,l,2,...,m) et B*O
pour t>t0, toute intégrale oscillante de I'équation (2) est bornée

lorsque $-»--|-00.
4*
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§ 4. Soit donné un systeme des équations différentielles

dx!
dt 4+ <111 #1 + «12 #2+ eee +«1nN AN=/,
+<I21®l + «2T®2 + "7 + ®2n®n = /2]
(13)
djc ) .
——-H«ni + «02"2+... +«nnXn—fnj
ou les coefficients a* (i,k=l,2, et /1 (i=l1,2,...,n) sont

des fonctions continues de la variable réelle t pour t”~to>0.
Dans mon article 3) j'ai démontré le théoreme suivant: Si

/\an()\di<+00, | \aik(t)+aM(D)\dt<+oo et F|/(t)I<&<+00

(i=l, 2, (i, k=1, 2] K),

toute intégrale xI(t),xi(t),...,xn(t) du systéeme (13) est bornée
lorsque t->+o00.

Considérons I’équation différentielle (3). En supposant que
les coefficients 6/ (i=I1,2,...,n—1) ne sannulent pas pour
t>fo>0, on peut remplacer I'équation (3) par le systeme des
équations différentielles:

(14)

Le systéeme (14) est du type (13). En appliquant le théoréme
cité ci-dessus au systéme (14) nous obtenons le

8) Z. Butlewski, O catkach rzeczywistych réwnan rdézniczkowych zwy-
czajnych, Wiadomosci Matematyczne, t. 44, Warszawa 1937.



SUR LES INTEGRALES BORNEES 53

Théoreme I111. Si
I |0J1|dt<-]-00 (i=l,2,...,n—2),

4

00

y |A0 dt<+oa,
(WJ AOOO
| dt<+oo0 (i=l,2,...,n—3,n—I),

"0
00

Vv F-AN—20/1—2+®n—1L|N<< + ©°

00

et | \A\dt<+oo0,
"0

alors toute intégrale ai(t),y1(i),y2(t),...,3/,,_1(t) du systeme (14) est
bornée lorsque t—>-|-00.

Remarque 1. On peut remplacer les conditiones (WJ par
des conditiones plus simples mais moins générales:
I [OTA"dK+00 (i=l,2,...,n—I),

f«
00

/ 1-4,07|di<H-00 (i=l,2,...,n—1),

00

/ 3.0|d/<-f-0o0 et y |/|d«+o00.
il

Remarque 2. Il résulte de théoréeme Il que si les condi-
tiones (WJ sont remplies, toute intégrale x(t) de I'équation
différentielle (3) est bornée lorsque <->-(-00.

D’apres (14) on a
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ou les fonctions <k (k—I,2,...,n) sont des polynémes des va-
riables 0J1, yt et des leurs dérivées. Si toutes les variable qui
figurent dans ces polynbmes sont bornées, alors les polynémes
sont bornés.

En tenant compte du théoréme Il et des formules (15)
nous pouvons donc énoncer le

Théoréme 1V. Si les conditiones

f'\0T\dt<+oo0 (i=l,2,...,n—2),

T |JLo|dr<H-o0,

(WJ 00
| Ndt<+oo (i=l,2,...,n—3,n—1),

I |JAn_207-2+67-i|dt<+o0 et T \A\dt<+o0

sont remplies et si les valeurs absolues des fonctions

01 ',02 \ ee« 0A—1,0A 1;
01 ,02 ,«*»0A—Ij
(WI

sont bornées pour t>/0>0, alors toutes les intégrales x(t) de I'équa-
tion différentielle (3) et leurs k prémiérs dérivées: x'(t),x"(t), ...,xw(t)
(k=1,2,...,n—1) sont bornées lorsque t->-|-00.

Si les conditiones (WJ et (W2) (dans W2 on pose k=n et
9n=I) sont remplies et si de plus les valeurs absolues des fonc-
tions At (1I=0,1,2,...,n—1) et f sont bornées pour t~to>0, alors
toute intégrale x(t) et ses n prémiers dérivées sont bornées lorsque



THEORIE DES MULTIPLICITES REGULIERES
D’ELEMENTS DE CONTACT UNIS. APPLICATION
AUX TRANSFORMATIONS CANONIQUES

Par Tadeusz Wazewski, Krakdw

Notations. Les indices des fonctions et des variables in-
dépendantes seront placés en haut de la lettre. Nous écrirons
donc xl(ul,...,um) au lieu d'écrire Nous adoptons
les notations usuelles

o dxI(ul,...,um 2
X'Uj(u xl(u Y ), fulu>- du(}Juk
Une jonction sera dite étre de classe C' (ou
de classe C°°) dans un ensemble E de points (ul, lors-

guelle y posséde des dérivées partielles continues d’ordre i
(ou de tous les ordres). Si i<j alors toute fonction qui est de
classe CJ dans E est évidemment aussi de classe C' dans E.

Introduction

Avant d’'indiquer le but et de résumer les résultats du
présent travail *) nous croyons utile de préciser le sens de
guelques notions intervenant dans la suite, ce qui permettra
d’éviter des confusions possibles.

Tout plan situé dans I'espace de points

plan non parallele a I'axe /8 et passant par le point

(1) xl,...,xn,s

>) Les résultats du § 1 etdu §2 du présent travail ont été communiqués
a la Sooiété Polonaise de Mathématique (section de Cracovie) le 20.X.1937.
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est représenté par I’équation

2 S-s=

@ ti

ou les nombres yl,...,yn désignent les coefficients angulaires
de ce plan. Le couple de deux objets géométriques et notam-
ment du point (1) et du plan (2) est appelé élément de contact
ou tout court élément. Les 2n-f-1 nombres figurant dans la suite

(3) xi,...xn,s,yl,....y"

constituent les coordonnées de cet élément.
Considérons une multiplicité M d’éléments dépendant de m
parameétres

(4)

s=s(ux,...,um)

et supposons que les fonctions xI, y', s soient au moins de
classe Cl dans un voisinage d’'un point El0=W , NoOoOus
dirons que cette multiplicité est réguliere au point Uo lorsque
le rang de la matrice jacobienne

,Kx ID(xL,...,xn,s,y",...,yn)
v I D(ui,...,wm) l

est égal a m (c.-a-d. au nombre des parametres (wi,...,wm) dans
un certain voisinage de Uol). Dans le cas contraire on dit
que la multiplicité (4) est singuliere au point Uo. On dit que
la multiplicité M est une multiplicité d'éléments (de contact)
unis dans un ensemble E de points (wl,...,w") lorsque I'équation

(6) ds(ul,...,um)= ~yl(ui,...,um)dx'(u}, ...,um)
ifi
ou, ce qui revient au méme, le systtme d’équations
(6 bis)
m

est rempli en tout point de I'ensemble E.

’) Ca veut dire que la matrice (5) contient au moins un déterminant
non nul d’ordre m. On dit, dans ce cas, que les paramétres u\...,um sont
essentiels au point Z70.
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Nous supposons dans la suite que (4) représente une multi-
plicité¢ d’éléments unis. Le rang de la matrice (5) est alors
égal, en raison de (6bis) au rang de la matrice

[Ty D(x',....x",y",...,yn)
] ) ‘
en tout point de E.

La multiplicité ponctuelle

|lee'=a;'(«l,...,«m), (i=l,...,n)
| s—s(ux,...,um)

est appelée support ponctuel de la multiplicité d’éléments unis (4).
Le rang de la matrice jacobienne

. I D(u\...,um) |

est égal (cf. 6bis), en tout point de E, au rang de la matrice

(10) .
[p<<l,...,«m)|

On donne généralement une méthode bien simple J) (nous
I'apellerons méthode usuelle) de la construction de la solution gé-
nérale de I’équation (6). Nous allons montrer que cette méthode
ne peut pas fournir toutes les solutions régulieres de I'’équa-
tion (6) qui sont valables dans un voisinage suffisamment
petit de Uo.

La condition nécessaire pour qu’'une multiplicité d’éléments
unis de la forme (4) puisse étre obtenue au moyen de la mé-
thode usuelle dans un voisinage de Uo consiste en ce que le rang
de la matrice (10) soit le méme pour les points d'un certain voisi-
nage du point 00

Or il est facile de construire (cf. § 6, Exemple 1) un exemple
d’'une multiplicité d’éléments unis réguliére au voisinage de Uo
et telle que 1°) le rang de la matrice (10) soit égal & m—1 au
point Uo, 2°) chaque voisinage de Uo renferme des points
pour lesquels le rang de cette matrice soit égal a m, 3°) les
fonctions x*y'yS soient analytiques dans un voisinage de Uo.

x) Cf. par exemple C. Carathéodory, Variationsrechnung (1935),
p. 102—105.
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La méthode usuelle ne peut donc fournir toutes les solutions
régulieres de I'équation (6) (valables dans un voisinage suffi-
samment petit de Lo) méme dans le cas ou il s'agit des solutions
analytiques.

L’'observation qui suit permet de se rendre compte du degré de gé-
néralité de la méthode usuelle. Soit

(11) AMWL.....um)..... A¥(WL,...,«m)

une suite de k fonctions continues dans un ensemble ouvert Si. Cela posé
il existe une suite infinie d’ensembles disjoints

R, n1, 552> <u3,_

jouissant des propriétés suivantes: 1°) Si=R-\-20iv, 2°) les 0> sont ouverts,
3°) la somme Sa>v constitue un ensemble partout dense et R un ensemble
nulle part dense relativement a Si, 4°) si une fonction quelconque de la
suite (11) s’annulle dans un point d’un ensemble cov, elle s’y annulle iden-
tiqguement, et, par conséquent, si cette fonction est non nulle dans un point
d’un 0>, elle ne s’annulle en aucun point de cet ensemble.

Rangeons maintenant tous les déterminants partiels (d’ordres 1,2,3,...)
de la matrice (5) en une suite (évidemment finie). Désignons cette suite
par (11) et déterminons les ©v et R comme tout a I’heure. La méthode
usuelle réuissira séparément dans chaque ensemble pourvu que les
ensembles i»v soient suffisamment petits, ce qui est toujours a réaliser.
La généralité de la méthode usuelle consiste en ce que la somme 2wv des
ensembles, ou elle peut étre appliquée, constitue un ensemble partout
dense relativement a Si. L’exemple cité plus haut montre qu’un point Zi0,
au voisinage duquel la multiplicité (4) est réguliére, peut forcément ap-
partenir a I'ensemble R, lequel ensemble est nulle part dense relative-
ment & Si.

Voici un autre désavantage de la méthode usuelle. 1l peut
arriver qu’une multiplicité réguliére d’éléments unis M de la
forme (4) peut étre obtenue, dans un voisinage de Uo, au moyen
de la méthode usuelle. Or il est facile de montrer qu’en appli-
guant a la multiplicitt M une transformation de contact con-
venable on obtiendra une multiplicité Af, qui ne peut pas
étre obtenue par la méthode usuelle en aucun voisinage de Uo.
La possibilité d'obtenir une multiplicité réguliére d'éléments unis
par la méthode usuelle n'est donc pas invariante relativement
aux transformations de contact (cf. encore I'Exemple 1 du § 6).

Le dernier désavantage est essentiel car il est évident que
la propriété d'une multiplicité d’éléments unis, consistant en



THEORIE DES MULTIPLICITES 59

ce qu’elle est réguliere au voisinage d’'un point U0, est inva-
riante relativement aux transformations de contact.

Le premier but du présent travail sera de combler les lacunes,
mentionnées plus haut, de la méthode usuelle, lacunes qu’elle
présente méme sur le terrain des fonctions analytiques.

Le deuxiéme but sera de construire la solution réguliere la
plus générale de classe C! de I'équation (6), solution valable
dans un certain voisinage d’'un point quelconque Uo. (La mé-
thode usuelle ne fournit que des solutions d'une classe plus
élevée que Cl).

Nous poursuivrons ces deux buts a la fois en construisant une
méthode dépourvue des désavantages mentionnés de la méthode
usuelle. La réalisation des deux buts en question est liée au
probléme suivant: Trouver la condition relative aux fonctions

x'(u',...,um), y‘(u’,...,um),

condition qui serait nécessaire et suffisante pour qu’'il existe
une fonction s(wi,...,u™) vérifiant identiquement I’équation (6).
On démontre facilement, dans le cas ou les yl sont de classe Cl
et les x' et s sont de classe C2 que cette condition consiste en
ce que le systétme d’équations

nilxt Ul
(12) 0, (a,/3=l,...,m)
it xufhyuf>

ou, autrement écrit, le systéeme
[u“w?] =0, (a,0=l,...,m)

soit identiquement vérifié. Grace a un lemme élémentaire
(Lemme 1 du § 1) nous démontrons que cette condition est
nécessaire et suffisante aussi dans le cas ou les fonctions x',yl,s
sont de classe Cl (82, Théoréme 1). Cette observation est essen-
tielle pour le deuxiéme but de notre travail d’'une part et ra-
meéne la recherche des multiplicités réguliéres d’éléments unis
a la recherche des solution réguliéres x) 1, ...,y" du systéme (12).

1) Nous dirons qu’une suite de fonction xl,...,yn représente une solu-
tion réguliére du systeme (12) dans un ensemble E de points (wl,.
lorsque ces fonctions sont de classe C! et le rang de la matrice (7) est égal
a m en tout point de I'ensemble E.
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Voici une autre observation essentielle pour la réalisation
du deuxiéme but de notre travail.

Supposons que les fonctions &1,...,.«", yl,...,y" constituent
une solution (réguliére ou non mais valable dans un ensemble
contenant un point Uo) du systéeme (12) et formons la matrice

Désignons par r le rang de la matrice (7) au point Uo. Ceci
étant, on peut indiquer r colonnes différentes de la matrice (13)
et on peut ensuite choisir une fonction dans chacune de
ces colonnes de facon a obtenir une suite de r fonctions

yeen, YOI telle que le rang de la matrice
jacobienne

D(ul,

soit égal a r au point Uo (82, Théoréeme 1 et Coroll. 1).

Cette observation relative a la matrice (7) se rattache de
prés a un théoreme rencontré dans la théorie des transforma-
tions canoniques 1). Il est & peu prés évident que ni la pre-
miere observation ni la seconde ne peuvent étre justifiées au
moyen de la méthode usuelle mentionnée plus haut.

Le Théoreme 2 du § 5 présente une construction de la plus
générale solution réguliere du systéeme (12), solution valable
dans un voisinage suffisamment petit d’'un point arbitraire-
ment choisi Uo. Le Théoréme 3 du § 5 fournit une construction
de la plus générale multiplicité réguliere d'éléments unis dé-
terminée dans un voisinage suffisamment petit de Uo.

Supposons qu’une multiplicité d’éléments unis (4) soit ré-
guliére au voisinage d’un point Uo. Supposons que les fonctions

«":A-'(®1,...,® ), G=l,....m>

soient de classe Cl au voisinage d’'un point V0=(vJ,...,» ) et que
Les équations

y' Nyl s=s(Al,...,Am)

(14) x'=x

x) Cf. C. Carathéodory, Variationsrechnung, p. 85—87, § 96.
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représentent évidemment une multiplicité d’éléments unis qui
est de classe Cl dans un voisinage de Vo et cette multiplicité
est située sur la multiplicité réguliére (4). On peut déterminer
les fonctions A' de facon que la multiplicité (14) soit singuliére
dans chaque voisinage de Ir0. On serait ainsi tenté de croire
que toute multiplicité d'éléments unis (de classe Cl) singuliére,
envisagée dans un voisinage suffisamment petit d’un point, est
située sur une multiplicité réguliére convenable. Or nous con-
struisons une multiplicité singuliére de classe C°° qui ne jouit
pas de cette propriété (§ 5, Exemple 2).

La théorie des multiplicités singuliéres d’éléments unis
ne peut donc étre immédiatement rattachée a la théorie des
multiplicités réguliéres.

Le § 7 se rapporte aux transformations canoniques

c.-a-d. aux transformation vérifiant identiquement les relations

I

(15) - X~AY1O.g

N Xy«YYR-XyRYy«)=0

(a,R=l,...,n-, 6a?=0 lorsque a=£R et dag=I lorsque a=R).
Les variables xl,y' sont maintenant regardées comme inde-
pendantes.

On peut obtenir facilement la solution générale de classe C?
de ce systtme au moyen d’une certaine fonction arbitraire
(,.erzeugende Funktion®). La démonstration que I'on peut pro-
céder par la méme voie pour obtenir toutes les transformations
canoniques de classe Cl n’est du tout immédiate.

Une telle démonstration a été réalisé, pour la premiére fois,
par M. Carathéodory Xx). Sa démonstration, bien ingénieuse,
n’est pas simple.

En s’appuyant sur le Théoreme 1 du § 2 on voit facilement
que la construction de la plus générale solution de classe Cl

g Cf. C. Carathéodory, Variationsrechnung, p. 78—102.
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du systeme (15) se réduit a la construction de la solution du
méme genre de I’équation

(16) dS = £(Y"/EX -y 'dee)
|

et c’est une équation rentrant dans la théorie des multiplicités
régulieres d’éléments unis. La solution de I'équation (16) et du
systéeme (15) n’exige donc pas, au fond, une théorie a part
et peut étre construite dans une voie élémentaire dont la justi-
fication peut se passer de crochets de Poisson qui jouent un
réle important dans les considérations de M. Carathéodory
sur ce sujet.

Dans le § 8 nous construisons une solution de classe Cl
de I'équation (16) telle qu’aucune des fonctions X', Y',S ne
possede nulle part aucune dérivée du second ordre. Cet exemple
parait étre intéressant pour cette raison que la fonction di-
rectrice (,,erzeugende Funktion®) £? (cf. § 7, Théoréeme 3) qui
découlé immédiatement des fonctions X'~Yl,S est forcément
de classe C2. Cet exemple montre aussi que la démonstration du
fait que le procédé classique fournit aussi des solution de classe Cl
du systeme (15) n’est pas stérile, car ce procédé permet de
construire des solutions qui ne sont pas de classe C2

8 1. Lenimes préliminaires

Lemme 1. Supposons que les fonctions r(u,v) pos-
sedent des dérivees partielles continues du premier ordre dans
le carré K

a®.ut.a-\-h, b".v~.b-\-h (carré K).
Ceci étant supposé on a
M ffy™"audv=-J3't] (u,v)d™(u,v),
K K

ou I'intégrale curviligne du deuxieme membre doit étre calculée
dans le sens positive sur le contour du carré K.

Nous donnons deux démonstrations de ce lemme. La pre-
miere, plus longue, est élémentaire, la seconde s'appuie sur un
théoréme relatif a I'approximation des fonctions par des poly-
ndmes.
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Premiére démonstration. Posons pour abréger

C CD”ri)

2) J J DY) du dv.

Soit e>0 un nombre positif quelconque. Divisons le carré
K en n2 carrés partiaux égaux

V,, N VA (carré

et désignons par
U.u)(Vv-j-i Vit

la valeur commune des aires des Pour un n suffisamment
grand on aura

3)

ou P«r, Qu, $uw désignent quatre points arbitrairement
choisis dans le carré K,,v1). Posons

4) D«w» = [ r](u,v)d?(u,v).
Kfiv
Nous aurons
(5) | rid*EEQpv.
k
Fixons Il'attention sur un carré guelconque et posons

pour abréger
Wiu==Uj W-H=—0'

Nous aurons
e=(y—a)(<5—/?).

Nous aurons évidemment

X) On sait qu’'un tel nombre n existe lorsque les quatre points en
question sont identiques. Les dérivées partielles 4U,  r/u, t]v étant continues
(donc uniformément continues) dans le carré fermé K, il est évident qu’un
tel n existe aussi dans le cas ou ces points ne sont pas identiques
entre eux.



64 T. WAZEWSKI

ou
:
AllV=1 71(u,0)~\"u(u,")du,
a
6

B’ IV: I [r] (y,V)—7] (a,V)] CV(y,V)dV,
?

Ct,,,= I [Cu(u, fi)—Clt (u, d)]?] (u, 6)du,
a
o
Dfv=J [Sv(y,v)—",.,(a,V)]7](a,v)dv.
¢
En intégrant C,v et Dflv par parties nous obtiendrons les

relations
C luv==Eft~{~Gfwj D I(r-|- H,
ou
Oe»=— [ [£(«<,I?)—E(w, O)]re(i(w, <5)dw,
a
B

Fiiv=— 1 [*(y,v)—"(a,v)"N\(a,v)dv,
2

Gfiy= {[E(U. fi)- C(u, 0)] ) (u, 53,

Nous aurons
@) S2tv=Aftv+BIOAE/N, +Fif y+Gpv-[-Hfiv.
Nous aurons évidemment
Auw=(y-a)[71CX,*-71(k,6) u,P) = -y -a)(6-P)7]o(k,a”u(X,p)

ol A et a désignent des nombres convenables (a<A<y,
En posant (A/3)=P’V, (Aff)=<SL nous obtiendrons

Aur=— "£,(-2%) J.

En appliquant un raisonnement analogue aux expressions
BU,Bflv, F=nous obtiendrons les relations

(7) Bp.,

Au(Pf,v), CvCQfiv)

(8) E AFn=—
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Nous aurons ensuite
e(V,00—é(a,P) t](a, o) i}(a,0)

a)(6—0) y—a
Cy,&)—C(y,0) T)(y,0)—rn)(a, 1
. 6-0 y—a
et parsuite
)

Tous les points P'flv,Q", R\, StV (1=1,2,3) sont évidemment
contenus dans le carré Kifiv. Nous aurons, en vertu de (5)
et (6), la relation

| ridt; = EE(Afl,,+B E  F/tv+G*A-HIIV)
K
et de 14, en raison de (2), (3), (7), (8) et (9), l'inégalité

1/F i ) dudv+ FANN\IT +Mr+BMN\+

+ |J-A EE(EtIv-\-F,,,)| +|—J+ EE(G",4-H
ce qui termine la démonstration.
Deuxiéme démonstration. Nous démontrerons d’abord la
relation (1) sous I’hypothese accessoire que les fonctions £ et »

possedent des dérivées partielles du second ordre continues
dans le carré K. Posons

a*h b+h a~\-h b+h
[fSuysdv]du, Ji=-F [~ flud~du.
a b a b

Nous aurons évidemment (cf. (2)) J=J1-\-J2. En intégrant
par parties nous obtiendrons
a-\-h
Ji= I [>/(w,5+ a)fu(w,Z>+a)— >T(u,6)|,,(w,5)]<iw—
a
— | 1 r](u,v)*uv(u,v)dudy,

b+h
2=— f[r](a+ h,v)EAa + h,v)—r](a,v)Cu(a,v)]dv+
b
+ 11 r)(u,v)Cu,,(u,v)dudv.
K
Rocenik Pol. Tow. Matem. T. XVIIL. 5



66 T. WAZEWSKI

En ajoutant ces égalités on obtient la relation (1). Le cas
ou les fonctions £ et 71 possédent des dérivées partielles du
premier ordre continues dans le carré K peut étre ramené au
cas précédent. Nous introduisons, a cet effet, une suite de
polynémes £(n)('U,r),r]*(u,v) telle que l'on ait

£n)—f,

la convergence étant uniforme dans le carré K 1). La formule
(1) subsiste pour le polynémes £(n), 7/n). En passant a la limite
(n->00) nous obtiendrons la formule (1) relatives aux fonctions
fet

Lemme 2 (Cas du triangle). Supposons que les fonctions
f(w,v), T7(«v) soient de classe Cl dans un triangle fermé2) T.
(Ce triangle peut étre dégénéré ou non). Posons

1(UVv> D(u,v)
Nous affirmons que l'on a
( Fl(u,v)dudv = —y 1 r](u,v)d*(udv)
(10) T T
ou l'intégrale curviligne du second membre doit étre calculée
dans ce sens positif le long du contour du triangle T.

Démonstration. Dans le cas ou T est dégénéré, les deux
membres de (10) sont nuis. (Nous regardons, dans ce cas, les
deux orientations du contour de T comme positives). Sup-
posons donc que T n’est pas dégénéré et désignons par A, B, C
les sommets de T. Découpons le triangle en un trapéze Q et
un petit triangle t au moyen d’une droite e paralléle au
segment (A,B).

Considérons, sur un plan auxiliaire des points (U,V) le
carré K dont les sommets se trouvent aux points (0,0), (1,0),
(0,1), (1,1). Il est facile de trouver une transformation biuni-

voque
w=92(i7,7), v=ip(U,V)

I) Pour l'existence de telles suites de polynémes v. De la Vallée-
Poussin, Cours d’Analyse infinitésimale, Tome Il (deuxiéme édition),
Louvain-Paris (1912), p. 126—135.

a) ,Triangle fermé T" veut dire: intérieur de T -f- frontiére de T.
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qui est de classe Cl dans K, qui fait correspondre Q a K et
pour laquelle on a

(dans K).

Posons
v(UVv)= ),

En vertu du lemme précédent nous aurons

FFI(U,V)dUdV=—~FT1i(U,V)d (U, V").
K K

D’une autre part nous aurons évidemment

K

r](u,v)ds(u,v) —j
K

En rapprochant les trois relations précédentes on obtiendra
I'égalité

Si la distance du sommet C a la droite e (parallele au coté
A,B) tend vers 0, le trapéze Q tend vers le triangle T et les
deux membres de I'égalité précédente tendent vers les deux
membres respectifs de la relation (10), ce qui termine la dé-
monstration.

Leniiiie 3. Soit -Q un ensemble ouvert situé dans I’espace
(@ m dimensions) des points (ul, ...,um). Supposons que les 2n
fonctions
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soient de classe C1 dans Q. Considérons les crochets de Lagrange

définis par les formules
n

(12) [u*,O=
o yas

Soit T un triangle fermé contenu dans Si. Supposons que
pour chaque point de T x) on ait

(13) [w*,wn]=0, (a R=l,...,m).
Ceci étant supposé on aura
(14) I ~NyI(ul,...,um)dxl(ul,...,um)=Q.
T il

ou le premier membre désigne I'intégrale curviligne calculée
le long du bord de T dans l'un sens ou dans l'autre.

Démonstration. La relation (14) a évidemment lieu lorsque
le triangle T est dégénéré. Nous supposons dans la suite que T
n'est pas dégénéré et nous désignons par A,B, C les sommets
de T. Désignons par

(1%,...,1"0, (p\,....p?), (p2,...,p?)

respectivement les coordonnées du point A et des vecteurs
A,B et A,C. Les équations

(15) ua—la+ glp*“+ P2P*

établissent une transformation biunivoque qui fait correspondre
les points (qgl,q2) d’un plan auxiliaire & ceux du plan du trian-
gle T. Désignons par t le triangle-image de T. Effectuons la
substitution (15) dans les fonctions (11). Nous désignerons les
fonctions ainsi obtenues par

®'(eSe2), V'ieSel:
Nous aurons évidemment
(16) FLy dx<=f y*i0>"
T t

1) 1l s’agit de points situées a l'intérieur de T et de ceux qui sont,
situées sur les cotés de T.
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Posons

En vertu du Lemme 2 nous aurons

a7 . i FFlel, el
t t

On veérifie facilement que

1 nj
Xui,..., Xunl mUpi,. .,U(;l

[~e?]= 2

e 1UQ

ou bien en raison d'une formule bien connue

a 8
u%,ug\ HIZ yUa, Vu?

Il en résulte en vertu de (12) et (13) que [g],g2]=0 en tout
point du triangle t. En rapprochant (16) et (17) on en conclut
que la relation (14) a lieu.

§ 2. Théoréeme fondamental et ces conséquences immeédiates
Théoréeme 1. Supposons que les fonctions:

1) &'(ul,...,um), (*=l,...,n)

(2) y'(Wi,...,w”),

posseédent des dérivées partielles continues du premier ordre
dans un ensemble ouvert et convexe [2 (situé dans I'espace
a m dimension). Considérons les crochets de Lagrange

4" 4"

o Yta yVv

[ua,un]=

Ceci étant, la condition nécessaire et suffisante afin qu’il
existe une fonction

(3) S(wi,...,um) ou tout court S(U)
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qui 1° posséde des dérivées partielles continues dans Si et 2°
vérifie identiquement dans Si I'’équation

(4) ds(wi,..., um)=£/}y'(u|, um)
Zl

consiste en ce que les équations
®) [«“,0=0, (a,/7=l,...,m)

soient identiquement vérifiées dans Si 1).

L'unique solution de (4), solution qui est valable dans Si
et qui pour un point arbitraire 00=(u'0,...,u™) de Si prend
une valeur donnée a I'avance 80 a la forme

(6) S(U)=SO+fU£y‘(U)dx‘(U),
u

ou I'intégrale du second membre doit étre calculée le long du
segment rectiligne (Uo, U).

Démonstration. La démonstration est immédiate dans le
cas m—1. Nous supposerons dans la suite que m=l. Nous
démontrerons d’abord que notre condition est nécessaire.

Supposons a cet effet que la relation (4) ait lieu dans Si. Soit

un point quelconque de Si. On a évidemment [ua,u"]=0. Il
reste a prouver que I'équation

(7 [wl, w2]=0

est vérifiée au point ¥ car la démonstration relative aux
autres équations (5) sera analogue. Soit /<>0 un nombre suf-
fisamment petit pour que le carré K défini par les relations

+ WANQNE-|-A
(y=3,...,m)

*) L’hypothése que Si doit étre convexe n'est pas essentielle pour
I'existence d’une telle fonction S. Il suffit de supposer que Si constitue
une image homéomorphe de I'intérieur d’'une sphere a m dimensions. La
démonstration s'appuie, dans ce cas, sur un principe de prolongement
analogue a celui dont on se sert dans la démonstration du théoreme de
monodromie relatif aux fonctions analytiques.
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soit situé dans 12. Désignons par
y{ux,u2), SCul,™)
les fonctions (1), (2) et (3) envisagées pour le point
u',uz,ul,..,.u”
variable dans le carré K. Nous aurons en vertu de (4)
F(Zy'dx')=fdS=0
K K
et, par conséquent, en raison du Lemme 1, § 1

S
L= Gt du2,
K K

L’intégrale double du dernier membre étant nulle pour
chaque h positif et suffisamment petit, il en résulte que la
relation

2 =0

et, par suite, aussi la relation (7) a lieu au point U*. La con-
dition (5) est donc nécessaire.

Supposons maintenant que la condition (5) est remplie en
tout point de 12 et définissons la fonction < par la formule (6).
Il s’agit de prouver que la relation (4), ou ce qui revient au
méme, le systeme de relations

a lieu en chaque point (7* de 12. Par raison de symétrie il suffit
de prouver que la relation

(8)

a lieu au point U*. Considérons le point
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variable dans Q. Le triangle T de sommets Zi0, V*,U est con-
tenu dans Q, car Q est convexe. En s’appuyant sur le Lemme 3
du §1 on a en vertu de (5) et (6)

a
8( U)- 8(U.)—/'X"dx!l= F%Ne=0
U, T
et par suite
a U
S(U)—8(U.)=fMy'dxl=y
U, u>.

, En divisant cette égalité par 0l—u* et en passant a la
limite nous voyons que (8) a lieu au point (7*. La condition
(5) est donc suffisante.

Soient et S2 deux solutions de (4). Nous aurons
d(&!'— &2)s50, d’ou il résulte que 8t—S2=const. Il s’ensuit
que la formule (6) présente l'unique solution I'’équation de (4)*
solution qui est valable dans Q et qui pour U— U0 prend la
valeur 80.

Le corollaire suivant résulte immédiatement du théoréme
précédent.

Corollaire 1. Supposons que les fonctions (1) et (2) posse-
dent des dérivées partielles continues du premier ordre dans
un ensemble ouvert O qui n’est pas forcément simplement
connexe.

Ceci étant supposé la condition nécessaire et suffisante pour
que ces fonctions remplissent le systeme (5) dans O tout
entier, consiste en ce qu'a tout point Z7* de O corresponde
une fonction S(U) qui posséde des dérivées partielles continue
dans un certain voisinage de U* et qui remplit dans ce voisi-
nage I’équation (4).

Remarque 1. Gardons relativement aux fonctions (1) et (2)
les hypothéses du théoréme précédent et supposons que I'en-
semble ouvert O n’est pas simplement connexe. Ceci étant
il peut arriver que le systtme d’équations (5) est rempli
dans O et qu’il n'existe aucune fonction $ de classe Cl qui
vérifie I'équation (4) dans Q tout entier.
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Des exemples de tel genre sont bien connus dans la théorie
du potentiell).

Théoréme 2. Supposons que les fonctions (1) et (2) soient
de classe Cl dans un ensemble ouvert O et qu'elles y rem-
plissent le systeme (5).

Supposons qu’une transformation (de classe Cl) T(V)

ua=<p"(vi,...,vp), (a=l,...,m) (transf. T(V))

transforme un ensemble ouvert F, situé dans I'espace a p
dimensions, en une partie de I'ensemble 0. Posons

X'(F)=w'(T(F)), ¥'(M)=y'(T(7)).

Nous affirmons que les fonctions x‘(V), y'(F) remplissent
dans F les équations

9 4dyv')="° (7,"=1» eee>?)

1
ou tout court les équations
[®y,®a]=0.

Démonstration. Soit Po un point quelconque de F et soit
U0=T(V0) son image par intermédiaire de la transformation
T(V). Désignons par E? un voisinage convexe de Uo, voisinage
qui est contenu dans 0. En vertu du Théoréme 1 il existe
une fonction S(U) de classe Cl qui vérifie, dans ce voisinage
I’équation

dS=Xy'dF.

") Designons, pour simplifier, les fonctions xI,xi,yl,y?2 respectivement
par x,y,p,q et les variables ul,«? par u,v. Les fonctions

N LA

X—U, Y=V, D= i+ W2 + «

constituent une solution du systéme (5) (qui se réduit dans ce cas a une
seule équation [w,t>]=0), solution valable dans S2=plan (u,v) tout entier
a l'exception de l'origine. On sait qu’il n’existe aucun fonction S(u,v)
de classe Cl vérifiant dans 12 tout entier I'équation dS (u,v) = pdx+ qdy.
La fonction iS(i*,v)=arctg (v/u) ne vérifie cette équation que dans le demi-
plan w>0 et dans le demi-plan w<0.
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Posons S{V)=S{T(V)). L’équation
ds y'dxt

sera évidemment vérifiée dans un voisinage de Vo. Il en résulte,
en vertu du Théoréme 1 que les équations (9) seront vérifiées
dans ce voisinage et en particulier au point 70, c. g. f. d.

Remarque 2. Les résultats du présent paragraphe montrent
que lI’examen de I'équation (4) est équivalent & I'examen du
systeme (5).

Le Théoreme 1 peut étre étendu au cas ou les fonctions (1)
et (2) sont de classe C! (i>l) dans I'’ensemble convexe Q. Dans
ce cas la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une
fonction £ de classe C' vérifiant (4) dans D consiste en ce que
les fonctions (1) et (2) remplissent le systeme (5) dans -0.

§ 3. Transformations canoniques élémentaires.
Suites principales de fonctions

Définition 1. Considérons les transformations des trois types
suivants EA"EME” transformations qui font correspondre aux
points de I'espace a 2n dimensions

X1, vi.Ly"
les points

al,...,*",

Voici leurs définitions.
Transformations Et. Ce sont les transformations de la forme

\YAV4 VYM«' (i=l,...,n)
ou la suite ql, représente une permutation quelconque
des nombres 1,...,n. Cette transformation consiste donc en ce

que l'on effectue le méme changement d’ordre des éléments
dans la suite #1,...,»" et dans la suite yx,...,yn. La transforma-
tion identique est évidemment la plus simple transformation
du type Et. Les transformations E2 sont définies par les formules

x‘=—y‘, yi—x! pour certains indices F, ... fcr
xl=x',  yi—yi pour les autres indices.
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Enfin les transformations E3 sont de la forme

=y', y'—x"' pour certains indices F,...,Er
—x' yl—y' pour les autres indices.

i X
3| x

Chaque transformation que I'on obtient en effectuant suc-
cessivement un nombre fini de transformations des trois types
précédents sera appelée transformation élémentaire. (Chaque
transformation de cette sorte est canonique '(cf. Définition 1 et
§ 7, Remarque 1). Voici quelques propriétés évidentes des trans-
formations élémentaires.

Propriété 1. La transformation inverse d’une transformation
élémentaire est aussi élémentaire. La classe de toutes les trans-
formations élémentaires forme un groupe de transformations.

Propriété 2. Supposons que les formules
Q) x‘=(pl(x1,...,xn), yl=y>I(xL,...,.x") (i=l,...,n)

représentent une transformation élémentaire. Considérons une
suite de fonctions

(2) xMul,...,um),....xn(ul,...,um), yl(ul,...,um),...,yn(ul,...,um)
et désignons par
(3) x1(ul,...,um),...,xn(ul,...,um),

I'image de la suite (2) par l'intermédiaire de la transforma-
tion (1). Supposons enfin qu’en un point Uo on ait

i
Ceci étant on aura au point Uo les égalités

_ (a=l,...,m).

Définition 2. Suite principale. Une suite de fonctions

(4) yil,....yp

choisie dans la suite (2) sera appelée principale, si la suite
d’indices
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est composée de nombres différents entre eux, ou ce qui revient
au méme, si les fonctions de la suite (4) figurent dans a-\-b
colonnes différentes de la matrice

Nous supposons évidemment que a-|-6>0 sans exclure ce-
pendant les cas a=0 et le cas 6=0. On a évidemment
ou, ce qui revient au méme, on a la propriété suivante:

Propriété 3. Le nombre d’éléments de toute suite principale
(relativement a la suite (2)) est au plus égal a n c.-a-d. a la
moitié du nombre d’éléments de la suite (2).

Propriété 4. Chaque suite principale
(5) XL,...,.xP,  xKk},...,xkIn
peut étre transformée au moyen d’une transformation élémen-
taire convenable en la suite

X1,..., XP, XP+', xpti, TP+’ +1,... ./ +7+r.

Cette transformation élémentaire peut étre choisie d’une

telle facon que l'on ait
XIN XL, xp=Xp, VI YL L yp=yP.

Il existe, en particulier, une transformation élémentaire

qui transforme la suite principale

(6) A-, A yli,...ylIr
en la suite

La présente propriété continue d’étre vraie lorsque l'on y
remplace les lettres x par y et y par x. Il existe donc une trans-
formation élémentaire qui transforme la suite (6) en la suite

Propriété 5. Chaque suite principale peut étre transformée
(au moyen d’une transformation élémentaire convenable) en
chaque suite principale donnée a I'avance et renfermant le
méme nombre d’éléments.
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NjjAmpriété 6. L’ordre de la matrice jacobienne de la suite (5.
c.-a-d. de la matrice

"-DGA ..., x?,xKkl , ><kQ,y, ...,yln) |
P (ut,
ne change pas lorsque I'on soumet la suite principale (5) & une
transformation élémentaire quelconque.

Propriété 7. Le jacobien de chaque transformation élémen-
taire est égal a +1.
La vérification de cette propriété est immédiate.

S 4. Une propriété de la matrice jacobienne des solutions
du systeme [«“,«']=0

Théoreme 1. Posons pour abréger U= (wl ..u™) et

Ui=(uJ, Supposons que les relations
dxt dy' dx* dy‘\ _

Km“ cW  av? ' (@0=1,...w)
c.-a-d. les relations
@ [we,w"]1=0, (a,0=l,...,m)
soient remplies au point Uo. Supposons en plus qu’une suite
principale
2 Vil,...,yj»

soit compososée de fonctions indépendantesl) au point Uo.
Ceci étant supposé nous affirmons que la suite (2) peut
étre complétée de facon a obtenir une suite principale dont
le nombre d’éléments est égal a l'ordre de la matrice
suivante
P (@7,...,a”"1,...,¥")
() P (ml,.

1) c.-a-d. l'ordre de la matrice | I>we>» a,yh,--;y1b) . e8t égal
i
a a+b au point U=U0.

a) On remarquera l'analogie de ce théoreme avec un théoréeme relatif
au transformations canoniques (cf. C. Carathéodory, Variationsrechnung
41935), § 96, p. 85.
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Il en résulte en particulier que l'ordre de la matrice (3)
ne peut pas surpasser n (cf. § 3, Propriété 3).

Démonstration. 1l suffit évidemment de se borner au cas
«=wx=...=ujJ=0x). Il suffit aussi d’admettre (ce que nous
supposons dans la suite) que les fonctions x' et y' sont des
polynébmes homogenes de degré 12).

Pour ces polynbmes on aura évidemment les identités

I
y, 1 3x dy 3y 3X
fil

En appliquant une transformation élémentaire convenable
on pourra (83, Propriété 4) remplacer la suite (2) par une
suite principale de la forme x, ...,xa+bh. Cette transformation
n’altérera pas ni l'indépendance des fonctions (2), ni l'ordre
de la matrice (3), ni I'identité (4) (cf. § 3, Propriétés 6 et 2).
Posons

c=a-\-b.

Nous voyons donc (cf. § 3, Propriété 1) qu’il suffit de se
borner au cas ou la suite (2) a la forme

(5) X1, ...,XC.
Considérons toutes les suites partielles de la suite
..« 2L

lesquelles suites partielles 1° englobent la suite (5), 2° sont
principales, 3° sont composées de polynémes indépendants.

La plus nombreuse de telles suites contiendra un nombre
d’éléments que nous désignerons par

c+e.

*) Il suffira, a cet effet, d’introduire de nouvelles variables indépen-
dantes YU=Ua-- uaq.

2) 1l suffit, a cet effet, de remplacer les fonctions xi et yi par des po-
lyndmes et y' telles que I'on ait Cua(U)=xua(U¢), yiua(U)=yua(U0).



THEORIE DES MULTIPLICITES 79

Nous pouvons supposer que cette suite a la forme
(6) X1,..,a>e,xc+1,....a>e+e 1).

En vertu de la définition de cette suite il existe des con-
stantes Ak/l, Bkh telles que

(7 xk='/I Akhxh, yk=A’”\Bkhxh, (4=c+e+l,...,n).
A
Les polynébmes (6) étant indépendants on peut supposer
(en changeant, au besoin, l'ordre de variables ul, que
D(x1,...,xcte)
(8) Z™MW1, ..., we+C)

Il résulte des identités (4) que

9) " (X'dyl—y'dx") =02

c.-a-d.

(10) £ (xhdyh—yhdxh)-\- £ (xkdyk—ykdxk) = Q.
Al Fet<>+1

Rémplacons, dans cette identité, les dxk et dyk par leurs
valeurs obtenues de (7). Nous obtiendrons

(H) _ .
zli lili
ou
(12) z'=yl+ S (—Bkixk+Akiyk) (1=1,...,c+e).

1) En effet: chaque suite contenant c-|-e polynémes et jouissant des
propriétés 1°, 2°, 3° pourra étre transformées en la suite (6) au moyen d’une
transformation élémentaire convenable (cf. § 3, Propriété 5). Les pro-
priétés 2° et 3° sont invariantes relativement a une telle transformation.

2) X' et y' étant des polynébmes homogenes du premier degré on a:

Il s’ensuit que £ (X'dyl—ytdx') =

[ua,ur]u?dua, ce qui est identiquement nul (cf. (4)).
« @
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En vertu de (11) on aura

c-f- e
0’) 2'N_2'N
ZI ftiL
Les dérivées du du® étant constantes, il en résulte en

vertu de (8) et (13) que les zI sont des combinaisons linéaires
(aux coefficients constants) des @l,...,®c+e

Zl =5’\ihXh, (Z=l,...,c+e)
d'ou, en vertu de (12), on obtient

=A/ éBlek—Aklyk)+ I7:_ Eihxh
et ceci rapproché des identités (7) conduit & la conclusion
que polyndmes y! sont des combinaisons linéaires
des polynémes (6). Les polyndmes xk et yk (k=c-\-e+l,...,n)
étant aussi des combinaisons linéaires des polyndmes (6) (cf. (7)),
nous voyons que la démonstration de notre lemme se trouve
termineée.

Voici encore un corollaire résultant immédiatement du
théoreme précédent

Corollaire 1. Supposons que les relations (1) soient remplies
au point Uo et supposons que le rang r de la matrice (3) n’est
pas nul. Ceci étant supposé il existe une suite principale

vh,....,yh

composée de r fonctions (r=Kk-\-1) qui sont indépendantes au
point Uo, ou, autrement dit, telles que le rang de la matrice

D(xki,...,x\ yb,....,yM
D (w, ....«m"¥) ijn=ul

est égal a r=k+lI.
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85. Solutions régulieres du systéeme [«“, u']=0
et de I'équation dS=£yidxi

Définition 1. La suite de fonctions
Q) x1(ul,...,um),...,xn(ul,...,um), yli(ul,...,um),...,yn(ul,...,um)

qui remplissent, dans un ensemble ouvert Q, le systeme
d’équations

(2)

sera appelée solution réguliere du systeme (2) lorsque les fonc-
tions (1) sont de classe Cl dans ii et lorsque l'ordre de la
matrice jacobienne

y (a,0=l,...,m)

D(x1,...,xn,y1,...,yn)
D(ul,...,um)

est égal & m en chaque point de Q.

Remarque 1. Supposons que la suite (1) représente une
solution réguliere (dans 12) du systéme (2). Ceci étant le nombre
de variables indépendantes ul, ...,um ne peut pas surpasser la
moitié du nombre des fonctions figurant dans la suite (1).
Autrement dit on a m”™n.

C’est une conséquence immédiate du Théoréme 1 du § 4.

Remarque 2. Nous allons indiquer deux sortes de trans-
formations par I'intermédiaire desquelles chaque solution ré-
guliére (1) se transforme en une solution réguliére. Les trans-
formations de la premiére sorte seront appliquées aux suites
de fonctions (1) et fournirons de nouvelles suites de fonctions.
Les transformations de la deuxiéme sorte seront effectuées sur
les variables indépendantes ul,...~"L

Supposons d’abord que la suite (1) représente une solution
réeguliére (dans 12) du systéeme (2). Ceci étant, chaque suite
de fonctions résultant de la suite (2) par I'intermédiaire d’une
transformation canonique élémentaire quelconques (appliquée
aux variables xl,...,yn) représentera une solution réguliere
(dans 12) du systeme (2).

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVIII. 6
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C’est une conséquence immeédiate de la définition des trans-
formations élémentaires (83) et des Propriétés 2 et 6 (§ 3).

Gardons I'hypothése que la suite (1) est une solution régu-
liere (dans £?) du systéeme (2) et supposons que la transfor-
mation

est de classe Cl dans un ensemble ouvert co, qu’elle transforme
w en une partie de Q et que l'on ait, en chaque point de eu

D(®L1,...,vm)
Ceci étant la suite de fonctions

représente une solution réguliére (dans co) du systéme
”2_xvayv" (a,” =1 ,Wi).
|

Cette remarque découle facilement du Théoréeme 2 du § 2.

Théoreme auxiliaire 1 sur certaines solutions réguliéres du
systeme (2). Nous chercherons toutes les solutions (1) du sys-
teme (2), solutions qui sont de classe C! dans un ensemble
ouvert et convexe Q et qui remplissent, dans Q, les identités

(3 &'(«l,...,um)E=t*/, 3g=1,...,wi).
L’existence de telles solutions n'est possible (cf. (3)) que
dans le cas ce que nous supposons dans la suite. Chaque

solution de cette sorte est évidemment réguliére x).
En d'autres termes: nous chercherons la solution générale
(de classe Cl} valable dans f? du systéme d’équations

S (xuayl!—xuf,yua) =(p
o) il

xi— U],
Ce systéme peut étre, évidemment, écrit sous la forme

(4bis) yu?—yua+ E (xuayu? —xu?y\a) = @-
km+\

%) Car 0.
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Il y aura deux cas a distinguer:

Cas 1. m<n. Nous affirmons que la solution réguliére la plus
générale de (4) ou (4 bis) peut étre obtenue de la fagcon suivante.
Nous choisissons d’'une facon quelconque les fonctions

et la fonction auxiliaire
(6) Siul,

pourvu qu’elles soient de classe Cl dans Q et qu’elles jouissent,
en plus, d'une régularité supplémentaire consistant en ce que
les différences

7) Sul— £ y"xkj,

soient aussi de classe Cl dans Q 1). Nous posons ensuite

(8) yJ=SuJ- 0=1,...,m).
k m-f-l

Cas 2. m=n. Le systéme (4 bis) prend, dans ce cas, la forme

9) y“fi— y*"=0 (a,0=l,...,n).

Dans ce cas la solution réguliere générale de ce systéme
peut étre obtenue de la facon suivante. Nous choisissons la
fonction auxiliaire S d’une facon quelconque pourvu quelle
soit de classe C2 dans Q et nous posons

yl=8uh (i=l,...,n).

1) 1l suffit a cet effet que les fonctions S et &* soient
de classe C? dans fi, car toutes les fonctions fonctions x', y' sont, par hypo-
these, de classe Cl. Voici un exemple montrant que les différences (7) peu-
vent étre de classe G2 sans que S et xh (fc=«i-|-l,...,-n.) soient de classe C2
Nous posons n=2, m=Il. Désignons par <p(t) une fonction continue dans
I'intervalle (—00,4-00) et ne possédant pas de dérivée pour aucune valeur
de t. (Une telle fonction existe v. Carathéodory, Vorlesungen Uber reelle
FunJctionen, p. 590). Soit F(t) une fonction pour laquelle on a F'(t)=y>(t).
Posons M(wl)—«l, ylwl)=0, x2(ul)=Fful), ~(« (1, Nous
voyons que la différence (7) (;=1) est identiquement nulle donc de classe Cl,
que I'équation (8) est identiquement vérifiée et que cependant les fonctions
®2(u‘), 6°(wl) ne possedent nulle part la dérivée du second ordre.
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Démonstration. Cas 1. Choisissons les fonctions (5) et (6)
de la facon indiquée plus haut et définissons les fonctions yl
par les formules (8) et les fonctions xJ par les formules (3).
Nous vérifions immédiatement que I'identité

(10) d8="yidxi
ni

est remplie dans Q tout entier. Il en résulte en vertu du Thé-
oreme 1 du § 2 que les fonctions (1), remplissent, dans Q, le
systeme (2) ou, ce qui revient au méme, le systeme (4). Nous
voyons donc que chaque suite de fonctions (1) construite par
le procédé de notre théoreme représente une solution de classe Cl
du systéme (4), solution valable dans 12.

Il reste a prouver que toute solution de cette espéce peut
étre obtenue par le procédé en question. Supposons, a cet
effet, que les fonctions (1) soient de classe Cl dans i2 et qu’elles
y remplissent le systéeme (4). Il en résulte, en vertu du Thé-
oreme 1 du § 2, gu’il existe une fonction £ qui est de classe Cl
dans Q et qui y remplit I'identité (10) ou, ce qui revient au
méme dans notre cas, l'identité

ds”rVyJddud+ £ ykdxk.
Jii k !

De la nous déduisons les identités

(10) Sui-yJ+ E

km--l
ce qui prouve que les relations (8) seront identiquement véri-
fiées dans Q. Les fonctions y’ étant, par hypothese, de classe
Cl dans /2, il résulte des relations (8) que les expressions (7)
sont aussi de classe Cl dans f2. Ceci prouve que chaque solu-
tion du systeme (4), solution (valable dans 12) qui est de classe C!
dans f2 peut étre obtenue par le procédé présenté plus haut.

Cas 2. La démonstration est tout a fait analogue.

Remarque 3. Il résulte du théoréme précédent que la solu-
tion générale (de classe Cl) du systeme (4) est parfaitement
déterminée par les 2(n— m)+Il fonctions arbitraires (5) et (6)
qui sont de classe Cl et qui jouissent en plus de la régularité
supplémentaire mentionnée plus haut.
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Interprétation géométrique. Considérons, dans I'espace a »+1
dimensions (nous désignerons les points de cet espace par
X',...,Xn,T) une multiplicité ponctuelle @ m dimensions W
dont la représentation paramétrique a la forme

(12) _ir=eef(«l,...,«'n), (i=l,...,n), T=S(ul,...,um)

et supposons que les fonctions x1(ul,...,um),...,xm(ul,...,um)
remplissent les identité (3) ou, ce qui revient au méme, que
les paramétres wl,coincident avec les variables X{, ...,Xm.
Le systéeme de relations (8) (qui est équivalent a la relation (10))
exprime évidemment que le plan (a2 n dimensions)

(12 T— i yl(ul,...,ur)(Xi—xi(ul,...,um))
[

est tangent a la multiplicité W au point
aAwl,...,wm),...,.«"(ml —— SCul,

Le sens géométrique du procédé fournissant la solution ge-
nérale (de classe Cl) du systeme (4) est donc le suivant: On
choisit d’abord la multiplicité ponctuelle W (de classe Cl)
arbitrairement. On subordonne ensuite, d’'une fagon tout a fait
arbitraire, a chaque point de la variété TF un plan & n dimen-
sions (12) tangent a TF en ce point. Les coefficients angulaires y'
de ce plan et les fonctions ~(ul ...,«m) intervenant dans les
équations (11) de la variété TF représentent la solution générale
du systeme (4).

Cette méthode et cette interprétation est bien connue de-
puis longtemps. Ce qui est nouveau, ce sont les conditions
nécessaires et suffisantes de régularité, indiquées plus haut,
gu’il convient d’adopter relativement aux fonctions ,,arbitraire-
ment“ choisies pour obtenir la solution générale (de classe Cl)
du systeme (4). On remarquera que le Théoréme 1 du § 2 est
essentiel pour la justification de cette méthode dans les hypo-
théses du Théoréme auxiliaire 1.

Théoreme 2. Afin d’éviter la collision des notations dési-
gnons les variables indépendantes par

wl,
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et les fonctions inconnues par

vy (wi,...,wm) (i=l,...,n).
Le systeme (2) prendra alors la forme
(13) T (N«yra—xry™MO,  (ap=l,...m).
Soit "
(14) WO=(wi,...,w")

un point quelconque de I'espace & m dimensions.

Nous affirmons que la solution réguliére L) la plus générale 2)
du systeme (13), solution valable dans un voisinage (suffisam-
ment petit) du point TK0 pourra étre obtenue par la méthode
suivante:

Nous construisons d’abord une solution (de classe Cl) quel-
conque
(15) xi(ul,...,um), (i=l,...,n)

du systeme (4), solution valable dans un voisinage d’un point Uo.
(La méthode de construction de la plus générale solution (15)
du systéeme (4) est présentée dans I’énoncé du théoreme pré-
cédent).

Nous prenons ensuite une transformation arbitraire

(16) uy=Kkv(w",...,wm), (y=l,....m)

qui est de classe Cl dans un voisinage de Wo, qui transforme
le point Wo en U0 et dont le jacobien est non nul au point T70.

Cette transformation transforme la suite (15) en une suite
de fonctions que nous désignons par

(17) Xi(WL,,...,wm), (i=l,...,n).

En soumettant les fonctions (17) a une transformation (ca-
nonique) élémentaire3) quelconque nous obtiendrons la suite
de fonctions
(18) xI(wi,...,wm),y“(wi,...,wm),

J) Cf. la définition d’une telle solution a la page 81.
’) Cf. la note au bas de la page 87.
’) Cf. la définition de telles transformations a la page 74.
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Cette suite constitue la solution réguliére la plus générale
du systeme (13), solution valable dans un voisinage suffisam-
ment petit du point Wo x).

Démonstration. En s’appuyant sur la Remarque 2 nous
voyons facilement que la suite (18) représente une solution
réguliere du systéme (13), solution qui est valable dans un
voisinage suffisamment petit de Wo.

La méthode de notre théoréme fournit donc toujours des
solutions réguliéres du systéeme (13) valables dans un voisinage
de Wo.

Il reste & démontrer que toutes les solutions réguliéres en
guestion peuvent étre obtenues au moyen de cette méthode.

\

Supposons a cet effet qu’une suite de fonctions
(20) ®'(WX, ..., wm), y*(wl, (i=l,...,n)

représente une solution du systéeme (13), solution qui est ré-

guliére au voisinage du point Wo (cf. la Définition 1 & la page 81).
Les fonctions (20) sont donc de classe Cl au voisinage de

et le rang de la matrice

[DGEL . ~>~1,....y"
| 2>(WX,...,um)

est égal a m au voisinage de ce point. La suite (20) contient
donc (cf. § 4, Corollaire 1) une suite partielle principale de m
fonctions indépendantes au voisinage de TT0

(21) vh,...,yh (k+I=m).

*) Nous entendons par cela que les deux propriétés suivantes ont lieu:

1°) Chaque suite de fonctions (18) obtenue par le procédé, qui vient
d’étre indiqué, constitue, dans un voisinage suffisamment petit du
point 170, une solution réguliere du systeme (13).

2») Soit
(19) T'(WX,...,w'n),yi(wx..... wm), (»=1.....n)

une solution du systeme (13), solution qui est réguliere dans un voisinage
de W9. Ceci étant on peut choisir une solution (15) du systeme (4), une
transformation (16) et une transformation élémentaire d’une telle fagon
que les suites (18) et (19) soient identiques dans un voisinage suffisamment
petit de Wo.
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En appliquant a la suite de fonctions (20) une transforma-
tion élémentaire E convenable on obtiendra une suite

(22) XI(WL,...,wm), (t=l,...,n)

et on pourra s'arranger d’une telle facon (cf. § 3, Propriété 4)
que la suite (21) se transforme en la suite

(23) xh(wi,...,wn"),..., xm(wi,...,wm).

Le déterminant
Dfxl, ...,xm)

sera non nul au voisinage de IF0 (cf. § 3, Propriété 6). La suite
(22) représentera une solution, réguliére au voisinage de Wo,
du systéeme (13) (cf. § 5, Remarque 2).

Appliquons maintenant aux variables indépendantes wl,
la transformation T inverse a celle qui est définie par les for-
mules

«5'=x"(wl,...,wm), (y=l,....,m) (transformation T-1).

Désignons par Uo I'image de IF0 par l'intermédiaire de la
transformation T.
La suite (22) passera, par l'intermédiaire de T, en une suite

(24) a?'(ul,...,um), y'f«l,...,«"), (r=l,...,n)

qui constituera une solution réguliére (au voisinage de t70)
du systeme (2) (cf. §5 Remarque 2) et aussi une solution
de classe Cl du systéeme (4)x).

Faisons maintenant le chemin inverse. Partons des fonc-
tions (24). Appliquons aux variables indépendantes ul,
la transformation T  Nous obtiendrons alors la suite (23).
En appliquant aux fonctions de cette suite la transformation
E~' (qui est élémentaire, cf. § 3, Propriété 1) nous obtiendrons
la suite (20). Nous pouvons donc obtenir la solution (20), en-
visagée dans un voisinage suffisament petit de Wo, par le pro-
cédé indiqué dans notre théoréme.

") Ceci résulte de la forme de la transformation T. En vertu de la
définition de cette transformation on aura évidemment x"(ul,

@=l.....m).
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Construction de la plus générale (au sens local) multiplicité
réguliere d’éléments unis
Définition 2. Soit
(25) ®/=a'(ul,...,«m), S=8(ul,...,u™), y'—y~ul,...,) (i=l,...,n)
une multiplicité d’éléments de contact (cf. I'introduction, p. 56).
On dira que cette multiplicité est une multiplicité d'éléments de

contact unis définie dans un ensemble Q de points (ul, ...,u™)
lorsque les fonctions

(26) xi(ul,...,u'n), 8{ul,...,um), y'Cul,...A""])

remplissent dans £? I’équation
(27) N (wl, ...,um)=2|’/13//(‘M1> eee um)dxl(ul,...,um).

On dira qu'une multiplicité d’éléments unis est réguliere
dans un ensemble Q lorsqu’elle jouit, en outre, des deux pro-
priétés suivantes: 1°) les fonctions (26) sont de classe Gl dans
2°) le rang de la matrice jacobienne

,981 D(an,...,a", 8,y\...,yn)
’Il D(«l,...,um)

est égal @ m en tout point de £?, ou bien, autrement dit, les
fonctions (26) sont indépendantes en tout point de Q.

Toute solution (26) de I’équation (27), solution jouissant
des deux propriétés précédentes sera dite soZwtion réguliere de
cette équation.

Remarque 4. Pour toute solution de I'équation (27) la
matrice (28) et la matrice

9(n i-DGL, ...,

ont le méme rang en tout point ou I’'équation (27) est remplie.
Autrement dit: Si la suite (26) représente une solution de (27)
dans Q, alors les fonctions (26) et les fonctions

@‘(wl,...,'Um), yi(ul,...,um)
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ne peuvent étre indépendantes dans 12 qu’a la fois. On a, en
effet, pour tout point (wi,...,«"l) de ce genre I'égalité

m

d’'ou il résulte que la ligne de la matrice (28) correspondant
a la fonction $ est une combinaison linéaire des lignes cor-
respondant aux fonctions xl.

Remarque 5. Si la suite (26) représente une solution régu-
liere de I'équation (27), solution valable dans un ensemble Q,
alors la suite de fonctions

(30) ®e'(«l,...,«m), ~(ml, (i=l,...,n)
représente une solution (réguliére dans D) du systéeme

2 i/%(4“’\—= (a,p=l,...,m).

C’est une conséquence immédiate du Théoreme 1 a la
page 69 (cf. aussi la Définition1, §5). Si inversement une suite
de la forme (30) représente une solution réguliére du systeme (2)
solution valable dans un ensemble D ouvert et convexe (ou
plus généralement simplement connexe) alors il existe une
fonction $ telle que la suite (26) représente une solution régu-
liere (valable dans D) de I'’équation (27). On détermine la fonc-
tion £ (& une constante additive prés) par une quadrature
(cf. §2, Théoreme 1).

Dans le cas de D ouvert et convexe (ou simplement con-
nexe) la construction de la plus générale multiplicité d’éléments
unis se ramene donc a la construction de la plus générale solu-
tion réguliére du systeme (2). Or la construction d’une telle
solution du systeme (2), solution valable dans un voisinage
suffisamment petit d’un point Uo a été présentée dans le Thé-
oreme 2 du §5. La construction de la plus générale multi-
plicité réguliére d’éléments unis (définie dans un voisinage suf-
fisamment petit de Uo) découle ainsi immédiatement du Thé-
oréeme 2 (§ 5) et du Théoreme 1 (8§ 2).

Nous allons voir que la quadrature mentionnée sera super-
flue. Avant de le montrer nous introduirons la définition des
transformations élémentaires de contact.
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Définition 3. Soit
(31 XXX, A", yl=yi(xd,...,yn)
une transformation canonique élémentaire quelconque (cf. § 3,

Définition 1) qui transforme les points (xl,...,yn) en points
(x,...,yn). Il existe une fonction ~(x.,...,yn) telle que I'équation

(32) TLyl(x,...,yn)dx'(x,...,yn)—yidxl]=dy)(x,...,yn)
tu

est vérifiée pour tous les points x1,....,ynl). La différence de
deux fonctions y> de cette sorte est évidemment constante. La
transformation

(33) xI=it(x1,...,yn), y'=yl(xL,...,yn), S=8+y)(xl,...,yn)+C

(ou C désigne une constante quelconque) sera appelée trans-
formation élémentaire de contact. Les transformations (31) et (33)
seront appelées adjointes I'une de l'autre.

Remarque 6. On vérifie immédiatement que la transforma-
tion inverse d’une transformation élémentaire de contact con-
stitue une transformation du méme genre (cf. § 3, Propriété 1).

Si les fonctions

X'Cwl, S(wi,...,w™),
déterminent une multiplicité d’éléments unis c.-a-d. remplissent
I’équation
dsS (wi, y'twl, wvm) dx'Cwl,
ifi
alors elles passent, par I'intermédiaire de la transformation (33)
en une suite de fonctions vérifiant I’équation

dS(wi,...,wm)="yi(wl,...,wm)dxl(wi,...,wm).
tji
1) Pour obtenir effectivement (et cela sans effectuer aucune quadrature)
une fonction y de cette sorte on pose

A(xi,...,yn)=2] exlyi.
q( yn) ,/P y

La transformation (31) étant canonique élémentaire il est facile de déter-
miner les coeffitients constants ¢ de facon que I'équation (32) soit iden-

tiquement vérifiée. On a pour chaque e. ou bien g=0, ou bien ej=I.
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La transformation (33) transforme donc chaque multipli-
cité d’éléments unis en une multiplicité du méme genre. Elle
est donc une transformation de contact au sens ordinaire.

Théoréme 3. Considérons I’équation

(34) ds (wi,...,wm)=J3"yz(wl,..., wm)dee'(wl,..., wm).
il

L'existence de solutions réguliéres de cette équation n’étant

possible que dans le cas

Oo<m”™n
(cf. § 5, Définition 2, Définition 1, Remarque 1 et Remarque 5),
nous supposons que cette inégalité a lieu.

Pour obtenir la plus générale solution réguliere de I'équa-
tion (34), solution valable dans un voisinage suffisamment petit
d’un point
(35) WOo=(w’,...,wJl)

(ou, ce qui revient au méme, pour obtenir la plus générale
multiplicité réguliére d’éléments unis définie dans un voisinage
de Wo) on procéde comme il suit.

On construit d’abord (en s’appuyant sur le Théoréme auxi-
liaire 1, § 5) la solution

(36) @z(ul,...,um), SCul,...,um),
la plus générale du systéme
| d™ul,...,wm)=j;yi(«l,...,«m)da?(«l,...,M),
I Xi=ui
solution qui est de classe Cl dans un voisinage d'un point

Uo=(ul, X). Nous introduisons ensuite une transforma-
tion arbitraire de la forme (16), c.-a-d. de la forme

(38) uy=Ar(w,,...,w""), (y=l,...,m)

1) En s’appuyant sur la Remarque 5, (§ 5) on construira la solution
(de classe Cl) la plus générale du systeme (4) (cf. Théoreme auxiliaire 1, § 5).

On remarquera que la fonction auxiliaire S)«l,...,«®) intervenant
dans le Théoréme auxiliaire 1 vérifie I’équation (10) donc aussi les équa-
tions (37). Or la détermination de la fonction S n’exigera aucune quadra-
ture, car dans le procédé de construction fourni par le Théoreme auxi-
liaire 1, les fonctions (5) et (6) ont été arbitrairement choisies, pourvu
qu’elles jouissent d’'une certaine régularité accessoire.
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qui est de classe Cl dans un voisinage de Wo, qui transforme
Wo en Uo et dont le jacobien est non nul au point Wo. La suite
(36) passe ainsi en une suite de fonctions de classe Cl!

(39) X' (wl,...,wm),
qui satisfont a I’équation
(40) d8(wi,...,wm)="yl(wl,...,wm)dx*(wi,...,wm).

Introduisons ensuite une transformation élémentaire de con-
tact de la forme (33) et cela une transformation tout a fait
arbitraire de cette sorte. La suite (39) passera, par l'inter-
médiaire de cette transformation, en une suite

(41) y'(wi,...,w™)

qui constitue la plus générale solution réguliére de I’équation
(34), solution valable dans un voisinage suffisamment petit
du point Wo.

Démonstration. Nous démontrerons d’abord que le procédé,
décrit plus haut, fournit exclusivement des solutions régulieres
de I’équation (34). En vertu de la Remarque 6 (§ 5) ce procedé
fournit des solutions de classe Cl de I'équation (34). Afin de
prouver que toute solution (41) fournie par ce procédé est
réguliére, il reste a prouver que les fonctions (41) ou, ce qui
revient au méme (cf. § 5, Remarque 4) les fonctions

sont indépendantes dans un voisinage de Wo. Or les fonctions

(42) X'Gul, ...,um), yl(ul,...,um)
intervenant dans la suite (36) sont indépendantes, car les
fonctions ~(«l,...,Bm)s”™ (j=lI,...,w) sont indépendantes. Les

fonctions (42) passent, par l'intermédiaire de la transforma-
tion (38) (dont le jacobien est non nul) en des fonctions indé-
pendantes

(43) X'(wi,...,wm),

qui figurent dans la suite (39). Appliquons aux fonctions (43)
la transformation canonique élémentaire (31) qui est adjointe
de la transformation (33). Nous obtiendrons alors la suite des
fonctions

(44) «(wi, ..., w™), y'Cwl,
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qui figurent dans la suite (41). La suite (44) est constituée par
des fonctions indépendantes dans un voisinage de Wo (cf. § 3,
Propriété 6).

Il reste @ démontrer que chaque solution réguliére de I'équa-
tion (34), solution considérée dans un voisinage suffisamment
petit de Wo, peut étre obtenue par le procédé en question.

Supposons, a cet effet, qu’une suite de la forme (41) repré-
sente une solution réguliére de I'équation (34), solution valable
dans un voisinage de Wo.

La suite (44) (que I'on obtient en supprimant la fonction S
dans la suite (41)) représente donc une solution réguliére (dans
un voisinage de Wo) du systeme

T Mwayw?-NMwllyw,, ) =" (a,0=l,...,m)
m

(cf. §5, Remarque 5). On peut, par conséquent, déterminer
(cf. §5, Théoreme 2)

1°) une suite de fonctions de la forme (42) qui sont
de classe Cl dans un voisinage d’'un point Uo et qui rem-
plissent, dans ce voisinage, le systeme

//%(<“’\—<4*34"):=°, (a,/3=1,...,m}

2°) une transformation de classe C! de la forme (38)
dont le jacobien est non nul dans un voisinage de Wo et
qui transforme Wo en Uo,

3°) une transformation canonique élémentaire de la
forme (31),

et cela d’une telle fagon que la suite (42) et les transformations
(38) et (31) jouissent de la propriété suivante:

Si I'on désigne par (43) I'image de la suite (42) par I'inter-
médiaire de la transformation (38), alors I'image de la suite (43)
par l'intermédiaire de la transformation canonique élémentaire
(31) coincide avec la suite (44). Il existe donc (cf. § 2, Theé-
oreme 1 ou § 5 Remarque 5) une fonction
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qui est de classe Cl dans un voisinage de Uo, laquelle fonction
jointe a la suite (42) donne une suite de la forme (36), cette
derniére suite constituant une solution (valable dans un voisi-
nage de Uo) de I'’équation (37). Formons maintenant la trans-
formation élémentaire de contact (33) adjointe a la transfor-
mation élémentaire canonique (31).

En appliquant a la suite (36) la transformation (38) nous
obtiendrons une suite de la forme (39) et en appliquant, enfin,
a la suite (39) la transformation (33) nous obtiendrons une
suite de fonctions

(45) »'(Wl,...,«?"]),

En vertu de la premiere partie (déja démontrée) du pré-
sent théoréme cette suite vérifie identiquement (dans un voisi-
nage de Wo) I’équation

d(8x+ C)="y‘ (WL, ...,wm)dx‘(wl,
i

Il s’ensuit en vertu de (34) que
dN+C-

La fonction Aj+C—8 est donc constante dans un voisi-
nage de Wo. En choisissant convenablement la constante C
on obtiendra 8X-|-(7—870, c.-a-d. 814-C=8 et la suite (45)
deviendra ainsi identique a la suite (41). En observant que
la suite (45) a été obtenue par le procédé du présent théoreme
nous en concluons que notre théoréme est juste.

§ 6. Exemples

Exemple 1. Considérons la multiplicité V d’éléments de
contact définie par les formules suivantes:

(@) XN—uU, &(2)=Msinv, s=ueosv,
(2 ND)=cos®-|-sin«tg®, y®>=—tgv.

C’est une multiplicité d’éléments unis réguliere au voisinage
du point w=0, v=0 car
D(X(1> y<2)

ds=ywdx(l)4-y(2>dx2> et D(u.v)

=—I=]=0 pour w=0, ®=0.
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Le support ponctuelx) (1) de cette multiplicité est singulier
au point «=0, v—0 car le rang commun des matrices

WD(XxO\XW,s) . D(xV,x®)
D(u,v) D(u,v) |

est égal a 1 au point u=0, v=0 et est égal a 2 pour une suite
de points convenables tendant vers le point u=0, v—0. La
multiplicité V (qui est définie au moyen des fonctions analy-
tigues) ne peut donc pas étre obtenue par l'intermédiaire de
la méthode usuelle (cf. I'introduction, p. 57).

Soumettons la multiplicité F a la transformation de con-
tact T définie par les formules

XA=XW, g<2>=—y(2), Y=, s=s—y"xfa.

Nous obtiendrons une multiplicité d’éléments unis V dont
le support ponctuel sera régulier au point -u=0, v=0, car

D(X™ x<»)

D(u.v) pour u=0, v=0.

La multiplicité V peut donc étre obtenue par la méthode
usuelle (au voisinage du point u=0, v—0), tandis qu’il n'en
est pas ainsi de la multiplicité V résultant de V par I'inter-
meédiaire d’une transformation analytique de contact. La pos-
sibilité d’appliquer la méthode usuelle (dans un voisinage suf-
fisamment petit du point u=0, v=0) n’est donc pas inva-
riante relativement aux transformations de contact, méme
lorsqu’on se place sur le terrain des fonctions analytiques.

Exemple 2. Nous allons construire une multiplicité singu-
liere d’éléments unis dépendant d’'un parameétre

Q) an=a?l(t), x2=x2(t), s=s(t), yl=vyl(), y2=y2(t),

multiplicité qui est de classe C°° dans l'intervalle —

et qui envisagée dans un intervalle partiel quelconque — e<«e
(ou O<£<I) n'est située sur aucune multiplicité réguliére d'élé-
ments unis.

I) C'est un cone de révolution dont le sommet se trouve a l'origine
des coordonnées.
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Voici d’abord une remarque bien élémentaire. Soit
@) (A=l,...,0

ou
(3) m<I|
une multiplicité de points que nous désignons par V et qui est
de classe Cl dans un voisinage d'un point ?70=(u*,
Nous supposons que le rang de la matrice jacobienne

| W,-,*)

est égal a m au point Uo.

Or nous affirmons que parmi les | axes de coordonnées du
systeme de coordonnées zl,...,«l il existe au moins un axe qui
possede au plus un point commun avec la multiplicité V, pourvu
que V soit envisagée dans un voisinage suffisamment petit de Uo.
En effet: dans le cas contraire I'origine de coordonnées serait
situé sur V et correspondrait au point Uo. Chaque axe de co-
ordonnées serait tangent, a la multiplicité V quel petit que
soit le voisinage de Uo dans lequel on envisage V. Il existerait
donc | vecteurs indépendants (situés sur les axes de coordon-
nées du systéme de coordonnées zl,...,«l) tangents a V a l'ori-
gine. Or c’est impossible car le nombre maximal de tels vec-
teurs est égal a m et m<l.

Procédons maintenant a la construction de la multiplicité (1).
Désignons par

une fonction de la variable t définie dans l'intervalle

(4)
par les formules
lorsque A<t<B
y>(A,B-,A)=0, y>(AB-,B)=Q.

On sait que cette fonction est de classe C°° dans l'inter-
valle (4) et que la fonction et ses dérivées de tous les ordres
sont nulles aux extrémités de cet intervalle. Considérons main-
tenant une suite croissante de nombres

all~1,Cl, M, ®2> 12, C2, M2, a3l oo
qui converge vers zéro et telle que «!=—1.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVIII 7



98 T. WAZEWSKI

Nous posons

x1(t)=kvip(a,,.bv-1), x2(t)=yl(t)=y2(t)=0 lorsque
X2(t)-- kyip("V,Cyy y  x1L(t)=yl(t)=y2(t)=Q lorsque
kvip (Cvy dvj x1(t)=x2(t)=y2(t)="0 lorsque cv<t<(Zy,

y2(t)=kvy(dv,av+i-t), x1(t)=x2(t)=y1(t)=0 lorsque

Les constantes kv>0 doivent étre choisies si petites que les
fonctions x1(t),x2(t),y1(t),y2(t) et leurs dérivées d’ordres 1,2,...,v
possédent des modules inférieurs & 1/v dans les intervalles
[«,,&,,], [&"CV], [cr,dv],[dp,av+i]. Nous posons

aa(0)=0e2(0)=y1(0)=y1(0)=0
XIC-OMX(Y), Yy (-)=y<(®), (i=12, O«<l).

On démontre facilement que les fonctions x‘(t),y‘(t) sont
de classe C°° dans l'intervalle [-1,4-1].
Nous posons

et

«0=/
o /n
La variété auxiliaire
(5) xi=x\t), x2—x2(t)y yl=yl(t), y2—y2(t)

envisagée dans un voisinage quelconque —e<t<e du point t=0
posséde en commun, avec chacun de quatre axes xI,x2,yl,y2,
des points différents de I'origine.

Considérons maintenant une multiplicité réguliére quelcon-
que d’élément unis

I x*=xI(ul,...,um), yi=y*(ul,...,um) (*=1,2)
'l | s=s(ul,...,um)

Le rang de chacune des matrices

\I>Ne,x",yi,y*, DI
| Z)(ul,...,um) |

mPpEL,#2,#1, y2)

est égal @ m (8§ 5, Définition 1 et Remarque 4). On a I<m”2
(v. §5, Théoreme 3). Si la multiplicité d’éléments unis (1)
envisagée dans un voisinage —e<t<e était située sur la multi-
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plicité réguliére (6) alors la multiplicité auxiliaire (5), envisagée
dans le méme voisinage, serait située sur la multiplicité

(7 y/I=yi(«l,...,"Um).

En rapprochant cette multiplicité de la multiplicité (2) nous
voyons que Z=4, l'inégalité (3) est donc remplie. En vertu
des faits acquis tout & I'heure nous voyons que la multiplicité
(5) envisagée dans l'intervalle —e<t<e ne peut pas étre située
sur la multiplicité (7) et que par conséquent la multiplicité (1),
envisagée dans le méme intervalle, ne peut pas étre située
sur la multiplicité (6).

§ 7. Application aux transformations canoniques

Définition 1 des transformations canoniques. Considérons
une transformation de la forme
Xi—X (x1,...,xn,y1,...,yn), 1
1)
transformation subordonnant aux points x1,...,xn,yl,...,yn de
I'espace a 2n dimensions des points xl,...,xn,y1,...,yn du méme

espace.
La transformation (1) est dite étre canonique dans un

ensemble E lorsqu’en tout point de E sont vérifiées les équations

1 \dxa dx? 3N 3xal

J(3X' 3Y<  3X 3Y"
) A \dyit dyV  3y? 3yay

x¢(dXl 3F  azidY\
aZj \ 3xa dy? y? 3xa) T

ou Oafj désignent les indices de Kroneckerl).
Les équations (2) peuvent étre écrites au moyen de crochets
de Lagrange sous la forme suivante

3 [®“,a"] =0, [ya,y*=0, [xayf]=06a? (a,/3=1,...,%).

x) On a 3ap=0 lorsque a="3 et lorsque a=fl.
»
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Nous nous occuperons dans la suite des transformations
canoniques (1) seulement dans le cas ou les fonctions XY’
sont de classe Cl, c.-a-d. lorsqu’elles possedent des dérivées
partielles continues du premier ordre.

Voici un théoréme résultant immédiatement du Théoréme 1

du § 2.

Théoréeme 1. Supposons que les fonctions X! Y' figurant
dans (1) soient de classe Cl dans un ensemble ouvert et con-
vexe Q (situé dans I'espace a 2n dimensions composé de points
(2l,...,.a?n7/1,...,y")1).

Cela poseé, la condition nécessaire et suffisante pour que la
transformation (1) soit canonique dans -Q consiste en ce qu’il
existe une fonction S(x,...,xn,yl,...,yn) qui est de classe Cl!
dans 12 et qui vérifie, en tout point de Q, I'’équation

(4) dS=£ Y'dX‘-£ y'dx.
fl /1

Démonstration. Adressons-nous au Théoreme 1 du § 2. In-
troduisons au lieu de variables indépendantes

wi, ...,wm

les variables indépendantes

(5) xL,...,Xnyl,...,yn
et au lieu des fonctions (1) et (2) a la page 69 les fonctions
(6) X\ X X\ xY, YL Y Vi, ., -

On observe facilement que les équations (5) a la page 70
prendrons maintenant la forme (3) (page 99)2). Il s’ensuit
immédiatement que le présent théoréme constitue un cas parti-
culier du Théoréme 1 du § 2.

1) Le présent théoréme est juste aussi sous I’hypothése que fi est ouvert
et constitue I'image homéomorphe de I'intérieur d’une sphére a 2n dimen-
sions (cf. la note en bas de la page 70).

a) Les nombres m et n figurant dans le Théoréme ! du § 2 sont
donc maintenant remplacés par 2n. Il va sans dire que les fonctions
x\...,xn,—yl,...,—y" figurant dans (6) peuvent étre considérées comme
des fonctions de toutes les variables (5).
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Remarque 1. En sappuyant sur la définition des trans-
formations canoniques on vérifie immédiatement que les trans-
formations élémentaires définies dans le § 3 (page 74) sont cano-
niques dans l'espace de tous les points (5). C’est pour cette
raison que ces transformations seront appelées dans la suite
transformations canoniques élémentaires.

Théoréme 2. La classe de toutes les transformations cano-
niques de classe Cl constitue un groupe de transformations.
Il nous sera commode d’énoncer ce théoréme sous la forme

suivante.

Supposons qu’une transformation T (que nous écrirons sous
la forme (1)) soit canonique et de classe Cl dans un voisinage
du point
(7)

Supposons ensuite qu’une transformation B
(transformation B)

soit canonique et de classe Cl dans un voisinage du point

(8)
Supposons enfin que le point (7) représente I'image du
point (8) par l'intermédiaire de la transformation B.
Ceci étant, nous affirmons que la transformation
B
gue nous écrirons sous la forme

T1,..,,rIn .
n) (transformation TB)

est de classe Cl et canonique dans un voisinage du point (8).

Démonstration. En vertu du Théoréeme 1 du présent para-
graphe il existe une fonction $ de classe C! qui remplit identi-
quement I'équation (4) dans un voisinage du point (7). 1l existe,
pour la méme raison, une fonction .., Jy") qui est de classe C!
dans un voisinage du point (8) et qui remplit identiquement,
dans ce voisinage, I’équation

do=£pdal-£rfd£".
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En vertu de (4) on aura, dans un voisinage du point (8),
I'identité
d{(S)B}=S( I).
En ajoutant les deux identités précédentes nous obtien-
drons, dans un voisinage du point (8), I'identité
d{(S)B+ a}=Vo'dy'-£
Il en résulte, en vertu du Théoreme 1 (87), que la trans-

formation TB (qui est de classe Cl dans un voisinage du point (8))
est canonique dans un voisinage de ce point.

Construction de la transformation canonique la plus générale
dans le voisinage d'un point

Théoreme 3. Nous affirmons que la transformation cano-
nique la plus générale qui est de classe Cl dans un voisinage
(suffisamment petit) d’'un point

9) xD,....xZ,y'0,"..,y0

peut étre obtenue par le procédé suivant.
Nous prenons d’abord une fonction arbitraire (fonction di-
rectrice, — ,.erzeugende Funktion®)

qui est de classe C2 dans un voisinage d’un point

(10)
et telle que le déterminant
(H) IN.i/|+02)

ne soit pas nul au point (10).

X) / étant une fonction des variables xl,...,yn, le symbole (/)B désigne
la fonction des variables que I'on obtient en effectuant dans la
fonotion /(zl.....y") la substituton .. ijn). Cette
substitution est donc représentée par les mémes formules que la trans-
formation B.

S2¢i,..., D(f G
’) Nous avons évidemment G»/ o =( !--- gn ----(--Iz)-f---i)---)-)-n)
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Nous introduisons ensuite deux transformations auxiliaires
suivantes
(12) ®=é&/, yi=—Qtt (transformation U).
(13) xI=C', y'—Qgcil) (transformation V).

La fonction Li doit étre choisie de fagon que la transfor-
mation U fasse correspondre le point (9) au point (10).

Nous introduisons enfin une transformation canonique élé-
mentaire (cf. Rémarque 1 du présent paragraphe) arbitraire E

x'=¢/(eel,...,®" yL,...,.£n)

(14) (transformation E).

Cela fait nous formons la transformation T
(15) T=EVU-~|
que nous écrirons sous la forme
(16) xI=Xi{x1l...,yn),yi="Tt(xL,...,yn) (transformation T).

La transformation T ainsi obtenue constitue la plus géné-
rale 2) transformation canonique de classe Cl définie dans un
voisinage (suffisamment petit) du point (9).

Démonstration. Nous démontrerons d’abord que la trans-
formation (15) (qui est évidemment de classe Cl) est canonique
au voisinage du point (9). Considérons a cet effet la trans-

formation
@an W=V-U-~|

1) Les transformations U et V peuvent étre obtenues au moyen de
la suivante regle formelle: Nous écrivons la condition nécessaire et suffi-
sante (cf. § 7, Théoréme 1) pour que la transformation (18) (v. plus bas,
page 104) soit canonique et nous écrivons ensuite la différentielle de la
fonction Si

£y dx'+"N(—y)dx‘=dS,
ZOiidg+SQfdsShdQ.

En écrivant la condition que les variables, figurant aux mémes places
dans les premiers membres de ces relations, doivent étre égales, nous obte-
nons les équations (12) et (13).

2) La plus générale transformation canonique de classe O! dépend
donc d’une fonction arbitraire Si (fonction directrice-erzeugende Funktion)
et d’'une transformation canonique élémentaire arbitraire E.
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et écrivons-la sous la forme
(18)  Xt=XI(xL,...,yn), yi=Yi(xl,...,yn) (transformation WJ.
En vertu de (12), (13) et (18) nous avons, évidemment, au
voisinage du point (9), les relations
(fHu s3]
ENYL_1=Z'(N,...,r), (MVi-E'N, ..M.

Dans ces formules la notation ( )a_i exprime que, dans

I’expression figurant entre parantheses, les variables £1,y
doivent étre remplacées par des fonctions de variables &l,...,A",
fonctions que I'on obtient en résolvant les équations (12)
en et F.

La relation
(20) 2NN+ 2’ NN =dD

t t

est identiguement vérifiée au voisinage du point (10). On aura
donc dans un voisinage du point (9) I'identité

Z (DjOtz-i d{(?)i-i}+2' ("m)iZ_1d{(nii-i}=d{(")i-1}.

En posant S=(i2)u-i nous pouvons mettre cette identité
sous la forme suivante (cf. (19))

(21) X Y*(xI,...,yn)dXi(x1,...,yn)—"yldx,=dS(x1,...,yn)
i t

et, en vertu du Théoreme 1 (87), il résulte de cette identité
que la transformation W est canonique au voisinage du point (9).
La transformation E étant canonique dans I'espace tout entier,
il en résulte (§ 7, Théoreme 2) que la transformation (cf. (15)
et (17))

(22) T=EW

est canonique dans un voisinage du point (1), c. g. f. d.

Il reste & prouver que chaque transformation de classe Cl,
qui est canonique dans un voisinage du point (9), peut étre obte-
nue par le procédé indiqué dans I'’énoncé du présent théoreme.

Supposons a cet effet, qu’une transformation T de la forme
(16) soit canonique et de classe Cl dans un voisinage du point (9).
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En vertu du Théoréme 1 (8 7) il existe une fonction £(?, ...,yn)
qui est de classe Cl au voisinage du point (9) et telle que les
fonctions figurant dans la matrice

N XLUXL,...,yn),..., Xn(xL,...,yn)\
\-yl,-,~wyn, Y1(x1,...,yn),..., Yn(x{,...,yn)\

remplissent identiquement, au voisinage du point (9), I’équation
(24) \?Y’dX'+;I'X—y"|'dx"\dS.
La matrice jacobienne

\D(X\...A X\, XNn-y\...,-y™Y\ L Yl
D(x1,...,xn,y1,...,yn)

est d’ordre 2n au voisinage du point (1)J).

La suite des variables
mm

(envisagées comme fonctions des variables indépendantes &1,...,!/")
constitue (relativement aux fonctions figurant dans la ma-
trice (23)) une suite principale de n fonctions indépendantes
(§ 3, Définition 2).

En vertu du Théoréeme 1 du H cette suite peut étre com-
plétée par n fonctions figurant dans n dernieres colonnes (dif-
ferentes entre elles) de la matrice (23) et cela d’une telle fagon
que I'on obtienne une suite principale de 2n fonctions indé-
pendantes au point (9)2). Désignons cette suite par

(25) X\...,x", Xai,...,XtP,Y,..., Y, (p+ q=n).

1) En effet: cette matrice (dont I'ordre ne peut pas évidemment sur-
passer le nombre 2n) renferme le déterminant non nul de degré 2n

-PLicy—yl..—y")=(C1n 0
Dix _xn,y1,...,yn)

2) Les variables al,...,y" jouent maintenant le r6le des variables indé-
pendantes ul,...,um intervenant dans le Théoréme 1 du § 4 et les fonctions
&L, J71, —yl —yn, YL1,...,Y" jouent a présent le role des
fonctions désignées par x1,...A" dans I'’énoncé de ce théoréeme. Les équa-
tions (1) de ce théoreme deviennent maintenant identiques avec les équa-
tions (2) a la page 99 qui sont identiquement vérifiées car la transfor-
mation (16) est canonique par hypothése.
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On aura donc, au point (9), I'inégalité

(26)

En vertu de la Propriété 4 (83) il existe une transforma-

tion canonique élémentaire
F

qui transforme la suite des fonctions

en une suite de fonctions

et cela d'une telle fagcon que la suite des fonctions
Xai,...,XaP,Y%,...,Y?
passe, par l'intermédiaire de la transformation F en la suite
Xl,...,Xn.

Nous aurons donc au point (9) I'inégalité (cf. (26) et la
Propriété 6 (§ 3))
mD(+1,...,2%n)

D(yi,...,yn)

Introduisons une nouvelle transformation W (que nous dé-
signerons au moyen des notations (18)) par la formule

W=F-T

(27)

et envisageons la transformation
E=F~'".

La transformation E est aussi élémentaire (cf. § 3, Pro-
priété 1) et, par conséquent, canonique (cf. § 7, Rémarque 3).
En vertu des deux derniéres relations nous obtiendrons I'iden-
titt T="E-W, c.-a-d. l'identité (22).
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Il existera en outre (cf. Théoréme 1 du présent paragraphe)
une fonction SCxl, ...,yn) qui est de classe Cl au voisinage du
point (9) et qui vérifie, dans ce voisinage, identiguement I'équa-
tion (21).

Introduisons la transformation P

- - | i
(28) v=x (Xj n | (transformation P).
Désignons maintenant (autrement que dans la premiére
partie de la présente démonstration) par (10) I'image du point (9)
par l'intermédiaire de la transformation P. La transformation
P admets en vertu de (27), au voisinage du point (9), une
transformation inverse que nous écrirons sous la forme.

X|:/\;

(29) (transformation P ).

Nous aurons évidemment, dans un voisinage du point (10)
I'inégalité
N\
(30) o =

Nous aurons aussi dans un voisinage du point (10) les
identités
(31) c\V,wW, (INp-in?,

Définissons maintenant les fonctions rf par les formules

(32) M(fL, .., H)=(Y)p_i
et introduisons la transformation Q
(33) ®r= £, yi=j/(£’, ...£") (transformation Q).

Les relations (31) et (32) entrainent les identités
Y1

et de la il résulte (cf. (18)) que
(34) W~QP.

Définissons maintenant la fonction -Q par la formule
(35) f2(n,....en)=(«)p_I
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et effectuons dans Il'identité (21) la substitution P™"1 Nous
obtiendrons en vertu de (31) et (32), dans un voisinage du
point (10) les identités
(36) Qy.

La fonction £2 est donc de classe C2 dans un voisinage du

point (10), car les fonctions & et  sont de classe Cl au voisi-
nage de ce point.

La deuxieme identité (36) et Il'inégalité (30) conduisent
immédiatement a la conclusion que I'inégalité (11) est remplie
dans un voisinage du point (10). Définissons maintenant,
comme dans la premiére partie de la présente démonstration,
par U et V les transformations (12) et (13), la fonction Q étant
définie par la formule (35). Il résulte des relations (29), (33)
et (36) que

r=pP_1,
d’ou I'on obtient en raison de (34) la relation
W=V-U~\

De cette relation et de la relation (22) (qui vient d’étre
démontrée) nous déduisons immédiatement la relation (15), ce
qui termine la démonstration.

Théoreme 4. Le jacobien de toute transformation cano-
nique de classe Cl est égal a 1.

Démonstration. Soit (9) (cf. page 102) un point quelconque
au voisinage duquel une transformation canonique T est de
classe ClL En vertu du théoréme précédent on a

T=EVU~\
On verifie facilement que le jacobien de toute transforma-

tion canonique élémentaire (et, par conséquent, aussi le jaco-
bien de B) est égal a 1. Il suffit donc de prouver que

(37) le jacobien de (F-17~1)=l.
Or on a (cf. (10), (11), (12), (13))
D (£*,..., 0",

le jacobien de U=
D(fl,...,|",",...J'-)
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le jacobien de 7=
D(A\...,f»,..., T

Il s’ensuit que
le jacobien de U le jacobien de 7=4=0
et de la on déduit immédiatement la relation (37).

Théoréeme 5. Toute transformation canonique envisagée
dans un voisinage suffisamment petit d’'un point ou elle est
de classe Cl admet une. transformation inverse et cette trans-
formation est aussi canonique et de classe CL

Démonstration. Supposons qu’une transformation T re-
présentée par les formules (16) soit canonique et de classe Cl
au voisinage du point (9).

Désignons par
(38) x0,...,x0,y0,...,yh

I'image du point (9) par I'intermédiaire de la transformation T.
En vertu du théoreme précédent la transformation T, envi-
sagée dans un voisinage suffisamment petit du point (9) admet
une transformation inverse T-1 qui est de classe Cl dans un
voisinage du point (38). Il reste a prouver que T-1 est cano-
nique dans un voisinage de (38).

Ecrivons la transformation 7'l sous la forme

xI=3i(xL,...,yn), yi=Hi(xi,...,yn) (transformation T~").

En vertu du Théoreme 1 du présent paragraphe il existe
une fonction £ (de classe Cl) vérifiant, au voisinage du point (9),
I’équation (4). On aura donc, dans un voisinage du point (38),
I'identité

£(Y)r_ (YO {{x<)T— d{(8)"}

c.-a-d. l'identité
2? £'da’-S yldx‘=d{—(8) T-i}.
I A

Il en résulte en vertu du Théoréeme 1 (§ 7) que la trans-
formation est canonique dans un voisinage du point (38).
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§ 8. Un exemple

Exemple 3. Nous allons construire deux fonctions X(x,y),
Y(x,y) jouissant des propriétés suivantes: 1°) elles sont de
classe Ol dans un voisinage du point

(1) ®=1,

2°) elles ne possédent aucune dérivée partielle du second ordre
en aucun point de ce voisinage, 3°) X(x,y)=0, Y(x,y)>0 dans

ce voisinage
et telles que les formules
@) X=X(xy), Y=Y(Xy)

représentent une transformation canonique dans ce voisinage.
Supposons pour le moment qu’une telle transformation ait été
construite. 1l existera (cf. § 7, Théoreme 1) une fonction S(x,y)
qui est de classe Cl dans ce voisinage et qui y Vérifie I'identité

dS = YdX—ydx.
On aura donc pour chaque fonction < de ce genre

-- Y ] = vy

d’ou il résultera que la fonction 8 ne possédera en aucun point
de ce voisinage aucune dérivée du second ordre. Malgré cela
la fonction £(£,£) (erzeugende Funktion) appartenant a cette
transformation sera de classe C2 (cf. § 7, Théoreme 3).

Afin de construire une transformation canonique (2) en ques-
tion désignons par "(p) une fonction continue dans l'intervalle
0O<e<+00 qui ne posséde pas de dérivée t)'(q) en aucun point
de cet intervalle et telle que

3) 0 »?(e)>0, (o™e<+°0),

(4) y»;(e)de<arctgl|l).
0

I) D’aprés un théoreme de Weierstrass (cf. p. ex. Carathéodory,
Vorlesungen iber reelle Funktionen, p. 590) il existe une fonction f(p) con-
tinue dans I'intervalle 0<"><-|-00 et dont la dérivée f'(p) n’existe en aucun
point de cet intervalle. 1l suffira de poser

"2((>)=[i + ~ arotgf((>)]--"1)a-arctgU
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Nous posons

®) e(q)=0| 71(e)dQ.

La dérivée e'(0) est continue dans l'intervalle 0<@<-{-o00
et la dérivée seconde e"(e) n’existe en aucun point de cet inter-
valle. On a

(6) o<e(e)<arctg|<j, tg(E(?))<i (o< e<+00).

Considérons les transformations auxiliaires

y)=(p-[-e(r), r=r. (transformation A)
x=rcos(p, y=rsin.(p  (transformation B)
X=reostpi Y=rsiny (transformation C)

et considérons la transformation T
@ T= CAB~\
La transformation T a la forme

X=X(x,y)=xcose(r)—ysm£(r)
(8\) Y— Y (X,y")=xsme(r) + ycose(r)
ou

Considérons un voisinage 12 du point (1) dans lequel on a

9) x>0, y>0,-<2, <2
: 2

On aura dans ce voisinage (cf. (6), (8), (9))
(10) rx>0, ry=>0, X>0, Y=>0.
On vérifie facilement qu’aucune des dérivées partielles
de'(r) 3e’(r)
(11) 3x 3y
n’existe en aucun point appartenant a 12, car dans le cas con-
traire la dérivée e"(r) existerait pour une certaine valeur de r

(il faut tenir compte des deux premiéres inégalités (10)).
En vertu de (7) on a

D(X,Y)
D(x.y) (dans 12),
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la transformation T est donc canonique dans Q (cf. § 7, Défi-
nition 1). Il reste & prouver que les fonctions X,Y ne posse-
dent aucune dérivée du second ordre en aucun point de .Q.
On a

Xx=—e'(r)-rxY4-cose(r)
et de la (cf. (10)

~(r)-C0S:(1) 7 X

Si une des dérivées Xxx, Xyx existait en un point de Q, alors
une des dériveées (11) existerait aussi en ce point, ce qui n’est
pas possible. On démontre dans la méme voie qu’aucune des
dérivées Xyy, Xxy, Yxx, Yyx, Yxy, Yyy n’existe en aucun point de D.



UN THEOREME SUR LES POLYNOMES

Par Stefan Mazurkiewicz, Warszawa

Je ne considére dans cette note que des ensembles plans,
bornés. Ja vais désigner par <5(A), f/(A), r(J.) respectivement —
le diamétre, la mesure linéaire x) et le diamétre transfini de I’'en-
semble A. Je me propose de démontrer le

Théoréme I. A tout e>0 on peut faire correspondre un p>0
tel que pour tout continu C de diamétre 1, tout ensemble-fermé
ECC satisfaisant a I'inégalité p.(C—E)<r) et tout polyndbme P(z),
on a:

(1) Max |P(«)|<(l+ £)"Max [P(2:)],
zeC zeE

n désignant le degré de P(«). ,
Dans le cas ou C est une circonférence ce théoréme a été
démontré par M. Leja 2).

Lemme 1. C étant un continu, ECC un ensemble fermé, on a:

)

Considérons deux points de C, dont la distance est égale
a O(Cf et soit D la.droite passant par ces points; soient CAE/AKA
les projections orthogonales de C,E,C—E sur D. On a:
/I (KINC-P), u(Cl)=<5(C), donc

Px étant un ensemble linéaire on a €(P1)™|iu(P1) 3). Comme
t(PD)™Ne(P) il en résulte (2)

1) Pour la définition de la mesure linéaire d’un ensemble plan=length
of a set, voir p. e. Saks: Theory of the intégral (1937) p. 53—54.

2) Math. Ann. 107 p. 68—82, en part. p. 77 ss. L’expression a droite
de (1) contient chez' M. Leja encore le facteur n-j-I-

’) comp. Fekete: Math. Zeit. 32, p. 113.

Roeznik Pol. Tow. Matem. T. XVIII. . 8
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Lemme 2. Soit A—Al+ A2,Al,A2 désignant des ensembles
fermés’, d(A)=I, r(J3.)>0. Alors:

(3) Max[T(A),r(™Mle M~ r-

On ne peut pas avoir t(Al)=t(A2)=0, car on auraitd)
t(A)=0. Donc on peut supposer toujours que t(Al)>0. La
condition 6(A)=I entraine: t(A)<15), donc si t(A2==0 on a
t(J.1)=t(j4)>[(J.)]2, donc (3). Si t(A2)>0, désignons par Rn\z)
le n-éme polyndbme de Fekete 6) attaché a I'ensemble Aj et

posons (M) =lIMax.|i?-n)(2)] et: Qn(z) = R"(z2)RnXz). D’apres

o(JN=1, on a: |Eny)(«)KI pour zeA. Donc:

(4) |7Max|(;n6)|’\.cr*/*,
zeAj
©) Max((£>, <r®).

D’aprés la relation?) limo/>=T(A;) il en résulte:

n->00

(6) I|m I/%ixlf}”(»)l Max[T(L1),T(42)].

Le coefficient de a2" dans Qn(z) étant égal a 1, on a8):
(7) IMax|Q,(-)AT(IL), n=1,2,...,
(8) I/Max|Cn(<)[*[T(A)]2

Les relations (6), (8) entrainent (3) c. g. f. d.

*) comp. H. Szmuszkowiczéwna: C. R. Société Sc. Varsovie
1931, p. 1—7.

6) On a méme t(A)< #, A pouvant étre enfermé dans un cercle
1 /3 X
de rayon y- comp. Straszewicz: Beitrage zur Théorie der konvexen

Punktmengen. Zurich 1914, p. 55.

*) 0.-a-d. un polyndbme possédant les propriétés suivantes: 1) il est
de degré n et le coefficient de z" est 1, 2) ses zéros sont situés sur A"
3) de tous les ptdynomes jouissant de propriété 1, 2) il posseéde le plus
petit maximum en valeur absolue sur A"

) Fekete: Math. Zeit. 17, p. 235, 236.

o) L 6. p. 234 ss.



UN THEOREME SUR LES POLYNOMES 115

Lemme 3. A étant un ensemble fermé tel que d(4)=I, r(A)>0,
P(z) un polynéme de dégré n, zoeA un point ou |P(z)| atteint

nombre de zéros de P(z) situé'dans le cercle \z—zO\*A, on a:

©)

On peQt supposer que le coefficient, de zn dans P(z) est 1.
Désignons  respectivement par ai...ak,pl...ppyl...ym les zéros
de P(z) situés dans les trois régions: \z——A<|z—z0|"82;
\z—«0|>2. Posons:

(10) Pi(«)=(«-al)-(2:-a*),
(H) P2(«)=(«-jSL)... >—"),
(12) -PI(MN)=(«-y1).-(«-7m).

On a: n—k-{-I'\-m et P(z)=P1(z)P2{z)P3(z), Soit I'en-
semble de points zeA tels que jz—z0| 27i2pA. Posons At=A—A..
On a: t(22)S2[/a<[t(A)]2, donc d'apres le lemme 2:

Soit z1 le point ou P2(z) atteint son maximum
sur Av On aura:

|
On a: ki—ot/ | ~=j—I,2,...,k. Donc:

Em |Pi(«i)[>A<

D’apres la signification de z0: |P(z0)| S*"PAN)!, donc:
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(18) (y<(«hr-
. olog(iw)

gl c.q. f.d.

(19)

Corollaire 1. Si A est en outre un continu on peut rem-
placer (9) par-.

8n
(20) ke 71 . O<isliia- )
10gJ

En effet dans ce cas r(J.)”|, donc log- 2. agSlog32<49).

Démonstration du théoreme |. Nous pouvons supposer
que le coefficient de zn dans P(z) est ]K Pour e>0 posons:

(1) K-
1_1“':I+r
I S 16log° \
(22) k=minimum e i»«0+0j
(23) p—aX.
Soit z'eC un point ou P(z) atteint son maximum sur C.
Soient: les zéros de P(z) situés respectivement
dans les régions: \z et \z Posons:

Pl(«)=(«-ai)-(»—«*) et P2(Z)9= (z-0J... (z-pn_Kk).

Comme 1024 C contient de points % tels que

«| "2y, donc un continu Ct contenu dans le cercle
\z—z'\~2p, réunissant z' a la circonférence de ce cercle. Evide-
ment 6(C1)"2>/. Soit ENCIE. On a Cx—EjCC—E, donc:
p,(Cl—EN"p(C—E)<i], donc d’aprés le lemme 1:

(24) T(EDM[O(CL)-/,(CL-ED]>\r].

oti'

") une étude directe de ce cas permet d’obtenir k<
log-1
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Donc il existe un z"eE"CE tel que:

(25) [Pi(«"™)|>W.
D’autre part:
(26) [Pi(«)INA*,
A— 1 <KI-re
@1 e pj A—2] 1—or '
. . ) an
D’apres le corollaire 1: k<~ donc:
ogil

Max|P(«)| = [P(«")]
ze E,
~(+en c.g. f.d
Corollaire 2. Les conditions du théoréme I entrainent:

(29) r(P)"M=>r(C)-e.

(28)

Corollaire 310). Si la suite {Pn(z)}> ou Pn(z) est un poly-
ndme de degré n, est bornée sur le continu C a I'exception d'un
ensemble de mesure linéaire 0, alors on a pour tout zeC:

(30) lMKjKHAL

Si C est en outre une ligne simple fermée, alors £ynPn(z)
n=i

converge pour |y|<I et tout z situé a I'intérieur de C ou sur C.

) Ce résultat a été démontré par M. Leja (1. c.”)) pour le cas d'une

circonférence.
Remarque de la Rédaction: Voir aussi F. Leja: Math. Ann. 108

(1933), p. 517—524.



SUR UNE PROPRIETE DES DETERMINANTS

Par A. Turowicz, Lwéw

§ 1. M. Wazewski a posé la questionl), quelle est la va-
leur minima des déterminants du degré n, dont les éléments
(réels) au satisfont aux inégalités:

(1) . |att—dal ik=1,2,..n,

ou O«=lI, =6/ pour 6=4=fc; t,fc=I,2,...,u et a est un nombre
positif fixe. La réponse est donnée par le

Théoréeme 1. La valeur minima des déterminants satis-
faisants a la condition (1) est égale & 1—na.

On peut déduire facilement cette proposition d’un théoréme
de M. Ostrowski?).

La démonstration du théoréme de M. Ostrowski étant
basée sur la considération des séries entieres de la variable
complexe, nous allons donner une démonstration élémentaire
du théoréme énoncé.

Démonstration. |1l est évident que le minimum en que-
stion existe Nous le désignerons par M.
Le déterminant

; bu . ¢ ~In
42) Do~ bu,=86, —a 1,k=1,2,...,n
bni . ++ ~nn

satisfait a la condition (1).
¥ Cf. Annales de la Soc. Polon. de Math. T. XVII Fase. I. p. 130.

") A. Ostrowski: Uber die Determinanten (iberwiegender Hauptdia-
gonale. Satz I. Comment. Math. Helv. Voi. 10, (1937/38) p. 69.
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On vérifie aisément par les additions et les soustractions
convenables des lignes et des colonnes que P0=I—na.
On a par conséquent
M  1—na.
Pour démontrer que

JI 1—na
remarquons d’abord que la valeur d’'un déterminant étant une

fonction linéaire de chaque élément, le minimum M est atteint
pour

[«7* 2z =«3 7&=1,2,...W.
Il suffit donc de démontrer que
«11 .+ dln
(3) N1 na, ou aN—& ¥/ W/ —1? —1.2,.w.
«ni + ¢+ &nn

Nous procédons par induction.
La relation! (3) est vraie pour n=I.
Supposons qu’elle soit vraie pour n=m (w entier positif)
et soit
«11

- A= i
AEm-MJ o
ou
1
@) & NEE Al L, B L
Soit
«22 v «2,m-+l
AN
«m+1,2 ¢+ « ant+l,m+\

1 1 : . .
Vu que m¥T <i on peut appliquer au déterminant J,

(du degré m) la relation (3) et l'on a:

3) La remarque a été faite par M. Biernacki, cf. Ann. Soc. Pol.
+ Math. loc. cit.
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Nous désignerons par Jo le déterminant que I'on obtient
du déterminant A en remplagant eu par —1; on voit que

(5) 7®f > Jo

Nous allons transformer lé déterminant Ao en ajoutant
pour ft=2,...,w+l aux éléments de la fc-ieme colonne les

éléments de la premiére colonne multipliés par 1—a (il est
1—a=0). Ainsi

1—a 0 ' 0
«21 ®22 ¢ C2,m+l
(6) ~o = ’
/E/n-H4
Cc22 oo C2,m+l
= (1—a)J
ou,

pour i=>2, fc>2 on a 0li=di*=0, donc an— aeft,
et nous avons

. azeaklk
(7 Ck— + - —

= <5/*+ L=’\u[(1—a)e/*—ae/ifii*], ik=2,..m+l

donc

On peut donc appliquer I'inégalité (3) au déterminant At
et en tenant compte de (5) et (6)

ce que achéve la démonstration.



SUR UNE PROPRIETE DES DETERMINANTS 121

§ 2. Théoreme Il. Pour que la valeur d'un déterminant
satisfaisant a la condition (1) soit égale a 1—na, il faut et il

suffit qu'ils .existent les nombres w—§ m , |r¢/|=Il, i=l,...,n
tels que
8) atk = btk-r)tr)k ibk=1,...,n

ou les btk sont définis par (2).

Démonstration. La suffisance de la condition est évi-
dente.

On démontre la nécessité par induction.

Le théoreme est vrai pour n=I; supposons qu’il est vrai
pour n=m et considérons le cas ou %=w4-I.

Soit A un déterminant du degré m-j-l, satisfaisant a la
condition (1), pour lequel

A=I1—na=I1—(m4-l)a.
On va démontrer que les alk sont de la forme (4) avec

£,=—1 i=I,...m+1. Les compléments algébriques des élé-
ments de la diagonale principale sont positifs d’apres le théo-
reme |, et par conséquent a«=I—a,

En applicant la transformation du § 1 au déterminant A,
on obtient

<22 oo C2,ni+l
A —(1—a) = (I—a)A2

. "M-H.2 ¢+ Cm+"m+l

ou .
i a .

1—a G+ O'ka a-- an:tk =& i,k—2,..m+l.
Puisque
=1—m a
ot N 1—a
atk;bp’ (1-a) B 0+ o |da < l—a+<u=l

on voit que A? a la valeur minima.
Le théoreme étant supposé vrai pour n—m, ils existent
les nombres &2,...,&m+1, |d/|—1, i=2,...,m-t-1 tels que

9) cit = ik—2,..m-|-l
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ce que pour k=i donne

«iNifl  a

a ]l—a i=2,..m+l
donc ‘
a2 = and\i i=2,..»n+l,
et puisque
la/i|< a,|]an|<a pour i=2,....,m+l
nous avons ) )
[«/i| = |«iz| = a i=2,..,m-j-l

SR i
Pour établir que la relation

est vraie pour tous les indices "=k, i,k—2,."...m+ 1, il suffit
de permuter dans le déterminant A la premiére ligne avec
la fc-ieme, ainsi que la premiére colonne avec la fc-iéme, avant
d’appliquer la transformation précédente.

Nous voyons donc que les a* sont de la forme (4) avec

«,7=-1, i=l,...m+Il et quon a pour la formule (7).
En tenant compte de (9) on obtient pour i=k
(10) £/£i/=] ou en =en, i=2,....m+l,

et pour "=k, - [
Eik+MNK = «(««+«fici*) i,k=",....m+l.

Il est
- |[e/*+"A| =0 ou  |e<+NA| =2

Or, la seconde égalité est impossible, parce qu’on aurait
\Eik~\-£i\Eik|—(~|-‘\£/*+&i&|>\ PWa*1)2 4,
ce qui est absurde. Il est donc
(11)  «z*+elifj* =0 ziffc=2,...,m+lI, i~k
Mettons
(12) li=1, M=Eif pour i=2,..,m+l

En tenant compte de (4), (10), (11) et (12), on vérifie faci-
lement les relations (8) pour le déterminant A, ce que acheve
la démonstration.



SUR UN PROBLEME DE L’INTERPOLATION

Par F. Leja, Krakdéw

1. Soit f(x) une fonction continue quelconque définie dans
I'intervalle fermé <0,1>. -

Faisons' correspondre a chaque «=1,2,... un systeme
de «4-1 nombres fo,«,561,.«>f> de Il'intervalle <0,I> satis-
faisant aux inégalités

(1) O<fon<fl,, < ...<frn <1
et un systéme de «4-1 polyndmes des dégrés quelconques
2 PO,n(x),PIrn{x),...,P,hn(x).

Les Pk,n{x) peuvent désigner, plus généralement, des fonc-
tions continues quelconques définies dans l'intervalle <O0,I>.

Nous supposerons que la longueur du plus grand des inter-
valles partiels en lesquels les points (1) divisent l'intervalle
<0,I> tende vers zéro avec 1/« et que la fonction P*, . (x) dé-
pende du point

Le probleme de I'interpolation consiste dans I’'approximation
d’une fonction donnée /(a?) par les fonctions (polynémes d’inter-
polation) définies par la formule

(3) nn{x) = nn(x-,) =*’_\(1)=(’\k,n)Pk,n(x), «=T,2,...

qui sera dite la formule d’interpolation correspondante aux
points fondamentaux (1) et aux polyndmes fondamentaux (2).
Les formules d’interpolation de Lagrange et de Borel sont
manifestement des cas particuliers de la formule (3).

Je dirai que l'interpolation, définie par (3), est réguliére
si, quel que soit 'f(x), la suite {77,@a?/)} tend uniformément
vers /(ai?) dans I'intervalle <O0,I>.
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On sait, que l'interpolation par la méthode de Lagrange
n'est pas réguliere. Il existe des fonctions trés simples pour
lesquelles les polynémes d’interpolation de Lagrange ne tendent
pas vers la fonction interpolée. MM. C. Runge x) et E. Borel 2)
ont, les premiers, attiré l'attention sur ce fait surprenant,
qui semble étre en contradiction avec le théoréme de K. Weier-
strass sur l'approximation des fonctions continues par des
polyndmes. M. Borel a donné ensuite un exemple d’une inter-
polation réguliere.

2. Posons le probleme général suivant: Quelles cqnditions
doivent remplir les polyndmes fondamentaux (2) pour que
I'interpolation correspondante soit réguliére?

Soient a et fi=a deux nombres quelconques de l'intervalle
<0,I>. Pour simplifier le langage désignons par Pn(x) la somme

(4) Pn(x) = £ Pkn(x), n=J.,2,...
et par o
(5) X

la somme étendue a tous les indices k (n étant supposé fixe)
pour lesquels les points appartiennent a I'intervalle fermé
<a,/T>. Le symbole (5) aura la signification analogue si I'on
y remplace lintervalle fermé <a”> par l'intervalle ouvert
de I'un ou des deux cotés: (a,/3>, <a/3), (a,fi).

Cela posé, je vais démontrer, que:

Pour que Vinterpolation (3) soit réguliere il suffit que les
trois conditions suivantes soient remplies-. 1° La suite (4) tend
uniformément vers 1 dans l'intervalle <(0,1)>.

2°. Quels que soit l'intervalle contenu dans <0,lI>,
la suite
(6) . n=1.2,..

<« [»>
tend uniformément vers 0 dans chaque intervalle partiel de <0,l)>
extérieur a <«/?)>.

1) 0. Runge: Z. fur Math. u. Phys., t. 46 (1901), p. 224-243.
2) E. Borel: Lecons sur les fonctions de variables réelles, Paris 1995,
p. 74-79.
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3° 1l existe un nombre Jf>0 tel que, quel que soit n, on ait
dans l'intervalle <0,1)>

(7 JIP*,..(®)|<If.
f=0

Démonstration. Supposons que les hypothéses 1°, 2°
et 3° soient remplies et soit f(x) une fonction continue quel-
conque définie dans I'intervalle <0,I>.

D’apres (3) et (4) on a identiquement

f(x) —nn(x) =1(x) [1 —Pn(xf] +,2, /(< )—/"mIP*n(®),
donc, si I'on pose

(8) ' rn(®) = [/(®)-/(".,.)IP*...("),
on aura quel que soit X
)] \F(x)-nn(x)\ ’\\f(x)\—\I—Pn(x)\p*M)

Soit x0 un point quelconque de I'intervalle <0,.I> et e un
nombre positif quelconque. La fonction f(x) étant uniformément
continue dans <0,I> il existe un nombre ¢>0 tel qu’'on ait

(10) VM) —I(®i)l<  ,~ i 02—

D’autre part, j(x) étant borné dans <0,1)>, le prémier terme
de second membre de (9) tend, d’aprés I’hypothése 1°, uni-
formément vers zéro, donc il existe un indice n™e) tel qu’on ait

(11) (<) —T7.(2) < v Ir*.,(@0| pour n>ni(e).

Désignons par I'intervalle de centre x0 et de lon-
gueur 6 ét soit (a',un intervalle plus petit de centre x0 con-
tenu dans Posons

2\I’kX(®)\: Z+S+S =pPi+ 224 3
*=0

<0,a> (alS) <(31>
et soit |/(0?)| <N pour Etant, quel que soit x,

[r*,n(@)] < 2N\Pkn(x)\,
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on a

(12) SI<2N- MPkn(x)\ et Z3<2N-2\PX,,, X\
<0.«> ' <M>

L’intervalle (a',/") est extérieur a <O,a> et a </?,I> donc,
d’aprés I’hypothése 2°, les seconds membres des inégalités (12)
tendent uniformément vers zéro dans l'intervalle (a',0'). Par
suite, on a dans l'intervalle a'<x<O'

Zl<™ et 23<M pour Nn>n2(e).

D’autre part, si x appartient a l'intervalle (a',/i") et £*,
a on a en vertu de (7) et (10)

"2 = S Kn(®)| < MIEo\P/)\

donc si a'<x<fi' on a
(13) [/(i») —ZZ,(3?)!<e  pour n> max (nHN2).

On én voit, que chaque point de I'intervalle <0,I> peut
étre couvert d’un intervalle plus petit dans lequel I'inégalité (13)
a lieu pour tous les n suffisamment grands. Comme l'inter-
valle <0,I> est fermé, il existe d’aprés un théoréme de Borel
un indice n(e) tel, que I'inégalité |/(a?)—Z/n(ee)|<e a lieu dans
I'intervalle entier <0,l)> "C)our tous les n>n(e). Par conséquent
la suite {nn(x)} tend uniformément vers f(x) c. g. f. d.

3. 1l s’éleve le probleme, si les hypothéses 1°, 2° et 3° du
théoréeme précédent sont nécessaires pour la régularité d’une
interpolation.

Observons, que si f(x% est égal identiquement a 1, la somme

(3) se réduit a Pn(z) =2? P*n(a?) et, par suite, I'hypothese 1°
A=b0

est nécessaire. La question, si les hypothéses 2" et 3° sont,
elles aussi, nécessaires reste ouverte.

Nous allons seulement montrer que I’hypothése 3° n’est
pat satisfaite dans le cas de I'interpolation de Lagrange dont
les points fondamentaux sont équidistants.
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Dans ce cas on a et (en désignant £*n plus brie-
vement par £*)
p f1— 1) U

pour E=0,l,...,n.
Il suffit de prouver que, pour certaines valeurs de k et X,

le module du polynéme (14) n’est pas borné lorsque n croit
indéfiniment.
Soient p et q deux nombres naturels plus petits que n, va-

riant avec n de maniére que le centre x de I'intervalle

et le point x0=9 restent fixes. On a pour

X_2/\

2n

2p+1 2p—1 1 —1 —3

2n 2n 2n 2n 2n 1
~ 3 g—1 1 —1 =2 2(P—g)+i
n n n n n n 2n
d’ou
1 3-5;..2p+D-1-3...[2(n-p)+1]
gl(n-g)I-2n-(2\p—a\ + 1)
Mais
1.3.5...(2"-1) = ;
donc

\po,n(x)\  p! 2P.(n—8P)2!rL?P(nql_ r?ﬂéﬁ%&\p_q +1)

(2p)![2(Ww—p)]! (2p+1)
pl (n—p)I gl (n—q)I 22n(2|p—31 + 1)

En tenant compte de la formule de Stirling
! JL

ni—n"re~n"\2nn1ul2", ou O<£<l,
on obtient .

ip z~it  Pp(h—p)n~P. 2p+I ee"
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ou En tend vers zéro avec 1/n. D’autre part, étant

p=n . g=nx0
on a
(19)
1 X en _
(1—0)1 X' "» pa?0(.1—=0) ' A(®) * tt’
ou Mx)= X—xO—-ﬂ; + o

Faisons varier n, p et g de maniere que les points a?=
et x0 = g/n restent fixes et observons que I’'expression

tend vers
3NL—x)1-*
’\»(I’\O)l—»

lorsque n->o00. La ‘fonction y—xx(I—x)r~x décroit dans la

prémiere moitié de I'intervalle <0,I1> de 1 a 1/2 et croit dans la

seconde de 1/2 a 1 donc, si \x—|| > |®0—1]|, I’expression (16)

surpasse 1 dés que n est suffisamment grand. Par conséquent,

le module du polynéme (15) croit indéfiniment au point
VAR

X= m lorsque n tend vers l'infini pourvu que la distance

\X soit plus grande que la distance |sc0—1].




SUR LA GENERALISATION D’UNE FORMULE DE
LANCRET CONCERNANT L’UNIFORMISATION DES
EQUATIONS DE FRENET

Par St. Gotab, Krakdéw.

On doit a Lancret la simplification suivante (la formule (3))
des équations de Frenet dans un espace euclidien a trois
dimensions. Etant donné dans un Z& une courbe C non iso-
trope et en désignant par s I'arc de cette courbe et par A, 7273
respectivement les vecteurs: tangent, normal principal et bi-
normal, associés avec le point mobil de la courbe G, on a les
équations de Frenet

Q) ds ~fa =—"2-

Les scalaires et x2 s’appellent respectivement la courbure
(premiére) et la coubure seconde (torsion) de la courbe C au
point envisageé.

Si I'on introduit avec Lancret le vecteur Z1) défini au
moyen de la formule:

2) I = »2MN4* *1N3

et si I'on désigne par le crochet [rnv2] le produit vectoriel des
vecteurs les équations (1) peuvent étre mis sous la forme
trés simple:

®3) E = (*=1,2,3).

>) Je cite cette dénomination avec M. R. Rothe, Differentialgeo-
metrie 1, Berlin 1937, Sammlung Gdschen, p. 34.

Il faut remarquer que le vecteur | (appelé aussi le vecteur de Dar-
boux) représente I'axe instantané de rotation du triedre mobile (twtftt)-

RXMxnik Pol. Tow. Matern. T. XVIII. 9
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Le but de la note présente est une généralisation des formules
(2) et (3) au cas, ou notre espace est un espace Vn, c.-a-d. un
espace riemannien a n-dimensions pourvu d'un teuseur métrique
définissant une forme positivement définie.

Les équations de Frenet prennent dans un espace V,, la
forme suivante?):

dti
@) qo  —X—dzl+

ce qui peut étre encore écrit sous la forme abrégée:
dti L

(5) —  «—ih-i+ :
si I'on pose
(6) Xqg—xn—0.

Nous donnerons aux équations (5) une autre forme. Nous
introduirons dans ce but la notation
@) [vu k=2,...,n
pour le A-vecteur simple (einfacher p-Vektor selon la termino-

logie de M. Schouten), défini d’'une fagon univoque, si la
suite (ordonnée) de vecteurs (contrevariants)

8) VU ...,Vk
est donnéel). Si k=n—1, c'est a dire si un n—1-vecteur
9) [ii,...,vn—i] -

est donné et si en outre ce n—1-vecteur n'est pas dégénéré,
ou ce qui revient au méme, si les vecteurs vv...,vn-i ne sont
pas linéairement dépendents, on peut attribuer d’une maniere
univoque au n—1-vecteur (9) un vecteur (contrevariant) v*,
défini par I'intermédiaire du e-tenseur et appélé le produit

2) Cf. p. ex. Schouten-Struik, Einfiihrung in die neueren Methoden
der Differentialgeometrie, tome 2, Noordhoff 1938, p. 14.
s) Cf. p. ex. Schouten-Struik, 1. c.’), tome 1, p. 16.
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vectoriel des vecteurs Nous le désignerons par
le symbole:

(10)

De méme, si le symbole w représente un fc-vecteur simple
issu de la suite (8) et si I’'on adjoint un vecteur v, alors le
symbole [w,v] représentera le fc+l-vecteur [rl,va,...,VA'l].

Nous construirons un (n—2)-vecteur L comme la somme
d’un certain nombre de (n—2)-vecteurs fondamentaux, définis
au moyen des vecteurs:

(11) h,...,tn

Quant’ a la suite (11), nous supposons le cas général ou
tous les vecteurs (11) sont linéairement indépendants.

Nous posons
(12) =[x, € i,..ty ityj-i,...,tn] si k<].

Le nombre de tous les n—2-vecteurs possibles (12) est
évidemment (n_2.2) ~ (2)' ~ous ch’i8irons parmi ces (n—2)-

vecteurs (12) les (n—1) vecteurs bien définis et construirons
la quantité L comme suit:

n—I1
(13) L = 2? kj-1jj+t (kj="xj)

Nous affirmons que les équations (5) peuvent étre mises
sous la forme suivante:

(14)

Démonstration. L’hypothése (6) nous permet d’écrire (13)

sous la forme: ;

(15) L=2?

Nous démontrerons tout d’abord la relation suivante:

1 sin est impair

(16) 1t—CrAaL oY (—1)" si n est pair.

4) Cf. p. ex. Levi-Civita, Der absolut« Differentialkalkil, Springer
1928, p. 78.

9*
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Pour cela nous envisagerons le long de la courbe C les
coordonnées géodeésiques.5) En tenant compte du fait que
chaque vecteur t, est un vecteur-unité et qu’ils sont perpen-
diculaires deux a deux, nous aurons:

i« =p si -v il s
17 o .
(17) 10 si As)=lz’ 10 si r=="
ou représente la r-ieme composante du vecteur fa.

Si nous posons:

(18) f = [v4-, i1
nous ootiendrons d’aprés la définition du vecteur v*:
“I—il
41 -1l Tev v
(19) /-l fla-i v i-i]
— evi+i...vl_xv ’h-t-1  *"*/-1  — e/4-l,...,/—l,wh-|-] eee*/-1
= C/4-1,..

On voit donc, que
| w=0 pour v=t
(20) (V= et/ 1)
Il s’en suit de la définition du e-tenseur que I'on a dans
notre systéeme des coordonnées (y—171 =1):
( et+x i-g=1 si n est impaire,
(21) ( eMX....... ,= (—1)" si n est paire.

De (19), (20), (21) et (17) découle immédiatement la for-
mule (16). Calculons maintenant le second membre de I’équa-
tion (14). On a

[Z« I =11]; Ll =

[z=¢
n

(22)

&/[<!, fti—I,f/+2» 11> eeeiil—2>"i+b —
kfo,h-x thtl+2,...,t,]* (-1)"-"-*+
+ VA, o «-2,«,Wnee W* (-1
Deux cas sont maintenant a distinguer suivant que n est
paire ou impaire.
6) Cf. p. ex. Schouten-Struik, L c., tome 1, p. 100.

/
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Si n=2m on a
(23) 1 b Z " +2, 3["+2v, >N,
I [, — [t} eoejtnytlf oee (/—2]*-
Si n=2m+1 les formules correspondantes deviennent un
peu plus compliquées:
(24) | ~  [M«31, ,t/,t/4-2, +o0, bi—1]*
¢ [G, -mujti—2,t/3<+b *—  [tn>tl,.. 2,1
et par conséquent:

( [G,...,t,_bthtl+i, = (= D)e-W+2)+[tz#2, .., t,, h, ..., U] *

Nous avons donc dans le cas ou n=2m-+l:
[Z,iJ* = fof«zt2, - - -, &E]*(C-D"-"-1+"-"-]
+  * ittt 2] (—Dn="+n-/+!
=—fl_i[t, ...,tz_2]* 4-&i[t/4-2,
donc, d’apres (16) on a
(26) [Z, t]* =—fc_itz |+ fotld-i.
Dans le cas n=2m on parvient a la méme formule, car

[Z,t]* = 4[tz+2, . ] *(-D)"-"-*+*n-i[<O+ 0-2] *(-Dn-f
(27 = &/z+1(-D)"" -1+ 1+
= WUz (-D2«+ */-1 U-H-D)2™-1 =-Fc]_! vt_! + fcZtZ+l.
En tenant compte des équations (5) nous voyons que notre
formule (14) est ainsi établie.



SUR UN PROBLEME DE LA METRIQUE ANGULAIRE
DANS LES ESPACES DE FINSLER

Par A. Bielecki et St. Gotgb, Krakow.

Le but de cette note est la démonstration de deux propo-
sitions concernant la métrique angulaire des espaces de Fins-
terl). Il existe dans ces espaces plusieurs définitions de la
mesure d’un angle qui ne sont pas équivalentes?).

La mesure d’'un angle proposé par M. Finsler dans sa
thése3) ne posséde en général aucune des deux propriétés
suivantes: 1°) l'additivité, 2°) linvariabilité par rapport au
changement des cOtés de I'angle. Finsler méme a résolud)
(moyennant certaines hypothéses concernant la régularité de
I'indicatrice) le probléme pour quels espaces sa mesure angu-
laire est indépendante de I'ordre des cotés. Le probleme de la
détermination de tous les espaces de Finsler pour lesquels
subsiste-la propriété 2°), posé et résolu par S. Go#ab, a été
ensuite généralisé par A. Bielecki (théoréeme I) qui a en méme
temps généralisé le théoréeme de M. Finsler (théoreme II).

Comme les problémes de la métrique angulaire appartiennent
essentielement a la géométrie plane et que I'extension de ces
problémes aux espaces a plusieurs dimensions ne présente pas
des difficultés dans notre cas, nous nous bornons au cas d’un
espace de Finsler a deux dimensions. A cause du fait que le

*) P. Finsler: Uber Kurven und Flachen in allgemeinen R&umen.
Dissertation Gottingen 1918.

2) S. Gotgb: Einige Bemerkungen Uber Winkelmetrik in Finelerechen
Raumen. Abhandlungen d. Internat. Mathematikerkongressesin Zirich 1932.

) 1L c.»), P- 38 et 39.

« L c %), p. 4L
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probléme est local il suffit d’envisager un espace plan de
Minkowski. Un tel espace, est déterminé si I’'on donne dans
un plan euclidien un ensemble 1, appelé indicatrice et un

point O dit l'origine de Il'indicatrice. L’indicatrice pdsséde
la propriété d’avoir avec chaque rayon issu de O un seul et
unique point P commun (qui peut étre éventuellement rejeté
a l'infini).

Pour citer (et en méme temps généraliser) la définition
de la mesure augulaire au sens de M. Finsler il faut
préciser tout d’abord la notion de la demi-tangente au point
donné d’une courbe représentée paramétriquement. Etant
donné un ensemble plan- C défini par I'intermédiaire des équa-
tions paramétriques: x=<p(t), y=ip(t) pour pour une
valeur de t=t0 ou a<t0<R nous dirons que C posséde au point
-Po[9'("0)>¥'(<0)J une demi-tangente a droite (paramétrique), si
les fonctions ¢ et y» sont pour t—I10 continues a droite, si pour

tend vers une position limite quand 7i->0+0.

Introduisons dans notre plan de Minkowski un systeme
de coordonnées cartésiennes \x,y) en prenant O comme ori-
gine et le systeme de coordonnées polaires (<p, g) lié au systeme
cartésien par des relations:

1) #=ecos¢>, Yy=psing),

ou ¢? est la mesure euclidienne de I'amplitude. «
L’équation de I'indicatrice | peut étre alors écrite en coor-
données polaires:

(2) Q=/(<P) 0<95"2tt,
ou
(3) 0</(9>)< + o00.

Définition. Soient et r2 deux rayons issus de O. Si rl=r2,
nous posons tout simplement m(rl,r2)=m(r2,rl)=0. Si r2 est
opposé par rapport a rn nous posons m(rl,r2)=m(r2,rl)="n.
Supposons maintenant que rl="r2 et rl"=—r2. Supposons en
outre que I'indicatrice 1 posséde au point Pl sur g la demi-
tangente paramétrique ij (ou I'amplitude < est prise comme
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parameétre) dans le sens du rayon r2. Nous posons avec
M. Finsleed)

(4)

P2 étant le point de I'indicatrice situé sur r2, et Q étant le point
d’intersection de la demi-droite  avec r2. Dans le cas ou

ne coupe pas le rayon r2 il faut prendre l'intersection des
prolongements des rayons et r2 et attribuer a la mesure 0Q
un signe négatif. Si enfin  est parallel au r2 nous posons
m(rl,r2)=n/2. Nous obtenons dans ce cas un couple de direc-
tions transversales.

Remarque. 1l suit de la définition précédante que pour
certains couples de directions rl,r2 la mesure m(ii,r2) peut ne
pas exister, notamment si | est privée de la demi-tangente
au point Pu ou que Q se confond avec l'origine O.

Remarquons encore que la mesure angulaire définie ci-
dessus n’est pas 'nécessairement réelle. Mais dans le cas d’une
indicatrice convexe la mesure (4) résulte réelle pour chaque
angle.

Nous affirmons que, si I'indicatrice 1 est une ellipse ayant O
pour centre, la métrique angulaire définie par la formule (4)
jouit des deux propriétés énoncées plus haut, c'est-a-dire I'ad-
ditivité et l'invariabilité par rapport a la permutation des
cOtés des angles. En effet, le deuxiéme membre de la formule (4)
est un invariant par rapport aux transformations centro-
affines de notre plan. En transformant, par conséquent, notre
ellipse en cercle nous obtenons la métrique angulaire eucli-
dienne possédant les propriétés bien connues.

Pour simplifier la maniére de dire nous fairons encore la
convention suivante:

Convention. Trois rayons rl,r2,r3 issus de O seront appélés
consecutifs, si r2 coupe un certain segment dont une extrémité
se trouve sur rlf la deuxiéeme étant sur r2 et les deux extré-
mités étant différentes de O.

) M. Finsler suppose dans sa définition I'existence d’'une tangente
bilatérale.
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Théoreme 1% Si l'indicatrice 1 est dépourvue des points
a I'infini et si elle posséde dans chaque point P une demi-
tangente bien detérminée (dans un sens fixe de rotation,
que nous appelons positif) et si la relation

5) w(rl,r2) +m(r2,r3) = m(rL,r3)

est vérifiée pour tous les trois rayons consecutifs 'rl,ri,ra, dans
ce cas lindicatrice 1 représente une ellipse ayant O comme
centre.

Remarque. Nous démontrerons en réalité un théoreme
plus général en supposant les hypothéses suivantes:

1) il existe deux rayons rnr2 tels qu’aux points correspon-
dais et P2 I'indicatrice 1 a les demi-tangentés dans
le sens positif,

2) les droites tj et t2 ne passent pas par O,

3) la demi-droite ne passe pas par P2

4) la demi-droite coupe le rayon r2 (en un point Q),

5) la relation (5) subsiste pour tous les trois rayons conse-
-cutifs Ti,r2,r3 pour lesquels les mesures w(rx,r2), m(r2,r3),
m(fj,r3) sont définies.

Démonstration. L’indicatrice 1 ne peut pas se réduire
au seul point O, parce que dans ce cas la demi-tangente n’exi-
sterait pour aucune valeur de ¢q il &xiste, par conséquent, un
point P de I'indicatrice qui est différent de O. Sans restreindre
la généralité on peut admettre que ce point P correspond
a la valeur p=0 de I'amplitude. A cause de I'hypothés,e de
I'existence de demi-tangente paramétrique, les points de I'in-
dicatrice pour les 9>>0 suffisamment petits sont voisins de P,
donc aussi différents de O.

*) Dans I’énoncé primitif de ce théoréeme, S. Gotab a supposé la dériva-
bilité jusqu’au troisieme ordre et a obtenu pour la fonction inconnue /(<p)
I’équation différentielle du troisieme ordre:

[*I—9/[7" + 123+ 4/3/' = 0.

Cette équation était transformée au moyen de la substitution en
équation plus simple:
J"" + 42*” — 0

qui se laisse facilement intégrer.
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On peut démontrer que pour une courbe représentée sous
la forme
(6) ®=/(¢>) cos?, y=f(<p) sing

I'existence d’une tangente resp. d’une demi-tangente ne passant
pas par O est dans I'hypothese de f(<p)>0 équivalent a I'exi-
stence de la dérivée resp. de la dérivée unilatérale finie.
Bornons nous a I'entourage a droite du point ¢—0 dans
lequel on a /(<p)>0. La fonction / possédant partout dans cet
entourage une dérivée a droite finie ou infinie, posséde, d’apres
un théoreme bien connu?), une dérivée (finie ou infinie) presque
partout. Mais I'ensemble des points, ou la dérivée admet la
valeur -f-o0 ou —o0, est de mesure nulle, donc f(<p) possede
dans le voisinage envisagé presque partout une dérivée finie.
D’aprés la remarque précédente, cela signifie que l'indica-
trice I- posséde presque partout dans le voisinage mentionné
une tangente bilatérale ne passant pas par O. Prenons un
de ces points, appelons le par Px et désignons par rx le rayon
corréspondant, par tx la demi-tangente (a droite) en Pf. Soit r*
le rayon issu de O et paralléle au ix. Supposons d’abord qu’il
existe des points de la demi-droite tt n’appartenant pas a I.
Il existe alors sur I un point P2 n’appartenant pas a tx, différent
de O dans lequel la demi-tangente t2 ne passe pas par O et tel
que le rayon r2 coupe rx en un point Q. Examinons maintenant
le cas ou tx fait partie de I. La possibilité que la droite fx toute
entiére appartienne a | est exclue, parce que dans ce cas il
n'y aurait pas de demi-tangente au point correspondant au
rayon parallél a —tx contrairement &' notre hypothese. Comme
la droite fx toute entiére ne peut pas appartenir a I, il existera
un rayon r0 coupant la droite tx et rencontrant I'indicatrice 1
au point P0=f=0 n’appartenant pas & on peut en outre réaliser
le fait que la demi-tangente a droite t0 ne passe pas par O.
Nous affirmons que est paralléle a tv En effet, en appliquant
la formule (5) aux trois rayons conseécutifs r0,rx et r coupant fx,
nous parvenons, d’aprés la formule m(7-1,r)=0, a I'égalité:
*n(r0,r) = 7n(r0, rl)=constans, pour r variable et cette circon-
stance n’est possible que dans le cas ou t0 est parallele a tx.

) Cf. p. ex. Haupt-Aumann: Differential- und Integralrechnung,
Berlin 1938, t. 2, p, 108.
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Dans ce cas le couple des rayons (r0,ri) remplit les mémes hypo-
théses que le couple (rj,r2) et nous avons ainsi démontré, que
les hypothéses 1)—5) résultent des hypotheses du théoreme I.

Conservons les notations concernant etr?  soit ri I'axe
des coordonnées polaires. Le plan doit étre orienté de telle facon
que I'amplitude du rayon soit négative. De plus, efféctuons
une transformation centre-affine pour obtenir

(7) /(0)=1
et pour que la demi-tangente t2 soit perpendiculaire a r2. Dési-
gnons par r le rayon variable en supposant que son amplitude <

soit positive et suffisamment petite afin que r coupe lés demi-
droites et t2. Introduisons ensuite les notations suivantess):

Q =point d’intersectionde avec r?

R= , ” de avecr

S= ., ; det2 avec r

w0=Ila mesure euclidienne de I'angle
(8) » - » .

Co=/(9'0)t 9=/(¥)

al = m(rl,r2)

a =m(r,,r) ¢

=m(rLr). /

De la condition d’additivité des mesurés angulaires:
jB=a0+a
nous obtenons cos fl = cosal cosa— sin a0 sin a, d’ou
9) (cos fl — cos a0 cos a)2 = (1 — cos2 a0) (1 — cos? a).

En exprimant cos a0, cos a, cos fl par g0, g, g0, w0, nous
obtenons les formules suivantes:

— Opz __sin (y0+ce0)

o q0 sin w0
(10) cosa — & = g COS |
Q  gsin (y0+<00—y)
cosfl R g0 sin w

) OtLrecommande au lecteur de dessiner la figure en question pour
rendre la démonstration plus accessible.
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En tenant compte de (10), il résulte de (9) que

sin (Yo+<«o0~9’) sin (?0+  cosV P
Po 8in % &0 sin %

ou
(11) e2cos2(%90+w0)sin2¢>?=(I—02cos2y) [*sin2 wi-sin2(920+ae0)].

Remarquons qu’on a

a cause de la relation
sin2 (»04-co0) 1 ()Q*
eind oo
dont le deuxiéme membre est différent de zéro d’apres I'hy-

pothese (3). En introduisant dans I'’équation (11) les coordon-
nées cartésiennes (1) et en posant

L’équation (14) nous montre que | est une conique (ellipse,
hyperbole ou ligne droite) pour ¢>>0 et soumis a la condition
de I'existence de points d’intersection du rayon r(¢>) avec les
demi-droites tnt2

Nous excluerons les cas de la ligne droite ou de I'hy-
perbole. La conique (14) représenterait une ligne droite
seulement dans le cas ou p=0. Cette égalité impliquerait
la relation <«0+9>0=0t/2, ce qui signifierait— comme on le voit
facilement — que  est perpendiculaire a I'axe de x. Dans ce
cas nous aurions m(rl,y)=m(rt,y)=n/2 tandis que m(ri,r2)=]=0
(8="P2!) et, par conséquent, I'additivité des mesures angulaires
pour les trois rayons consécutifs rl,r2,y n’aurait pas lieu, con-
trairement & notre hypothése. Supposons pour un moment,
que l’équation (14) représente une hyperbole, et appliquons
une transformation centro-affine, de facon qu’un morceau
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hyperbolique de 1 corresponde aux valeurs < d’un intervalle
[ypPT]» °0 9i<°®, (2>0, que  demi-tangente correspondante
a ¢=0 soit perpendiculaire a I'axe polaire, et que /(0)=l.
Alors la demi-tangente  taira avec l'axe polaire un angle
obtus, le rayon r coupera et t2 pour toutes les valeurs O<<p<”
et, par conséquent, I'indicatrice 1 sera représentée par I'équa-

tion (14) pour toutes les valeurs Nous arrivons
ainsi a une contradiction, parce que I'’équation (14) ne peut
étre satisfaite par aucune.valeur q pour p=arcctg A

Il nous reste la derniére possibilité, a savoir, que lI'équa-
tion (14) répresente une ellipse ayant O pour centre. 1l s’agit de
démontrer que I'indicatrice toute entiére est identique a cette
ellipse. Exécutons une transformation centro-affine de fagon
que lellipse se transforme en cercle et admettons, que I se
confond avec ce cercle pour toutes les valeurs ¢ de I'intervalle

[c>9>], ou —5<9><0O, O<¢><”. Par un raisonnemment ana-
logue au précédent, nous nous assurons que 1 est un cercle

pour toutes les valeurs 0<¢?” ﬂ. On peut maintenant ,,pro-
o

longer‘ ce raisonnemment. En se bornant a une portion du

cercle correspondant a l'intervalle Sgi, Sérc], noug pOUVOng Ja

e R L Qtl
.prolonger*, c.-a-d. montrer que 1 estun cercle pour — -_—

Aprés 6 ,,prolongements” successifs nous démontrons enfin
que l'indicatrice toute entiére se confond avec le cercle. Notre
théoréme est ainsi démontré.

Théoreme 11 (Généralisation d’un théoréme de Finsler)9),

Si I'indicatrice 1 ne contient pas des points a l'infini et
admet en tout son point une demi-tangente bien détérminée
(dans un sens de rotation fixe) et si

(15) w(ri,r2) = w(rz,rj)

’) M. Finsler démontre un théoreme analogue sous les hypothéses
baucoup plus restrictives.
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pour tous les couples de rayons rt,r2 issus de l'origine O, tels
que les deux membres de cette égalité aient un sens déterminé
par notre définition, dans ce cas I'indicatrice est une ellipse
dont le centre coincide avec O.

Démonstration. En conservant les notations précédentes
supposons que le sens de rotation mentioné dans I’énoncé du
théoreme est négatif. Nous constantons d’abord, de la méme
fagon que précédemment, qu’il existe un intervalle
dans lequel g=/(¢d>0. Dans cet intervalle I'indicatrice I admet
presque partout une tangente (bilatérale) ne passant pas par O.
On peut donc trouver un rayon tel qu’au point d’inter-
séction de avec | existe une tangente ne passant pas par O.
Soit tt la demi-tangente positive correspondante. Si la demi-
tangente tt était contenue dans I, alors au point d’intersection
de | avec le rayon parallel a tt, il n’existerait aucune demi-
tangente négative contrairement a I’hypothése. Lorsque tt n’est
pas entiérement contenue dans I, on peut tracer un second
rayon r2 coupant tt et I en deux points distincts Q et P2 tels
gu’il existe au point P2 une tangente (bilatérale) t2 ne passant
pas par O. Un couple rnr2 étant déterminé, nous exécutons
une transformation centro-affine, telle que t2 soit perpendi-
culaire a r2 et que OP0—1; nous prenons ensuite r2 pour I'axe
polaire et nous conservons les notations précédentes quant
anvoe (12

Ceci posé, il existe une tangente a | pour presque toutes
les valeurs positives de  suffisamment petites. Soit < une de
ces valeurs, t~(<p) la demi-tangente négative correspondante,
t la mesure euclidienne de I'angle que fait f~(<p) avec le rayon
correspondant r(<p).

Puisque t~ et i\ sont situés du méme co6té du rayon r,
il est évident qu’ils se coupent, ou ils sont paralLeéls, ou
bien leurs prolongements ont un point commun. Dans tous
les cas la mesure m(r,rl) est bien déterminée. D’autre part

existe aussi et ne surpasse pas n/2. Alors il résulte
de I’hypothese que m(r,rl)=m(rl,r) et, par conséquent, t~ et
se coupent en certain point T-, les deux autres cas étant impossi-
bles. Nous en concluons que

e o
OR OT
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On a de méme m(r,r2) =1fn(r.s,r), car toutes les deux mesures
existent, et par suite:
os ou

ou U est le point d’intersection de t et r2. Enfin de I'égalité
w(rl,r2)=m(r2,rl) il résulte que

1 £o
0Q oW

ou W est le point d’intersection de t2 et ri-
En introduisant les quantités <0, ®0,y,f dans les trois der
nieres relations on obtient:

P SiD (y0+%—y) gp sia (T+yl~y)

00 sia % Q Sin>T
~sin(r—p)
Q cos 97 Q SinT

sin (<00+y0)

gp sin wo = gp cos 0.

En éliminant la quantité r, nous obtenons d’aprés un
calcul facile, que
(16) p2 (cos? CP+-A sin2gj) =1,
ou
A=-Ctg¢>0-Ctg (y0+%b).

L’équation (16) est satisfaite pour presque toutes les valeurs
de (p positives et suffisamment petites, c’est a dire que I'on a

(17 ) = jlcos2 <p+A sin (p

presque partout dans un intervalle O”y<95* suffisamment

petit. Le premier membre de la derniére égalité étant continu

a gauche et le second étant continu, on en déduit immédiatement

que I'égalité (17) subsiste dans tout intervalle envisagé. Une

portion de 1 est donc identique avec la conique (16).
Observons que y0+%b est la mesure euclidienne de I’angle

que fait la demi-tangente tf avec lI'axe de x. Supposons que
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A<0. Nous aurions dans ce cas ctg (0>04-¢>0XO (sing>) étant

négatif), c'est a dire c0+9»0=>". Alors chaque rayon r<p)

correspondant a une valeur 0<<p<— devrait couper les

demi-tangentes tt et tt et par conséquent, I'identité (16) serait
valable dans tout intervalle (0,7r/2). Dans le cas 2=0 la demi-
droite ae=I, y>0 serait contenue dans | et I'indicatrice n’aurait
pas une demi-tangente négative pour <p=n/2, contrairement
a I’hypothese. Dans le cas 2<0 nous aurions aussi une contra-
diction, parce que I’équation (16) ne pourrait étre satisfaite
pour ¢p=arcctg [*—2, par aucune valeur de o.

Le coefficient 2 est donc positif, et par suite, une portion de
I'indicatrice | est une ellipse au centre O. Nous transformons
cette ellipse en un cercle, ensuite nous ,,prolongeons* de proche
en proche un arc circulaire contenu dans 1 de la méme facon
gue dans la démonstration du théoréme I, et nous nous assurons
que l'indicatrice est un cercle. Notre théoreme est ainsi dé-
montré.



SUR LES SOLUTIONS DE L’EQUATION LINEAIRE DU
TYPE PARABOLIQUE DETERMINEES PAR LES CON-
DITIONS INITIALES

Par Mirostaw Krzyzanski, Krakow.

1. Le probléme que je vais traiter dans le présent travail
concerne I'équation linéaire normale du type parabolique-.

m ) 3
—b(xL,x2, .37 +

i,*=I

v o Su
4" aj(Xi, X2,..., xXm,y) +c(®1N2r" " =>a;ni,y)M +
1=1 7
f /(®1,®2470®m,3/),
ni
la forme étant définie positive et b>0. On peut
2*=
I’écrire:
_ Fw)+/=0,
en désignant:

v~=b + By B A IN

J=I /%=1

L’équation (1) intervient dans la théorie de la propagation
de la chaleur et des autres phénomeénes ayant le caractére
de la diffusion. La variable indépendante y est alors une va-
riable du temps et les X/ des variables de I'espace.

Soit <p(x,x2,...,Xm) une fonction continue des On cher-
che jine solution de I’équation (1) satisfaisant a la condition
initiale:

(2) 0) = <p{Xi,X2i...,Xm).

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XVIII. 10
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L’équation de la propagation de la chaleur dans les sub-
stances monogenes isotropes:

lﬁt» dnU du
«?) " dag~ du

= >y
(lorsqu’il s’agit des applications dans la physique, on a m<3)
c’est le cas particulier le plus simple de I'’équation (1). On
I'appelle brievement: Véquation de la chaleur.

La solution de (<7), déterminée par les conditions initiales
est donnée par la formule classique de Poisson; elle se pré-
sente sous la forme de I'intégrale de Weierstrass. Cependant
la question de l'unicité de cette solution n’a été complétement
résolue que dans les travaux récentsl). Je vais traiter non
seulement I'unicité de la solution du méme probléme pour
I’équation (1) dans la forme générale, mais aussi son existence.

2. 1l sera bien utile pour ce qui va suivre d’introduire
une classification des fonctions des variables réelles caracté-
risant la facon de leur croissance a I'infini. Nous dirons que
la fonction 0(z!,a;2,...,2em) appartient a la classe Ea (a>0) lors-
gu’il existe deux nombres constants et positifs M et/ tels que:

[0(a?i,&2,....a:m)] < M exp [£j/<?7 pour —00<a;/<4-00,

Nous distinguerons aussi des classes particulieres Ea(M,K)
suivant la grandeur des constantes M et K.

Dans la classification des fonctions intervenant dans ce
qui va suivre on les considérera seulement en tant que les
fonctions des xt. Nous allons voir qu’a condition que les coeffi-
cients de (1) soient continus et bornés, il ne peut-exister dans
la classe E2 plus qu’une solution de notre probléme.

I) E. Holmgren: Sur les solutions quasianalytiques de I'équation de
la chaleur. Arkiv for Matematik, Astron. och Fys. 18 (1924), M. Picone:
Sul problema della propagazione del calore in un mezzo privo di frontiera...
Math. Annalen, t. 10 (1929) 701—712. A. Tychonoff: Théoréme d’unicité
pour I'équation de la chaleur. Recueil Math. Moscou, 42 (1935) 199 215.
M. Nicolesco: Sur I'équation de la chaleur. Comm. Math. Helv. 10 (1927)
3—17. S. Tacklinfl: Sur les classes quasianalytiques des solutions des
équations aux dérivées partielles du type parabolique. Nova Acta Regiae
Soc. Se. Upsaliensis. Ser. 1V Vol. 10 Nr 3 (1936). These du doctorat.
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Quant au sujet des paragraphes des travaux cités, concernant la méme
question d’unicité, M. Picone expose une méthode générale de la démon-
stration de l'unicité des solutions d’une classe des problémes aux limites
pour I’équation (1) déterminées dans les domaines illimités. L auteur applique
ensuite cette méthode a la démonstration de I'unicité, dans la classe Eu de
la solution de I'équation (G) déterminée par les conditions initiales (2).
M. Tychonoff a démontré non seulement que cette unicité subsiste pour
I’équation (G) dans la classe E2, mais de plus qu’elle n’a pas lieu dans une
classe Ei-™i, étant un nombre positif arbitraire2). Une classe plus vaste
dans laquelle cette unicité subsiste a été indiquée antérieurement par
M. Holmgren, qui a démontré qu’une solution u(x,y) de (G) satisfaisant
aux conditions: u(x,0)—0 et |a(ee,y)|<ilfexp [K&llg |&]] pour O<y”yo
est identiquement nulle. M' Tacklind a résolu définitivement la question
(au cas de I'équation (0)) en démontrant le théoreme suivant: Soit h(r)
une fonction positive, continue, fe(r) la plus grande minorante non dé-
croissante de h(r). Pour que toute la solution de (G) s’annulant pour y=0
et satisfaisant-a la condition |u(as,y)|<3fexp [K|x] fe(x|)J soit nulle ider}-

00

soit divergente.

3. Nous supposons que les coefficients Alk aj et ¢ de I’équa-
tion (1) sont bornés et continus tout au moins dans une
couche Ro: O”y”™ho, —oo<ee,<+00, plus précisément qu’il
existe trois nombres A, a et y tels que:

Ol la/|<a, |c|<y

Il en résulte qu’il existe un nombre 21 tel qu’on a:

(3)2 i l‘(V_o\AM"LStf

partout dans Ro, {Ay} étant un systéme de nombres quelconques,
'fixes ou variables. Il est utile d’admettr; que 21 est le plus
petit des nombres tels que (3)? ait lieu partout dans Ro. Quant
au coefficient b on suppose I’existence d’'un nombre tel
que b~fi et en outre que b est borné dans chaque domaine
limité, de sorte qu’on peut admettre que 6=1. Nous le ferons
dans la suite.

2) D’aprés M. Nicolesco I'unicité a lieu encore lorsque appar-
tient a la classe Et (L. c.).
10,
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Dans les considérations qui vont suivre dans le numéro
présent et le n-ro 4,.nous ne supposerons rien sur la fonction /
outre la continuité.

Passons maintenant a la construction d’une fonction

des variables indépendantes Xi et y et du
parametre k, dont nous nous servirons ensuite dans les démon-
strations de l'unicité et de I'existence de la solution de notre
probléme.

La fonction H sera de la forme:

k éjx]Q

[

1—py

y(k) et v(k) étant deux coefficients ne dépendant que du para-
metre k-, nous allons choisir ces coefficients de fagon que:
pour toutes les valeurs des x, et y. A cet effet posons:

H(xi,x2,...,xni,y,K) = exp.

/2 A f,2\

A 0 et N étant des nombres positifs arbitraires.
On a, puisque 6«1:

ni ni ni

AN 7% * 2k X’
— NS p et
" )=l

en égard aux (3) on a l'inégalité:

m
2ka 2kmA
i-py 2

/=i

S
la substitution des valeurs choisies de y et v (sauf les dénomi-
nateurs) donne:

*la/l
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Supposons que H ne soit défini que dans une couche R:
—00<<@?’/==o00 = dont la hauteur

AE=-—d. Alors: 1—py>p0, de sorte que:

m
raN
[1—/zy A

Ainsi F{H) est supérieur a une forme quadratique positive
définie en {x/}.

mais peut en différer peu a volonté, a condition que A et 6 soient
suffisamment petits.

4. Nous allons démontrer maintenant l'unicité de la so-
lution du probléme dans la classe E2. Si les fonctions u? et ut
satisfont a I’équation (1) et se réduisent a la méme fonction

pour y=0, leur différence u—ig—u? est une
solution de I’équation homogéne:

(4) ' F(u)=0,

s’annulant pour y—0. Il suffit ainsi de démontrer le théoreme
suivant:

Théoréeme 1. Si les coefficients Au, ,aj et ¢ satisfont aux
conditions (3)! et sont continus et b~l, la seule solution de I'équa-
tion (4) s'annulant pour y—0 et appartenant a la classe Et
est u™O.

Démonstration. Supposons que la solution u de (4)
appartienne a la classe F2(M,K). Choisissons fc>0 et soit
alors v la fonction définie par I’égalité:

(5) U(Xi)X2,....Xm,y) = V(XIfX2f,fXm,y) ‘R(X2IX, ... xm.y, . K).

Lorsqu’on substitue dans (4) cette expression pour u, on
obtient une équation linéaire du type parabolique en v:

(6)
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le coefficient ¢ étant égal précisément aF(H). CommeF(H)>0,
on peut reprendre le raisonnement exposé par M. Picone
dans le travail cité. En effet, si I’on construit un parallélipipéde
rectangulaire Rn, détaché de la couche R par les plans A/=%n,
ou n est un entier positif, la fonction v ne peut atteindre dans Rn
ni un maximum positif, ni un minimum négatif, que sur la
partie a,, de la surface de R,,, située sur les hyperplans a?/=%n
-et y—O0.
Soit PO(xi\a£\...,Xm,yw) un point quelconque de R; pour
n assez grand, Rn contient Po & son intérieur. En vertu de (5)
On peut choisir le nombre n0 de sorte que |®|<« pour n>n0
Bur la surface an, e étant un nombre positif arbitrairement
petit. On a donc |®|<e partout dans Rn et en particulier en Po.
Il en résulte que: v(xi\x2),...,xm,y®)==(). Le point Po étant
un point arbitraire de R, on a; v(xix2,...,xm,y)*O partout
dans R et en vertu de (5): u(xi,x2,...,xm,y)O partout dans R.

5. La démonstration de I'existence de la solution déterminée
par les conditions initiales s’appuie sur le théoreme de M. Gi-
raud et M. Gevrey 3) sur I'existence de la solution du probléme
aux limites dans un domaine limité. Ceci exige de faire des
hypothéses supplémentaires sur les coefficients Pour
fixer les idées, nous supposons qu'ils satisfont a la condition
de Lipschitz.

Il s’agit de la détermination de la solution de (1) satis-
faisant a la condition (2). Remarquons que u est la somme
de la solution U de I’équation (4) satisfaisant & la méme con-
dition initiale et de la solution U de (1) s’annulant pour y=0.
Il suffit donc de démontrer successivement ’existence des
fonctions U et «.

Nous aurons besoin d’appliquer un lemme concernant la

. fonction H.

Lemme. Dans la couche Bi2 °<y<, @+ ki ~ &

3) M. Gevrey: Systemes d'équations aux dérivées partielles du type
parabolique. C. R. Ac. Sc. Paris 195 (1932) 690—692. G. Giraud: Sur
certaines opérations aux dérivées partielles du type parabolique- C. R. Ac.
Sc. Paris 195 (1932) 98—100.
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—o0<a¥< +o00, 0 étant un nombre positif arbitraire et
J4(fcj + A2) = 4(fcl + A:2)?H-A2, subsiste I'inégalité suivante:

> m
(8) HW\,x2,...,.xm,yfk\-+k2)=H(xpx2,...xm,y,ki)-ex.p.-*I"X]
/=1

a condition que:~A2/2(fcl4-m.
Démonstration: Un calcul direct montre que:

H(xi,x2,...xm,y, kt+k2) =

: : ~2(1 4+ .
— H(xi,x2,...,xm,y,Ki)exp. _(l—_/d(,zy)(&juw) n.2
/=1
avec: /zi=/z(fci), jUI,2=j«(&i4-&2), Ji2=JAi+"2) et n=y(fci).
Or on vérifie sans difficulté que: vi,2>J'i. Comme d’autre part:
2 ———= on a dans R\y. A2y</|. Il en résulte aussitot
la justification de (8).

6. Commencons par démontrer I'existence de la solution U
de notre probléme pour I’équation (4).

Théoréme I1. Lorsque les coefficients Au,, aj et ¢ satisfont
a la condition de Lipschitz et audi conditions (3)n lorsqu'en
outre la fonction <p(xix2,...,xm) est continue et appartient a la
classe E2, il existe une solution U de I'équation (4) satisfaisant
a la condition (2). Elle est déterminée dans une couche R dont\
la hauteur h dépend des coefficients de I'équation et de la fonction <p.
La fonction U appartient aussi a la classe E2

Démonstration. Supposons que la fonction < appar-
tienne a la classe E2(M,K). Construisons le parallélipipéde Rp,
analogue a R,, (voir le n-ro 4), p étant un entier positif; soit Sp ,,
la surface latérale de R située sur les plans Xt==p et ap la
surface analogue a a,. D’aprés les théoréemes de M. Giraud
et M. Gevrey il existe une solution up de I’équation (4) dé-
terminée dans Rp et telle que:

r up(Xi)X2jeeeyXimO) = (p(xi)X2,..., xXm) et
Up(Xi, X2, ...,.Xm,y) — gp{d)i,X2j ...,Xm) sur Sp.

Nous définissons d’une maniére analogue le parallélipipéde

Ec(g>p) et la solution ug de (4) déterminée dans Rq et satis-
faisant sur ag aux conditions analogues a (9). \
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Soient vg, v* et v* les fonction définies par les relations:

Wg = Vvq: j
UP = v* S(Xi,X2,...,xm,y,K+K)-, Ug = v* 1 H(xt,Xi,...,xmy', K+k);

k étant un nombre positif arbitraire.

La fonction ¢ appartenant a la classe on a:
|®c] sur ag; or Vg est une solution de I’équation analogue
a (6) etil en résulte que |®Q]<M partout dans Rq et en parti-
culier sur Sp.

Lorsque ---mmmmmmmmemeeee- 0 et A—== 4-k), il résulte

du lemme du n-ro 5 que:

sur Sp.

La différence v*~v* est une solution de I'équation homo-
gene analogue a (6) et s’annulant pour y=0; on a donc:

®I—®J|<23fe 2m *,

partout dans R.

Soit maintenant Po un point quelconque de R-, considérons
un parallélipipéde rectangulaire fixe qCR de hauteur h, con-
tenant Po a son intérieur. D’aprés (10) on peut déterminer
le nombre po de sorte que RPi contienne g et que lI'on ait:

\UG(XL,X2,...,Xm,y) — Up(XI1,X2,...,Xm,y)\<<e I

pour gq=>p=>pl0 partout dans q, e étant arbitrairement petit.

Ainsi la suite {up} converge uniformément dans q. Comme Po
est un point arbitraire de R, cette suite converge partout
dans R vers une fonction continue U(Xi,X2,...,X,,,,Y)-

Nous allons démontrer que c'est la solution cherchée de
notre probleme. On a évidemment U=g> pour j/=0; il nous
reste de démontrer que U est une intégrale de (4). Il suffit
évidemment que ceci ait lieu dans q. Or soit ue la solution
de (4) déterminée dans q, égale a tp pour y=0 et identique
a U sur la surface latérale de g On a pour p assez grand:
| E7—wp|<e et |e —up|<e dans g; on en déduit que we—£T7.
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Comme U=wv-H{xi,>2,0u0 1?=lim vq et
9->°°
on &
m

K=<t
1=1

U(xi,x-1,...,xm,y)*M exp

de sorte que U appartient a la classe E2

7. En passant a I’équation (1), nous avons besoin de faire
une hypothése concernant la croissance de la fonction /. Nous
supposons qu’elle appartient aussi a la classe (en tant que
la fonction des xi). Ceci nous permettra de démontrer I'exi-
stence d’une solution de (1) s’annulant pour y=0.

Théoréeme I11. Les coefficients de Véquation (1): Au,
et ¢ satisfaisant aux conditions du théoréme Il et la fonction f
appartenant a la classe Ez, Véquation (1) admet une solution
s'annulant pour y**tO. Cette solution appartient a la classe Ez
et est déterminée dans une couche R analogue a la couche R du
th. 11.

Démonstration. Supposons que / appartienne a la classe
E~*M”Ki). Faisons la substitution: '

u(xlei,...,xmy) = v(x{,x2,...,xmy) H{Xi,xi,...,xm,y,KXx).
L’équation (1) se transforme en une équation:

(puisque b=1), avec ft=f: H(xI,x2,...,xm,y,Ki).
Nous I’écrivons en abrégé: Fv) +fi=0.
Le coefficient c reste positif pour y<hA, ht étant un nombre

inférieur a h0 et a .2er D’apres la définitiori de ft on a:

1/117M1-
Soit up la solution de (1) déterminée dans le parallélipipede Rp

analogue a Rp du n-ro 6 et détaché de la couche R, qui s’annule
sur ap et vp=up: H(x!,x2,...,xm,y,K1). Ces fonctions existent
en vertu des résultats cités de M. Giraud et M. Gevrey.
Posons:
zZN=vp—Myxy, z™=vp+Miy.
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«™(i=1,2) sont des solutions des équations:
MA@+ /ENIA+7)] =0,

le signe + correspondant a i=I et le signe —a i=2.

Le composant ‘fi+M”l-"cy) est positif et /—If7I-f-cy)
est négatif, de sorte que ¥p ne peut atteindre dans Rp un
maximum positif4) et z~ n'y peut atteindre un minimum
négatif que sur <jp. Ainsi: ~*<0 et =0 dans Rp.

Il en résulte que |vp\*M}h\ dans Rp.

En déterminant d’'une maniére analogue Uq et vq(g>p)
dans Rgq on démontre que partout dans Rg et en
particulier sur ap. La différence vg—vp est une solution de
I’équation homogene: J'1(t>) =0 s’annulant pour #=0, on a donc:
|[v,—vp\*.2Mihi dans Rp. En introduisant encore les fonctions
vp et v* analogues aux vp et vq du n-ro précédent, on démontre
que lvg—Uup|<£ pour p assez grand; on en déduit que la suite {lp}
converge dans la couche R vers une fonction continue w. Cette
fonction U est une solution dé I'’équation (1) s’annulant pour
y—0. On peut s’en assurer en reprenant le raisonnement de
la fin du n-ro 6. Elle appartient aussi a la classe Ei, on a no-
tamment la limitation:

\U\V*MIhIH(x1,X2,...,xm,y,Ki).

8. Nous avons apercu que la hauteur de la couche dans
laquelle on a déterminé la solution du probleme, est inférieure

au plus grand des nombres: AT et AAIZI Cette solution peut

avoir des singularités, lorsque y atteind cette borne supérieure.
Par exemple, la solution de I’équation de la chaleur qui se
m
K”™X]
, N /= =i
réduit a e ' pbur y—0 est: u= (I—4Ky) exp I—I4I'Ky‘

Cependant on peut souvent étendre le domaine de la régu-
larité de la solution cherchée.

Etudions un exemple particulier tout & fait simple. L’équation:
(12)

*) M. Picone: Maggiorazione degli integrali delle equazione totale-mente
paraboliche. Annali di Matem. s. IV t. 7 (1930).
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A(y) étant positive poury Ss-O, parle changement delavariableindépendante:

y=6(y) =YA(y)dy se transforme en équation de la chaleur. La solution
0 . -

de I'équation (12) Be réduisant a eK™ pour y=0 est: w=[I—4ffo(y)J

Kxl
expi IKd(y) e8" r*guMre danB région illimitée:
—oo<sc<d-00, dont la hauteur h' est égale au plus petit des radicaux de
6

I'équation: 1—4fcO(y) =0. En particulier, lorsque I'intégrale j A(*)dyest
0
convergente et inférieure a -j-=, le domaine de la régularité de la solution

cherchée devient le demi-plan y>0. Il en est ainsi par exemple lorsque

9. Le domaine de la régularité de la solution cherchée
s’étend a I'infini dans le sens des y croissant, lorsque les fonc-
tions / et ¢ sont de la classe Et. En effet, si / appartient a la
classe et ¢ a la classe le changement
de la fonction inconnue: .

u=w exp + avec K =max (KIfK2)

transforme I'équation (1) en une équation linéaire normale
du type parabolique, qui peut s’écrire: F2(w)H-2=0, les coeffi- -
cients de F2(w) et la fonction /2 étant bornés et on est ramené
a la recherche d’une intégrale (te cette équation se réduisant
pour y=0 a une fonction bornée. On peut appliquer alors
la méthode des approximations successives et ces approxi-
mations convergent dans la demi-espace C’est une simple
extension du procédé appliqué par M. Giraud dans la note
citée 6).

10. Les propriétés des extrema d’une solution de I’équation
linéaire normale du type parabolique déterminée dans un
domaine limité (dont nous nous sommes servis aux n-ros 4
et 7) subsistent encore lorsque cette solution est déterminée

&) Voir dailleurB: W. Feller: Zur Theorie der Stochastische Prozesse.
Math. Annalen, t. 113 (1936), 113—160.
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dans une région illimitée analogue a R, et en particulier dans
la demi-espace a savoir:

Lorsque dans l'équation (4) le coefficient c*O, une solu-
tion U de cette équation, se réduisant pour y=0 a une fonction
bornée <p, ne peut atteindre en dehors de la caractéristique y—0
ni un maximum positif ni un minimum négatif. En effet,
Z7=I_i>5r01 up, les up étant des solutions de (4) définies au n-ro 6.

Si ———on a aussi —m”™Up”™M dans Rp et par suite:
—m~UMM dans R.

On démontre d’une maniére analogue que lorsque dans
I'équation (1) le coefficientc>0et 0 (resp. /~0), une solution u
de (1) se réduisant pour y=0 a une fonction bornée et déterminée
dans une région illimitée R, ne peut atteindre en dehors de la
caractéristique y—0 un maximum positif (resp. un minimum
négatif). *

Lorsque le coefficient ¢ est borné, mais peut devenir né-
gatif et si: |c|<y, le changement de I'inconnue:
u=vew transforme I’équation (1) en une équation du méme
type avec le coefficient de v positif et on en déduit la limita-
tion:

Enfin, lorsque f et ¢ appartiennent aux classes EAM” KA
resp. EAM”Ki), on a la limitation:

|u|<dfexp [£( F ®?+){+vy],

avec
r=Kii+Km(A+ a)-l-y, Af= A=max (4l At).
On s’en assure en appliquant la transformation du n-ro 9.
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L’'impression du présent tome des ,,Annales‘ a été com-
mencée en l'année 1939. Dans la période de 1939—1945 les
envahisseurs allemands détruisaient méthodiquement I'action
scientifigue en Pologne. Toutes leseSociétés scientifiqgues ont
été dissolues, leurs publications interdites.

C’est pourquoi le présent tome ne parait qu’aujourd’hui,
en 1945, avec le retard de six années.

Malgré ces obstacles, le travail scientifique de notre Société
n’a pas été suspendu. Pendant I’envahissement de notre pays
par les Allemands, la plupart des Sections de la Société arran-
geait des séances secrétes. Au courant de ces séances, les
membres de la Société communiquaient les résultats de leurs
travaux. Les comptes-rendus de ces travaux secrets nous
manquent encore. Bon nombre de nos confreres qui y par-
ticipaient sont décédés.

Pour cette raison, nous nous bornons a publier les comptes-
rendus des séances (depuis mars 1945) de la Section de Cracovie
qui, la premiére aprées la guerre, a eu la possibilité de reprendre
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SEANCES DE LA SECTION DE CRACOVIE

27. 111. 1945. Wazewski T. Sur un systeme d'inégalités
différentielles.
Théoreme 1. Envisageons le systeme d’équations différentielles

@) NN =/« y,...,y") (*=1....n)
et supposons que pour i fixe (i=l,...,n) /' soit une fonction croissante
au sens large de chacune de variables yl,....y'——..... yn séparément.
Nous supposons en outre que les fl soient continues dans un ensemble
ouvert S2. Admettons enfin que la courbe yrf(t)(i— soit continue
dans I’intervalle

@' to<t<a

et renfermée dans Q.
Dans cette hypothése subsistent les propriétés suivantes dans les-
quelles interviennent les quatre nombres dérivés

(inférieurs ou supérieurs, a droite ou a gauche).
I. Si l'intégrale supérieure du systeme (1) y'=i'(i) (i=1,...,n) issue
du point yz=r'(t0) existe dans l'intervalje (2) et que alors
chacun séparément des systemes d’inégalités

D+Ve(ty ... V")) pour tO<t<a
22V (/' (. NQ.. s,
implique les inégalités
PH(<)<:?(«) pour i=l...n; t0t<<a.
IL Si l'intégrale inférieure y!'=i/(t) du systéme (1) issue du point >
t=t0, yl=yI(t0) existe dans I'intervalle (2) et que Wz(t0)  yz(t0), alors chacun'
séparément des systémes d’inégalités

D+V/'(0 >/'(<-V1(*)>->'/’(0) Pour ti<t<a,

implique les inégalités *

P2(E):>y»z(i) Pour *=1. QM. t<a.
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Celles inégalités-ci (ainsi que les inégalités respectives de la partie |
du présent théoréme) subsistent aussi lorsque yz=">'(t) est une intégrale
du systeme (1) issue du méme point (conséquence évidente du théoreme 1).

Ce théoréme constitue une généralisation d’un théoréeme que j'ai dé-
duit de certaines considérations de M. Kamke et que j’ai appliqué a plu-
sieurs reprises (cf. p. c. ces Annales T. XVI. p. 101).

Voici un théoréme inverse au précédent en un certain sens:

Théoreme 3. Supposons que les fonctions /' figurant dans (1) soient
continues dans Q ouvert. Supposons ensuite que, pour deux points quel-
conques de fl, A=(to,o0l,...,an) et jB=(t0&L,...,6n) pour lesquels
(i=l,...,n) ait lieu la propriété suivante:

Si yz="'(1) est une intégrale issue du point A alors il existe une inté-
grale (pas nécessairement supérieure) yz=r'(t) issue de B, telle que pour
un e>0 suffisamment petit on ait —

V>'(H<i‘(t) lorsque «O<t<tl+e.

Dans ces hypothéses la. fonction ¥ (i=l,...,n) est croissante au sens
large par rapport a chacune des variables yl,...,y/-1,y/+1,...,yn séparément.
L’hypothése, que les f* soient croissantes au sens large relativement
a ces variables, est donc essentielle pour la validité du théoreme 1.
La substitution t=—T dans le systeme (1) conduit aux théorémes
relatifs au cas ou les /' sont décroissantes aux sens large par rapport aux
mémes variables. A

3. 1V. 1945. Sierpinski W. Sur quelques résultats concernant
la congruence des ensembles de points et leur équivalence par
décomposition finie.

1. En 1926 A. Lindenbaum.a déclaré, sans donner une démonstration,
qu’il sait démontrer a I'aide de I'axiome du choix qu'il existe pour tout
nombre cardinal m<:2K" un ensemble plan qui est une somme de m en-
sembles disjoints avec chacun desquels il est congruent. M. Sierpinski
donne un exemple effectif d'un tel ensemble. En méme temps il donne
un exemple d'un ensemble plan indénombrable qui est une somme de
deux ensembles disjoints congruents avec lui. Cela résolit un probléme
posé par M. H. Steinhaus et résolu partiellement et a I'aide de I'axiome
du choix par S. Ruziewicz dans Fund. Math. 2, p. 4.

2. M. A, Tarski a démontré (Fund. Math. 30, p. 222, Kor. 1. 17)
qgu’aucun ensemble linéaire n'est une somme de deux ensembles disjoints
qui lui sont équivalents par une décomposition finie. M. Sierpinski donne
une démonstration directe de cette proposition.

3. M. Sierpinski donne un exemple effectif d’une famille formée
de 22! sous-ensembles de I'intervalle (0,1) dont aucuns deux ne sont équi-
valents par décomposition dénombrable et d'une famille formée de 2i'
sous-ensembles de I'intervalle (0,1), dont aucuns deux ne sont équivalents
par décomposition finie.
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4. M. Sierpiniski démontre que toute sphére S dans I’espace a 3 di-
mensions peut étre décomposée en 8 parties disjointes dont 5 et 3 donnent
respectivement, apres des mouvements convenables, deux sphéres disjointes
de méme rayon que la sphére S (A paraitre dans Fund. Math. 33, pp. 229—234.

5. Toute sphere 8 (dans I'espace a 3 dimensions) contient 2X"ensembles 1
disjoints dont chacun lui est équivalent par décomposition en 9 parties*
(Fund. Math. 33).

6. Sur un paradoxe de M. J. von Neumann (a paraitre dans Fund.

Math. 34).
3. IV. 1945. Sierpinski W. Sur une relation entre deux

substitutions linéaires.

L’auteur démontre les deux théorémes suivants:
1. p1=9>1(se)=ala:-]-bl et p2=p2(@)=«2+ étant deux substitutions

linéaires quelconques, ol «1=1=0, «24=0, on a I’identité: .
p(p*pflp“lP! pM pflp2Pj p““I pflp~' =1
2. Il n'existe aucun systtme de 2g— ! Il nombres entiers

kvkv....k2q_v non nuis, sauf peut-étre kigq_j, tels qu’on ait pour deux
substitutions linéaires quelconques <l(x) —alx-\-bl et p2(x)—a’x-i-b", ou
=0, «240, I'identité

10. IV. 1945. Orlicz W. Sur les fonctions remplissant la

condition généralisée de Lipsdhitz.
Désignons par <u(A) et les fonctions définies pour A”*-0, non dé-
croissantes, ne s’annulant que pour h—0, et tendant vers 0 avec h. Posons

y(h) = SLi(pAh "fc « L’auteur communique, parmi les autres, les théo-
réemes suivants:
I. La relation
@) lim ~y(h)=0
" *->4-0

est nécessaire et suffisante pour qu’il existe une fonction de période | satis-
faisant pour tout x aux deux conditions

2 [/(x4-A) — I(ee)|C<u(|h]);

\fOerh) —fON

lim

[>->+0

IL La relation (1) est nécessaire et suffisante pour qu’il existe une fonction

de période | satisfaisant pour tout x a la condition (2) et pour presque tout x
d la condition X

©) / m aPrékl—@-)iA)'_ () = 400,
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Considérons I'espace linéaire Lu composé de toutes les fonctjpns /(»)
de période | vérifiant la condition \f(x+h)—f(x)\*.Ma>(\h\) et définissons
la norme de I'élément f(x) par la formule ||/||= inf Hf-hmax |/(2)]. On a le
théoréme:

1. Si la relation (1) est vérifiée, I'ensemble des fonctions vérifiant (2)
partout et (3) presque partout est résiduel dans IF*.

On peut démontrer les théoremes | et Il en généralisant *le mode
de construction bien connu de Weierstrass.

En appliquant cette construction aux fonctions w(h) et Spé-
ciales on obtient plusieurs exemples effectifs de fonctions jouissant des
propriétés singulieres mentionnées ci-dessus.

10. 1V. 1945. Orlicz W. Sur l'espace des fonctions bornées.

- Soit I’espace linéaire composé des fonctions mesurables, essen-
tiellement bornées dans <a,&> avec la notion de convergence définie comme
il suit: la suite xt), £2(t),"... est dite convergente (I) vers xa(t) si ces fonctions
sont également essentiellement bornées est, de plus, convergent asympto-

tiquement vers x0(t).
L’auteur communique plusieurs théorémes concernant les opérations

linéaires dans I'espace 3fz, a valeurs dans ou dans un espace du type (F).
On a p. e. le théoréme suivant:

Soit Y un espace du type (F) dont les éléments sont des fonctions
mesurables, jouissant des propriétés suivantes: (a) si pour e.=0,1 arbitraire

n
les sommes eiyi convergent asymptotiquement vers une fonction yteY,
1=t

alors la série est convergente dans F.; (6) si yn converge asymptoti-

quemgnt vers y0, alors lim |lyn||>||y0|l. Soit U(x) une opération additive,
définie dans Mt a valeurs dans Y et telle que si Xn converge (I) vers xa
alors U(e,) converge asymptotiquement vers C7(&0). Dans ces hypothé-
ses Z7(sc) est une opération linéaire (c. a d. continue suivant la norme dans F).

L’auteur communique quelques théoremes concernant les suites d’opé-
rations linéaires dans Ufz a valeurs dans M, ou dans un espace du type (F)
et donne des applications a la théorie des séries orthogonales et des inté-
grales itérées.

17. 1V. 1945. Mikusinski J. Sur quelques problémes concer-
nant les équations différentielles linéaires ordinaires.

L’auteur énonce quelques propriétés des équations différentelles
linaires. .

I. Soit
1) ?n)+ A(t)x=10
une équation différentielle d’ordre pair n= 2m, la fonction A (t) étant continue
et positive dans un intervalle donné J.

Rocznik Pol. Tow. Mat. T. XVIIL. I
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Il est possible de construire, pour tout systeme de m points

)

de I'intervalle J et pour tout couple de systemes de m nombres réels

une intégrale x=g>(t) de I'équation (1), telle que
I«i)=al...... <P(xm)=amx

L’intégrale jouissant de ces propriétés est unique pour chaque triple
particulier de systemes (2), (3)1).

On peut énoncer des théorémes analogues, en supposant que A(t)<0
dans J et aussi en admettant que n soit impair. Tous ces théorémes sont
susceptibles a des généralisations bien fortes et peuvent étre rapportés
a des systemes d’équatiorfs.

I1. Supposons maintenant que le coefficient A(t) dans I'équation (1)
soit continu pour t~.0 et satisfait constamment a I'inégalité A(H)".«>0;
n peut étre admis pair ou impair > 1.

Nous considérons I’ensemble E des intégrales aj=¢>(t) de I'équation (1)
telles que qo(0)=0 et gp(0)>0 dans le voisinnage droit du point t=0. Faisons
correspondre a chaque intégrale ¢>(f) de I’ensemble E un nombre positif Igp
tel que [0,17] soit le plus grand intervalle, ou ¢>(t)*.0.

La fonction A(t) et I'ordre n étant fixés, I'ensemble des 1" est borné.
De plus, on peut donner une méthode générale qui permet, dans tout cas
particulier, d'établir la valeur numérique de la borne supérieure.

Désignons par 2n(n=2,3,...) la borne supérieure des ly dans le cas

Pour 2<n<;6 on trouve les valeurs approchées:

fis=3,14, "y =423, "3=8,88, A =976, 15,4,

24. 1V. 1945. Bielecki A. et Gotab S. Sur un probléme
de la métrique angulaire dans les espaces de Finsler [Ann. Soc.
Pol. Math. XVI1II (1945), p. 134].

24. 1V. 1945, Bielecki A. Sur une courbe gauche ayant
partout le paratingent parallél a un plan.

L’auteur présente une méthode effective permettant de construir
un arc simple dans I'espace a trois dimensions

(O) |I «i/(«)
y=9@)
de telle maniére que le paratingent en tout point de I'arc O soit parallel
au plan (xy).
*) Dans ce théoreme est contenu un théoréeme énoncé en 1944 par
M. Biernacki.
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8. V. 1945, Leja F. Sur une suite des polynémes et le pro-
bléme de Dirichlet.

" Soit F la frontiére d’'un domaine plan borné D a connexion simple,
/(<) une fonction réelle continue définie sur F, A un paramétre réel et

(€]
un systeme de n-j-1 points de F. Lorsque les points (1) varient sur F le
produit

atteint un maximum.

Supposons que ce maximum soit atteint dans les points ... >in
de la frontiére F et que les indices de ces points soient choisis de maniére,
que parmi les n-f-1 produits

a- ;=0,1,...,»,
*=()

d, soit plus petit au au plus égal a di,d2,...,dn
Formons le polynéme

@

et faisons varier n. On démontre que la suite
hog|0,,(«;2)|, »=1,2,...

converge en dehors de la frontiére F vers une fonction harmonique remar-
quable A&(z;2). Dans le cas 2=0, ®(z;2) ne dépend pas de f(z) et se réduit
a la fonction de Green du domaine infini extérieur a D avec le péle a I'in-

fini. Si 2 est positif et tend vers zéro, la fonction ~ &£(z;2) tend dans le

domaine D (au moins dans certaines conditions) vers une fonction limite
constituant la résolution du probléme de Dirichlet avec les valeur™ fron-
tieres f(x).

22. V. 1945. Zahorski Z. Une démonstration correcte d'un
théoréeme de M. Pringsheim.

22. V. 1945, Zahorski Z. Sur la de'rivabilité et sur les
operations intégro-limites.

29. V. 1945. Sierpinski W. Sur les fonctions de plusieurs
variables [Fund. Math. 33 (1945), p. 169—173].

11*
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29. V. 1945. Sierpinski W. Sur la trisection d'un angle
a l'aide d'une ligne, d'un compas et de la parabole y=x2.

Soit a un angle donné, 0“<a<180¢, et supposons donnée une unité
de longueur. Soit P le point aux coordonnées Construisons
le cercle O de centre P passant par l'origine O des coordonnées. On
vérifie sans peine que le point (sin °, sin”~j est un point d’intersection du
cercle C avec la parabole y—x2, d'ou il résulte la possibilité de construire
un segment de longueur sin*% ddRc aussi I’angleo‘

29. V. 1945. Wazewski F. Sur une méthode approxima-
tive de M. Rappaport concernant la trisection d'un angle.

Au commencement de 1942 M. Rappaport, un avocat de Leopol,
m’a communiqué la Suivante méthode de trisection d’angle. Elle est a la
fois simple et d’'une exactitude pratiguement suffisante pour les angles
ne surpossant pas 30°. La voici: Un point A choisi sur une droite la divise
en deux demi-droites e et /. A partir de A on trace une demi-droite g ren-
fermant avec / I'angle a/2. On choisit sur e un point E et sur g un point G
d’une telle facon que AG = 2£<A==0. La demi-droite issue de E et passant
par G renferme avec la demi-droite / convenablement prolongée un angle fi.

La différence 6=fi—§>0 remplit la relation

8

q

g ¢= a
2 cos 5+ COS:?

Pour a=90°, 60°, 45° on a respectivement <5=22'23", 6'17", 2'39".
Pour a<:300 on a d<lI'..->.

M. J. Mikusinski a observé que le méme angle fi peut étre construit
comme il suit. On construit un triangle isocéle ABC (AB=AC) dont I'angle
de sommet A est égal a a/2. On détermine sur le c6té BC-un point D tel que
DC—2BD. L’angle de sommet A du triangle ABC est égal a fi.

5. V. 1945. Krygowski Z. Bes intégrales hyperelliptiques
canoniques de seconde espece et les jonctions theta.

12. VI. 1945. Wazewski T. Sur quelques inégalités entre les
coefficients des polynémes aux racines non négatives. Application
a la limitation des modules des déterminants et des matrices aux

éléments complexes.
Théoréme 1. Posons

) P(x)=a™n+aixn~"'+..+an ou «0=lI,

@
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(3) —Ap  Pv_(v—1, )»
X v H-I |
@ «, = Viivme—— (v=I,...,n—1),
(5) Yor="p+g p+r—"pp+g+r’ (P/°- TP+ 94 r<t)>
(©) WP1-P2-- PS= ~N1N2 "Ap«  APi+p2+ -+ps’

(p«>°; Pi+-+pscn).

Dans I’hypothése que toutes les racines de P sont non négatives ou
toutes nota positives on a

() Iv>0, «,,>0, %br=>0, =0

Dans le cas ou P- admet une racine multiple on a
®)

Si a?r+0, chacune de ces inégalités séparément représente une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que P admette une racine «.-tupie.

La partie de ce théoreme relative a Iv et w provient de Newton et
Mac Laurin, comme me I'a obligeamment communiqué M. Biernacki.
La partie relative aux vpgr et wp p qui en découle facilement parait

&tre nouvelle.

Théoréeme 2. Désignons par |av| (v=1,2,...,») la somme des carrés
des modules de tous les mineurs de degré v contenus dans la matrice aux
éléments complexes

911’ 91m
9=
hoar we 9NM
et gardons les notations (2), (3), .(4), (5) et (6). Ceci étant admis, on aura
les inégalités (7).

Dans le cas m—n désignons par A le déterminant de degré n aux

éléments gtl. On aura |4|*=la,,|. Des inégalités mp™-0 il résulte que
n

Virn<V/i. et, parsuite, |d|  {|ar| m(;)) . Cette inégalité devient égalité

p. e. pour g”kijj ou <Ji/=1, iij—0 pour i”j. Dans le cas v='l on a
oyl e limitation de |d| respective et souvent plus commode

i
que célle de Hadamard.
L’inégalité (6) relative au cas pl+...-f-ps=« conduit & I'inégalité

Dans le cas ou le rang de g est égal a n chacune des égalités (8) sépa-
rément constitue la condition nécessaire et suffisante pour que la trans-

n
formation yt— £ ¢ijXj (»=l,...,m; m—n) soit une similitude.
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On raméne le Théoréeme 2 au Théoréme 1 en posant (cf. (1))
P(®) = aoa:n+ul + «,,=( Dét (g'g—EX)
ou g' désigne la matrice a la fois conjugnée et transposé de g et E désigne
la matrice unitaire. Le déterminant du second membre est polyndéme ca-
ractéristique du produit des matrices g' et g. On démontre facilement que
toutes les racines de P sont non négatives et que |av| (v=1,...,n) est égal

a la somme des carrés des modules de tous les mineurs de degré v contenus
dans la matrice M.

12. VI. 1945. Mikusinski J. Sur le tétraedre.

12. VI. 1945. Mikusinski J. Sur une trisection et penta-
section approchée d'un angle.

19. VI. 1945. Wrona W. Sur une généralisation d'un théo-
reme de M. Schur.

19. VI. 1945. Wrona W. Sur les conditions necessaires et
suffisantes pour qu'un espace soit einsteinien ou conforme-
euclidien.

Appelons courbure scalaire d'une m-direction réguliére en un point
de I'espace riemannien Vn a «-dimensions la courbure scalaire d’'un sous-
espace Vm, géodésique en ce point et y tangent a la m-direction en question.
Cette notion est une généralisation de la mesure riemanniene de la courbure,
qui est la courbure scalaire d’une bi-direction.

M. F. Schur a démontré le théoréme bien connu: Si la mésure rieman-
niene de la courbure en chaque point de I'espace Vn ne dépend pas du choix
spécial de la bi-direction, elle est alors constante dans Vn-

L’auteur généralise ce théoreme comme il suit:

Si la courbure scalaire d'une m-direction de “espace Vn, ol m est un
nombre fixe remplissant la condition I<m<n, ne dépend pas du choix spécial
de cette m-direction, elle est alors constante dans Vn-

Il résulte des hypothéses de ce théoreme que, si m<n—1, I'espace Vn
est de courbure constante et si m=n—1, I'espace Vn est un espace d'Einstein.

19. VI. 1945. Jaskowski S. Sur une définition de nombres
réels. o

26. VI. 1945. Mostowski A. L'axiome du choix pour les
ensembles finis [Fund. Math. 33 (1945), p. 137-168].

3. VII. 1945. Szarski J. Sur I'approximation des fonctions
continues par une suite de fonctions aux dérivées partielles conti-
nues du premier ordre.

Comme on le sait une fonction j(xv-..,xh) continue dans un domaine
fermé et borné s’y laine approcher uniformément par une suite de polynémes.
Si la fonction f(x.,...,xn) jouit en plus de quelques propriétés spéciales,
il est difficile, en général, de mettre en évidence les propriétés correspon-
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dantes de ces polyndmes. Ce probleme se laine résoudre, cependant, par
une autre méthode d’approvimation que je me propose de montrer.

Supposons que la fonction f(xl,...,xk) soit continue dans un ensemble
ouvert S2. Soit A un ensemble fermé et borné, contenu dans Q. Prenons N
naturel suffisamment grand pour que chaque cube:

0 1. o
Iaﬁ.—xA T i=l,...,fc; n*>N,

(ou ... est un point quelconque de I'ensemble A), soit contenu
dans Q. Nous définissons pour I'ensemble A, les fonctions:

Il est facile de vérifier que les fonctions Fv sont de classe Cl dans
I'ensemble A et y tendent uniformément vers la fonction /.

La formule (1) met en évidence certaines propriétés spéciales” des
fonctions Fv Je n’en énumere que trois:

I. Supposons que la fonction / soit de classe C! dans ii. Les fonctions F»
sont alors de classe C2 dans A et leurs dérivées partielles du premier ordre y
tendent uniformément vers les dérivées respectives de la fonction /.

I1. Si la fonction / possede, dans un point Q e A, la différentielle to-
tale, alors les dérivées partielles du premier ordre des fonctions Fv, prises
dans ce point, tendent vers les dérivées respectives de la fonction /.

I11. Si la fonction / est monotone par rapport a une de ses variables
alors il en est de méme des fonctions Fv.

3. VII. 1945. Szarski J. Sur un systéeme d'inégalités diffé-
rentielles.
Considérons le systéme d’équations différentielles ordinaires:
! (1) yi:f‘(xvyl’_ayn)l *:1 ..... n

ou les fonctions F sont continues dans un ensemble ouvert $2 et ou la fonc-
tion /' est croissante (au sens plus large) séparément par rapport a chacune
des variables: yl,...,y'-i,y<4-i,...,yn. Désignons par:

2 yt = y>i(x), -

I'intégrale supérieure du systéme (1) passant par le point P(A,y")el?
et supposons qu’elle soit définie dans I'intervalle:

(3) xt x<a
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Supposons ensuite que les fonctions g>t(x}, (t=I,.définies dans
I'intervalle (3), soient absolument continues au sens plus large généralisée
et qu’elles remplissent les inégalités suivantes:

(4) %) < W(»0)> i=lI,
G FZD s n
<q désignant la dérivée approximative et les inégalités (5) subsistant presque
partout dans I'intervalle (3).

Ceci étant supposé on a dans I'intervalle (3) les inégalités suivantes:
(6) etx)  yl(x), i=1,..,n.

3. VII. 1945. Leja F. Sur un probléme de I'interpolation
[Ann. Soc. Pol. Math. XVIII (1945) V- 123-128].

10. VII. 1945. Gotab S. Sur un probléme de la théorie des
permutations.

Soit Ztn I'ensemble de tous les nombres naturels de 1 a 2n. Posons

(D

pour x appartenant a Z2n- On établie sans difficulté que la fonction (1)
effectue une permutation de la suite 1,2,...,2n. Décomposons cette permu-
tation en cycles et désignons par

2 % AN (T0LW2>->"%)> W+ on

la suite des ordres des cycles particuliers. La suite (2) peut étre appellée
signature de la permutation (1).

L’auteur anonce un nombre des théoremes resp. des hypothéses sur
la structure des signatures de la suite (1), qui permettent ,a peut pres*
déterminer ces signatures. Quelques-uns de ces théoremes ont une liaison
avec la théorie des nombres.

24. V1. 1945. Mikusiriski J. Sur les inégalités entre les va-
leurs moyennes.

Soit f(x) une fonction continue et strictement monotone dans un
intervalle 1 et soit la fonction inverse. Cela posé, la fonction

sera dite moyenne par f(x) des nombres xIt...,xn.

Si 'on a deux fonctions f(x) et g(x), continues et strictement mono-
tones dans 1, la condition nécessaire et suffisante pour que la moyenne
par f(x) soit constamment inférieure a celle par g(x), est

JOx+ h)—2f(x) + f(x—h)  g(x+ h)—29(g) + g(x—h) .
f(x+h)—f(x—h) g(x+ h)—g(x—h)
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Si, de plus, les fonctions /(») et g(x) sont deux fois dérivables, la con-
dition nécessaire et suffisante pour que la mogenne par f(x) soit non supérieur»

a celle par g{x) est
() 9" (x)

) gk
(cette inégalité doit étre remplie pour chaque x e 1, ou /'(»=(=0 et g'(x)"Of.
La derniere condition fut énoncée indépendement par M. S. Lojasie-
wicz. (Krakow).
Le probleme de comparabilité des moynnes a été considéré par Hardy-
Littlewood-Polya dans le livre: Inequalities, Cambridge 1934; les condi-
tions qu’on y trouve, sont un peu plus compliquées de celles ci-dessus.

24. VVI1I. 1945. Leja F. Sur les suites monotones en moyenne.

1. Une suite {an} est dite décroissante en moyenne 1° au sens arithme-
tique si, quels que soient p et »»=1,2,..., on a

0] + “p
2° au senB géométrique, si on a an>0 et

ap+* \apav

3° au sens harmonique, si an>0 et
2
%+ ~/ap—+1/0/

La croissance en moyenne se définit d’une facon analogue. On démontre
que:

Toute suite monotone en moyenne tend vers une limite finie ou infinie.

Observons que ce résultat reste vrai lorsque on remplace, par exemple,
la condition (1) par la condition plus générale que voici:

au+v+A<x(%+ av+ ou A»-2=1.2,...
ou par

AN+pz+..+Pp < £ =12..

2. Soit <t(x) une fonction continue et monotone au sens strict, <J*“(&) la
fonction inverse et 0 un nombre remplissant la condition O<0<1. Les
notions précédentes s™nt des cas particuliers de la notion plus générale
suivante:

La suite (an) est décroissante en moyenne au sens de la jonction <P(x)
avec le poids e si, quels que soient p et »>=1,2,..., on a pour p~-v
2 ani/<g:( -,[01S(aM)+ (I—<w)< («,)].

Toute suite croissante ou décroissante dans ce sens tend aussi vers
une limite finie ou infinie.
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3. Voici une autre forme de monotonieven moyenne. Une suite (an)
est dite décroissante en moyenne (au sens arthmétique) par rapport a deux
termes précédents si, quel que soit n, on a
(3) <nt2 ] (an+ ®n-Hy

La croissance et la décroissance en moyenne par rapport a p termes
précédents se définit d'une fagon analogue. On démontre, que:

Toute suite monotone en moyenne par rapport a p termes précédents
tend vers une limite finie ou infinie. -

Le nombre p dans I'énoncé de ce théoréeme est supposé fixe. Dans
la cas contraire le théoréme cesse étre vrai. Il existe des suites {«,} diver-
gentes remplissant, par exemple, la condition

ai+ee+a
«n-H<-------z-o---- ' »=12,...

31. VII. 1945. Krzyzanski M. Sur le probléme des valeurs
initiales pour les équations différentielles du type parabolique
[Ann. Soc. Pol. Math. XVIII (1945) p. 145].
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Problémes

1) Soit (Pn(z)} une suite des polyndémes Pn(«)=«no+“ni
et C un continu issu d’un point z0. J'ai démontré ailleurs (Math. Ann.
t. 108, 1933, p. 520) que, si cette suite est uniformément bornée sur C,
on peut faire correspondre a chaque e>0, «<1, un voisinage V de «0
tel, que la suite {Pn(z)-(I—«)"} soit uniformément bornée dans V.
Peut-on affirfner que ce théoréme reste vrai lorsque C désigne un
ensemble fermé de points tel, que le diametre transfini de la partie
commune de C et du cercle \z—z0J-<<i est positif quel petit que soit
<> 0T .
Probléme de M. F. Leja
2) Peut-on affirmer que les conditions suffisantes de la régularité d’une
interpolation (voir ce volume p. 126) sont aussi nécessaires!
Probléeme de M’ F. Leja
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