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SUR LA RELATION ENTRE LE MODULE D’UN DETER-
MINANT COMPLEXE ET SON DETERMINANT REEL,
ASSOCIE. APPLICATION A LA THEORIE DES FORMES
HERMITIENNES ET A CELLE DES MODULES DES MA-

TRICES COMPLEXES

Par J. Szarski et T. Wazewski (Krakdw)

~Chaque transformation linéaire T se rapportant aux points
de l'espace complexe & n dimensions, peut étre interprétée
comme une transformation réelle T* des points de I'espace
réel a 2n dimensions. Nous démontrons dans la note présente
que le carré du module du déterminant de la transforma-
tion T est égal au déterminant de la transformation T*. Cette
remarque nous permet de réduire certains problémes dans
I'espace complexe aux problémes analogues dans I'espace
réel. Nous en donnons I'exemple sous la forme de deux théore-
mes appartenant respectivement a la théorie des formes her-
mitiennes et a celle des modules des matrices complexes.
Considérons la transformation linéaire:

Q) yj=ajkXkr) k=1,...,n.

m n'étant pas forcément égal a n, et ajk,yj,xk étant com-
plexes.

Désignons respectivement par R(z) et 1(z) la partie réelle
et la partie imaginaire du nombre complexe z—R{z)-\-il{z),
et posons:

(2) N2h) =7, = I(&*) = &.

1) Au lieu d’écrire ,_. aikxk, nous écrivons tout court ujkxk- Nous
=i

nous servirons de cette notation abrégée dans le suite.
Rownik Pol. Tow. Matem. T. XX. 1



2 J. SZARSKI ET T. WAZEWSKI

En comparant respectivement les parties réelles et les
parties imaginaires des équations (1), nous en obtenons la
transformation linéaire et réelle:

Vi=ec@lh) 1 Fk—1(ajt) 1 £h
Vi (aik) ' £*+-K (/)  £4

llef. 1. La matrice, & 2m lignes et a 2n colonnes, de la
transformation (3) c. a d. la matrice:

@ R(aik)

sera appelée associée de celle de la transformation (1), c. a d.
de la matrice, a m lignes et & n colonnes:

(5) IMI N,

Notation. Si la matrice (5) est désigne par A, alors celle qui en est
associée sera désignée par A*

Supposons maintenant que A=||<y/,||, B=||&/a||, (j = I,...,m; fc=1......n),
soient deux matrices quelconques aux éléments complexes. En vertu de
la Définition 1 on déduit, sqns difficulté, les relations suivantes):

Q (A-pB)*=A*+B*

F) (k-A)* —k-A* (fc désigne un nombre réel quelconque),
7 (A-BY)* =A*-(B")* (nous multiplions lignes par colonnes).
9 (A =)

e) UTLl =M~1)* (pour m —n et matrice A non-singuliére).

Théoreme 1. Supposons que, pour la matrice (5), on ait
.I'égalité m=n. Nous affirmons que, si la suite:

(6) A2,...,2n.
représente la suite compléte3) de racines caractéristiques de
la matrice (5), alors la suite:

(7) Nel? N2,72» 00

constitue la suite compléte de racines caractéristiques de la
matrice (4).

2) C', C, C~I désignent respectivement les matrices: transposée, con-
juguée et inverse de la matrice C.
3) Chaque racine fc-tuple figure dans la suite exactement k fois.



MODULE D’UN DETERMINANT 3

Déin.: Le polynbme caractéristique de la matrice (4)
a la forme:

)]
I(ajk) ., R(ajk)—ojkh

En multipliant par i les lignes du groupe inférieur de ce
déterminant et en les ajoutant aux lignes correspondantes
du groupe supérieur nous obtenons:

. idjk

9 w(A) =
©) (A) , R@@Jk)- &k

En multipliant, ensuite, par —i les colonnes du groupe
gauche du déterminant (9) et en les ajoutant aux colonnes
correspondantes du groupe droit, nous obtenons:

A 0

oy — U
(10) «@= I(ajk) , ajk—ojk

En vertu du théoréme de Laplace, il en résulte facilement
que:

(11) w(2) = Det(||ayA-<5yA2||). Det(]|a/A-OyA2||)«).

Le théoréme 1 est, comme on le voit facilement, une con-
sequence immédiate de la relation (11).

Posons maintenant dans l'identité (11), 2=0. Nous obte-
nons alors:

(12) w(0)=Det ( j(— ) = Det(||«yAl)-Det(||ayAll) =

= |Det(|IMDp-

Nous avons donc le

Théoréme 2. Le carré de la valeur absolue d'un détermi-
nant complexe est égal & son déterminant associé 6).

Considérons maintenant une matrice d’Hermite:

(13) 1M

¥) Nous désignons par Det(]|<yA||) le déterminant correspondant a la
matrice |«/all-

5) Nous entendons par déterminant associé le déterminant qui cor-
respond a la matrice associée.

1*
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c. a d. une matrice pour laquelle on ait: *

(14) hjk — hkj'
Théoréme 3.
I. Si la suite:

(15) [il, p,n

constitue la suite compléte de racines caractéristiques de la
matrice (13), alors la suite:

(16) pupl,p2,p't,...,pn,pn

représente la suite compléte de racines caractéristiques de la
matrice associée:

- AA SO I

Il. Le carré du polyndbme caractéristique de la matrice
hermitienne est égal au polynéme caractéristique de sa matrice
associée.

Déni.:

I. La matrice (13) étant hermitiennes toutes ses racines
caractéristiques sont, comme on le sait, réelles. En vertu du
théoréeme 1, il en résulte la premiére partie du théoreme 3.

I1. Désignons par w”p), le polyndme caractéristique de la
matrice (13) et par w2(m), celui de sa matrice associée (17).
En vertu de ce que nous venons de démontrer, nous avons:

(18) wNz) = (I"—,«)...(/],,—I1)
(19) w2(/z) = (pi—p) (Pi—p) ...(p,,—P) (Pn—p)-
Il en résulte que:
(20) w2(/z) = (Wnz))2 c.qg. f. d

Considérons, a présent, une forme d’Hermite, c. -a -d. I'ex-
pression:

(21) hpXjXk 7) -

6) Il est clair, en vertu de (14), que la matrice réelle (17) est symé-
trique.

n n
7) Le symbole hpxjxk désigne la somme double £ V hjkxjx/,.
j=I k=l
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ou ||Mfc|| est une matrice hermitienne. En vertu des relations (14),
et en nous servant des notations (2), nous avons:

(22) hakxjxk = B, {hjkx]xK) = R(1iK)&k-\-Tt(hJk ) Lik—

Il en résulte que la forme d’'Hermite correspondant a la
matrice (13) est identique avec la forme quadratique réelle
correspondant a la matrice symeétrique (17).

Supposons maintenant que, pour une autre forme d'Her-

mite, correspondant a la matrice hermitienne on ait
I'inégalité:

(23) hjkXjXk~:hjkXjXk 9)

et que les suites:

(24)

représentent respectivement les suites completes de racines
caractéristiques des matrices |[fyA| et ||AJAll.

En vertu du théoréme 3, des relations (22) et (23), et d'un
théoréme bien connu 8 se rapportant aux formes quadratiques
réelles, on a alors les inégalités suivantes:

(25) 1.<(, i=1,.. .«

Nous avons donc Je

Théoreme 4. Si deux formes hermitiennes, correspondant
respectivement aux matrices hermitiennes ||7g*|| et ||/g*|| remplis-
sent I'inégalité (23), alors leurs racines caractéristiques respecti-
ves (24) satisfont aux inégalités (25).

Def. 2. Par le module d'une matrice |la#|, (/=!,...,w;
it=1,...,n) aux éléments complexes, nous entendrons lI'expres-
sion suivante:

(26) I™NDet(M-||M]
(ou nous multiplions lignes par lignes).

8) Les expressions figurant dans I’'inégalité (23) sont, comme on le sait,
réelles.

B) Courant-Hilbert: Methoden der mathematischen Physik, Ber-
lin 1924, p. 18.
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Remarque 1. Le déterminant Det étant égal,
en vertu du théoréeme de Cauchy, a la somme de certains dé-
terminants multipliés par leurs déterminants conjugueés,
I'expression sous la racine est toujours non-négative.

Remarque 2. Si m=n, le module de la matrice est égal
a la valeur absolue de son déterminant.

Théoréme 5. Si l'on désigne par m= le module de la ma-
trice associée de la matrice ||ay*||, alors on aura la relation
suivante:

(27) JF*=Ne.

Dém.: Posons: =
En vertu de la définition 2, nous avons:

(28)

(29)
| /ta 1 ~r1*~Ar1 — Arid ri‘tisi \
arra»i1—ari-asi, arl-asl + arrasi
J \ i i-asi l-asl i/

En vertu du théoreme 2 nous avons l'égalité:

|Det (llari-asi+dri-a'si-Vira'ri-dsi-dri-ar)ll) |2 =
30 t ot | ottt ffooto\
(30) G—rl*d9[-\ G-rl*dsh dri*dsi  drrdsl |

drl*dsl - drl*dsl) dr[’dsl \ drl'dsl /-

En rapprochant les relations (28), (29) et (30) nous obtenons

la relation (27) qu'il fallait démontrer.
n

10) Le symbole arl-agl désigne la somme Ei, arrasi- enes® mf'me
. d’autres symboles de la forme analogue figur_ant dans (28) et (29).



SUR LES SOLUTIONS DE L’EQUATION LINEAIRE DU
TYPE PARABOLIQUE DETERMINEES PAR LES CONDI-
TIONS INITIALES

Par Mirostaw Krzyzanski (Krakéw)

Je me sens obligé de faire plusieurs rectifications et remar-
qgues concernant mon travail, qui vient de paraitre dans ces
Annales, t. XVIII (p. 145). Voici en quoi elles consistent.

1'. Les énoncés des théorémes Il et Il (n-ros 6 et 7))
sont inexacts. L’application des théoremes de M. Gevrey
exige des hypothéses supplémentaires 2) concernant les coefif-
cients de I'équation (1) et la fonction /. Or le procédé dont
je me suis servi dans la démonstration de ces théorémes permet
de démontrer un théoréme, qui met mieux en évidence la
portée des méthodes appliquées.

Théoréeme. Nous supposons que: 1° les coefficients J.,*, aj
et ¢ de l'équation (1) satisfont aux conditions (3), &=1 et /
est continue, de classe £2, 2° étant donnée une fonction
ANX2,...,y), continue dans la couche Ro (voir 3, p. 147), il
existe dans tout parallélépipéde R”, détaché de la ¢ouche Ro
par les hyperplans a?/=const (i-1,2,...,m), une solution de (1)
identigue a O pour y:= 0 et sur la surface latérale de R<°\

Alors, si la fonction O0 de classe E2 dans Ro est choisie3)
de sorte que ">0(x1,x2,...,xm,0)—<p(x!,x2,...,xm), la suite des
solutions u,, de (1) déterminées dans les parallélépipéedes R(
---------------------- e

1) Les numéros des paragraphes, pages et formules qui sont cités
dans la présente note, se rattachent au travail du t. XVIII.

2) Voir le travail cité a la page 150 (t. XVIII).

s) On peut poser d’ailleus $o(x1,x2,...,xm,y) = y>(xI,x2,...,xm).
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détachés .de Ro par les hyperplans xt= %>, telles que:

RN (*Ti, "2? d)— ¢ a22j

(A) un(x1,x2,...,xm,y) = g>0(x1,x2,...,xm,y) sur S*0,

¢\) étant la surtace latérale de P,,\ est convergente pour a—>-00
dans une couche RCRO, dont la hauteur h dépend des coeffi-
cients de (1) et des fonctions / et O0. La limite u= lim un est

n->00

une solution de (1), satisfaisant a la condition (2). Elle appar-
tient a la classe E2.

La démonstration ne differe point de celles des th. | et I,
les conditions (9) étant remplacées cette fois par (A).

On peut supposer, sans restreindre la généralité du résultat,
que c>0, car, dans le cas contraire, on tait le changement
de l'inconnue: «=«/m’ (yj>y).

2'. Dans la définition de la fonction H (n-ro 3, p. 148)

le nombre 6 doit étre inférieur a - Dans les formules pour
F(H) manque le facteur H aux seconds membres.

3'. Supposons qu’au point P(x1,x2, ...,xm,y) on ait: 5
«*=i

ni ni
—2(2 anjaj\2- D’aprés M. Giraut (voir le travail cité a la
n=l"J=1
p. 150), la fonction u(xl,x2,...,xm,y), admettant au voisinage
de P les dérivées du l-er ordre continues, est une solution de
I'équation (1) au sens généralisé, lorsque:

S(«)+/-0,

ni
vi c)h

—«W1+ + ou X,,,X,,,X"" sont les points aux

coordonnées égales resp. a: Xi+gnlt,y(i=X,2,...,m)-, xt—qgnlt,y;
xt,y + bl2.

On peut démontrer que si dans un domaihe borné D, limité
par deux caractéristiques et une surface S, les coeffitients b
et ¢ sont supérieurs aux constantes positives b0 et c0, /O
(ou /<0), et la fonction u est a l'intérieur de D une solution
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de (1) au sens généralisé, elle ne peut atteindre dans D un
maximum positif (resp. un minimum négatif) que sur la sur-
face S, ou sur la caractéristique intérieure 4%

Observons enfin que le changement de l'inconnue u=v-H
(voir n-ros 4, 6, 7) transforme 5(w) en une expression avec
le coefficient de v égal a F(H), donc positif. Il en résulte que
le théoréme énoncé dans la présente note s’applique aussi
aux solutions de (1) au sens généralisé.

4'. Nous avons supposé jusqu'ici que les coefficients de
I'équation (1) sont bornés. On peut étendre les résultats obtenus
au cas, ou les coefficients cq et ¢ satisfont aux conditions:

lall<<« (| |+1j (a et y — deux con-
s=1 stantes positives),
Ait restant encore bornés et b=I. En effet, il suffit de modi-

fier le coefficient /i(k) dans I'expression pour la tonction H
(voir le n-ro 3) de sorte que l'on ait encore F(H)>0 ®). A cet

effet on pose: u(k) = 4&114- 2a-% + "

Les équations de cette espece interviennent dans la théorie
de la diffusion 6).

4) Un théoréme analogue pour I'equation du type elliptique et pour
c!>0 a été démontré par M. Giraud. Voir: Bulletin des Sc. Math., 2-me
s. t. LV1 (1932), p. 248.

6) Le lemme du n-ro 5 reste valable a condition du choix convenable
de la hauteur de la couche T?2.

6) M. Smoluchowski: Uber Brown'sche Molekularbewegung. Annalen
der Physik. Band 48 (1915) p. 1103—1112.



SUR LA THEORIE DES OBJETS GEOMETRIQUES

(Réduction des objets géométriques spéciaux de premiére classe aux
objets du type d)

Par St. Gotab (Krakow)

Dans le travail présent je démontre que dans I'espace
a un nombre quelconque de dimensions n chaque objet géomé-
trique de premiére classe (selon la terminologie de MM. Schouten
et Haantjes) 1) a une et unique composante est un objet du
type d 2). Le probléeme de la détermination de tous les objets
du type A étant déja résolu3), il en est de méme de la question
de trouver tous les objets purs de premiére classe.

En ce qui concerne la terminologie, nous renvoyons le
lecteur au travail cité plus hautd).

Etant donné dans l'espace n-dimensionel Xn un pseudo-
groupe 5) de toutes les transformations:

D (»=1,...,«)

telles que les fonctions <pt possedent les dérivées partielles du
premier ordre continues:

) 0-k
et telles que le jacobien
(3 A =la/*| =h0.

4) J. A. Schonten et J. Haantjes: On the theory f>f the geometrie
object. Proc, of the London Math. Soc. Ser. 2. Vol. 42 (1937), 356—376.

2) St. Gotab: Uber die-Klassifikation der geometrischen Objekte. Ma-
thern. Zeitschr. 44 (1938), 104—114, § 3.

3 L c.)

9LCD)

5) St. Gotgb: Uber den Begriff der ..Pseudogruppe von Transformatio-
nen“. Mathern. Annalen 116 (1939), 768—780.
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Désignons par &, resp. par x, la composante d’'un objet
géométrique dans le systéme (£*) resp. (E*).

Nous supposons que l'objet donné est un objet géomé-
trique spécial, pur de premiére classe, c’est a dire que la loi
de transformation de la composante a la forme suivante:

4) x=f(x,allf) = f(x;a).

La fonction / est une fonction de 1-f-n2 variables indé-
pendantes. La méthode que nous allons appliquer dans la suite,
exige I'hypothése supplémentaire que / soit pourvue des dé-
rivées partielles continues du second ordre.

La fonction / doit satisfaire a une équation fonctionnelle
itérée. Pour I'obtenir nous envisageons encore un troisiéme
systeme de coordonnées et posons:

&= yz(f*)

Nous avons d'une part:

(6)
D’autre part, si nous posons:

nous obtenons:
(8)

11 est manifeste que (6) et (8) conduisent a la relation:
9 1{/(a?;a);/3}=/(aqy).

Mais on a, d'aprés une propriété bien connue,

(10)
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et, par conséquent, la relation (9) prend la forme explicite
suivante:

HI(E> uik)iPtk}— f(xi  @ijajk)’

V)
J

L’équation (11) doit étre remplie identiquement par tous

les aik et pourvu que l'inégalité (3) ainsi que l'inégalité

(12)

soient vérifiées et pour tous les x appartenant a un ensemble E,
dont la nature importe peu en ce moment.

Remarquons encore que la fonction / doit satisfaire a une
équation supplémentaire, qui n’est pas une conséquence de
I’équation (11) et qui provient du fait, qu'une transformation
identique ne peut pas changer la compo-
sante de I’objet. Nous avons donc:

(13) x=f(x,0k),

ou 0Olk est le symbole de Kronecker bien connu.

Nous désignons dans la suite par /0 la dérivée de / par
rapport a la variable x et par frs la dérivée partielle par rapport
§ Clrse

(14)

L’équation (11) admet des solutions constantes ainsi que
la solution triviale /=X, qui ne dépend pas des variables aA
Nous excluerons dans la suite les solutions de ce genre en
supposant qu’'une au moins des dérivées frs soit différente
de zéro:

(15) frs=k0 pour un couple (r,s) au moins.

En différentiant I'’équation (11) par rapport a nous
obtenons:

(16)
rs
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Comme

(17) YIS =R — = RrjraRiOsl = Brirsk,
sak o vodk

la relation (16) prend la forme:
(18) f R} fth(X',a) — =2 frk(xiy)Bri-

r

En posant dans (18) aik= 6a et en tenant compte de (13)
et de ce que

(13) ytk= 2 Aijalk— 2 flijOjk= Pth,
j |

nous parvenons aux relations:

(20) Llo{xrf}-ftk(x,6lk) = 2 frkfaii-Pri-

Comme les fonctions /w*(«,6,A) ne dépendent que de la
variable x, nous pouvons poser:

1) Jik(x, atkj — cot/tix),

ce qui nous permet d’écrire (20) sous une forme abrégée:
(22) 2 Rrffrk(X-,R)=d>iil (x)-fO(XiR).

Le nombre des relations précédentes est égal a n2, car les
indices i,7c parcourent les valeurs indépendamment.
Traitons (22) comme un systeme de n2 équations aux deérivées
partielles homogénes du premier ordre a une fonction inconnue f,
en supposant pour le moment que les coefficients co/*(z)
soient connus. Transformons ce systéme en un systéme équi-
valent de Jacobi. Cette opération peut étre exécutée en re-
solvant le systéme par rapport aux dérivées /,*, parce que
le déterminant W des coefficients est égal, comme un calcul
facile le montre, a:

(23) W=|A*['1=|7n +0.

En résolvant (22) par rapport aux jik{x-,(j), nous obtenons:

(24) Bijoijk,
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ou Bsj est le mineur algébrique de I'élément fa dans p. Les
relations (24) peuvent étre facilement vérifiées en s'appuyant

sur un théoréme bien connu:

(25) =

D’apres notre hypothése (15) le systeme (24) admet les
solutions non triviales (ne se réduisant & une constante). En
égalant a zéro tous les crochets de Poisson nous obtiendrons

quelgues conditions nécessaires pour les coefficients w.

En introduisant les abréviations:
(26) Xikf- fik—( —y corfr) 0,

r

nous pourrons écrire notre systeme sous la forme:

(27) Xtkf=0
Prenons un couple (j,l) différent de

(28) (i—j)2+(&—12)2>0

et formons le crochet de Poisson:

(29) (X"XjM.

Dans ce but remarquons, qu’il subsistent les relations:

XiNji ——y/,
xri-—y g,

(Xji)ik= —
(30) " o (
(X«)o = — "Wrk'Jo
. r
(in)O - B_Jr -Oi]rr(‘o-

r

A cause de (30), nous aurons:

Z Bir
r

V BJ

~("si

(31)

1ji

) VT-

opji
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Comme nous avons exclu le cas d'un scalaire, on a
Le cas, ou E se compose de deux points seulement, c’est a dire,
ou notre objet représente un biscalaire étant aussi mis de coté,
I'ensemble E renferme alors un intervalle Et. On peut s'arran-
ger de facon que dans un sous-intervalle Eo soit satisfaite
l'inégalité:
(32) /0=(=0 pour les x e Eo.

Le systeme (27) étant un systéme de Jacobi, nous en con-
cluons que tous ses crochets de Poisson s’annulent identique-
ment. Si nous prenons cela en considération, nous obtenons
de (31) en vertu de (32) les identités suivantes:

K B—irlij%)rm)fsl —

(33) r Xl ) - r rs
e e pour X e Eo.

rs
Nous avons d’aprés la régle de différentiation du quotient:
_ P(B.jT—B,r([7)ff
»Vji F

La formule de différentiation des déterminants donne
d’autre part:

(34)

(35) (F)/z— 37

donc:
IZSTaY _ BirBji

(36) \r/;7 V R
(BM _(BInNk BrBik
\FLa F F

L'identité (33), multipliée par p2, prend alors la forme
suivante:

= et remplissant l'inégalité (28).
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Nous affirmons que l'on a:
(38) (BinJk= (Bjjtk.

En effet, le premier membre de I'égalité (38) résulte de
deux opérations consécutives: on supprime dans p la i-eme
ligne et la r-ieme colonne et ensuite la j-ieme ligne et la fc-ieme
colonne. Le deuxiéme membre est obtenu si l'on supprime
dans p la j-ieme ligne et r-ieme colonne et puis la i-ieme ligne
et la /c-ieme colonne. Il est évident que dans chaque cas on
parvient au méme résultat final. Si nous tenons compte de (38)
et si nous posons 1—ic dans (37) nous obtiendrons:

(39) wrk{BikBIr—BirB]k) +  BirBjs(corka>'sk — wskco'rk) =0

pour XeEo.
Les identités (39) sont satisfaites pour tous les x de l'inter-
valle (la variable x figure implicitement dans les coeffi-

cients co* et et pour toutes les valeurs de /7% qui,

comme variables indépendantes, figurent dans les mineurs B.
D’aprés un théoréme de Cayley, nous obtiendrons les relations
équivalentes si nous remplacons partout Bik par pe+?* ou—
ce qui a cause du caractere homogene des relations (39) re-
vient au méme — par les ik Nous aurons dans ce cas:

(40) —filrfijk) +  PirPjsCutrkMsk — Mskwrk)—O0.
r rs
La différentiation de I'identité (40) par rapport a jsik hous
donne:

/%, Mrk(Pjr~[- PIk&ijOkr— fiir<hjOkk—A"JkAiirkr) +

(41) '

—8— (a>rka>'sk—a>ska>'rk) (fijsoliork + Pirdjiosk) — 0.
rs
Comme i=~j, on a <5/7=0 et, par conséquent, la relation
précédente se réduit a la suivante:

Wrkfijr — WkkAJk-V (Mkk<»3k—(I>skto'kk)fljs = Q
(42)
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Effectuons la différentiation de (42) par rapport a (jp,
en supposant que

43) p=H.
Nous obtiendrons:

(44) ci)p*+coa*Wp*—— =0 (p="k).
Fixons pour le moment l'indice k et posons:

(45) Mpk=Xp P/K.
Les identités (44) peuvent étre écrites sous la forme:

(46) Ap" —ApA*=0 p= 0 _ —1fcf1

Notre but est de démontrer que l'on a dans un sous-
intervalle E*CEO( idéntiquement:

47) ApsO pour p="k.
Deux cas sont a distinguer suivant que
(48'a) z*=0 dans Eo ou (48 b) dans Eo.

La possibilitt 2*=0 ou «**=0 conduirait a cause de la
relation (42) a l'identité:

(49) (orkfljr=0,
r
ce qui, en tenant compte de (12), impliquerait:

(50) wA=20 k fixe, r=1I,
(50) et (24) donnerait:
(51) ftk=0 k fixe, i=1,...,n.

Nous allons montrer que I'hypothése (51) impliquerait
les relations

(52) /re-0O

pour tous les r et s, contrairement a (15).
Soit, en effet, (r,s) un couple quelconque de nombres entiers
de 1 a n tels, que s"=k. Nous avons:

(53) y™ = prja/s=(Ehaks+ firj1ajs
J Jik
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX, 2
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Nous posons dans la suite:

fllk—t
(54) Pih=0 pour les i="r
aks—cto=h 5

a*l -0 pour les

Fixons toutes les valeurs de ytj (j +fc) a I'exception de I'é1é-
ment yrs et considérons le systéme:

(55) —Ji]

m (M)=Hm)
comme un systéeme d’équations aux inconnues fi et a. Il'y a
n2—n—1 d'équations. Le nombre des inconnues est égal a

(56) (n2—n) + n2— (n—1)—(n—2) = 2n2—3n + 3,

car les quantités «* ne figurent pas dans le systeme (55)f
les (n—1) valeurs de /5« sont’déja déterminées par (54) et les
(n—2) valeurs de ak] j=f=&) 1° sont également par les

formules (54).
Comme la différence

(57) 2n2—3n + 3—(n2—n—I) = (n— 1)a4-3

est positive, il est toujours possible de trouver les solutions
du systeme (55) remplissant en outre les conditions supplé-
mentaires:

(58) J4=0, 174=0.

Soit a] et jSy une de telles solutions. En introduisant ces
valeurs dans I'équation (11) et en tenant compte du fait que
la fonction / ne dépend pas en vertu de (51) des variables a/k,
nous obtiendrons:

(59) I{/(®,a?)), "IN [®,yvI-
Remarquons maintenant que I'élément yrs dans le deuxiéme
membre de I'équation (59) est de la forme: *

(60) -
J*k
et que t ne figure dans aucun autre élément ytj a cause des
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relations (54). Comme les valeurs de y/j sont fixées d’'une ma-
niere arbitraire, il s'ensuit de l'identité (59) (I'identité consi-
dérée par rapport a t et x) que la fonction / ne dépend pas
de la variable ars. Nous somme ainsi conduits a (52). Le couple
(r,s) étant choisi arbitrairement, nous sommes ainsi conduits
a la contradiction avec (15). La premiére des éventualités (48)
ne peut pas donc avoir lieu. 11 s'ensuit qu'il existe un inter-
valle E*. sous-intervalle de Eo, tel qu'on a

(61) 2*4=0 dans E*.

Dans ce cas les relations (46) peuvent étre transcrites sous
la forme équivalente:

62 = +
(62) W P

En intégrant les équations ci-dessus nous obtenons:
(63) Ap=Cp-u*(4») p"~k

ol nous avons posé pour abréger:

(64) pk(x)=e

En tenant compte de (64), les relations (44) prendront la
forme suivante:

(65) Pk ---CPk-/.ik(x) p le, Cpk constantes.

Pour avancer le raisonnement plus loin, retournons aux
relations (37) en y posant

(66) j=i, I="h.
Nous obtiendrons alors:
(67) (Bir)n=0, (Btriti—0,

parce que le mineur Bir ne contient ni I'élément /5« ni
I'élément /3«. A cause de (67) les relations (37) prendront
dans ce cas la forme suivante:

(68) (BikBirMri  BirBiia>rh")-f- N BirBiS{wrkw'si— cosia)rh) = 0-

2*
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Comme auparavant, nous passons des relations (68) aux
relations équivalentes:
(69) (fiikffirtirl ~ ~irPilMrk)+ fir(lts(@>rkMsl  0>sl(Drk) = O-
r rs
La différentiation des équations (69) par rapport a p5-*
nous fournit:

(flir'Uri =+ flik akr COrl — PilOkrMrk)-\-

(70) 0 {~rkinsl (tisIUTK) (fiirtks 4% fiis~kr)—o0

rs
ou, apres la réduction,

-+ Pis(o>kk"'sl — CL'szCU**) = 0.

;
En différentiant les derniéres équations par rapport a

nous obtenons:

(72) a>u — Mkk~}~ <iiik(nki — (OkiMik —+ Wkk<*>u—i»u(ji)'kk= 0.
Remarquons maintenant qu'on peut établir d'une fagon

tout a fait analogue qu'auparavant les inégalités suivantes:

(73) </# = o)ji) =F0 pour j=u,..., n dans e**,

x> €tant un sous-intervalle de L*. Les formules (65) ont
donc lieu pour tous les couples (p.fc) tels que p=f=A*. Les rela-
tions (72) peuvent étre transcrites de facon suivante:

(74) A 4w+ (0ikMKi—u>ki(rik — A
oUu nous avons posé pour abréger:
(75) Aki = 2+

En tenant compte des formules (64), (65) et (75) nous
pouvons écrire:

(76)

Les relations (74) et (76) donnent:
(77) Ahi{ k" i-\-CihfikCKi/ii}—() pour le4=1.
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Pour démontrer qu’on a
(78) A/=0

différentions I'équation (71) par rapport a En effectuant
cette différentiation nous obtenons le résultat

(79) 2(a)hi-]- cekkMki—a>'kkO)iii) = O,
ce qui donne, d'aprées les formules (64) et (65),

(80) Cm™N{i+a*"N="-3a; }=o,

ou encore, d’aprés la notation abrégée (75),
(81) Chip.1-Ahi — 0.

pi étant positif noos en tirons:

(82) ckl=Q ou Au= 0.

Mais la prémiére éventualité cm= 0 donne en vertu de (77)
et de (73) la relation (78).
En tenant compte de (78), nous obtenons d’aprés un calcul

facile:

(83) Mrktosl  (Urkwtl *GrkCsllIkUI n
MM
et
(84) 2-kMsl—-XkU>al = Csr y (-0*Z—A/) = —calPI= — Mal  («+*)e

Les relations (78), (83) et (84) nous permettent maintenant
de faire la conclusion suivante. Revenons aux relations (37).
En séparant les sommes en parties, on obtient

J7 . {(Binjli(»rk--- (Bjr)lk1 Mrl} + BjkBjlty.1----A/;)
-+ BikBptosi— BirBjiOifkA-"ikBji~k™Nl—Nek)
85 8=*1l r="=k
( ) -+ BirBji(<orkl'i—<Or*A/)4- BikBjs(titCugi—AkMsi)
r+k ' s#l
-+ BirBj ((ork Mal— (Ork Mal} — O
r+* .
«=M

ou &4=Z
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L’expression soulignée en zigzag est égale a zéro en vertu
de (83). Les termes soulignés une fois s’annulent a cause de (78)
et les termes soulignés deux fois et trois fois respectivement
s'annulent gréace a la relation (84). Il nous reste la premiére
somme qui, divisée par p et décomposée en deux sommes
partielles, prend la forme:

(86) (Binjrcork= 21 i+

Supposons en particulier i=£j et

Prenons dans la somme du premier membre de (86) le
terme correspondant a l'indice r difiérent de k. Dans chaque
terme du déterminant apparait un (et un seul) élément
de la fc-iéme colonne du déterminant F. D’autre part le dé-
terminant (Bjr)ik, qui résulte justement du déterminant V
par élimination de la Méme colonne, ne contient aucun élément
de la Méme colonne. Il en résultent les identités suivantes:

(87) cor*=0 pour r~k.

On démontre d’'une maniere tout a fait analogue qu’on
a ct>rf=0 pour r™l. L’identité (86) se réduit donc a la relation:

(88) {Bikjji-h—- ~E jid~— k1.

Comme (BIt)ji—(Bji)ik, la derniére relation se transforme
comme suit:

(89) (Bikfjrrii—A) = 0.

Si pour les k et | fixes (jB/*);/=0 pour tous les 1i,j
cela montrerait que la matrice obtenue de F par la suppression
de la Méme et de la Z-iéme colonne devrait étre d’un ordre
inférieure a (n—2), ce qui contredirait a I'’hypothése F=f=6.
On a, par consequent:
(90) 4=

Les relations (87) et (90) nous permettent d'écrire, d’apres
les résultats précédents,

(91) Wi (2) = G e(#),
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ol w(®) représente une' fonction différente de zéro:
(92) co(e)=]F0 dans EJ*.

Le systeme (27) prend alors la forme définitive:

(93) [«—"ce(ee)Vo =0

Le raisonnement précédent est en défaut — comme un
lecteur attentif I'a remarqué — dans le cas n—2. Dans ce
cas l'expression (Bir)ji ne peut pas étre envisagée comme le
mineur provenant de F par la suppression delai-éme et j-iéme
ligne et de la r-ieme et Z-ieme colonne.

Dans le cas n—2 le raisonnement serait comme suit. Un
calcul facile nous montre que .

(-"1)22 — (-"22)11 — 1, (-M2)21 — (-®21)12— -b

(91)

tous les autres (Bil’)BzO.

Le systeme (27) prend alors la forme:

(95)

Les (six) crochets de Poisson possedent une structure trés
compliquée et il est intéressant de remarquer qu’il est plus
avantageux de ne pas traiter le systéme de Jacobi (95), mais
de prendre comme point de départ le systeme primitif:

-~1/ =wn/o— BUfil—~21/21=6
(96) o) = e RziKz—o

“vi/= >*21/0  BIjIl  /22121=9
~m4/ 022/0 1212 12222 — 9
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Les crochets de Poisson pour ce systeme se laissent calculer
d’'une maniére relativement simple:

(«n«i2—«i2«Ti)/o+ /12 -+ ~21/22
(.Xi,-54)/ = («11 «21—«21 «11)/o + ~12/11 + ~22/21

(Xi,Xi)f = («h «22—«22«11)/0

(X2, X3)f = («12 «21—«21 «12)/0 4 Plifil + ~21/21— plifl2—P2J22
(X2, Xi)f = {a>\2M22—Mi201'12)fo-p P1If12-Y Puf2

X3, Xi)f = («21 «22—«22 «21)/0 + PNfll + ~22/21-

Comme le systeme (96) est un systétme complet, tous les

crochets précédents sont des combinaisons linéaires des expres-
sions XJ, XJ, XJ, XJ. Nous avons en effet:

(X,,XIf=-XJ
(KNMXIN-XI
(XL, XJf=0

(98) Xz, xjf=-%xj+X%j
(X2,X3f=-XJ
(X3,XIf=-XJ.

La comparaison des coefficients correspondants nous fournit
les six relations pour les «m*:

O>11 A12A11 =  A12
~21
CO11 £1199" " 'Wo2 Ul —
(99) ? 2 1 .
«12 «21---«21 wi2 — U>2~~~<r11
«12¢l22  W2WI12 =  wi2

«2iwae—(U22M21~ w2l

Parmi ces relations il N’y a que quatre qui sont indépen-
dantes. On établit sans peine que les deux dernieres ne sont
en réalité que les conséquences des quatre premieres.

Nous envisagerons tout d’abord la troisieme relation. Nous
en déduisons:

(100) «2=a-«Uu, ou a est une constante.
En introduisant cette relation dans la cinquiéme et la
sixieme de ces équations nous obtenons:
a («12 «11—«11 «12) — —«12

(101)

A («21 «Tr— «u «21) — —«21,
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ce qui, confronté avec la premiére et la deuxieme équation,
nous donne:

102) RS )

Deux cas soni a distinguer dans la suite. On bien on a
(103) a—-1, )
ou bien
(104) (012 ~21  O*

Supposons le (103). Il s’ensuit —cou et la quatrieme
équation fournit
(105) W12C021—<0210)12 2con.

Multiplions la premiére équation par <021, la deuxieme
par —C012 et ajoutons les membre a membre:

(106) <021 <012 <011----<012<021<011 = Ch2L O>12— <W12(°21
ou
(107) (COILCO12-— <012<021) (1-- COM)=0.

De la nous tirons a cause de (105):

(108) &>n(l —coh) = 0.
Ici se présentent de nouveau deux cas a distinguer:
(109) «u=0,
ou bien
(HO) <011 = 1.

Envisageons succesivement chacune de ces éventualités.
Le cas (109) donne avec (105):

(111) c02l =3acol2, b est une constante.

Mais la premiére des équations (99) fournit col2—0, donc
c2i= 0 et (100) implique c022=0, d’'ou tous les &¢*=0, ce qui
est impossible, car dans ce cas notre objet ne serait pas un
objet de premiére classe. La possibilité (110) implique &u = x+c.
Dans ce cas 2 =—x—c et la premiére des équations (99)
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conduit & (a?+ c)c0'i2—<012=—«12 ou a

(112) @ -J-c)col2—0

d’ou cei2=0; la deuxiéeme équation donne «21 =0, ce qui en te-
nant compte de (105) impliquerait lI'identité impossible (109).
L’eventualité (103) conduit dans tous les cas a la contradiction.
Il nous reste (104). Ceci donne avec la quatrieme équation (99):

(113} 22 — 0J]1
et, par conséquent, nous avons — comme dans le cas n>3 —
(114) 0« = <5»(e(®) w(0;)4=0.

Retournons au systeme (93) valable maintenant pour
tous les Fixons les indices i,Ic et envisageons le systeme
correspondant des équations ordinaires écrit sous la forme
incorrecte, mais ordinairement employée:

dGiji ~ dljik [7 dx

0 (B j=\=i ou Il

(115)

Le deuxiéeme et le troisieme membre nous donnent:

En tenant compte de

(117) W
nous en tirons:
(Us)

ou

(119)

Il suit de (119) que la fonction
¢ dx

(120) (P, D)= 1<’
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représente l'intégrale premiere de I'équation
/pi\ _ F_
T dx — a)(X)Bik

Comme (120) ne dépend pas des indices i,k, (120) est une
solution commune pour le systeme (93). Mais (93) est un sy-
steme de Jacobi a n2 équations pour la fonctiou de w2+ I va-
riables indépendantes; il posséde alors une seule et unique
intégrale indépendante et la solution générale est une fonction
F arbitraire (inversible) de cette intégrale. Nous avons donc

(122) IGrB) = 1'(p-e N = (7(77).

La formule (122) subsiste pour les x de lintervalle E**.
Il nous reste a montrer, que la formule (122) peut étre étendue
sur tous les x.

Il résulte de nos derniéres recherches 6) que I'ensemble E
est un intervalle ouvert (fini ou infini) ou se compose de deux
intervalles ouverts. Dans le premier cas on établit par des
considérations s’appyant sur la continuité de la fonction G
que la validité de la formule (122) peut étre étendue sur I'en-
semble E tout entier. Dans le second cas on a E—E1-\E2 et

(e, P) pour xe Er et p=>0

6r2(<r, F) pour xe E2 et p>0
(123) /W) = (%3, F) pour xeEi et p<0

(?4(, F) pour xeE2 et p<0
et dans ce cas on démontre qu'il existe une fonction F*(u)
définie pour tous les «4=0> inversible dans son domaine d exi-

stence, monotone au sens stricte pour les w>0 ainsi que pour
les w<O et telle que

(124) f(x-,fi) = F*(v-<p*(x))

ou y* est la fonction inverse de la fonction F*.
Dans tous les cas notre objet se réduit a I'objet du type zI,
ce que nous voulions établir.

) 1. c. 2).



CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES QUI
DETERMINENT LES ESPACES EINSTEINIENS, CONFOR-
MEMENT EUCLIDIENS ET DE COURBURE CONSTANTE

Par W. Wrona (Krakdw)

Introduction

Le calcul tensoriel et le calcul différentiel! absolu dont les
origines remontent aux travaux de Gauss, Riemann, Chri-
stoffel et Ricci commencent & evéiller un plus grand intérét
et atteignent un dégré de développement exceptionnel grace
a la théorie générale de relativité pour laquelle ils présentent
un appareil calculateur indispensable. Ces calculs conduisent
aux relations et équations qui ont un caractere invariant,
c’'est a dire indépendant du choix du systéme de coordon-
nées dans un groupe des transformations envisagé en ex-
primant, par conséquent, les lois qui régissent la géométrie.
Dans les équations tensorielles chacun des indices courants
am,...; A',peut étre remplacé par lindice déterminé
pris des suites 1,2,...,n; A",2",_.de cette maniere, des
relations générales nous obtenons immédiatement les relations
entre les composantes des grandeurs envisagées dans un sy-
stéme de coordonnées déterminé. Ce fait donne l'avantage au
calcul tensoriel sur les autres méthodes d’analyse directe.

Nous avons a I'heure qu'il est beaucoup d’ouvrages qui
initient aux méthodes du calcul tensoriel & n’en parler
que de ceux de Levi—Civita, Eisenhart, Eddington,
Szirokow, lllavaty et d’autres. Sous une forme perfectionnée
il fit exposé dans l'ouvrage de Schouten et Struik intitulé
»Einfiihrung in die neueren Methoden der Differentialgeomerie”
(Nordhoff, Groningen, B. I. 1935, B. Il. 1938).

Dans le travail présent nous allons nous servir des symboles
dont se sert Schouten dans son ouvrage. Dans le premier cha-
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pitre nous donnons un apercu abrégé des conceptions et des
formules de la géométrie rimannienne a dimensions. Nous
nous bornons aux explications des notions et de leurs propriétés
qui seront indispensables pour notre travail.

Afin d'abréger ces considérations préliminaires, les défini-
tions des certaines notions sont données sous une forme diffé-
rente de celle qu’il est d'usage de donner habituellement.
L’'essentiel de ces notions n’en est pas altéré. Nous n’avons
que facilité I'application de ces notions aux considérations
ultérieures. Le but de ce chapitre est celui de familiariser
le lecteur qui n’a pas étudie le travail cité de Schouten-Struik
avec les symboles dont nous nous servirons dans la suite.
La théorie de la relativité a mis au premier plan I'étude de ces
espaces particuliers de Riemann dans lesquels régit la loi de
gravitation formulée par Einstein et qui ont recu le nom des
espaces einsteiniens. Un cas particulier des espaces einsteiniens
sont les éspaces a courbure constante de la géométrie non eucli-
dienne et qui ont donné I'essor aux recherches de la géométrie
moderne. Les chapitres 11 et 111 expliquent? précisément les
particularités de la courbure scalaire de la m-direction des
espaces einsteiniens et conformément-euclidiens. Le chapitre IV
contient les considérations analogues pour les espaces a cour-
bure constante en présentant les résultats sous forme de géneé-
ralisation de la proposition de F. Schur. Dans tous ces cas
les espaces a quatre dimensions furent traités d'une maniére
particulierement soignée a cause du role que jouent ces éspaces
dans la théorie de la relativité. 0

Je tieris a exprimer ici ma grande reconnaissance au Prof.
Dr. J. Haantjes, sous la direction de qui jai fait con-
naissance des méthodes de la géométrie différentielle mo-
derne et obtenu une grande partie des résultats de ce travail.

J’exprime également ma grande reconnaissance au pro-
fesseur Dr. St. Go#ab et au prof. Dr. Wazewski qui se don-
nerent la peine de faire une révision approfondie du manuscrit
et qui me firent, connaitre leurs indications précieuses dont
je iis usage dans la rédaction définitive de I'ouvrage présent.
Je remercie aussi M. le professeur T. Banachiewicz qui me
donna la possibilité de travailler dans la bibliothéque Jagieto-
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nienne pendant l'occupation allemande au risque «T'attirer
sur lui les pires répresailles de la part des autorités d’occu-
pation.

Chapitre 1

Apercu des notions et des formules fondamentales de la géométrie
riemannienne

§ 1. Les grandeurs dans Xn,

L'ensemble de toutes les suites £1,f2...$n de n nombres
réels arbitraires est appelé I'espace arithmétique a n dimensions
et chacune de ces suites — un point de cet espace. Si F,&2,...£'l
est un certain point de l'espace arithmétique, I'ensemble de
tous les points pour lesquels valent les inégalités:

|£7-r|<<5

sera dit le voisinage de se point.

Si un ensemble de points de I'espace arithmétique est
tel que chacun d’eux possede au moins un voisinage contenu
dans cet ensemble, nous dirons que cet ensemble est le domaine
arithmétique.

Nous admettons l'existence de I'espace topologique a n di-
mensions que nous appellerons dans la suite géométrique. Si
nous pouvons établir une corespondance bi-univoque continue
entre les points d'un certain domaine arithmétique Da et
les points d’une partie Dg de I’espace géométrique, nous nomme-
rons Dg domaine géométrique. Cette correspondance bi-uni-
voque sera dite systeme de coordonnées dans Dg et I'ensemble
de n nombres £x(A=1,2,...,n)— correspondant a chaque point
du domaine Dg — les coordonnées de ce point dans le sys-
téme de coordonnées (A).

Si nous trouvons une correspondance analogue entre les
points Dg et les points d’'un autre domaine arithmétique D'n,
une transformation ponctuelle continue et réversible du do-
maine Da en D'a sera en méme temps une transformation du
systeme de coordonnées dans Dg.

Désignons par =X",2",...,n") les coordonnées dans le
nouveau systtme (A) d'un point du domaine Dg dont les
coordonnées dans l'ancien systeme (A) furent les nombres
£2(A:I,2,...,n). Nous ne considérons dans la suite que les
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transformations du systéme de coordonnées qui sont données
par n fonctions réelles indépendantes continues

(1-1) N=F","N..LN); (A'==1'2",...,«"),

ayant dans un domaine Da les dérivées partielles continues
d’ordre u. Le domaine Da sera appelé — champs de transfor-
mation et le domaine D'a — l'ensemble des valeurs de la
transformation.

Si nous posons

(1-2)
le jacobien de la transformation (1.1) — le déterminant
(1.3) zl = |Af]

sera différent de zéro dans le domaine Da. La représentation
de Da dans D'a étant bi-univoque, il existera un systeme de
n fonctions .£") inverses du systeme (1.1), continues
possédant les dérivées partielles continues d’ordre u et le ja-
cobien

3?
3?7

L’ensemble des toutes les transformations remplissant les
conditions ci-dessus dans un domaine quelconque Da corres-
pondant a cette transformation torme un pseudo-groupe. Cela
signifie que le produit de deux transformations arbitraires de
cet ensemble n'appartient a celui-ci que si le produit de I'en-
semble des valeurs de la premiére transformation et du champs
de la seconde transformation est un ensemble non vide.

Nous appellerons I'espace Xn de la classe u un espace
géométrique a n dimensions possédant dans un domaine un
systeme des coordonnées que nous pouvons transformer arbi-
trairement au moyen des transformations appartenant au
pseudo-groupe ci-dessus. Nous admettons que u est un nombre
entier positif déterminé suffisemment grand et que toutes les
grandeurs anvisagées possédent les dérivées continues d’ordre w.
Xn de la classe considérée u sera dit brievement espace X,,
et les systemes des coordonnées dans celui-ci — admissibles.
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Nous voulons rappeler maintenant la notion de l'objet
géométrique qui est une notion fondamentale dans la géométrie
de l'espace Xn. Si dans un certain domaine de I'éspace Xn
nous faisons associer a tout systeme des coordonnées et a chacun
de ses points, N~*1 nombres L\, D2,...,  qui dépendent du choix
du point et du systéeme des coordonnées, nous dirons que nous
avons dans le domaine considéré un objet .Q dans le sens le
plus général. ,Qn seront appelées les composantes de
I'objet au point donné dans le systétme des coordonnées envi-
sagé. Pour déterminer un objet il suffit de définir ses compo-
santes dans tout point d'un systeme des coordonnées et de
donner le moyen de les transformer si I'on passe a un systeme
des coordonées différent.

Il peut arriver que les valeurs des composantes de l'objet
dans chaque point du systétme des coordonnées (2') ne dé-
pendent que des valeurs des composantes de cet objet au point
envisagé par rapport au systétme des coordonnées (2), des
coordonnées de ce point  dans le systeme (2) ainsi que des
fonctions &' et des dérivées partielles des fonctions  jusqu’au
rang v<Zu (inclusivement) dans ce point. Si en méme temps
la forme de cette dépendance est la méme pour tous les points
et tous les couples des systémes des coordonnées admissibles (2)
et (2", nous dirons que l'objet est un objet géométrique de la
classe v. Dans ce qui va suivre nous ne nous occuperons que
des objets géométriques ainsi déterminés.

Les objets géométriques dont les composantes se transfor-
ment linéairement et homogénement par raport a Dj,.Q2,
lors d’'un changement du systéme des coordonnées, sont appelés
grandeurs. Les grandeurs dont nous nous occuperons, seront
les densités et les affineurs de densité.

La densité 'a du poids k n'a qu'une composante qui se trans-
forme d’'une maniére suivante

V) @
(1.4) a = d-*a.

La densité du poids nulle est un scalaire. Un scalaire w
est donc un objet qui ne change pas si I'en passe au nouveau
systeme des coordonnées. Un aura donc:

(15) D% e
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Nous désignerons dans la suite les scalaires par les lettres

grécques.
Un affineur de densité de l'ordre p+q et du poids I,
SII2  x1x2..xQ, est un objet a composantes qui se trans-

forment d’apres la régle suivante:

Conformément a la convention introduite par Einstein,
nous effectuons la sommation dans cette formule par rapport
a chaque indice qui apparait deux fois: une fois en haut et
une fois en bas des letters principales. Les indices supérieurs
Ai, 22,1 nous appelerons indices contravariants et les indices
inférieurs aq,x2, ...,x9— indices covariants. Les densités et les
affineurs de densité du poids différent de zéro seront désignés
par les lettres gothiques.

Les affineurs de densité du poid nulle seront appelés brie-
vement — affineurs. Nous les désignerons par les lettres latines.

Les affineurs les plus simples sont les vecteurs: le vecteur
covariant Vz et contravariant u* possédent chacun n compo-
santes déterminés.

D’une grande utilité pratique pour les formules est I'affi-
neur A*1) qui possede les mémes composantes dans tous
les systemes des coordonnées, notamment

1 pour 2="*

0.7) ) o

De la définition méme de A\ résulte immédiatement que
pour une grandeur arbitraire Sv/l on aura I'égalité:

O-«) SAANSTri

au sujet de laquelle on doit répéter la méme convention sur la
sommation par rapport aux indices que nous avons faite plus
haut.

x) Il ne faut pas confondre le symbole A* avec le symbole A% =
que nous avons introduit plus haut.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 3
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Nous effectuons avec les grandeurs les operations inva-
riantes suivantes qui conduisent a des grandeurs nouvelles.

L’addition de deux grandeurs de méme ordre contre- et
covariants et de méme poids est effectuée en additionnant
les composantes correspondantes. La grandeur obtenue aura
la méme ordre et le méme poids.

La multiplication de deux grandeurs nous donne une gran-
deur de l'ordre et du poids égaux a la somme des ordres et des
poids de deux facteurs. En multipliant par exemple les gran-
deurs et nous obtiendrons la grandeur dont
les composantes sont données par la formule

= an/"\/ -

La réduction d’'une grandeur consiste dans la formation
d’une nouvelle grandeur en effectuant sur la grandeur donnée
la sommation par rapport a deux de ses indices: un covariant et
un contravariant. Ainsi p. ex. en réduissant la grandeur
relativement a ses indices A et o, nous obtenons la grandeur
nouvelle , = donnee par la formule:

unlc?r— N1 qgjerz<r 7q12-/‘|1.z.»T
211

ou le signe de la sommation, conformément a notre convention,
est omis.

La contraction de deux grandeurs consiste dans la réduction
de la grandeur résultant de la multiplication de ces grandeurs
par rapport & deux indices appartenant aux facteurs diffé-
rents.

La symétrisation ou la mise en évidence de la partie symé-
trique de la grandeur relative aux p indices covariants et
contravariants donnés consiste dans la formation d’une nou-
velle grandeur dont chaque composante est égale a la somme
des composantes correspondantes de la grandeur donnée obte-
nues par toutes les permutations possibles des indices envisagés
divisée par p\.

La symeétrisation de la grandeur sera indiquée par la mise
des indices correspondants entre les crochets ronds. La partie
symétrique de la grandeur relativement aux indices
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2, m, i sera donnée par la formule:

rTu — L (rpa I rrat I rTa I I

-(27Mx11%) cp \  -AfIXV |  [IVKX + VXXU fiAxv ~

(1.9)

| <TW I 7<<) \
"L vAwxfl 1t evpxZ'™*

L’alternation consiste dans la mise en évidence de la partie
alternée de la grandeur relativement aux p indices contre-
ou-covariants. Nous effectuons cette alternation d’une maniere
analogue a la symétrisation en attribuant toutefois aux adden-
des avec les permutations impaires les signes négatifs. Nous
indiquons une alternation en mettant les indices envisagés
entres les crochets rectangulaires. Ainsi p. ex. la partie alter-
née de la grandeur relative aux indices 2 et p s’obtiendra
de la formule:

(110) | ("X/74V "="NUAV).

La symétrisation et l'alternation transforment une gran-
deur en une autre avec le méme poids et le méme ordre.

Dans le calcul des composantes d’'une grandeur alternée
on se sert des regles analogues aux régles du développement
d’'un déterminant suivant les éléments d'une ligne ou d'une
colonne. On aura p. ex.

(1.11)

un affineur purement covariant ou contre-variant qui est
égale a la partie alternée relativement a tous les m indices
est appelé m-vceteur. Fn particulier I'affineur _F2*, remplissant
la condition:

(1-12) 3UX__ ] —_

est dit bi-vecteur contravariant.

On peut démontrer?) I'existence dans Xn du n-vecteur
de densité covariant du poids —1 ainsi que du n-vecteur
de densite contre-variant (gX1” Zn du poids +1 qui possédent
dans tous les systéemes de repéres les mémes composantes
égales a -4 1 ou —1 suivant que la suite 2i,22, ...,2n est une per-

2) Schouten—Struik, Einfuhrung... I, 29.
3*
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mutation paire ou impaire de la suite (l,...,n) et égales a zéro
dans tous les autres cas.

L’affineur purement covariant ou contravariant qui est
égal a sa partie symétrique relativement a tous ses indices
est appelé tenseur covariant ou contravariant. Le tenseur

covariant du deuxiéme ordre axx remplit ainsi la condition:

(1.13) &Xx — U(Xx) ““ UxXe
Le tenseur contravariant bAX remplissant la condition
(1.14) =

est dit tenseur inverse de ax% Nous le désignerons par axx.
Il résulte de la théorie des matrices que le tenseur inverse du
tenseur donné est défini univoquement si le déterminant

a— |«xx| + o.

§ 2. Systémes de référence non holonomes.
Nous pouvons définir dans chaque systéme de coordonnées
by X
un systeme de n-vecteurs covanants ex, (x=1,2,...,n) et contra-
variants ex, (x—I,2,...,n) au moyen des formules suivantes

(1.15) enexn™Xx,

ou l'étoile au dessus du signe d’égalité indique que l'égalité
n'a lieu que dans le systéme de coordonnées donné (x). Nous
appelons ces vecteurs — vect)t(aurs-mésures du systeme de coor-
données (>§). Les composantes ex dans le systeme (x) des vecteurs-

mesures ex', d'un autre systétme des coordonnées (x') sont
données par la formule

(1.16) ex=ex'Af AXN3IXN.

Si nous définissons maintenant dans le systéme de coor-
données (x) n champs vectoriels arbitraires linéairement inde-
pendants ex, qui ne sont pas nécessairement gradients, l'exi-
stence d'un systéme de coordonnées (x') dans lequel ces vecteurs
soient les vecteurs-mésures n’en découle pas. Autrement dit
il n'existe pas nécessairement une telle suite des fonctions
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£*'(£'...£n) pour laquelle auraient lieu les égalités

7' = ez-
Nous désignerons par  un systeme inverse de n vecteurs

X C .
par rapport aux vecteurs ez, c'est a dire un systeme pour
lequel valent les égalités

2 |$* e, =A*V.
x|l

En considérant les relations
(1.17) et ejxA*.

comme les définitions des symboles A*z et A*', on définira

les composantes de nos grandeurs dans le systtme de réfé-

rance non holonome (z') au moyen des formules (1.4) et (1.6)

ou dans leurs seconds membres figurent les composantes des

grandeurs correspondantes dans le systeme de coordonnées («).
L’expression

— AUAze>[uAZi — ANAZ'S ezj
n’est égale identiquement a zéro que dans le cas ou les vecteurs
7 sont des gradients c’est a dire quand (x') est un systéme de
coordonneées.
On peut démontrer 3) que est un objet géométrique.
Cet objet nouveau est appélé un objet de non — holonomie du
systéme de référence («').

83. Grandeurs dans Vn.

Si I'espace est pourvu dans chaque point d’'un tenseur
déterminé de second ordre azx permettant de mesurer les
longueurs des vecteurs et les angles entre eux, nous dirons
que l'espace est riemannien et nous le désignerons briéve-
ment par V,,. Le tenseur az* sera dit tenseur métrique de I’espace
Vn- Nous admettons que

a= Iflzxl + 0.

8) Schouten— Struik, Einfuhrung... I, 68.
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Les vecteurs ux et v* dont chacun possede les composantes
non identiquement nulles seront dits perpendiculaires entre
eux si

(1.19) arurvh—0.
Le vecteur ix sera dit vecteur-unité si
(1.20) anxi*ik=- +1.

Le vecteur sx, remplissant la relation
(1.21) axx»xs«=0

sera appelé asymptotique. Le derniére relation peut étre con-
sidérée comme I'équation d’'un cbne dans I'espace ordinaire
a n dimensions. Ce cbne sera imaginaire ou réel suivant que la
forme quadratique du premier membre de la derniére équa-
tion est définie ou indéfinie. Nous dirons que ce cdne est un
cone des vecteurs asymptotiques.

L’ensemble de tous les vecteurs linéairement dépendants
de deux vecteurs donnés et indépendants entre eux sera dit
bi-direction. Si nous choisissons dans une bi-direction deux
vecteurs-unités ix et jx perpendiculaires entre eux, le bivecteur

(1.22) =2i

sera dit bivecteur-unité de cette bi-direction.

Nous employons le tenseur a™ pour ce que l'on appelle
abaissement des indices des grandeurs. Ainsi p. ex., en par-
tant des affineurs ix, K'vta, nous pouvons définir les affineurs
nouveaux U, KVa<, au moyen des relations:

(1.23) axg=-

De méme a l'aide du tenseur aZx inverse a «xx4) nous pou-
vons élever les indices p. ex.

(1.21) Jox=ix, a™ana* = K'MX

Les opérations d’abaissement et du relevement des indices
établissent ainsi une certaine correspondance bi-univoque entre
les grandeurs contre- et covariantes dans Vn Nous donnons

4) Page 36, form. (1.14).
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aux grandeurs qui se correspondent ainsi entre eux la méme
dénomination et nous les désignons par la méme lettre fonda-
mentale. En appliquant la méthode d’abaissement et du re-
léevement des indices, nous pouvons donner aux formules
(1.19, 20, 21) la forme suivante:

= uix==lj sTx=0.

Si nous choisissons dans l'espace v,, n champs vectoriaux

des evecteurs-unités perpendiculaires entre eux ...,IX nous
1 2 n

obtiendrons les relations 5)

ax=e e pe e Uli*;
111 22 2 nnn < ppp
(1-25)
UZx—S m ELDx4" ... &~z X~ 817,
111 222 nn n p\i PP P
ou
e=HA*x==+1.
P PP

Nous dirons que le tenseur azx est défini positif ou négatif
si tous les e ont le méme signe positif ou négatif. Dans le cas

contraire nous dirons que I'on a un tenseur métrique indéfini
du v,,. Le nombre q indiquant le nombre de e avec le signe

positif s’appelle indice du tenseure). Le systénp1e de référence

déterminé par les vecteurs introduits plus haut
12 n

comme vecteurs-mésures sera appelé systeme orthogonal de
référence (/). Nous le distinguerons en employant comme
indices les lettres latines pour les composantes des grandeurs
rapportées a ce systtme. Comme on le voit des équations (1.25),
les composantes enl et am du tenseur métrique dans un systeme
orthogonal de réiérence (A) sont données par la formule:

0 pour &zZ
£ pour ic—1.
|

A l'aide des vecteurs en question nous pouvons
1 2 n

Sch., Str., 1, 61.
«) Sch., Str., I, 45.
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définir le n-vecteur-unité par la formule suivante?):

(1.26) 2Xi-t2..-»n =n!
L2 n

Les composantes ih*h*A-'hn qu n-vecteur-unité dans un
systeme orthogonal de référence sont égales a +1 si
pour a=h(S; elles sont nulles dans le cas contraire.

Il est facile de montrer que les dérivées partielles du sca-
laire & définissent le vecteur tandis que les dérivées
du vecteur ne définissent pas la grandeur dans notre sens
du terme. La différentiation du vecteur n’est donc pas une
opération invariante conduisant toujours d’une grandeur a une
autre. En cherchant a généraliser la differentiation afin d’obte-
nir une opération invariante, on parvient a la conception de
la dérivée covariante dont la définition éxige un nouvel objet
géomeétrique Pju dont les composantes s’appellent les facteurs
du déplacement linéaire.

Dans I'espace Vn on peut prendre pour facteurs du dépla-
cement linéaire les symboles de Christoffel de deuxieme es-
péce. On aura donc dans un systéeme général de référence

1 .
axa(3fla™ +3xa,,fl  SaUfa)—Q/iZ -j-
(1.27) 0 axa( )—QfiZ -]

+ata™ + «ztd™

ou et désigne I'objet de non holonomie

du systéme (x) défini par la formule (1.18). Si donc (x) est un
systeme des coordonnées, les trois derniéres expressions de
la formule (1.27) tombent et on aura une définition habituelle
des symboles de Christoffel de deuxiéme espéce dans un
systeme de coordonnées (x).

Nous désignons la dérivée covariante par le symbole px«.
Pour un scalaire w cette dérivée est définie comme une dérivée
ordinaire. On aura donc:

(1.281) do)

i) Sch., Str., 1, 53.
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L’'exemple suivant nous éclairera la définition de la dé-
rivée covariante pour un affineur arbitraire:

(1.282) Tavf=- TJT— Tat+ I'T at—  Tava

On pourrait de méme définir les dérivées covariantes des
autres grandeurs mais elles n’interviennent pas dans nos con-
sidérations ultérieures 8). La relation précédente montre que
si l'on effectue une différentiation covariante multiple, le
résultat dépend en général de I'ordre des dérivations succes-
sives. Pour un vecteur p. ex., on a la relation:

(1.29) vE=|
ou
(1.30) Kv™ = 231,r;jx+ 2n. 2| 20O ™ <<y,

‘désigne ce que l'on est convenu d’appeler I'affineur de cour-
bure de I'espace Vn.

Remarquons que les systemes de coordonnées dans les-
quels toutes les composantes du tenseur métrique sont con-
stantes n’existent que si —0. Tous ces systemes peuvent
étre obtenus de I'un d’eux a l'aide de toutes les transformations
linéaires a coefficients constants. L’espace dit dans ce cas un
espace euclidien sera désigné par H,,.

Il est facile de vérifier que I'affineur de courbure satisfait
aux quatre identités algéebriques suivantes 9)

1) KVfilM — —kiivzx =

( 2) Kav/jix=0
3) Jixx — — Kvflxz = Kvii[ZX]
4) Kviizx =-K

ou

(1.32) K= KvraM.

De I'affineur de courbure on obtient par la réduction
(1.33) Ky = Kvtax am—

») Sch., Str., I, p. 79, f. (7.16) et (7.17).
) Sch., Str., I, p. 113.
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nouvel affineur J\,a et nous pouvons démontrerl0), qu'il est un
tenseur, c'est a dire que

(1-34) A = — A< “D-UXju).

Le tenseur que nous venons d'obtenir s'appelle tenseur
de Ricci. En réduisant encore la grandeur nous obtiendrons
le scalaire

(1.35) K=
et la grandeur formée de celui-ci

(1.36) h=

que I'on nomme courbure scalaire de I'éspace V,,.

§ 4. Espaces Vm plongés dans V,,

m vecteurs contravariants linéairement indépendants au
point P de I'espace déterminent une m-direction qui est I'en-
semble de tous les vecteurs contravariants qui dépendent liné-
airement des m vecteurs donnés. Si dans une m-direction
donnée existent m vecteurs non asymptotiques mutuellement
perpendiculaires, nous dirons que cette direction est non singu-
liere. Cela signifie géométriquement que la m-direction donnée
n’occupe aucune position particuliére par rapport au cona des
vecteurs asymptotiques. Les vecteurs asymptotiques de la
m-direction non singuliére, s'ils existent en tant que grandeurs
réelles, forment donc un cone non dégénéré de deuxieme dégré
a (m—1) dimensions. On voit que si la m-direction déterminée
par les vecteurs ir*, est non singuliére, la w-direction

1= m
déterminée par m vecteurs dont les composantes différent
peu de vz, (a=1,2,...,m), sera aussi non singuliére.
a

Considérons dans Vn l'espace plongé Xm possédant dans
tout point une m-direction tangente non singuliére. L’espace Vn
induit dans I'espace Xm une métrique, c’est a dire change Xm
en Vm. Choisissons dans I’'espace Vn un systeme de n champs des

10) Sch., Str., 1, p. 195.
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vecteurs-unités mutuellement perpendiculaires r!: (h=3,2,...n),

de maniére que dans les points de Vm les m premiers de ces
vecteurs soient tangents a Vm. Le tenseur a’Zx définissant
la métrique induite par Vn sur F,,, sera calculé de la formule J1)

(1-37)
et de méme

(1.38)

Les deux derniéres relations donnent immédiatement que
(1.39) -

Prenons en considération dans tout point de I'espace Vnp
w,-directions non singuliéres, ou i=1,2,...p et

m, + mp=n,

mutuellement perpendiculaires, c'est a dire telles que chaque
vecteur de l'une de ces m,-directions soit perpendiculaire
a tous les vecteurs des m,-directions restants. Choisissons
encore dans chacune des mrdirections m, vecteurs-unités mu-
tuellement perpendiculaires. Nous obtiendrons de cette ma-
niére dans tout point de V,, n vecteurs-unités mutuellement
perpendiculaires

Si nous désignons par aM' le tenseur métrique induit sur
|

une Vm. arbitraire tangente, au point donné a la »”"-direction
envisagée, nous obtiendrons pour ce point la relation:

(1.40) =

a= p

1) Comp. § 3, form (1.25).
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Définissons encore I'affineur de liaison BI qui nous permet
de calculer les Vm-composantes des grandeur dans V,,. Nous le
ferons a l'aide de la formule suivante:

(1.41)

Oli aa a

Des relations (1.37), (1.38) et (1.41) résulte immédiate-
ment que

B\=a'vla'.

La Vm composante d'une grandeur que lI'on pourrait nommer
composante parallele a I'espace V,,, se calcule par la contraction
avec l'affineur B”. Ainsi p. ex. nous appelons la Vm-compo-
sante de laffineur de courbure de [I'espace V, [I'affineur
K'Vfl\x défini dans les points de I'espace Vm par la formule:

(1.42) K'"Ka~BTB"B"B.:.
Des relations (1.38) et (1.41) nous avons aussi:

(1.43) a\k — BezBaaea,

axx est donc la Vm-composante du tenseur métrique de
I'espace V,,.

Si une grandeur de l'espace Vn est égale a sa Vm-compo-
sante, nous dirons que cette grandeur est située elle-méme
dans Vm. Ainsi p. ex. le vecteur vx tangent a Vm vérifie la re-

lation:
VBr=v

11 est évident que la Vm-composante d’une grandeur de
I'espace V,, ne peut étre définie que dans les points de I'es-
pace Vm.

Donnée par la formule (1.42), la V,, composante de I'affineur
de courbure de [I'espace V, s’appelle affineur de courbure
extorqué de sous-espace Vm.

Si nous choisissons dans I'espace Vn un systéme de coor-
données (x) tel que le sous-espace considéré Vm soit donné
par I'équation — ou p=m-\-l,...,n on aura pour le tenseur
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de la métrique induite, comme il' résulte des formules (1.37)
et (1.38), les relations suivantes:

a'~—awu=0 pour A ou /j=m-\-1,...,n

Seules les composantes ahc ou &c=1,2,...,m peuvent étre
différentes de zéro.

Définissons maintenant aux points de I'espace Vm I'affineur
au moyen des égalités suivantes dans le systétme des
coordonnées donné

(1.44) ou rab= "acd(daabd + 3ba'ad—3daab)
pour a,Z»cd=1,2,...m et

Kinv*—0

dans tout autre cas. L’affineur de courbure K'v'fa* est donc
un affineur de courbure de sous-espace Vm considéré comme
un espace riemannien indépendant avec la métrique définie
par le tenseur aix. Cet affineur s’appelle aussi affineur de
courbure absolue de sous-espace V,,- 11 est en général différent
de IPaffineur défini par la formule (1.42). Nous pouvons
a cet effet démontrer la proposition suivante u).

L’affineur de courbure de I'espace Vm plongé dans I'espace 17,
et géodésique dans un certain pointl® est égal a la Vm-com-
posante de I'affineur de courbure de l'espace Vn au point en
question.

Le scalaire
] — W2\ A TM N\
(1.45) X m~/{m—1) K vrata

12) Sch., str., I, p. 133,

13) Schouten, I, p. 99; II, p. 85. Le sous espace géodésique au point
envisagé est formé p. ex. par I’ensemble de toutes les géodésiques sortant
d’'un point et tangentes a une m.-direction non singuliere. Nous appelons
une géodésique tout ligne satisfaisant a I'équation Euler-Lagrange du
calcul des variations se rapportant au probleme des lignes les plus courtes
dans I'espace envisagé.
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s'appelle courbure scalaire extorquée de I'espace Vm. Dans le
cas ou Vm est géodésique au point envisagé, x' est la courbure
scalaire absolue dans ce point.

Rappelons encore la définition de la mésure riemannienne
de courbure de la bi-direction donnée au point P de I'espace Vn-
Nous supposons que cette bi-direction est non singuliére,
c'est a dire qu'elle n'occupe aucune position spéciale par rap-
port au cbne des vecteurs asymptotiques. Représentons nous
un ensemble des géodésiques tangentes au point P a tous
les vecteurs de la bi-direction donnée. La surface a deux
dimensions ainsi obtenue V2 est géodésique au point P. La
courbure scalaire de V2 est dite mésure riemannienne de cour-
bure de la bi-direction donnéeld). En considérant au lieu de la
bi-direction, la m-direction (I<m<ti) non singuliere c'est a dire
la direction qui n'occupe aucune position spéciale par rapport
au cone des vecteurs asymptotiques, nous arrivons a la notion
de la courbure scalaire de la m-direction qui est une générali-
sation de la notion de la mésure riemannienne de courbure.

Définition fondamentale. La courbure scalaire de sous-
espace géodésique au point P et tangente & une certaine m-direction
non singuliére s’appelle courbure scalaire de cette m-direction
au point P de l'espacel5)

85. Connaissances générales sur les espaces En, Cn,Sn.
En. L’espace V,, quand n>2 est nommé espace einsteinien
E,, ie), si le tenseur de Ricci K,a ne différe que par le facteur sca-
laire 1 du tenseur métrique au; c’est a dire quand on a la relation

(1.46) K/a™Na™n.
On peut démontrerl?) que le scalaire f doit étre constant.

14 Eisenhart, Riem. G-eom. p. 79.

Is) Cette notion fut introduite dans la publication: J. Haantjes et
W. Wrona, Uber konformeuklidische und Einsteiniche liaume gerader
Dimension (Koninkl. Nederl. Ak. van Wetenschappen, Proceedings VVol.XLII,
Ne 7, 1939) et sera a la base des considérations ultérieures de la présente
recherche.

le) Schouten désigne par En I'espace avec la géométrie affine ordi-
naire. Nous avertissons le lecteur que nous ne suivons pas les notations
de Schouten et nous conformons a la convention adoptée par les géome-
tres américains.

17) Sch., Str., 1, p. 125.
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L'équation (1.46) subsiste dans chaque espace V2 mais dans ce
cas A n’est pas toujours constant.
En multipliant les deux membres de la formule (1.46) par
et en sommant par rapport a deux indices u et 1 nous
obtenons

(L47)
et
(1.48)

L’espace En posséde donc une courbure scalaire constante.

Cn. Si nous introduisons dans I'espace Vn a la place de
un nouveau tenseur métrique
(1.49) ‘ax=aa”,
ou « désigne un certain scalaire, nous disons que nous avons
efféctué la transformation conforme du tenseur métrique. Au
lieu de parler de la transformation conforme du tenseur mé-
trique dans un espace riemannien nous pouvons naturellement
envisager deux espaces Vn et 'Vn avec les tenseurs métriques a".
et '3, x en supposant qu’a tous systeme de référence (x) dans V,,
corresponde un tel systéeme de référénces (x) dans 'Vn que
pour les points ayant les coordonnées égales s’applique I'équa-
tion (1.49). Nous dirons dans ce cas que les éspaces V,, et T,,
peuvent étre représentés mutuellement conformément.

De la relation (1.49) résulte immédiatement:

(1.50) aa=<_l'aa.

L'espace V,,, qui par une transformation conforme du
tenseur métrique se change en un espace euclidien est nommé
espace conformément euclidi<n et sera désigné brievement Cn.

On sait de la géométrie différentielle classique que chaque V2
peut étre conformément représenté dans un espace euclidien
a. deux dimensions. Définissons dans I'espace V,, le tenseur L,a
par la formule

1
Kan.
(1.51) 2(n—1)
Dans le cas n>2 il existe la proposition suivantelg):

18) Sch,, Str., II, p. 202.
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V3 est C3 quand (et dans ce cas seulement) le tenseur Lui
satisfait identiquement a I'équation différentielle

(1.52) PLv =0.

Vn est Cn pour n=>3 quand (et dans ce cas seulement) on
a identiqguement
(1.53) valxx=|-_-|-:
les crochets droits qui se superposent indiquent que l'alter-
nation doit étre effectuée indépendamment par rapport aux
couples des indices [r,/z] et [2,xJ.

Citons encore une proposition qui a une grande importance
pratique et qui permet de discerner si un espace est confor-
mément euclidien 19).

V,, n'est C,, que si les composantes de I'affineur de courbure
qui ont quatre indices différent entre eux s’annulent dans chaque
systéeme de référence rectangulaire (h).

Sn. L’affineur de courbure dans I'espace riemannien V2
a toujours la forme suivante 20):

(1.54) =—2X <)

ou v. est un scalaire.

Si l'affineur de courbure de Vn dans le cas n>2 a la forme
donnée par la formule (1.54), I'espace sera dit a courbure con-
stante et sera désignée par

En multipliant les deux membres de la formule (1.54)
par a* et en sommant par rapport a v et x on aura:

(155 A = x(@R2af azawa*= ~ar na'2) -
- (n—Ifsa”.

De cette égalité résulte, en tenant compte de (1.46) et
(1.48), que tout espace Sn est pour n=>2 einsteinien dont la
courbure scalaire x est constante. De (1.53) et (1.54) résulte
encore que chaque 8n est C,. Réciproguement, on peut dé-
montrer que l'espace conformément euclidien et einsteinien
est & courbure constante.

) scli., Str., 11*p. 204.
») Sch., Str., I, p. 115.
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De la proposition (1.52) et des relations (1.16), (1.51) ré-
sulte directement que 7?23 est toujours C3 et a cause de la der-
niére remarque aussi S3.

La proposition connue suivante nous permet de reconnaitre
I'espace

V,, n'est Sn yue si les composantes de l'affineur de courbure
Khtjh avec plus que deux indices différents sont égaux a zero
dans chaque systeme de référence rectangulaire.

Chapitre 2
Conditions nécessaires et suffisantes pour que I'espace riemannien Vn soit
einsteinien En

81. Espace einsteinien a un nombre pair de di-
mensions.

A toute m-direct!on non singuliére au point P de I'espace
riemannien y2m correspond d’une maniére univoque une autre
m-direction perpendiculaire qui n’a avec le premier aucune
direction commune. Cette autre m-direction est aussi non
singuliére. En relation avec cette remarque nous allons dé
montrer la proposition suivante:

Prop. I. La condition nécessaire et suffisante pour que
I'espace V2m soit un espace einsteinien 21) Eim est que dans tous
les points deux m-directions arbitraires non singuliéres perpen-
diculaires entre elles aient les memes courbures scalaires 22).

Démonstration. Considérons dans un point P de I'espace
V2m deux m-directions remplissant les conditions de la propo-
sition ainsi que deux sous-espaces V'm et V'm tangents a elles,
qui sont géodésiqucs au point envisagé. Désignons par a'ix
et a""2* les tenseurs métriques de ces deux sous-espaces a m-di-
mensions, par K'fuvx et les affineurs de courbure et par
X' et h" les courbures scalaires correspondantes. Les formules
(1.25) et (1.37) nous donnent la relation

(2.2)
et de (1.45) et (1.42) résulte que

21) Voir chap. I, p. 46.
22) Voir chap. I, p. 46.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 4
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a'2* étant une grandeur de Vm, il s’ensuit que

(2.3) a'© B,,Bp —am,
ce qui donne pour (2.2) la forme:
(2.4) In(m—I)x' - K' =KViizxa'vx a™.
On obtienora pareillement que
(2.5) m(m—I)x" = K" = KViiZzxa"ma"*:
Des relations (2.1) et (2.5) résulte que
(2.6) K" = Kvilzx{am-a'wx) (a™--a'")
et en vertu de (1.31) et (1.33) on aura que
2.7 a™ =N\ am«a= KV awx— Kilz a'fa.

La formule (2.6), si I'on y applique la derniére relation
ainsi que (1.35), prendra la forme:

(2.8) K"— K—2Kiflza'i-}-K’.

Nous allons commencer par la démonstration de la né-
cessité de la condition énoncée. Nous supposerons donc que
I'espace soit einsteinien ®2m. Dans ce cas la formule (2.8) en
tenant compte de (1.46) et (1.47) prendra la forme:

(2.9) K" = 2mA—2Xaflza'ftz + K'.
Des relations (1.28) et (1.37) résulte que

(2.10)

et de I'équation (2.9) nous obtenons

(2.11) K"=K',

c'est a dire que

(2.12) X" =X

Deux m-directions non singuliéres perpendiculaires entre
elles et arbitrairement choisies ont donc les mémes courbures
scalaires ce que nous voulions précisément montrer.

Avant d’aborder la preuve de la suffisance de la condition
anoncée nous voulons démontrer le lemrne suivant:
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Lemme. Si le tenseur bvil est tel que dans chaque point de
I'espace on a pour deux vpcteurs-unités arbitraires pi' et gfl que

(2.13) IIDEbevpinvz er[lvqi,qv,

ou
pe’\afi rpftpv=:pftpfi==I,

Sl: avaflgu =qfl ftu = =1,

le tenseur bilv sera proportionnel au tenseur a/tv c’est a dire qu'il
existera un scalaire A tel que

(2.14) bfiv— Xa’v,

Pour le démontrer, remarquons que la relation (2.13) peut
étre récrite sous la forme:

bl,l.pi‘pv_ bfivgi‘qy
E E
P 9
ou bien encore

b/lvpi‘pv= b"qi'q
aflvpi'p”  a/lvgilqv’

Chaque vecteur non asymptotique w pouvant étre pré-
senté sous la forme VW=gqiv ou iv est un vecteur-unité et
Q=\aflw"rv est un facteur scalaire de proportionnalité,
la derniére relation subsistera aussi pour deux yecteurs arbi-
traires pi' et g" non asymptotiques. Envisageons maintenant un
vecteur non asymptotique p!". Tout vecteur q!l qui differe
suffisamment peu de pi* est aussi non asymptotique. De la
derniére relation résulte donc pour tous les vecteurs qgtl qui
different suffisamment peu de pi' l'identité: .

b,,vq"qv__"
auvghq"
ou le scalaire A ne dépend pas du vecteur ¢
Nous obtiendrons de la que:
(fy.,—.<q(v)g"y' =0
ou bien que:

btv ralv=0
4*
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c'est a dire que

ce que nous voulions montrer.

La suffisance. En supposant la relation (2.12) équiva-
lente a (2.11), nous obtenons de I'équation (2.8) que

(2.15) K—ZKfa&—0

ce qui doit avoir lieu pour une ~-direction non singuliere
arbitraire.

Envisageons maintenant deux m-directions non singu-
lieres ayant une (wi—I)-direction commune. Les tenseurs mé-
triques correspondants a‘“ et a2* peuvent alors étre pré-
sentés de maniére suivante23):

e =/ p2=-=-1

(2.16) P

<q
ou p; et g- sont deux vecteurs-unités arbitraires perpendicu-
laires a la (m—I)-direction commune et b-* désigne le tenseur
métrique correspondant a cette (m—I)-direction commune.
L’équation a lieu pour et d"* et on obtient les relations:

K-2K,abfa— ZS pp —0;
v K—2Kfab'a—2eKfaq'q —0.
N

La soustraction de ces deux derniéres équations nous donne
la relation:

e Ktap!'px=eK,aq!'gz,
. p |
qui a lieu, comme cela résulte de notre raisonnement, pour
veeteures-unités pu et gn arbitraires. Le lemme démontré

nous donne que
-Afa—

c'est a dire que l'espace envisagé est un espace einsteinien.
La suffisance de notre condition est ainsi démontrée.

23) Voir (1.37).
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§ 2. Corollaires pour l'espace £4.

Dans le cas de I'espace a quatre dimensions la proposition
du § précédant peut étre énoncée sous une forme différente.
Dans ce cas m—2. Envisageons donc les courbures scalaires
de deux bi-directions perpendiculaires entre elles. La courbure
scalaire d’'une bi-direction est en méme temps la mésure de
courbure riemannienne; nous pouvons donc énoncer la propo-
sition suivante.

L’équation einsteinienne (1.46) n’a lieu dans V4 que si dans
chaque point deux bi-directions rectangulaires non singuliéres
quelconques possédent les mesures riemanniennes de courbure
égales entre elles.

De cette proposition résulte d'une maniére naturelle et
simple la. proposition suivante:

Proposition 2. L’'équation einsteinienne

est équivalente a I'équation

Lovilax — N0I7. reorzx

que l'on trouve chez Sibata2l) et qui a déduit cette équi-
valence par une voie directe assez compliquée.

Démonstration. Dans le cas de I'espace a quatre dimen-
sions, nous pouvons donner une autre forme a I'expression (2.4)
de la courbure scalaire de la. bi-direction. Désignons pour
cela par le bi-vecteur-unité2s) déterminé par l'une des
bi-directions envisagées et par a*il le tenseur métrique corres-
pondant. On aura dans ce cas:

(2.17)

et

(2-18)

) Wave Geometry, Nr. 25, J. Sc. Hiroshima Univ. 8, 63, 1938.
28) Voir chap. I, p. 38.
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ou iv et ivsont deux vecteurs-unités perpendiculaires mutuelle-
1 2

ment dans la bi-direction donnée. Des relations (2.18) et (2.17)
nous obtenons:
(2.19) = eeg -j- sS 2e
1231212 1212312 12
L’affineur de courbure Kvli™ qui figure dans le second
membre de la formule (2.4) étant alterné symétrique par rap-
port aux indices r,,u et aussi 2,x, dans le produit qui s'v trouve —
dvxa'™ n'est donc importante que sa partie symétrique alternée
relative a ces mémes indices. La formule (2.4) peut donc
étre écrite aussi sous la forme:

(2.20) 2« = /' = Ky

En utilisant la relation (2.19), nous obtenons encore.

(2.21)

ou e'=eie? est egal 4-1 si le tenseur a'2x, envisagé comme
une grandeur de sous-espace correspondantV? est défini et
—1 dans le cas contraire. La formule (2.21) n’est qu’une
forme usagée de la définition de la mésure riemanienne de cour-
bure d’une bi-directionz6).

Choisissons dans la bi-direction perpenduculaire a la bi-
direction envisagée précédemment au point donnée deux

vecteur-unités et perpendiculaires entre eux. Le sy-
3 4
stérne des vecteurs |i<2|* 3|*40I détermine dans l'espace a quatre

dimensions envisagé un certain systeme de référence rectan-
gulaire. En désignant par f'v* le bivecteur-unité de la se-
conde bi-direction on aura:

(2.22) /= 20F>1
3 4
et parsuite

(2.23) xX'"=—vy

) Sell. Str., 1, 117; 11, 134.
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Nous pouvons écrire maintenant I'équation (2.12) sous la
forme suivante:

(2.24)

ou e=e'e" est égal a +1 ou —!1 suivant que l'indice du tenseur
est pair ou impair.

Introduisons encore le guadn-vecteur-unité?27) 12“1* défini
dans le systeme de référence rectangulaire (h) déterminé par
les vecteurs-mésures iz, iz, i*, iz, par la formule

12334

(2.25) /12347 14

Dans tout autre systtme de référence rectangulaire (A)
on aura 71'2'3'4' ou  eg" (iga] au déterminant de la trans-

formation permettant de passer du systeme (h) au (A"). Il
est facile de montrer se basant sur les formules (1.26), que

(2.26)

La justesse de cette formule est manifeste dans le systeme

de référence défini par les vecteurs i2,i2,i2, i2.
1 2 3 4

Le fait que les deux bi-directions rectangulaires envisa-
gées possedent les mémes mésures riemanniennes de courbure
peut étre écrit, en tenant compte de (2.24) et (2.26), sous la
forme:

(2.27) (ke zx — 0.

La derniére équation est satisfaite identiguement par toute
bi-direction, si

(2.28) K, M — J vl =0

et dans ce cas seulement.

Si I'on prend en considération le quadri-vecteur de densité
a poids — 1. nz/4VX, on verra facilement que pour les systémes
de référence rectangulaires ont lieu les relations:

(2-29) i

2’) Voir chap. I, p. 40, (1.26).
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et
(230) U:I«yl: «e

Dans les systemes rectangulaires I'équation (2.28) peut
donc étre mise sous la forme:

(2.31) AakKmnsrnmmjnSrki

a étant une densité du poids 2228:, le membre droit de la der-
niére équation est un affineur.
Ainsi donc I'équation (2.28) est équivalente a I'équation:

(2.32) Ky '

Il en résulte que la relation (2.32) n’est autre chose que
la condition pour que toutes deux bi-directions rectangulaires
aient les mémes mésures riemanniennes et notre proposition 1
montre que la relation est aussi équivalente a I'équation
d’Einstein, (1.46).

83. Espace a un nombre quelconque de di-
mensions.

Si le nombre des dimensions n est quelconque nous avons
la proposition suivante:

Proposition 3. La condition nécessaire et suffisante pour
que V,,(n>2), soit L'n est que dans chaque point toutes les
(n—Indirections aient les memes courbures scalaires.

Démonstration. Considérons dans un point arbitraire P
de I'éspace Vn deux (n—1)-directions et désignons par d“x
et di* leurs tenseurs métriques correspondants. Nous pouvons
présenter ces tenseurs sous forme suivante

JLIX LIX U X

VvV =e —ep'p] E=p',7’/<= x£1;

(2.33) ° P
d~=afx-eqf,qx. e:__qf‘qf_: + 1;

q

q

ol «“* est le tenseur métriques Vn et p\ g* désignent deux
vecteurs-unités perpendiculaires & (n—I)-directions correspon-

28) Sch., Str., I, p. 54.
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dantes. En désignant ensuite par x et x les courbures scalaires
des (n—I)-directions en question, on aura les relations:

(2.3-1)

En tenant compte dans le calcul des seconds membres
des dernieres formules des relations (1.31—1.3), nous obtenons:

(2.35)

Si nous supposons maintenant que:
(2.36) X — X

Nous obtenons, en tenant compte des formules (2.35), la
relation:

(2.37) eK,a pflpz:% Kfaqfl g*
P

qui a lieu pour deux vecteurs-unités arbitraires p* et g*. Il
en résulte 29) que

(2.38)

c'est a dire que I'espace doit étre einsteinien.

28) Voir chap. 11, p. 51.
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Réciproquement, si nous addmettons [I'équation (2.38),
dans ce cas, en prenant en considération les formules (2.35)
(1.47 et (1.48), on obtient immédiatement que:

1 1

(239) x=x= (%6h—1) (n—2) (A£E-22) = X.

n(n—1)

Toutes les (n—Indirections ont donc dans chaque point
de l'espace einsteinien la méme courbure scalaire égale a la
courbure scalaire de I'éspace donné En. La proposition est
ainsi démontreée.

Nous donnerons encore une.autre démonstration faite par
M. Go#ab3l0).

Nous voulons auparavant rappeler la définition de la cour-
bure moyenne de I'éspace V,, au point P dans la direction i

que nous désignerons par Représentons nous au point P
un systeme de (w—1) vecteurs .., tel que le systéme
2 3

n

vz,vz,...,\n/z soit orthogonal et désignons par x» la mésure
1 2

riemannienne de courbure de la bi-direction déterminée par

les vecteurs vz et rz
1 i

Dans ce cas

i - 2Drxii-
fi2

On peut montrer que le scalaire g,, ainsi défini ne dépend
pas du choix particulier du systeme vz,vz, ...,(IE)X31).
2 3

Il existe la proposition suivante3?):

Ze condition nécessaire et suffisante pour que le courbure
moyenne au point arbitraire P ne dépende pas de la direction
est que Vn — soit einsteinien c’est a dire En.

Partant de 1a, il est trés facile de montrer la, justesse de
la proposition 3. En effet: si les vecteurs \i/z, (i—1,2,...,n),

30) M. Gotab et I'amabilité de me la communiquer dans sa lettre du
7. 10. 1941

3l) Eisenhart, Riemannien Geometry p. 113.

32) Eisenhart R. G. p. 114.
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définissent un systeme orthogonal de référence arbitraire, on
aura immeédiatement la relation

1
n (n_l) ‘m/ll
ou h désigne la courbure scalaire de I'espace Vn. La derniére
relation peut aussi étre écrite sous la forme:

—1)«. Qi + (U—=2) »>—Dx.

ou Qi est la courbure moyenne dans la direction r2 et x- est

la courbure scalaire de la (n—I)-direction perpendiculaire au
vecteur 82. La derniére formule montre que xz ne dépend pas

du choix particulier de la (n—I)-direction que si pz est indé-
pendant du choix de 8 au point P et dans ce cas seulement.

La proposition 3 est maintenant une conséquence imme-
diate de la proposition d’EISENHART citée plus haut.

M. le professeur Wazewski a donné une autre géenéralisation
de la proposition 1 pour le cas d’'un espace a un nombre quel-
conque des dimensions.

Envisageons dans un point arbitraire de V,, une certaine

-direction non singuliére et désignons par x sa courbure
scalaire ainsi qu’une (n—m)-direction perpendiculaire a celle ci
ayant une courbure scalaire Xx.

Proposition 4. Pour que l'espace Vn soit einsteinien
Pn il faut et ‘il suffit gquen tout point la différence
n(n— I'jx—fn — m)(n-—m —I)x soit indépendante du choix
spécial de la m-direction envisagée.

Cette différence est égale notamment a (n—I)(2m—n)x
ou x est la courbure scalaire de E,,.

La démonstration de cette proposition est tout a fait ana-
logue a celle de la, proposition 1.
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Chapitre 3
Conditions nécessaires et suffisantes pour que I’espace soit conformément
euclidien

81. Espaces conformément euclidiens & un nombre
pair de dimensions, C2m.

Dans ce § nous démontrerons deux propositions qui se
rapportent a certaines propriétés de la courbure scalaire de
p-directions correspondantes. Ces propriétés caractérisent
I'espace conformément euclidien & un nombre pair de dimen-
sions C2m.

Proposition 5. La condition nécessaire et suffisante pour
que l'espace riemannien & un nombre pair des dimensions V2m
soit pour m”~2 conformément euclidien est que dans chaque
point la somme des mesures riemanniennes de courbure du sy-
steme des m bi-directions non singuliéres mutuellement perpen-

diculaires ne dépende pas du choix spécial du systeme.

La somme des mésures riemanniennes de courbure, dont
il est question dans cette proposition, est égale, comme on le
verra, a mu ou u désigne la courbure scalaire de I'espace en-
visageé.

Démonstration. Choisissons un systéeme arbitraire des

2m vecteurs-unités mutuellement perpendiculaires: i;-,i'-,...,ie

1 2 2m

et considérons m bi-directions définies par les bi-vecteurs-unités.
(3.1) 2Neik\ 2iMNixl..... 21fx?l.
12 3 4 2m—12m

Ces bi-directions sont, comme cela résulte de leurs défini-
tions, mutuellement perpendiculaires entre elles. En désignant
par h la, somme des mésures riemanniennes de courbure de
ce systéme des bi-directions, nous obtenons, en tenant compte
de (2.21), que

7=—ta — inp — eKvfaxiviftixix—
12 1212 34 3434
(3.2) - .
e NN Xi<<—. .. T IV 1N ix X
56 56 56 2m—1,2m 2m—1 2m 2m—1 2m
ou
(3.3) e=ee et e=2x0==lIl. ,

u Ji i il
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Dans la formule (3.2) nous écrivons ivi>* au lieu de
ji
puisque l'affineur KVlla est, en vertu de (1.31—1.3), alterné

par rapport aux indices correspondants, et c’est uniquement
la partie alternée du produit = = qui joue un réle dans cette
ji

formule. Dans un systéme rectangulaire de référence défini
par les vecteurs i*, i, ' (» = 21»), la relation (3.2) prendra
12

la forme suivante:

(3.4) —le=eKit12 4-EKn34 £7756564" e
12 34

56
Introduisons un autre systeme des bi-directions mutuelle-
ment perpendiculaires defini par les bivecteurs-unités:

3.5 2Naix\ 2iNeixl, . ixi,
(3:5) 1 Ozlx é O4IX ? 6 %m—l ZFnXI

ou dailleurs:
i aix 4- fil*;
i 1 3

36 l- B ) «24-fice =1
(3.6) ix=- sfiix — eaix. 13
3 1 i 3 3
et d’'ou il s’ensuit que
(3.7) - e.
1' 1 3' 3

Si I'on suppose maintenant que la somme des mesures
riemanniennes de courbure des m bi-directions mutuellement
perpendiculaires ne dépend pas du choix spécial de se systeme,
on obtiendra également

—le  eKVftZx(aiva- fiiv)iftcai *fii*)ixa-
(38) 12 | 32 1 3 2
4- eKvtax(Efiiv— eaiv)i/*(fieiz— ae i*)ixa KvXi"il' i*a- «...
34 11 334 11 334 5656

De Ia, en prenant en considération la relation a2 4-fi2£&-1»
13
nous obtenons
—lp- azre7i]2124- €KSi 34 4~ en56 56 47 eee] +
12 34 56
(3.9) 4- fi2e [e 112323 4~-SKU 14 + fiTcsese -r ool 4=
: 13 23 14 56

4-2ea/?[e7ilLi2 32 — e 7714 34].
1 2 4
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En vertu de la relation (3.4) et d’'une relation analogue que
I'on obtient en envisageant les bi-directions définies par les
bivecteurs simples,

27, 2ib?il, 2aXU\..., 2 " il
23 14 5 6

2m—1 2m

la derniére égalité prendra la forme:

(3.10) —&= —(a24 £12)7z 4- 2fia[£Ji'i232— «&’um].
13 a == 4

Si I'on utilise (3.6), nous aurons encore:

(3.11) eKj23 = /1434,

La derniere formule peut étre récrite ainsi:

(3.12) £Kvu1|x il —evaaX|V|I*|4x

1232 1434
Substituons dans (3.12) en place du systéeme i, i2, i*, m
12 3 4
des 4 vecteurs-unités mutuellement perpendiculaires, un autre
systeme ayant les mémes propriétés, notamment le systéme

(3.13) |x y|x |<5|z J'I V|£rn—ye|z
22
ou
(3.14) y2-|-a2££ = I.
2 4

On obtiendra alors

e KvAxiv(yif + 6if*) i*(yix-i~ eix) =

(3 15) 2 12 43 2 4
= £KviUxiv(6e if*— y £ i) |x(e£ ix— yeix
4 1 22 44 22 44
et encore:

£V271'12 32 4-eyé 2’1432 4-e;-'éKi234-i-EN2Ari4 34 —

(3.16) 2 2 .2 2 9

£02711232 — Ey 571'14 32— £yO6AI2 34 + £/2/ti4 34.
4 2 2 4

En vertu de la relation (3.11), la premiére expression du
premier membre de (3.16) et la derniere expression du second
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membre peuvent étre supprimées. Il en est de méme de la
derniére expression du premier et de la premiére expression
du second membre. Nous obtiendrons aprés ces réductions

(3.17) 2eyd(Jri43j-b j.234) =6
2

et parsuite:

(3.18) A-1432 H' -A-1234 =6.

En appliquant a la formule (3.2) une transformation du sy-
stéme des vecteurs [ analogue a (3.6) on parvient a la ré-

lation
(3.19) ©-&1242 = ©-"1343
et de 14, par une transformation analogue a (3.13), I'égalité

(3.20) A1243 4 [*-1342 — 4

En soustrayant membre a membre les égalités (3.18) et
(3.20) et en tenant compte de I'identité:

(3.21) =0
qui résulte directement de (1.31—2.4), nous obtenons:
(3.22) 3111234 -&1234---2423  -M342 = 3E?12y4= 0

On peut démontrer pareillement la disparition de toutes
les autres composantes de l'affineur Kv*x a quatre indices
inégaux dans le systtme de référence défini par les vecteurs

i*, , c’est a dire dans un systeme rectangulaire arbitraire
1 2 m

de référence. En vertu de la proposition citée33), I'espace envi-
sagé est donc un espace C2,,. Nous avons ainsi prouvé la pre-
miere partie de la proposition.

Supposons maintenant que l'espace soit conformément
euclidien c'est a dire que I'on ait les relations (1.51) et (1.53),
car Dans ce cas la mesure riemannienne de courbure
de la bi-direction définie par le bivecteur 2d;?z| est donnée

1 2

33) Voir chap. I, p. 48.
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dans le systéme rectangulaire de référence considéré par la
formule:.

e-S1212— 6 ~ n (®11-722 + a22-~Ml) —
12 127----J

(EL22~[ eLu)
(3.23) ' ’

o922 1£|_I’I\) .

Nous pouvons maintenant, en nous servant de cette der-
niére relation et des relations analogues, calculer k de la for-
mule (3.4). Nous avons notamment:

(3.24) - ﬂl(
1 K

2(n—1)
et ensuite, en vertu de (1.36), puisque n=2m:
(3.25) K= mx.

Nous voyons que la somme des meésures riemanniennes de
courbure du systéme des m bi-directions mutuellement rectan-
gulaires est égale & mx c’est a dire ne dépend pas du choix
spécial de ce systtme. La seconde partie de la proposition se
trouve ainsi également démontrée.

Passons maintenant a l'autre proposition que nous avons
mentionnée au début de ce §.

Proposition 6. La condition nécessaire et suffisante pour
que l'espace F2m soit C2m est que le somme des courbures scalaires
des deux m-directions arbitraires mutuellement rectanqulaires et
non singuliéres soit indépendante dans chaque point du choix
de ces deux m directions.

Nous allons montrer dans la suite que cette somme dans
le cas en question est égale a 2x.
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Démonstration. Nous n’allons pas envisager le cas par-
ticulier de m=2 car dans ce cas on a affaire a la somme des
mésures riemanniennes de courbure du systéeme de deux bi-di-
rections mutuellement rectangulaires. Ce cas f(t déja pris en
considération au cours de la démonstration de la proposition 5.

Si m=>2, pour prouver la suffisance de notre condition,
il suffit de montrer que pour chaque groupe de quatre vecteurs-
unités mutuellement rectangulaires rx, sx, ux, vx on a la relation

(3.26) Kvflzxr>xSZUvWx="0.

Si I'on envisage, en effet, un systéme rectangulaire de reé-
férence arbitraire et si I'on substitue dans (3.26) en place de
rx,SX,ux,vx quatre vecteurs-mésures quelconques de se Sy-
stéme, on constate le iait que les composantes de l'affineur
de courbure Kvlz» a quatre indices inégaux disparaissent poul-
ie systeme de référence rectangulaire envisagé et parsuite pour
tout autre systéeme rectangulaire. Il s’ensuit, que l'espace en-
visagé est conformément euclidien, ce que nous voulons préci-
sement montrer.

Remarquons que la relation (2.8) nous donne la formule
suivante pour la somme des courbures scalaires de deux m-di-
rections rectangulaires

(3.27)

Si cette somme doit étre la méme pour chaque couple d§
m-directions rectangulaires, I'expression (3.27) doit étre indé-
pendante du choix de a'™. Calculons la somme considérée
pour &',z et a' donnée par la formule (2.16) et égalons entre
eux les expressions obtenues. Nous aurons la relation:

AE-2 2 l;S p' s/ +
+ 2Kvpzxb'*b,a I% Kvpzxbv' p'lp* \ 2KViiz*pvpxpt,p*~
=K—2 Kb!';'—zost.z q +

4-21 ,~bmbfa+ 4 eKv,zx bm g, 2KV/l, qv/a.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 5
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Remarquons d'abord que dans la formule obtenue les
dernieres expressions de deux membres s’annulent en vertu
de (1.31). Si l'on effectue ensuite la réduction, on obtient que

(3.28) 3(2 Kv,axom— K™ p!'p3 = Q£(2A\,axbvx—Kfa')qI'qA,

ou bvx est le tenseur métrique correspondant & une (m—Indi-
rection arbitraire’ et px et gx désignent deux vecteurs-unités
arbitraires perpendiculaires a la (m— Indirection considérée,
De 1a, en vertu de la proposition démontrée3d), résulte
gue la composante de la grandeur KVixxom—K,;. dans la
(n—m —+indirection perpendiculaire a la (m—indirection don-
née doit étre proportionelle au tenseur métrique correspondant
a cette (w—ra-j-indirection. Il s’ensuit qu’'on aura la relation

(3.29) 2Kvil;,b*Ysi-Kpi/si - 0

ou 1" et s2 sont deux vecteurs perpendiculaires entre eux
et a la (w—indirection donnée.

Envisageons maintenant deux (m—Indirections perpen-
diculaires aux vecteurs rx et sx et qui possedent une (m—2)-di
rection commune, ce qui est possible, puisque m=>2. Les ten-
seurs métriqgues 6 et 6 qui leurs correspondent peuvent
étre écrits sous la forme

£t mmx==1;
(3.30) ni

ﬁE:I nul==1,
ou c2" est le tenseur métrique correspondant a la (m—2)-di-
rection commune et mx et nx sont deux vecteurs-unités per-
pendiculaires a la (m—2)-direction envisagée et aux vecteurs
rx et s*

Si I'on substitue dans la relation (3.29) en place de b>a

tour a tour b"3 et U“x, on obtient I'équation suivante:

2KViaxemr"s2+ 2£ . xxm”  i"s2—  r"s2—0;

(3.31)
2/,12Xc"xr*'s2-? 2eKvlaxnvnxri*8'—Kf,zr"8x= 0.

’¥) Voir chap. II, p. 51
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En soustrayant membre a membre les deux derniéres
équations, nous obtiendrons la relation:

n? KViax rf8zni," mx =-- neKVftix >*$* nvVNX.

Il est facile de voir que dans la derniére relation c’est uni-
guement la partie symétrique de l'affineur de courbure re-
lative aux indices v et x qui joue un réle. Nous pouvons donc
I'écrire sous la forme:

(3.32) r(]alK(vVJAiK)rusimvmx = ﬁ KAM\X)Ma™ ' nx.

Si I'on fait maintenant un raisonnement analoque a celui
que nous avons fait pour obtenir (3.29), on parvient a I’équation:

(3.33) 0

ou ril, si* 1>, vi* désignent 4 vecteurs-unites arbitraires mutuel-
lement perpendiculaires entre eux. En intervertissant entre
eux les vecteurs et v- dans la formule (3.33) nous obte-
nons la relation

(3.31)

La soustraction membre a membre de deux derniéres
équations conduit a la formule

(3.35)  p(Npax-f KJ.fixv)?" 8"U1 Vx— 0

laquelle, si I'on applique les relations (1.31—1.2) ainsi que
(1.11), donne:

(3.36)

Réciproquement, si nous admettons que l'espace considéré
soit Cim, c’est & dire I'existence des relations (1.51) et (1.53),
on aura, en portant de (3.27) la somme x'4-x" des courbures
scalaires de deux m-directions perpendiculaires, la formule
suivante:

(3.37) m(m—2)\ ek

5»
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Calculons a part la derniére expression entre crochets de
cette relation. Nous avons, notamment, a cause de (1.10)
(3.38) aMZL.~Mama' = anLvx—

a~LMa'ra'n.

Il résulte cependant des relations (1.37) et (1.41) que
(3.39) aran=B".

Si I'on tient compte du fait que a'v* est une grandeur de
sous-éspace correspondant dans Ir2m on aura encore:

(3.40) avxa>zavt = a”x.

En appliquant a la relation (3.38) les deux derniéres formules
ainsi que (2.3) et (1.51) nous obtenons:

L’expression (3.37) aura donc maintenant la forme:

(3.41) 71—2 a'r-yY

T(Ww—1)

La somme des courbures scalaires du systeme de deux
m-directions perpendiculaires dans I'espace C2m ne dépend
donc pas du choix spécial du systtme. La seconde partie de
notre proposition est ainsi démontrée.

§ 2. Espace C4.

Les considérations du § précédent nous permettent d’obtenir
les propositions nouvelles qui caractérisent I'espace confor-
mément euclidien a quatre dimensions, notamment:

Proposition 7. La condition nécessaire et suffisante pour
que V4 soit conformément euclidien est que l'on ait l'identité

(3.42)  -MuXx+ Fa7i 4 0.

Remarquons d’abord que la mésure riemannienne de cour-
bure d’une bi-direction est en méme temps, comme cela ré-
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suite de la définition, la courbure scalaire. Ainsi donc dans le
cas de I'espace a quatre dimensions la différence entre les deux
propositions du § précédent disparait et nous obtenons la pro-
position unique suivante:

Pour que I'espace Vt soit un espace Ci il faut et il suffit qu'en
tout point la somme des mesures riemanniennes de courbure
d'un systeme arbitraire de deux bi-directions mutuellement per-
pendiculaires soit indépendante du choix spécial de ce systéme.

Nous avons pour cette somme dans le cas. envisagé la
formule

(3.43) X'-Fx" = 2x.
La relation (3.43), en tenant compte des formules (2.21)
et (2.23), peut étre écrite sous la forme:

(3.44)

ou f'vn et f"'v* sont deux bivecteurs unités de deux bi-directions
correspondantes perpendiculaires entre eux et s' resp. e" sont
égaux —1 ou +1 suivant que les bi-directions correspondantes
possedent les vecteurs asymptotiques réelles ou ne les possedent
pas. Des relations (1.22) et (1.25) on aura encore:

(3.45) NN N-26".

En multipliant les deux membres de (3.44) par €' on aura
en tenant compte de (3.45) I'équation:

(3.46) =

ou e- e'e"==l, le signe de e étant celui du déterminant

Q |(uzl
En substituant dans (3.46) au lieu de f'** une expression
égale donnée par la formule (2.26), nous obtenons:

(3.47) [a\"™x+ 4xavXa’x] 0.

La derniere équation s’applique a un bivecteur-unité arbi-
traire 1'vd si I'on a identiqguement:

(3.48) 4 AxanWall)] =0
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et dans ce cas seulement. Dans cette formule apparait le pro-
duit alterné a”a”j car il est évident que c'est uniqguement
sa partie alternée qui joue un rdle dans la formule (3.47). Un
raisonnement identique a celui que nous avons fait pour obtenir
la relation (2.32) conduit a I'équation suivante, équivalente
a. I'équation (3.48):

(3.49) AxalWaXilj= 0.

Comme cela résulte de notre raisonnement, la relation
(3.49) équivaut a la condition que la somme des mésures rie-
manniennes de courbure de toutes les bi-directions perpendi-
culaires entre elles soit dans tout point de U4 indépendante
du choix spécial de ces bi-directions, c’est a dire que I'espace
envisagé V4 soit C4.

Si I'on se base sur la proposition citée3b) on en tire:

La proposition 8. L’équation (3.49) est équivalente dans
I'espace V4 a I'équation

(3.50) v[Ux=
ou
(3.51) LN-KMMKan.

L’équivalence des relations (3.19) et (3.50) peut étre montrée
directement par la voie suivante:

Si nous écrivons la relation (3.49) pour un systéeme quel-
conque de référence rectangulaire, il en résultera la dispa-
rition dans chacun de ces systemes de toutes les composantes
de I'affineur de courbure a quatre indices inégaux et on par-
vient a la relation (3.50).

Supposons maintenant, que I'affineur de courbure a quatre
indices remplisse la condition (3.50) et calculons le premier
membre de la relation (3.48); en le désignant par Iviax on aura

£ L
h T ca<6t  1viu A.2x 4 77N "MZANIX]
(3.52)

%) Chap. I, p, 48.
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Nous allons nous occuper avant tout du terme du milieu
de la derniére expression que nous désignerons, pour abréger,
par Le quadrivecteur-unité étant alterné par
rapport aux indices o, « et aussi v, /i on aura donc:

(353) = |ea uLffiZ %jtz*:x=

En nous basant sur la définition de la grandeur
nous pouvons obtenir que 38)

(3.54)
La relation (3.53) aura donc la forme:

LaMax ™ —

(3.55)

=- axifl—L"a[riw ax]u + Lx*ia[t]M aMu.
Profitant de la relation facile a vérifier:

(3.56) aw/ulavla = aUlfiavkil — a2[fali<al

ainsi que de la relation (1.10) nous pouvons donner a la formule
(3.55) la forme suivante:

r_ Vv autv ax)<l amul + LX[Vaui/l] =
(3.0<) T T
= Ly «U[vaxM — 2 LU[p «x](UL.

Mais de la relation (3.51) résulte
(3.58) LN= — K+$K=- %K.

Les grandeurs afix et L  sont les tenseurs, donc
(3.59) svixlk = afiixi

En substituant la derniére expression dans la formule (3.52),
nous obtenons que

NAX = aMA~i]x]~s alvUai<Ix]~ ~amxrixixiA B a[vWiflulx] = 0.

La formule (3.48) et, par conséquent, (3.49) résultent de la
formule (3.50) ce qui démontre leur équivalence.

») Sch., Str., I, p. 29 et 53.
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83. Espace Cn a un nombre quelconque des di-
mensions, n.

Haantjes37) a étendu les résultats du premier § du présent
chapitre aux »espaces a un nombre arbitraire (pas nécessaire-
ment pair) de dimensions. Il envisage, notamment, dans
I'espace Vnp(p”~2) ~/-directions mutuellement perpendicu-
laires et suppose que les nombres ml,m2,....mp satisfont aux

p

fli
En désignant par ?*K,?ix,...,%*x les tenseurs métriques qui

(3.60) n— et

correspondent a ces m,-directions et par X2,..., Xp les cour-
bures scalaires correspondantes, Haantjes énonce:

La proposition 9. La condition nécessaire et suffisante
pour que l'espace Vn, N\, soit un espace conformément eucli-
dien est que la somme
(3.61) TOjXj--W2X2-|- ...-i DlpZp
soit pour un systeme de nombres m-t remplissant les conditions
(3.60) dans tout point de l'espace pour un systeme arbitraire

des mpdirections mutuellement perpendiculaires indépendante du
choix de ce systeme des mi-directions.

On verra dans la suite que cette somme est constamment
égale a nx ou h désigne la courbure scalaire de I'espace Vn.
Remarquons que si n=2m et p m, dans ce cas:
m2=..=mp~ 2 et on aura de la derniere proposition,
comme cas particulier, la proposition 5. Si enfin, n 2m,
p=2 et mr=m2=m la proposition 9 concorde avec la pro-
position 6.

Démonstration. En démontrant la proposition de
Haantjes nous n’avons pas besoin de nous occuper du cas i
dont I'étude fut épuisée par chacune des propositions 5 et 6.
Ceci est d'autant plus important que la démonstration que
nous allons donner fait défaut pour m—4.

Nous montrerons en premie” lieu que dans les espaces
conformément euclidiens la somme (3.61) est constamment

31) Haantjes, Eine Charakt. etc. Proceedings Kon. Ned. Akad. v.
Wetensch. Vol. XLII, N° 1, 1940.
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égale a nx et, par conséquent, est indépendante dans tout
point du choix spécial de p m,-directions mutuellement per-
pendiculaires.

De la rormule (2.4) nous avons

1

(3.62) W2 1X1 HL— 1

Si l'on tient compte que pour l'espace C, s'applique la
formule (1.53), on obtient en vertu de (3,62) que

(3,63)

" *
n—>o L/ @ X.

En vertu de (3.63) et (1.40) on aura pour la somme (3.61)
la formule

D’autre part, si I'on tient compte de (1.51), on a;

r T, n _—n-\-2 (n—2)nr*
(3.65) —— &+ (1) K =21 K—- =% K
et de (3.64) on obtient
(n—2)n
(3.66) n—2 \ o K

ce que nous voulions précisément démontrer.

Nous passons maintenant a la démonstration de la pro-
position réciproque. Supposons donc que pour un certain
systtme fixé de nombres m,, (i—I,2,...,p) (remplissant les
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conditions (3.60)) la somme (3.61) ne dépende pas du choix
spécial des mt-directions mutuellement perpendiculaires.

Nous voulons affirmer que dans ce cas I'espace est confor-
meément euclidien. Considérons auparavant le cas particulier
p=2 c'est a dire ou l'on a affaire & une certaine wg-direction
perpendiculaire a la wg-direction et
(3.68) mj+w,—n; 1 4- azx*:a*K.

Nous pouvons également admettre qu’un des nombres
ng, m2 soit plus grand que 2 (le cas ou nq— ng—2 fut I'objet
de la proposition 5). Nous pouvons maintenant écrire la somme
(3.61) sous la forme:

(3.69)

i aui
w2—1 0Tj—1 i
La somme wq?q-- «\Vq étant indépendante du choix spécial
de la Mi-direction, la derniére expression ne dépend pas éga-
lement du choix spécial du tenseur . Considérons maintenant

deux «g-directions possédant une (mr—Indirection commune
et désignons par afz et . les tenseurs métriques qui leur
| |

correspondent. On a dans ce cas les relations:

pPXpX:-

(3.70) ‘ P P

af,i—ba-\ eqPq* ;

1 Y/ i
ou bf* est le tenseur métrique correspondant a la (wg—1)-di-
rection commune et p* et g- sont deux vecteurs-unités perpen-
diculaires a cette direction. L’expression du second membre
de (3.69) ayant la méme valeur pour U2 et pour u”2, on obtient
donc: 1 l
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l_ S L
mo—1 A—2Kbi —ZS J'p* 4
2eKvfaxb™prpl)
(3.71) 1 ’
K—2 Kb™—2eKilLg*g* 4
m2—1 0

d’ou, aprés la réduction:

(3.72)

Dans cette équation pn et gfl sont deux vecteurs-unités
arbitraires perpendiculaires a la (wx—I)-direction envisagée.
Il s’ensuit que 38)

(3.73) -AMM ——"KVitZxbvxsflrl 0

pour deux vecteurs arbitraires s* et r»* perpendiculaires entre
eux et a la (mx—I)-direction.

La derniere équation a lieu indépendamment du choix
spécial de la (wg—I)-direction envisagée pour les tenseurs bl
et b” déterminés par la formule (3.30) correspondant a deux
(mx—1)-directions, ayant la (mx—2)-directions commune ce qui
est possible puisque mx>2, nous obtiendrons donc:

(3.74) —K zsfrXj (Av,<xe,i*t“r14 n(anv/IhmvaSi*ri) —0

—1
et

"1 n

La soustraction de deux derniéres équations conduit a la
relation:

3) Voir p. 66 (3.29).
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(3.75) s KvlllMmvm*  — e KvxZxnvn*s>*rz,

m n
qui a lieu pour leg vecteurs-unité arbitraires n>* et mu per-
pendiculaires a o et rf*. 1l résulte de la que pour quatre vecteurs
arbitraires mutuellement perpendiculaires uv,vv,sv,rv on aura:

(3.76) KM/iXMuvvxs*r!1=0.

La derniére relation est identique a la relation (3.33). Il
en résulte que toutes les composantes de I'atfineur de cour-
bure a quatre indices inégaux disparaissent dans les systéemes
de référence rectangulaires, c’est a dire que I'espace considéré
Vn est conformément euclidien. La proposition est donc dé-
montrée dans le cas p=2. Si p>2 nous pouvons montrer
pareillement que la relation (3.76) a lieu pour quatre vecteurs
arbitraires perpendiculaires entre eux appartenant a une
(m14-?n2)-direction. Dans la démonstration il faut considérer
comme fixées toutes les m[-directions pour t=3,4,...,p et de
faire varier par la méthode exposée la mqg-direction et la m2-di-
rection dans le cadre de la (™4 waq)-direction. Conformément
a notre supposition, la (mi+ m2)-direction envisagée peut étre
choisie arbitrairement; il s’ensuit que I'égalité (3.76) doit
avoir place pour 4 vecteurs arbitraires mutuellement perpendi-
culaires. Cette méthode sera en défaut quand

ng= =..=wP—=2
mais dans ce cas la proposition que nous voulons prouver

concoure avec la proposition 5. La proposition de Haantjes
est ainsi démontrée.

Chapitre 4

Conditions nécessaires et suffisantes pour I’espace soit a courbure
constante

§ 1. Généralisation de la proposition de F. Schur.
La mésure riemannienne de courbure de la bi-direction
dans l'espace Vn, {n> 2), définie dans le premier chapitre
posséde une propriété importante exprimée par la proposition
suivante connue sous le nom de proposition de F. Schur3)).

39) T. Levi Civita, p. 126; Eisenhart, p. 82.
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~"Si la mesure riemannienne de courbure de la bi-direction
non singuliére est indépendante dans chaque point *lu choix spé-
cial de cette bi-direction elle ne varie pas d'un point a l'autre
c’est & dire qu’elle est constante dans tout I’espace.

L’espace Vn est dans ce cas un espace a courbure constante
S,, et son affineur de courbure remplit identiguement la con-
dition 40)

(4.1)

La proposition de F. Schur peut étre généralisée de la
maniére suivante:

Proposition 10. Si dans I’espace Vnpour un certain nombre m
remplissant la condition I<<m<n la courbure scalaire de la
m-direction est dans chaque point indépendante du choix spé-
ciale de cette direction elle ne varie pas d'un point a lautre.

Il résulte aussi de ces mémes prémisses que dans le
cas m<<n—1 l'espace envisagé est un espace S,,, il n'est que
I'espace Fn, si m—n—1.

Démonstration. Dans le cas m=n—1 il résulte de nos
suppositions et de la propositions 2 que I'espace envisagé
est einsteinien En, chague (n—D-direction aura une courbure
scalaire égale a celle de I'espace F,,41) laquelle, comme nous
le savons, est constante 42). Pour démontrer la proposition dans
le cas m<<n—1 nous envisagerons au point arbitraire P deux
m-directions possédant une (m—Indirection commune et dé-
signerons par a™x et a™x les tenseurs métriques correspon-
dants. Nous pouvons présenter ces tenseurs sous la forme
donnée par les relations (2.16). Pour la courbure scalaire de
ces deux m-directions nous avons les formules:

(4.2)

*0) \Voir p. 48, . (L54).
«) Voir p. 58, f. (2.39).
1) Voir p. 47, f. (1.48).
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De notre supposition et des relations (2.16) et (4.2) nous
obtenons: *

Kvlti* + 2 £ Kv™ qu<f b+ Kv™ p>*g* g* g* -
(4 3) P .
= NV, I="m+ "eKVfaxpvpxb”™ + KVHpflp~pvp
P
et de la
(4.4 e KVillx b~ pvp» e KVilZxb>a qu g*.
p g

La derniére équation s’applique a une (-m—I)-direction
quelconque et a tous les couples des vecteurs-unités p”, qu
perpendiculaires a cette (m—I)-direction. 11 en résulte que 43)

(4.5)

ol rv et sx sont deux vecteurs perpendiculaires entre eux et
a la (m—I)-direction envisagée.

Si m—1>2, I'équation (4.5) peut étre récrite pour deux
(m—I)-direetions ditférentes dont les tenseurs métriqgues b”
et bzf* correspondants sont donnés par la formule (3.30). La
soustraction de deux équations ainsi obtenues nous donne

rvs* + e Kv/tixmf*mxrvss— KVilllx ~ rvs* -

(4.6) — eAVitAxnf ni'rvs,
n
et ensuite:
4.7) e KV/IU))i,i*mirvs* = s Kv/xUni*nlrvs‘
m n

ol mP et ni* sont deux vecteurs-unités arbitraires perpendi-
culaires aux vecteurs rv et s*. De la relation (4.7) résulte que:

(4.8) I Mxui*vir’gs= 0

pour tous les quatre vecteurs perpendiculaires entre eux
uv, w, rv. sv. En vertu des formules (1.30—1.3) la derniére
relation est équivalente & I'équation

(4.9) KMMX)r**shu"vx~0.

(Jette relation étant identiqgue a la relation (3.33) il en
résulte que l'espace envisagé est conformément euclidien.

la) Voir p. 66, f. (3.29).
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Pour la courbure scalaire k' de la m-direction dont le ten
seur meétrique correspondant nous avons désigné par a***,
nous obtenons maintenant sur la base de (1.53) et de (3.63)
la formule

(4.10)

Nous pouvons récrire cette équation pour deux m-directions
dont les tenseurs métriques correspondants et a' sont
donnés par les formules (2.16). De la, en nous basant sur la
supposition que

(4.11)
nous obtenons que

—2 —2
412)  —---- J(NV- eprRY) = — - L (b™ + eqf*ax
(4.12) (Z)W( PR = mny L (7 gala)
et de la
(4.13) F()eLIixpi*pK— eL*qPqy,

9

ou pf* et qt sont deux vecteurs-unités arbitraires. Nous en
concluons que 44)

(4.14) Tpx =" G Uftx+
L’affineur de courbure revétira actuellement la formedb)
E- 4
(4.15) TLypXx — n_ 2 aaM;LafM’
Si I'on substitue dans cette relation
(4.16) e MR
nous aurons
(4.17) = —2xaMlLali)}.

Notre espace est ainsi un espace a courbure constante
et x est une constante.
Des formules (4.10), (4.14), (4.16) nous obtenons
—2

(4.18) m(n—2)46 2

1) Voir p. 51, f. (2.14).
1) Voir p. 48, f. (1.53).
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La courbure scalaire de la m-direction, étant égale a celle
de l'espace 8,,, est constante. C'est précisément ce que nous
nous proposions de montrer.

Il faut encore remarquer que cette preuve renferme aussi
le cas exclu m- 2 car dans ce cas la relation (4.9) résulte
directement de la relation (4.5). Dans ce cas notre proposition
concorde avec la proposition de F. Schur.

82. Corollaires pour éspace 8,,.
De la démonstration que nous venons de donner plus haut,
résulte immédiatement la proposition suivante:

Proposition 11. Pour que I'espace V,, soit un espace 8n
il faut et il suffit que pour un certain nombre m oit 1< m<n—1
la courbure scalaire ae la m-direction dans chaque point ne dé-
pende pas du choix spécial de cette m-direction.

De la proposition 2 chapitre 2 et de la proposition F. Schur
valable pour Vn (n>3) résulte comme conséquence la propo-
sition connue suivante.

Tout espace einsteinien E3 est & courbure constante c'est
a dire un espace 83.

En effet si I'on a E% on aura en vertu de la proposition 2
que la courbure scalaire de la bi-direction quelconque est
constante et de 1a, en tenant compte de la proposition de
Schur, on en conciliera que I'espace est a courbure constante.

L’espace a courbure constante est en méme temps un
espace conformément euclidien et einsteinien. L’espace a quatre
dimensions a courbure constante £4 satisfait donc aux rela-
tions (2.32) et (3.49). En les soustrayant on obtient:

(4.19) a-" 0“TNvVA/NWXx= —

Réciproquement, si dans l'espace V,, a lieu I'identité (4.19)
il est facile de voir que toutes les composantes de I'affineur
de courbure possédent au moins trois indices différents dispa-
raissant dans les systéemes de référence rectangulaires. L’espace
considéré est donc 84. Nous pouvons énoncer la proposition:

Proposition 12. Pans [l'espace V4 les relations (4.1)
et (4.19) sont équivalentes.



SUR L’EVALUATION DU DOMAINE D’EXISTENCE DES
FONCTIONS IMPLICITES REELLES OU COMPLEXES

Par Tadeusz Wazewski (Cracovie)

L'évaluation du domaine d’existence des fonctions impli-
cites yz= ¢/(a’,...,.ep) déterminées par le systeme d’équations

[(@®i, oo, 3fi,eee, 3= (i=1,..., *)

sera basée sur une notion que nous appelons allongement
supérieur ou inférieur d’'une suite de fonctions.

Dans le § 1 nous donnons une définition analytique (cf. § 1,
VII) et géométrique (8 1, XIX) des allongements en question
et quelques propriétés de ces notions. Nous indiquons, en
particulier, quelques limitations de ces allongements (§ 1, XII).

Les Théorémes 1 et 2 (82) fournissent des évaluations
du domaine d’existence des fonctions implicites.

Le Théoréme 3 (§ 3) évalue le domaine d’existence de la
transformation inverse d’une transformation donnée.

Le Théoreme 4 (8 4) évalué le domaine dans lequel une
transformation uniforme est univalente (cf. la définition dans
le §4).

Le §5 est consacré aux évaluations en question relatives
aux équations légerement perturbées.

Les démonstrations s’appuient sur la théorie des équations
différentielles. J'ai communiqué un cas particulier de ces
résultats avant la guerre et ceux du présent travail au cours
des séances mathématiques en conspiration pendant la guerre.

La définition géométrique des allongements (81, XIX)
suggeére une extension des théorémes 1—4 au cas des fonctions
implicites dans les espaces vectoriels, normés et complets
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 6
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de Banachl). Sur ce terrain les démonstrations peuvent
étre effectuées par une méthode plus élémentaire.

§ 1. Allongements inférieur et supérieur d’une suite
de fonctions.

La définition de ces notions et leurs propriétés seront étroi-
tement liées avec la notion des valeurs caractéristiques des
formes hermitiennes (dans le cas des variables complexes)
et des formes quadratiques (dans le cas des variables réelles).
Soit
(11) -

all pll

une forme hermitienne des variables complexes dont
les coefficients fixes satisfont aux relations

aa" = apa 2).
En appliquant & la forme Q une transformation unitaire 3)

p
1.2) ra = 2/Cayrly (a=l,...,p)
M

on obtient la forme hermitienne

(1.3) R= AytrjyTijt
71 4l
ou
1.4) Ayu~"_j CayCflo)  Ay"—Afiy
« P
et on aura
(1.5) 27INMN2=271M2
a 7

x) Les résultats eu question ont été communiqués au cour de la séance
du 2. VII. 1946 de la Société Polon. de Math, (section de Cracovie) et le
13. XII. 1946 au Congres de Wroclaw. lls seront publiés dans un autre
périodique.

2) b=y—i/i désigne le nombre complexe conjugué avec b=y-\-i/i.

3) On a, conformément a la définition de la transformation unitaire,

la relation caycaf. =0ai ou 3ae =0 pour adeet <?%««= 1
a
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Les polyndmes caractéristiques des formes Q et R sont
identiques c. a d.

(1j6) Det (cial 06ab ) = let(yL"
pour toutes les valeurs de s. En particulier
(1.7) Dét(«all) = Dét (AR).

Les équations caractéristiques de Q et R, c.-a-d. les équations

(1.8) Dét(aa? — 6«B8) = 0
(1.9) Dét(A«3 — dalsS) = 0,
possédent les mémes racines dites valeurs caractéri-

stiques de Q et de R. On peut choisir la transformation unitaire
de facon que I'on ait

(1.10) Aal = 0 pour ai=R,

ea-d. de facon que R soit canonique 4). On aura dans ce cas

(1.11) R Aanijal)a— Aaalr]al

ai a/l

ol les Aaa sont réels (car Aaa— Aaa).

Nous nous servirpns, dans la suite, des suivantes propriétes,
bien connues, des formes hermitiennes qui sont’évidentes
au cas des formes canoniques et s’étendent au cas général
grace a l'invariance du polynébme caractéristique et de I'ex-
pression (1,5) relativement aux transformations unitaires.

I. La forme hermitienne prend exclusivement des valeurs
réelles.

Il. Toutes ses valeurs caractéristiques sont réelles. On
peut donc les ranger en une suite croissante

(1.12) Si<sz<..<sp

4) Cf. p. ex. 0. Schreier und E. Sperner, Einfihrung in die ana-
Iytische Geometrie und Algebra, t. 2 (Leipzig 1935), p. 100.
6*
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I11. En désignant par m et JH respectivement le minimum
et le maximum de la forme Q (cf. 1,1) sur la sphere

(1,13) 2’ IM2 =1

et par m et M le minimum et le maximum de la fonction

(1,14) Q

envisagée pour les points {£«} satisfaisant a l'inégalité
(1,15) AFc] + ©

on a

(1,16) m=m=s0, Jf= =sp

« IV. La condition nécessaire et suffisante pour que

(1,17)
consiste en ce que l'inégalité

(1,18) y JR«I2<Q

ait lieu pour tous les {£«} complexes ou bien pour tous les {£«}
de la sphére (1,13).

V.
(1,19) Det (agS) = sn s2... «p.

V1. Dans le cas des coeffitients aafl et des points {f«}
réels on peut envisager la forme quadratique

(1,20) < Map o
a P

En appliquant a cette forme une transformation ortho-
gonale convenable on obtiendra une forme canonique
1?7 =2"axa(™)2

Les propriétés 1—V restent vraies relativement aux formes
quadratiques réelles méme au cas ou I'on suppose que le point
variable {£«} soit réel.
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VII. Forme métrique et I'allongement inférieur et supérieur
d'une suite des fonctions.

Soit
(1,22) , Up, VIT..., Vq), ..., .y Up, VAL, V)

une suite de fonctions (réelles ou complexes) possédant des
dérivées partielles continues du premier ordre dans un ensemble
ouvert A des variables (respectivement réelles ou complexes)
Up, V..., Va.
Considérons la transformation auxiliaire

(1,22) w*= gi(ul,...,up,vl,...vVq) (i =1,...,n).

Considérons les variables Vp comme fixes (ou plutét comme
paramétres) et construisons les formes différentielles linéaires

(1,23) dwrrsrdw/) (i =1,...,n)
a

et la forme hermitienne

Cette forme sera dite forme métrique de la suite des fonc-
tions (1,21) relative aux variables ul,...,up.

En remplacant les différentielles du,, par nous écrirons
cette forme de la facon suivante

as)
ouU

(1,26)

5 Nous désignons par s la dérivée partielledUa
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On a
(1.27)

et, par suite, les racines caractéristiques de cette forme, c.-a-d.
les racines de I'équation

(1.28) Det (a33 — 0a(Ss) = 0

sont non négatives (cf. 111)

(1.29) O~S1(ul,...,Vg) <S2(«1,. .,r9<... <sp(iq,..., «,).
Les nombres

(1.30) allo(y; «i,..., up, vl,...,vq) = fsi(ul,...,vq)

(1.31) allu(yj Uj,..., Up, V,,..., Vg) = K'ip(wJ, ¢ T V)

seront appelles respectivement allongement inférieur et supé-
rieur au point (u”..., Vg) de la suite (1,21), relatifs aux variables
«i,..., up @)

On définit pareillement les allongements relatifs aux va-
riables »!,...,

(1.32) alL(<7j Ui,...Vq), all,(y, u,,...,va).

En vertu de Ill, IV et V on a les propriétés suivantes:

VIIl. En désignant par m et M respectivement le mini-
mum et le maximum de la forme 8 (cf. 1,25) sur la sphere

(1,213) et par m et M le minimum et le maximum de la fonction
S

envisagée pour les points {£«} satisfaisant a I'inégalité (1,15)
on a

(1.33) ,all,(g; uh,..., vg)—]/m= m,

(1.34) Slo(ffwl,...,®,) = |[/T="~.

6) V. plus loins (p. 96, XIX) une définition géométriques des deux
allongements.
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IX. Considérons les systemes des conditions

(1.35) r,=%qguUaf,(»=1,..., n), KI2+0
(1.36) g= ",,0=1,..,n), 2Ihk=le
Les allongements allu(gr; ut, ~rq) et allu(y; vg) sont

égaux respectivement au minimum et au maximum de la
fonction

a

envisagée pour les {£«} et {g/} satisfaisant a la condition (1,35)
ou bien a la condition (1,36).
La condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait

(1,38) y <allu(y; uH...,«,

consiste en ce que l'on ait

d,39)

a i

pour tous les {!s,}, {g,} satisfaisant a (1,35) ou a (1,36).
La condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait

(1,40) al'u(g-,ul....,vg)~o6

consiste en ce que lI'on ait

(i,ii) i )
pour tous les {£«}, {gi\ satisfaisant a (1,35) ou bien a (1,36).

IX bis. Supposons que les fonctions (1,21) (réelles au
complexes des variables réelles au complexes) possedent des
dérivées partielles continues du premier ordre dans un ensemble
ouvert et convexe A et que, dans cet ensemble, on ait I'iné-
galité

all,, (y; iq,..., 8Q) < fc < — oo.
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Ceci étant admis on a pour deux points quelconques de

A des coordonnées (wx,..., v?) et (u,,..., Up,!7,..., Vo)
I'inégalité

f [gl(u}...,up, v,,..., vg) — ff'(?q,..., up, v,..., vQ) |2 <

1
< fc|/MNA-A1%

ea-d. la suite (1,21) satisfait, relativement aux variables
Vi,...,®, a la condition de Lipschitz avec la constante fc.

Posons, en effet,
9M0 = g'(ut,...,up, vl + t(vl—Vl),...,vg+t(vqg—vQ)).
On a
—So9N,,.. Vg+t(vg—Vag))(Vp— Vi)

donc en raison de IX (cf. 1,40) et (1,41))

En posant <pj(t)==<pj(t) + (ou <pj et $¢ sont réelles) on
aura tp'j=xpj + i<pj et, par suite,

J ?
Considérons, dans I'espace réel a 2n dimensions la courbe
$i Xi=7i{t). Comme la longuer de I'arc joignant deux

points ne peut pas étre plus petite que la longueur de sa corde
on aura

F}'* | qz( iy, @) — 12 = KS* 195/(1) — 95/(0) I2 =
|

= k2W/(1)-~/(O)}2 + {2/(1)-9h(0)})] <
<}LE{[?/W+&'(0]2} & k FAiN-~I

0 i p
c.q fd

X. On a (cf. 1,26)
(1,42) A2 # &n o Oet (IIM).
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Au cas p=non a
(1 43) Det(™N)=Det(5'J.Det(®) =
= Det(").Det(yy = |Det("J)2.
La condition nécessaire et suffisante pour que
(1,44) Det (gta) VV 0
consiste donc en ce que (cf. 1,29 et 1,30)
(1,45) w ) Ag) 6> 9

En vertu de 41 on obtient la propriété suivante:

XI. Dans le cas des fonctions g (cf. 1,21) et des variables
(«!,..., vg) réelles les propriétés VIII et IX restent vraies ou
cas ou I'on suppose que les variables {$«} et {>»} soient réelles.

XI1. Une limitation de rallongement supérieur et inférieur.
On a les inégalités

(1,46) all,,(g; Mi,..., vg) < 12,

F Cl «/1

ou aaj est défini par (1,26).
Dans le cas n=p on a

| Det gu |
(1,48) allB(y;

Supposons, en effet, que les {f«} et {rp} satisfassent a la
condition (1,35). On aura, en raison de I'inégalité de Lagrange



90 T. WAZEWSKI

d’ou il résulte (1,46) en vertu de IX (cf. 1,41). On a en vertu
de (1,42)
#2 e~ Het (<Gt")

et, par suite, en raison de (1,30) et (1,31)
(1.49) [an,,(3;...)]2Ne (V;.,.)]2<"-0> DetM

d'ou résulte (1,47) en vertu de (1,462 L'inégalité (1,47), entraine
(1,48) en raison de (1,43).

XIll. On a
(1.50) J/INNprarvljy;n, ..., M.

Posons en effet t-a=0ap dans les relations (1,35) et substi-
tuons les {Ca} et {r)i} ainsi obtenus dans I'expression (1,37).

Cette expression ne pouvant pas dépasser allu(#,...) on obtient
I'inégalité (1,40).

XIV. Supposons que

(1,51) allu(y; «1,...,r>)>w=0
(1,52) all,,(y; tq,...,«,)<12,
(1,53)

Nous affirmons que
(1,54)

Posons en effet

n.= £

En vertu de (1,53) il en viendra
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Ces dernieres relations rapprochées respectivement de (1,51)
et de (1,52) donnent en vertu de IX (1,39 et 1,41)

a i

ce qui entraine (1,54).
XV. A coté de la suite (1,21) considérons la suite
(M1, 000, Wp, ®1 000, e A"(Ujj..., Up, VL, ..., V)
et supposons que ces fonctions possedent dans A des dérivées

partielles continues du premier ordre.
Considérons en outre la suite

gl(ttn..., Vg) + ~(Mj,..., Vq),..., gn(ui,...,vqg) + hn(ul,...,Vq).

Ceci étant admis, on aura, entre les allongement de ces
trois suites, les relations suivantes

(1.55) allu€ 1 lij u,,..., Vo) sJ allu(</..) — allu(A:...),
(1.56) allu@ + h-...)  allu(y;...) — all,,(/i;...).
Considérons, pour le prouver, les expressions
(=100
(»=l,e..Nn)
d=B+y,- X @.+h,) (=1,..,n)
ou z}/lé,,p>0.

On a
(L57) ri'R/ - Litve  IE-WD T
| Kjilfall  LriM [N
(158) rrw  Pjirt | |[EW

kNiM? "R« |W«)

7) Envisageons dans I'espace complexe les points B = (f3,......IMn),
C=(—yj —ynp £=(0,...,0) et désignons par p(X, E) = —2I2 la
distance des points A= (xIt..., xn) et 1= (Vi,...,yn)- Les inégalités (1,57)
et (1,58) résultent immédiatement des inégalités bien connues

p{B,C) <p(B,Q)+¢(Q, 0); ¢ (B, c»—ec(c..¢(B,C).
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Choisissons, ce qui est possible en raison de 1X, les de
facon que l'on ait

KZW GH ]

En raison de IX et (1,57) il en viendra que

Choisissons maintenant les £« de fagon que l'on ait
allu(y + fe;...).

En s’appuyant sur (1,58) et sur IX on en déduira I'iné-
galité (1,56).

XVI. Considérons deux suites de fonctions

(PiiVll ese, @) (1 =1,..., 1)

qui possedent des dérivées partielles continues dans les ensem-
bles ouverts 1 et B de I'’espace complexe ou réel. Supposons
que, pour certains points (&x,...,xn) et (yi,---,yn) on ait

(1,59) (ihx—1,..., n).
11

Ceci étant admis, on a, en ces points, les égalités

(1,60)

(1,61)

Il résulte en effet de (1,59) que
Det(/y Det(™)=I
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et que les deux systemes d’équations

(1,62) N=22 (N> eeey)
(1,63) =
X

sont équivalents. Pour les solutions quelconques fn de
ces systemes les inégalités
(1.64) J'R/pX),
(1.65) J’H/|2>0
ne peuvent avoir lieu qu’a la fois.

La fonction
des variables é, considérée pour les valeurs remplissant

le systtme (1.62) et satisfaisant a linégalité (1,64) prend la
valeur maxima p en un certain point

(1,66)
On aura
2'|E|2>0, 2'1MN2>0
et I'on aura, en vertu de IX
any(/;yi,....y,,) = ">o0.

La fonction
KFhii?

considérée pour les valeurs satisfaisant a (1,63) et
(1,65) prendra la valeur minima A évidemment au méme
point (1,66). On aura donc en vertu de IX

0<7 = 2 =allx(¢>al,...,«,,).

Il en iésulte immédiatement (1,60). La démonstration de
(1,61) est toute analogue.
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XVII. Allongements d'une suite des fonctions complexes
et de la suite associée des fonctions réelles.

Soit
(1.67) G1™, ..., wp),..., Gn(ul,...,up)

une suite des fonctions complexes dépendant des variables
complexes ..., up et posseédant des dérivées partielles continues
dans un ensemble ouvert A.

Désignons par & et a la partie réelle et imaginaire du
nombre a. On aura

a=aAia (& et a réels),
GJ(ul,...,up) = GHUI,..., up) + &/(«!,..., up),
(1.68) Ui = Ua ‘F iva»
Posons
., Up, UIf..., Up) = Gi(UV i, ,~"T "),
U(Ul,..., ud, ut,..., up) =GI(01l + — mm~ UPA iup).
La suite des fonctions réelles
(1.69) ki, 11, 122, 12,....kP, Ip
sera dite associée de la suite (1,67).

Le point («!, u2, u2,..., up, up) sera dit associé du point
(Un w2, ..., Up).

Désignons par
all(d.~) (N~ upi up)
an0,<7) up> up)
respectivement I'allongement inférieur et supérieur de la
suite (1,69) relatifs & toutes les variables uu u2,..., up, up.

Nous affirmons que

all( Wi res) — all« (0; A, o
(1.70) — ~
all(U, U) WU W m") ~ allu(®s  «e> up)-
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Posons
fae= 1+ il«

Les formes métriques des suites (1,67) et (1,69) seront
respectivement

P N

En se servant des identités

on vérifie facilement I'identité

Q
SKI?

de laquelle résultent immédiatement les relations (1,70) en
vertu de IX et de XI.

XVIII. Remarque. Dans le cas ou les fonctions de la
suite (1,67) dépendent des variables et vp

(R= Upj Vo)

les formules (1,70) subsistent pour les allongements de cette
suites relatifs aux ua et aux vp (c.-a-d. pour alll)(Gl;/zL,..., @q),

allo(&; iq....,-»,) etc.).

XIX. Définition géométrique de Vallongement inférieur et
supérieur.

Supposons, pour simplifier I’écriture, que les fonctions (1,21)
ne dépendent pas des Vp. Elles forment la suite

(1,73) gl™, . ... up),..., gn(ul,....up).
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Formons au moyen de ces fonctions la transformation
auxiliaire

(1,/2) = PMWi,..., Up) (i=1,...,n).
Posons pour abréger
U= (uh,..., Up),
G(U)=(gHU),. -,gn(V)j,
— (Zi,..., zn).

La transformation (1,72) pourra étre écrite sous la forme
(1,73) Z=G(U).

La distance des points A — (al,...,aq), B—(bl,...,bg) d’'un
espace complexe a q dimensions sera désignée par g (A, B)

e(A,B) = |/i|Fto—<<of2

Nous supposons que les fonctions complexes ou réelles (1,71)
possedent des dérivées partielles continues dans un ensemble
ouvert E des points complexes ou réels.

Soit U= (ul,..., Up) un point quelconque de E.
Nous affirmons que

w7y ally: o, up) — tim ihet ACKIGW)
v-&w 1] eW, ™)

(1,7‘3)' allu((h v;i>mi uop)— v“sz\’/y:pu g(G‘%/),,V(\BI\EW))

ou les deuxieumes membres désignent les limites (inférieure
et supérieure) que I'on obtient lorsque deux points Vet WI'(Pd= W)
variant d’'une facon quelconque dans E tendent vers US8).

s) Les formules (1,74) et (1,75) pourraient étre envisagées comme
une définition géométrique de I'allongement inférieur et supérieur. Dans
le deuxieme membre de (1,74) et (1,75) intervient le rapport de la distance
des images (?(P) et C?(W) des points V et W (par I'intermédiaire de la
transformation 1,73) a la distance de V et W. Ce rapport représente une
sorte a'allongement des distances engendré par la transformation (1,73).
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Démonstration. Considérons la forme métrique $ de la
suite (1,72) pour V=U. On«a

(1,75 bis)

Désignons par m et M le minimum et le maximum de 6'
sur la sphere

d,76) 21N =1-

On a (cf. 1,33 et 1,34)
.77) Vrn = all,,(y; w,..., 0p),
(1.78) |/>= allu(<j; «x,..., Gp).

Nous rameénerons la démonstration au lemme suivant:

v v
Lemme. Soient deux suites des points {V}, {W}, tels que

(L79)  V=(Vo WD)-+U-  W=(WL,..., wp)—>W; VAW,

\% \%

e(F; 17)

Ceci étant admis nous affirmons que:

e«?(7),6(17))
e(7, w)

ou (ce qui est évident) £ |l«[2=1-
On a

Sa -

(1,80) Gt

(1,81) ->Vs(?,...,7 )

6GM).GW) 17y g'(W)-—g'(V)
o(7,1) /' T gvw

En raison de (1,75 bis) la démonstration de (1,81) sera
établie lorsque I'on aura prouvé que

(1,82)

Bocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 7
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Posons, pour un i et v fixe,

Y v v

+ «(Wi—.va4 e e

7>(1) —9°(0)|

<, W) QV, IF)

1

On voit, en vertu de (1,80) que la relation (1,82) sera établie
lorsque I'on aura prouvé que

(1,83) I'gla(vl + t(wl--v1),...)dt*gba(ul,...,ap).
0

Soit £50 un nombre quelconque. Pour les indices v suffi-
samment grands on aura (cf. 1,79) pour tous les t de l'inter-
valle 0 t 1

Il <e

On a par suite

La relation (1,83) se trouve ainsi établie et la démonstration
de notre lemme est ainsi terminée.

Posons (cf. 1,74)

(1.84) 1 (v, 1L)
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Choisissons le point (£,,....£,,)) de facon qu’il satisfasse
a (1,76) et que l'on ait (cf. 1,77)

. $(EL> oes, £p) — 11+

Choisissons maintenant les suites V et W de facon que
les relations (1,80) soient satisfaites. En vertu de (1,81) et (1,77)
il en viendra que

9(6(7 ! G(TY)) 1 allu(<7, ulf..
e(L’]ﬁ) Hu(<7, ulf

d'ou (cf. 1,84) il résulte que

(1,85) 1 alluE, tq,..., Up).

Choisissons a présent les suites 7 et W de fagon que I'on
ait (cf. 1,84)

9(G(7).G(17))
o(7,17)

En remplacant, au besoin, les suites 7 et 17 par les suites
partielles convenables on aura les relations (1,80) ou (£x, ...,fp)
est un certain point satisfaisant a (1,76). En raison de (1,81),
(1,77) et de la définition de m on a

— [/<S(fj,...,fp) 20 Il — allu(</,u ..., Up).
Cette relation, rapprochée de (1,85), donne

0= all,,(y,«J,..., Up)

et la relation (1,74) se trouve ainsi établie (cf. 1,84).
On établit, dans une voie pareille, la relation (1,75).
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8§ 2. Limitation du domaine d’existence des fonctions
implicites.

Théoréme 1. Supposons que les fonctions (réelles ou
complexes)
(2.1) yh), f2(xtt,yj),..., fn(xa,yj)9)
possedent les dérivées partielles continues du premier ordre

(2.2) N®o,yy), /N»>»,?)) (/3=1,-,?, *=1>-»)

continues dans I'ensemble L des variables (réelles ou com-
plexes) x"-.~Xp, VYi,...,y,,) défini par les inégalitésli)

pIxa— aall<rl <+ oo,
i {ensemble L)
VI|yj—bj| <72 - 00
/i
et que l'on ait

(2.4) " (e, bj) = 0

Nous supposons ensuite qu'il existe deux nombres réels
fixes et finis 12 et co(co>0) tels que I'allongement supérieur
(relatif a x B Fxp) et I'allongement inférieur 11) (relatif & y~\~~yn)
de la suite (2,1) remplissent, dans L, les inégalités

(2.5) allx(/; xa, yj) Si (dans L),
(2.6) iMe{f; xa, yj) > w>0 (dans L).

Envisageons le systeme de équations

fi{xa yj)=0 {i=1,...,n).

*) Nous écrirons ft(xa,yj) au lieu de ft(xl,...,xp,yi,...,yn).

10) Nous nous bornons au cas ou les fonctions fi sont définies exclusi-
vement dans I’ensemble L. Dans le cas contraire on remplacerait les fi par
les nouvelles fonctions Fi(xa,yj) définies exclusivement dans L et telles
que l'ou ait FI=fi dans L.

“) Cf. § 1, VII, page 86 (définition analytique de ces allongements) et
§ 1, XIX, page 96 (leur définition géométrique).
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Ceci étant admis il existe une suite de fonctions
(2,8) (p"Xa)

qui
1°) sont continues dans la sphere

(2’9) —«?2<< «
o3

ou

(2,10) 0 = minimum (r,-" R) 13),

2°) remplissent les conditions
(2,11)

3°) remplissent dans la sphere (2,9) identiquement les
équations

(2,12) f(xa <plxa)) =0, (i=1,...,n).

Il existe un systéeme unique des fonctions tpi(xa) satisfaisant
aux conditions 1°), 2°) et 3°). Elles possedent les dérivées par-
tielles du premier ordre continues dans la sphére (2,9) et
elles y remplissent les inégalités

(2,13) allx(®; Xi,..., xp) < = 4

(2,13 bis)

12) Nous écrirons, comme précédemment <pj(xa) au lieu de 95/(3%,..., &p).

15) Dans le cas 12 =0 le symbole désigne + x et dans ce cas on
ap=r.

14) Le premier membre de cette inégalité désigne I'allongement su-
périeur de la suite (2.8).
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Pour deux points quelconques (x1,...,xp)(xl,...,xp) de la
sphere (2,9) on a

(2,14)

L'idée directrire de la démonstration.

Supposons qu’il existe une suite des fonctions (2,8) satis-
faisant aux conditions du théoréme. Soit {xa} un point de
la spheére (2,9). Introduisons dans les premiers membres de
I'idendité (2,12) la substitution

Xa~~ 4"f{Xa ®a)
et posons
yj(t) = <pJ(aa + t(xa— a«)).

En différentiant cette identité on obtiendra

MxAac + <(@«—««), yjWlfa —a?) 4-

(2.15) 7 170

+ NMyXac 4 t(x«—aa), yj) 1 =0,
(2.16) yiW = bj,
(2.17) yi(i)--=<pJ(Xa).

La démonstration consistera a suivre la voie inverse. On
cherchera une solution yj(t) du systeme d’équations différen-
tielles (2,15) satisfaisant a la condition initiale (2,16) et on
definira les fonctions yi par les formules (2,17). On prouvera
gu’elles remplissent les conditions de notre théoréme.

Démonstration. (Cas des variables et fonctions réelles).

I. En vertu de (2,6) et de la propriété X (cf. 1,44 et 1,45)
on a dans L l'inégalité

(2,18) Det(/y + 0.

I1. Supposons que pour tout t d’'un intervalle
(2,19) y<t<ao
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1°) les fonctions x,,(t), yj(t), yit) @=1,....p-, j=1,...,n)
soient continues,

2°) les points variables
{x«(),yi()}15) et {«,(<),

appartiennent a l'ensemble L (cf. 2,3),

3) (220)  [(®«(),(<)) =/(««(<), Yy(®), (i=1,...,n)

4% (2,21) 20y) =vyl(y) (7T=1,...,n).
Nous affirmons que, dans l'intervalle (2,19), on a
(2.22) yt(t) =Vyj), (j=1,...,»»).

Supposons, en effet, que pour un t de lintervalle (2,19)
le systeme d’égabtés (2,22) n’ait pas lieu et désignons par r
la borne inférieure de tels t exceptionnels. On a

(2.23) V(M =y/(r) =1,...,n)
et il existe une suite de nombres tv tels que y tv->1,
(2.24) —yj(tv))2 > 0.
On aura J
0= yiw))  flixa()y yj(tv)) —
T yi(v) B Av(yj(v) - yj(v) " (i) - i),
0cé&, <1,

d’ou, en raison de (2,24)
Det(/(ae,,(V), yt(tv) + 0,,(YA) — yy(M) = 0
et a la limite (cf. 2,23)
Det(/M@?,,(T),yy(r)) =0

contrairement a (2,18).

15) Nous désignons ainsi le point des coordonnées
(@1(0..... (<) 00> 1, ()
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I11. 1l existe au plus un systéeme de fonctions epi{xa) con-
tinues dans la sphére (2,9) et remplissant les conditions (2,11)
et (2,12).

Soient, en effet, <pi(xa) et <pj(x,) deux systemes de telle
sorte et soit {xa} un point quelconque de la sphere (2,9). Il
suffira de prouver que

(2,25) \x«) ="NJ(xa), (G=1,..., n).

Posons, a cet effet, pour y=0 <t < 1=0, xa (t) = aa + t(xa—ax),
yi(t) = <pi(a(t)),

On aura yJ(O) — yy(0) = G9>(a,) = <pj(aa) = bj-

La condition (2,20) sera satisfaite en raison de (2,12). On
aura donc yj(t) =yjt) (ONMN) et en particulier y/1) =y/l),
d'ou résulte (2,25).

L’'unicité des fonctions (pJ(xa) étant ainsi établie, nous
passons a la démonstration de leur existence conformément
a l'idée directrice présentée au commencement.

IV. Soit {xa} un point de la sphére (2,9)
(2.26) [/V (xa—a,,)? <<qg= min (r, ~ pj-

Envisageons (autrement que dans la formule 2,15) le sy-
steme suivant des équations numériques (et non pas différen-
tielles)

x"f'(aa + t(x,,—aa), yjHxfi—a?) +
(2.27) ?
+A’/ﬁ.R(ft“ + *(*« — «),y)p*F =0 (¥ = 1,e0e>»)e
k

Dans les premiers membres de ce systeme figurent des
fonctions qui sont bien déterminées dans I'ensemble ouvert

des points {t, yj, pj}

r 16)
It]< ..
(2,28) Y2(x«-aa)l
\Uj\<u,
(2,29) Pi,--,Pn quelconques.
w) Nous posons —  + » lorsque £ (Xa—aa). = 0.

L_Neo-a«)a
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En vertu de (2,18) le systeme (2,27) pourra étre résolu
en pj pour tous les {t, y,} de I'ensemble (2,28). Cette solution
sera de la forme

(2.30) Pj= gJ(t,yk,x«)
et les fonctions gJ seront continues dans I'ensemble (2,28).

Les systemes d’équations numériques (2,27) et (2,30) sont
équivalents. On aura dans I'ensemble (2,28) les identités

(««+ t(xa—a,,), +
<2>31) («« + *F(«e—n«), y]) 9(t, yt, *«) =0,
J
Gd=1,..., n).

Ce systeme d’identités rapproché de (2,5) et (2,6) conduit,
en vertu de la propriété XIV du §1 a l'inégalité

(2.32) | /3 [9dt, Y, xa)? v —atf< g<A

qui est valable dans I'ensemble (2,28).

V. Introduisons maintenant les deux systémes d’équations
différentielles

7V/E*J««+ — ykE)Xft—g?) +
(2.33) +V)7 (««ti(@e—««), y*(0) =°,
| (i=1,...n),
(2.31) (.09 (G=l,...,n).

Ces deux systemes sont évidemment équivalents. Le long
de chaque intégrale du systeme (2,33) ou (2,34) on a

(2.35) N/"(<<<<+—«), y*(t) =017 (f—1,...,7i)

17) En effet: en effectuant la différentiation du premier membre de
(2.35) on obtient le premier membre de (2.33).
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et par suite

(2,36) ['(«« + t(xa—aa), yk(t)) const.
VI. Soit

(2,37)

une intégrale quelconque du systeme (2,33) (ou, ce qui revient
au méme, du systeme 2,34), telle que

(2,38) y*(0) = &

Nous affirmons que cette intégrale peut étre prolongée
de facon qu’elle existe dans l'intervalle

(2,39) PR A

et, a plus forte raison (cf. 2,26). dans l'intervalle
(2,40) 0<t<1.

On sait que l'intégrale (2,37) peut étre prolongée a un
intervalle

(2,41) . 0 t<T
de facon qu’elle tende vers la frontiere de I'’ensemble (2,28),

lorsque t-s»T18). Il suffit de prouver que --—-----mmome :
P (%a-- tt)2

Supposons, pour une démonstration par I'impossible, que

(2,42) T

La longueur de la corde d’'un arc étant au plus égale a la
longueur de cet arc on aura pour tous les t de I'intervalle (2,41)
(cf. (2,34), (2,32), (2,42), (2,10))

18) Cf. E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig
1930), p. 135, Satz. 2. Il faut tenir compte de ce que les fonctions gj in-
tervenant dans (2,34) sont définies et continues dans I'ensemble (2,28).
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—W ]y k(e —n<oy’

<t—1/y.(xa—aa) < 1—1/ V(X,,—a,,)] — U< o—"R.
o f — o f 0j

On a donc pour les t de Iintervalle (2,41) (cf. 2,42 et 2,10)

oM<T<i= J .. . Nyl(D)-bh»™U<R
rz, (ta)

d'ou il résulte que l'intégrale (2,37) ne peut pas tendre vers
la frontiére de I'’ensemble (2,28) lorsque t->T, ce qui constitue
une contradiction. Cas ou xa a, est plus facile car alors
g<”0 (cf. 2,31).

VII. Nous affirmons que par tout point t—y, yk=r"
de I'ensemble (2,28) il passe une intégrale unique du systeme
(2,33) (ou 2,34).

Soient, en effet, yz=y>(i) et yx — y»(t) deux intégrales d'une
telle sorte qui sont valables dans un intervalle (2,19). Elles
vérifient les relations (2,21). Les deux intégrales vérifient
dans (2,19) l'identité (2,36) avec les mémes constantes (en
raison de (2,21). Elle vérifient, par suite, les relations (2,20)
et, en vertu de la proposition Il (insérée a la présente démon-
stration), aussi les identités (2,22) dans lintervalle (2,19), ce
qui termine la démonstration de l'unicité.

VI1Il. Nous désignons par

(2.43) v,=  tgixa @™,...,n)

'unique intégrale du systeme (2,33) (ou 2,34) passant par le
point i r, yj—rjj de I'ensemble (2,28). L’intervalle maximal
de I'existence de cette intégrale sera de la forme

(2.44) A (¢, 0, Xa) <. t < B (t, 1jj, xa)19).

1B) Cet intervalle sera ouvert car I’intégrale (2,43) tend vers la fron-
tiere de I’ensemble ouvert (2,28) lorsque t tend vers A ou B et le point ini-
tial (r, >;) appartient a I’ensemble (2,28).
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Or en vertu de l'unicité en question et de la continuité
des fonctions gJ (intervenant dans 2,34) les fonctions ip' sont
continues 20) dans I’ensemble Z des points ou elles sont défi-
nies c.-a-d. dans I'ensemble défini par les inégalités

— a«)2 <0,

A (r, Tli, Xa)<<t<<B (r, Tjj, xa).

On a évidemment pour les points {t,z;7} apartenant a I'en-
semble (2,28) les identités

(2,45) Va(t, € y].X,,) = 1Y,
Or l'intégrale
(2,46) yi=tpJ(t, 0, bx, X«)
passe par le point t—0, yj = b; donc
(2,46 bis) 7O, 0, bx, xa) = bj.
On a donc en vertu de (2,36) et (2,4)
I'm(«a + t(xa—aa)y>J(t, 0, bx, Xa)) f'a, bj) =0

dans lintervalle dans lequel I'intégrale (2,46) existe. Mais
cette intégrale existe dans les intervalles (2,39) et (2,40) et
en particulier pour t=1. On a donc

(2,47) f(xa, ~(1,0, b, Xa) =0

pour tous les (x,,) de la sphere (2,9) (cf. 2,26). Nous prouverons
que

(2,48) y~(1,0,6x,a«) =6/.

En effet, la suite des fonctions

yi=yW, 0, bx a,,)

20) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930)
p. 150, Satz 4.
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constitue la solution du systeme (2,33) correspondant aux
valeurs xa = a« c.-a.-d. du systéme

1;,\aa, yx(t)) 0

d'ou il résulte (cf. 2,18) que =0, yy(i) = const et par
suite
yM~ D? u«)== (0, 0, bXj aa) = bj.

En y posant (=1 on en obtient (2,48).
Remplacons les xa par xa et posons
9-(iP,) = y>J(I, 0, bx, xa).

Les fonctions <pJ(xa) sont continues dans la sphére (2,9)
(en vertu de la continuité des fonctions 2,43) et elles y remplissent
(cf. 2,47 et 2,48) les relations

f'(xa <plxa)) = 0, ¢V(a,) =Dhj
c.-a.-d. les relations (2,11) et (2,12). La premiere partie de
notre théoréme se trouve ainsi établie.

IX. Le fait que les fonctions ¢(@«) possédent, dans la
sphere (2,9) les dérivées partielles continues du premier ordre
peut étre établi dans la voie classique insérée dans tous les
Cours d’analyse.

X. Nous procédons a la démonstration de (2,13), (2,13 bis)
et (2,14).

Posons
(2/49) (i=l,...,n).

a/l

On a

xa VI xa

et, par suite,
Y e a _i_ V& « —0
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En raison de (2,5) et (2,6) on en obtiendra en s’appuyant
sur la proposition XIV du §!

Cette inégalité étant juste pour tous les {Ca, ry} remplissant
(2,49), on en déduira (2,13) en faisant appel au § 1, IX (cf. 1,40
et 1,41).

L’inégalité (2,13) entraine (2,13 bis) et (2,14) respectivement
en vertu du §1, XIIl et du §1, IX bis.

Cas des fonctions et variables complexes.

XI1. Supposons maintenant que les variables xa, yj et les
fonctions f* soient complexes. Nous raménerons ce cas au cas
des fonctions et variables réelles en remplacant les fonctions (2,1)
par les fonctions réelles associées (cf. § 1, XVII, page 95).

Posons
 (2,50) X= Xa-"-iX,,, YJ=Y]j+iyj
(2,51) yi) - Djj Vj) + 7 VjiVj)

ou Xa, X,,, Yj, yj, ¥, fl sont réelles.
L’ensemble L (cf. 2,3) passera en I’ensemble suivant

[(.r,— a«)2 + (X,,— a«)2] <12

a (ensemble Lj).

On aura en vertu de (2,4)
f(a,, a,,, bj, bj) = 0, /'(«,,, &, bj, b) =0.
Envisageons la suite associée de la suite (2,1)
[1(@«, «,N-,21y),?(..m), o0

Ces fonctions possédent les dérivées partielles du premier
ordre continues dans Lv Les allongements extrémaux de cette

suite relatifs respectivement aux variables X~X/..., Xp, Xp
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yl, e Vn, yn seront les mémes que les allongements correspon-
dants de la suite (2,1) (cf. § 1, XVII). On aura donc dans

(2 52) all;, T(/, n xa, xa, yJf yj)*Q,
(/,7;xa, xa, yj, yj)*a>=0.

Or notre théoréme étant juste dans le cas des variables
réelles, pour le systeme d’équations

f‘(xay Xa, yj! y.l) = 0! 7(0?«7 Xom yjf y/) = O’

il existe une suite de fonctions

(2.53) y‘(xa,xa), y'(x,,,x) (i=1,...,n)

qui sont continues dans la sphére
(2.54) NL(xfi— afi)2 + (ity—an™JCe?

(ou g a la valeur 2,10) et y remplissent identiquement les
équations

(2.55) f'(xa,xa,yj,yj)"O, fl(xa,xayd,yj) =0,
(2.56) yj(aa,aa) = 0, <pJ(au,aa) = 0.
11 existe un systeme unique de telles fonctions yj et yj.

Il est évident que les fonctions complexes
(257)  <pi(xa) = yj(xa + ixa) = yj(xa, Xa) + iyj(Xa, X.)

constituent le systeme unique des fonctions continues dans
la spheére (2,9) qui y satisfont aux conditions (2,11) et (2,12).

Nous démontrerons que les fonctions yJ possédent les
dérivées partielles continues du premier ordre relativement
aux variables complexes {xa}. 11 suffit de prouver, a cet effet,
les relations de ('auchy-Riemann

Oyi 9yi  9yj

(2,58) ¢ y
fiX« 9 Xa 9 Xa
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oil en vertu de (2,55), les identités
AT voAY Ay +2*/A\//53\ +2’\fi v o>
J J
-1- - - _|__ N\ tA @rJ 0
A_l-ui AQ > U] fxp
(2,59) - 0 ’
1 xp r yzbjg xp_ =3 ZUJ; = B
J
. H 7' ~|
y* | ylu‘,‘iAJ y’. vitxg &

J

En s’appuyant sur la proposition X du §1, page 99 on
déduit de (2,52) l'inégalité
[ *

(2,60) Det + 0 2i).

Or les fonctions complexes /'(««,yj) étant analytiques
(parce qu’elles possedent les dérivées partielles continues du

premier ordre) les fonctions T et  vérifient les conditions
de Cauchy-Riemann

A/ =1 Al Ai Al nij
A —fr> —t— = - /A YA = . — VYA,
*a " xaf * xa 1 x,,1 Hj Uyt >yj >Vl

En retranchant les deux premiéres identités (2,59) I'une
de l'autre et en ajoutant les deuy derniéres on obtient, par
conséquent, les identités

pour t=1,...,n. En raison de (2,60) on en déduit les relations
(2,58) Les fonctions </t(@%) (cf. 2,57) possédent donc les déri-
vées partielles continues du premier ordre relativement aux
variables complexes {xa}. Elles sont, par suite, analytiques.

21) Ce déterminant contient 2n lignes et 2n colonnes.
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La démonstration de la premiere partie de notre théoreme
étant ainsi établie, il reste a établir les inégalités (2,13), (2,13 a)
et (2,14), ce qui pourra étre effectué par textuellement le méme
raisonnement que celui qui a été développé dans l'alinéa X
du présent paragraphe (cf. p. 110).

Théoréme 2." Gardons toutes les prémisses du Théoreme 1
(p. 101) a I’exception des inégalités (2,5) et (2,6). Supposons,
en revange, que, pour certains nombres fixes, fi,y et 6 sub-
sistent, dans I'ensemble (2,3), les inégalités

|Det/y>/?>0,
(2’61) = =\fFXat——
Posons
(2,62) > ° 105

Nous affirmons que les inégalités (2,5) et (2,6) aurons lieu
dans I’ensemble (2,3) pour ces valeurs de c et Q et que, par
suite, la thése du théoreme 1 sera juste pour les valeurs de «©
et £? définies par (2,62) 29).

La démonstration est immédiate en vertu de la proposi-
tion XII du § 1, page 90.

§ 3. Evaluation du domaine d’existence des transforma-
tions inverses réelles ou complexes.

Théoréme 3. Considérons la transformation

(3.1) Xt= g'Cy»..., ¥,)

et supposons que les fonctions réelles ou complexes g' des
variables respectivement réelles ou complexes y"-.My,, possédent23

22) Onay >0, car, dans le cas contraire, on aurait ‘inégalité
(2.61) prendrait la forme O™M=>0.
) C.-a.-d. allx(f; xa, yfi < £, ahy(f, xa, yfi ~w>0-

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 8
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les dérivées partielles du premier ordre ,q&,j continues dans la
sphere

(3.2) <-+00

et que «,=V¥'(6,,). ,

Supposons ensuite qu'il existe un nombre fixe co>0, tel
que, en tout point de la sphére (3,2), on ait

(3.3) alla(3; v1,...,V,,)>w=>0 24).

Ceci étant admis il existe une suite de fonctions

qui sont continues dans la sphere

(34) ; —)R<cwR %)
et y remplissent ide(nltiquement les équations
(3.5)  (/'(/N(zi, »ee, ®N), oo, V"(;iNoos, ®,)) =" | (*=1,..., M)
et pour lesquelles on a
ej="(«l,...,«n).

11 existe un systéme unique de telles fonctions ¢:A Elles
possédent dans (3,4) les dérivées partielles du premier ordre
continues et on a dans (3,4) les inégalités

V»

allx”j #1 eee xn)  ~~f

21) Cf. la définition des allogeinents § 1, VII et § 1, XIX. Si, dans la
sphere (3.2) on a j Dety' | > 0, }:}:ﬂg% alors I'inégalité (3.3)

a lieu dans cette sphére lorsque I’on pose ® = — , (cf. la proposition XII
du § 1, page 90).
25) 0)R = + oo lorsque R = + oo.
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et pour deux points quelconques de (3,4) on a

—99i(SL,...,xn)[2%r -I/JT'1 ®«—»«l2-

Démonstration. Posons
linva,yi) = gi(yj) —x1.

Les fonctions /' possedent des dérivées partielles continues
du premier ordre dans I’'ensemble

MXa— «,[2<r=+ 00,  \yt—- bt2<R2
a |

On a
alix(/; xa, yj) = I, aty(f-,x,,, y}) = ally(y; y?) > 0>>0.

En posant, dans le théoréeme 1, /2=1 nous en déduirons
immédiatement le présent théoreme.

§ 4. Evaluation du domaine dans lequel une transforma-
tion est univalente.

Définition d'une transformation univalente. Nous*
dirons qu’une transformation

est univalente dans un ensemble Z lorsqu’elle fait correspondre
a deux points différents {yj} de Z toujours deux points diffé-
rents {xa}.

Remarque 1. Dans les hypothéses du théoreme 3 la trans-
formation (3,1) est univalente dans un voisinage sphérique

suffisamment petit du point {b,}, car le jacobien Det(g') est
non nul (cf. proposition X du § 1). Le théoreme 3 ne donne

cependant aucune évaluation de la grandeur de ce voisinage.
Des hypothéses accessoires sont nécessaires a cet effet.

Remarque 2. Désignons par E,, I'espace & n dimensions
tout entier. Nous affirmons que, dans les hypotheses du
Théoréme 3 et au cas A=-|-00, la transformation (3,1) est

univalente dans En. En vertu du théoreme 3 la transformation
8*
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inverse yj = <pi(xa) est définie dans En. Désignons par G I'image
de En par l'intermédiaire de cette transformation. Il suffit
de prouver que G—En. Dans le cas contraire on pourrait

indiquer un point (fini) {y,} appartenant a la frontiére de G
et une suite {yt} de points appartenant a G et tendant vers {y,}.
Pour un point convenable {xit} on ayj = ¢\xa). On a évidemment
Vla;a2-> + 00. Mais xa = g"(yj} et

|1 12=3)10“@ly) 2="N210“(37) 12 < + o0,
a a a

ce que constitue une contradiction. Un résultat analogue est
du @ M. Hadamard (Bull. Soc. Math, de France, XXXIV,
P- 71).

Théoreme 4. Supposons que les fonctions g’ (réelles ou
complexes) intervenant dans la transformation

4,1) xi = gi(yi,...,yn) (i=1,...,n)
possédent les dérivées partielles du premier ordre g"* continues
dans la sphére (réelle ou complexe)

(4,2) yi—bili<R 00.

Supposons ensuite que
(4.3) ally(yl ya) 5?<0>0,
(4.4) aliy("; ya) <y < + oo 26p7

Ceci étant admis la transformation (4,1) est univalente
dans la sphére

(4,5) [/2’121-5f2==" ).

26 Cf. la définition des allongements § 1, VII et § 1, XIX. Si, dans

la sphere (4.2), on a | Det </“y\ Ny >0, y alors les inégalités

'Y |
(4.3) et (4,4) seront vérifiées lorsque I'on posera a» = ¢V — 7 (cf- page 90).

27) On a évidemment » >0
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Si I'on envisage la transformation (4,1) dans cette sphere
alors sa transformation inverse

(4.6) yi=pixa) =
est définie dans un ensemble lequel contient la sphere

Les fonctions i>* possédent dans (4,7) les dérivées partielles
du premier ordre continues et on a

(4.8)

Démonstration. Considérons les fonctions <‘(ea} inter-
venant dans I’énoncé du Théoreme 3. Ces fonctions remplissent
dans la sphére (3,4) les identités (3,5).

On a donc

21
J

lorsque y~Mp”~Xa). En appliquant la proposition XVI du
§1 a (4,3) et (4,4), on obtient les inégalités

allx”J Xa) >0,

allx(¢>; xa) < 0
en tout point de la sphére (3,4).
Appliqguons maintenant le Théoréeme 3 a la transformation
yi=2>'») (i=1,...,n)

envisagée dans la sphére (3,4). On constatera ainsi qu’il existe
une suite des fonctions

possédant des dérivées partielles du premier ordre continues
dans la sphére (4,5) et telles que, dans cette sphere, on ait

(4.9) l(hx(yjY) = yi-
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On aura donc, en raison de (4,9) et (3,5) les identités

(4.10) gd(yi) = — hJ(yi)

valables dans la sphére (4,5).

Nous affirmons que la transformation (4,1) est univalente
dans la sphére (4,5). Soient, en effet, {y,} et {y,} deux points
différents de cette sphére

(4.11)

Il suffit de prouver que
(4.12) —y'(f)]|2>0.
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi c.-a.-d. que

fix(10) = fix(@) (X =1, ...,»)'e

En vertu de (4,10) on aura

AT = @ (= 1,...,n)

donc, en raison de (4,9),

contrairement a (4,11). L’univalence de la transformation (4,1)
dans la sphére (4,5) se trouve ainsi établie.

En appliquant le théoreme 3 & la transformation (4,1)
envisagée exclusivement dans la sphére (4,5) on voit gu’il existe
une suite de fonctions tp‘(xa) définies dans la sphere (4,7) qui
y remplissent les identités

& = "N(V(E,)

et les relations (4,8). La transformation (4,6) ainsi définie
constitue évidemment la transformation inverse (envisagée
dans (4,7)) de la transformation (4,1) (envisagée, a son tour,
exclusivement dans la sphére (4,5)).
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§ 5. Applignation aux équations perturbées.
Remarque 3. Considérons le systétme d’équations

’)p i \ ooo’ 3/|, ooo, yn) 4* on, yi,.’., 2/n): O,
»=1,...,n)

les fonctions Fl, s' et les variables {xa} et {yj} étant réelles
ou complexes. Nous supposons que F! et sl possédent, dans
I'ensemble (2,3), les dérivées partielles continues du premier
ordre. Nous supposons que le point

(5,2) xa—aa yj=bj (@=1,...,p-,j=1,....,n)

remplisse le systeme (5,1). Relativement aux suites Fl,...,F"
et el,...,.£" nous supposons qu’elles satisfaissent, dans I'en-
semble (2,3), aux conditions

ally(E;eea, yy) >ft>x>0,
ally(e; xa, yj)  Cx<ci>i,
alLJIL,®«, Vy)
allx(e; ®«, yy) < »q 28).
En posant
=F+el £2=120 + Mif w=o0q—£>0

nous aurons en s’appuyant sur les propositions XV du §1
(page 92) les inégalités

aur(/; y) >W > o, allx(/; xa, yj) <£?

et nous pourrons appliquer le Théoréme 1 pour évaluer la
grandeur du domaine d’existence des fonctions implicites
yi = (pi{xa) déterminées par le systeme (5,1) et les conditions
initiales bi= (pi(aa) (cf. 5,2).

Remarque 4. Dans le cas du systéme
Yo) = Yl

28) Afin de trouver <»,  <2,iq, on peut appliquer la proposition XII
du § L
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le systétme (5,1) prendra la forme
Ht + ez(®i> eee, Xp, Vii ees, 2) — 0 (i =1,..., w).
On a dans ce cas
alk(F; xa vyj) =0, allw(F;xa, vyj) =1
Si en plus
alMfil; xa,yj) < tju ally((?; x«, y)) < <12

on pourra appliquer le Théoréme 1 en posant » =1—Ci,
(ci- la remarque précédente).

Remarque 5. Une observation analogue aux Remarques 4
et 5 s’applique au cas des transformations perturbées de la
forme

xi =9"(yi,-, ynj +e’iy»-, yn) =
en ce qui concerne I'évaluation du domaine d’existence de la
transformation inverse.

25) On a évidemment all"f—(G-, xa,yj}( = al'y(GE;, Xa,yj).



SUR UNE METHODE D’APPROXIMATION
DES FONCTIONS

Par J. Szarski (Krakéw)

Comme on le sait, une fonction f(x w_mxn) continue dans
un domaine fermé et borné se laisse approcher, de maintes
facons, par une suite de polyndmes. Si la fonction f(xl,...,xn)
jouit, en plus, de quelques propriétés spéciales, il est parfois
désirable que les fonctions qui I'approchent en jouissent aussi.
Il est difficile, en général, de mettre en évidence les propriétés
correspondantes des polyndmes d’approximation. Le but de
la note présente est de montrer que le probléeme en question
se laisse résoudre par une autre méthode d’approximation.

Supposons que la fonction f(xl,...,xn] soit continue dans
un ensemble ouvert £2. Soit Wj un ensemble ouvert et borné
tel que: Prenons N naturel suffisamment grand pour
que chaque cube:

(Kr(xx,,Y) Rz —®/|<- (i=12,...,n;, v>y)

ou Q(a>i, memxll) est un point quelconque de I'ensemble cox, soit
contenu dans £>. Nous définissons, dans I'’ensemble ug, des
fonctions Fv(xl,...,x,,) par les formules suivantes:

J) Si A est un ensemble quelconque, alors A désigne la somme de
cet ensemble et de sa frontiere.

Si A et B sont deux ensembles, alors AQB signifie que .1 fait partie
de B.
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[ oo | 1(EIvi)
) Fyxt el Vi =N, N+I
(1) Fv(X1,...,xn)=— n,?) [ (v=N, N+I1,..)

(2"~ est le volume du cube K,.).

Théoréme 1. Les fonctions F» sont de classe C1 dans
I’ensemble aq et y tendent uniformément vers la fonction

(®1, e, @n)

Démonstration: On a évidemment;

JdA.. fdt i Jdsl+i. J 1
Sit_*i~; */-1- ~ ~~oh- AN\

d’ou il résulte immédiatement que les fonctions Fv sont de
classe Cl. Pour démontrer la seconde partie de notre théoréme
désigndns par <2 un ensemble ouvert et borné tel que: w2C.0
et que chaque cube K,, envisagé plus haut soit contenu dans w22).
En appliquant a l'intégrale figurant dans la formule (1), le
théoréeme de la moyenne nous obtenons:

(3) Fu(xt,...,xn) =f(SI,...dn)  (v=N,N+1,..}
ou sont des nombres convenablement choisis remplissant
les inégalités:

(4) |eez (i=12,...7n).

La fonction f(xu...,xn} étant uniformément continue dans
I'ensemble 62 il résulte de (3) et (4) que, pour e>0 donné
d’avance, l'inégalité:

(5) \(xL,...,X,,)—Fr(xu...,xn)\ = \f(xl,...,x,,) — f(Iv... n)\<e,

?) L’ensemble w2 existe évidemment, pourvu que N soit suffisamment
grand.
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est remplie en tout point (zn..., #n) appartenant a I'ensemble
wi3), pourvu que v soit suffisamment grand. Ceci termine la
démonstration.

Théoreme 2. Si la fonction f(xl,..., xn) est croissante (de-
croissante), au sens large, par rapport a &-, alors les fonctions Fv
le sont aussi. Cela découle immédiatement de la formule (1).

Théoreme 3. Si la fonction f(xl,...,xn) est de classe C*-1
dans Q, alors les fonctions Fv sont de classe Ck dans eq et
leurs dérivées d'ordre: 1, 2,..., le—1, tendent uniformément
dans wl vers les dérivées respectives de la fonction

Démonstration: 1l découle immédiatement de la for-
mule (1) que, dans nos hypothéses, les fonctions F,, sont de
classe C.

Soient |, as, des nombres naturels, fixés tels que:

sh.n, al+a2+...+a«= En employant le théoreme de
la moyenne et celui des accroissements finis nous obtenons
de la formule (1), la relation:

Sx"E.. dx*

ou f2,...,],, sont des nombres convenablement choisis, rem-
plissant les inégalités (4).

Supposons maintenant que: 1. En désignant par
un nombre convenablement choisis, remplissant la premiére
inégalité (4) et en appliquant le théoréme des accroissements
finis nous déduisons de la formule (6) la relation:

1F
0 o

1 s

¥ 3) L'ensemble cul étant évidemment contenu dans <a.

4 Nous désignons par fe“*..  la dérivée alj
! 8 Sx“L... SX“»'
1 s
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La fonction a“« étant uniformément continue dans &?,
il s’ensuit (comme dans la démonstration du théoréme 1)
que, pour e> 0 donné d’avance, on a:

Ox4..pal  3x{i...Sxgs
en tout point de I’ensemble oq, pourvu que v soit suffisamment
grand, ce qui termine la démonstration.

Thorréine 4. Gardons les hypothéses du théoreme 3., et
supposons, en plus, que les dérivées d’ordre k—1 de la fonction
/@?,..., an) possedent les différentielles totales en un point
P(xl,...,xn) appartenant a I'’ensemble wx. Ceci étant supposé,
les dérivées d’ordre k des fonctions F,,, prises au point P,
tendent vers les dérivées respectives de la fonction /(< xn).

Démonstration: En posant I=k dans la formule (6),
nous en déduisons, en vertu de notre hypothése sur I'exi-
stence des différentielles totales, la relation:

ou £(fx,...,£,) désigne une fonction satisfaisant a I'implication:
(i0) di,.. . ,e,,) o e’..e,)>0.

En vertu des relations (4) et (10) et [I'expression

\
étant évidemment bornée, il résulte de ia formule (9), que:
lim 5%F"(®i» —, —«/>)
(H) 113 113
o100 9x“l...9x"s Sa?“1... Sa?

ce qui termine la démonstration.
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Théoreme 5. Gardons les hypotheses du théoréme 3., et
supposons que les dérivées d’ordre k—1 de la fonction f(x B #xn)
remplissent la condition de Lipsceetz avec la constante Jf.

Ceci étant supposé on a les inégalités:

3kFv

12
12 Sx{1... 3xUs

Les inégalités (12) découlent immédiatement de la formule
(6) si I'on y pose I=A-5).

Remarque: En itérant le proceés a I'aide duquel nos avons
déduit les fonctions Fv de la fonction f(xlIt..., xn) on peut con-
struire des fonctions approchant /(@w—ma&n) et de classe si
haute qu’on le veut.

5) Ce théoreme peut étre appliqué pour simplifier les calculs dans
le travail de M. T. Wazewski: Uber die Bedingungen der Existenz der Inte-
grale partieller Difjerentialgleichtingen erster Ordnung. Math. Zeitschrift,
Band 43, Heft 4.



SUR UN SYSTEME D’INEGALITES DIFFERENTIELLES
Par J. Szarski (Krakow)

Considérons le systeme d’équations différentielles ordi-
naires:

(1) Y-=1(< y'.0yn)
Supposons que les fonctions soient continues dans un

ensemble ouvert £? et qu’elles satisfassent a la suivante hypo-
thése H:

Si, pour un i quelconque = n), les points:
@ P(e.j6- -y, y"yi+'.,—,yn),‘
P(e, yLi,. vy, yl+L- YY)
appartiennent a lI’ensemble £? et:
3) waA W (v=1,.. L i—
alors:
@) (a2, yLyi+, =YX FOGYL. LY - YL YL YY)
Soit:
(%) y'=y=>*(x) (i=i,...,n).

I'intégrale supérieure a droitel) du systeme (1) issue du point

i) Pour la définition et I'existence de cette intégrale cf. E. Kamke:
Zur Théorie der Systeme geu'dhnlicher Difjerentialgleichungen. Acta Matli.
T. 58., p. 78, Satz 7. Ce théoréme ainsi que d’autres théoremes de M. Kamke
que je citerai dans la suite nécessite, pour étre tout a fait strict, une modi-
fication d’hypothése indiquée par M. Wazewski dans son travail: Systemes
d'équations et d'inégalités différentielles ordinaires aux deuxiémes membres
monotones et leurs applications. A paraitre dans les Annales de la Société
Polonaise de Mathématique.
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P(ir,yl,...,y") appartenant a Q et supposons qu’elle soit dé-
finie dans l'intervalle:

(6) X < X<X + a.

Supposons ensuite que les fonctions <p'(x), (i~
soient absolument continues, généralisées dans I'intervalle (6) 2)
et qu’elles remplissent les inégalités suivantes:

(7)

(8) pa(x)< f(x,  1p"(x)

y'a désignant la dérivés approximative de <l et les inégalités (8)
subsistant, par hypothese, presque partout dans l'intervalle (6).

Théoréme3). Ceci étant supposé on a dans l'intervalle (6),
les inégalités suivantes:

9) %f(ze)< y'()

Nous allons démontrer notre théoréme d’abord dans un
voisinage suffisamment petit du point initial sous I'hypothése
additionnelle que les fonctions /' soient de classe Cl et nous
I'étendrons ensuite au cas des fonctions continues. Ces deux
propositions font objet des trois lemmes qui suivent. Notre
théoréme en résultera immédiatement.

2) Une fonction f(x) est appelée absolument continue généralisée dans
I'intervalle (a,b), si: Pelle est continue dans (a, b), et 2° I'intervalle (a,b)
est une somme dénombrable d’ensembles sur chacun desquels f(x) est
absolument continue. Une telle fonction posséde presque partout des dé-
rivées approximatives.

3) La différence entre ce théoréme et celui de M. Wazewski, cf. loc.
cit.l), consiste en ce que M. Wazewski suppose que les fonctions (> posse-
dent, partout dans I'intervalle, des nombres dérivés remplissant les iné-
galités différentielles, tandis que chez nous les dérivées approximatives
de <fi sont supposées de satisfaire aux inégalités (8) presque partout dans
I'intervalle (6).
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Remarques préliminaires:

I. Supposons que les fonctions  soient de classe Cl dans
D et qu'elles satisfassent a I’hypothese H.

Désignons par:
(10? y'(wi 0 »?") =

la caractéristique du systtme (1) passant par le point
(£, 7L,..., 7jn). Comme on le sait4), les fonctions yl(x,Arfl,...,r)n)
sont de classe Cl partout ou elles sont définies et remplissent
I'identité:

Iy (X, W,-,*?")

I1. En vertu de I'hypothése H les fonctions y‘(x,£, yl,y"")
jouissent de la propriété suivanteb): lorsque

(12) (t=l,...,n)
alors:
(13) V(X ~yi(x, £,ip,...,r¢)  (i=l,...,n).

Il en résulte que, pour

(14) oy'(@ £ gL Ai=i,..«).

I11. 1l existe évidemment un nombre b >0 tel que chaque
caractéristique (10) passant par un point appartenant au
cube:

(15) — X[ <b; (4=1,..., 1)
est définie dans I'intervalle:
(16) |® —x | <b.

4) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930,

. 155, Satz 1.
5 cf. 7), E. Kamke; loc. cit., p. 82, Satz 9.
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Leinme 1. Supposons que les fonctions /'soient de classe Cl
dans X? et quelles satisfassent a I'hnypothese H. Supposons
ensuite que les fonctions <u(z), (cf. les hypotheses de notre
théoréme), remplissent les inégalités (8) et les égalités:

(17) gl(x) = y>(@) § (t=1....n)

et désignons par ¢ un nombre positif tel que les courbes:
yl=tt)", y'=y'(x) soient situées a l'intérieur du cube (15),
pour x appartenant a l'intervalle:

(18) XNAXNX + C.

Ceci étant supposé les inégalités (9) sont remplies dans
I'intervalle (18).

Démonstration: Soit x un point appartenant a l'inter-
valle (18). Introduisons la transformation de I'espace a (n-f-1)
dimensions des points (£,»/,..., j/1):

(19) ®= y'=y'(ee,£E, =

D’aprés la définition du cube (15) et de I'intervalle (18),
la transformation (19) et de classe Cl dans le cube (15).
Nous avons évidemment (cf. 6)):

(20) yA@),..., ¥'(@) — V(®) (i=1,...,n)

Désignons par <7>(f), (i=1,...,») I'image de la courbe ~'(f),
(i=1,...,n), par lintermédiaire de la transformation (19),
a savoir:

(21) O™ = y'(e,N<pl(f),...,95n(") =
En vertu de (17) nous avons:

=vi[x,x,<pl(X),..., <N(x))
(t=1,.,n)

6) Dans les hypothéses du lemrne 1., désigne l'unique intégrale
du systeme (1) passant par P.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 9
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d’ou il résulte, d’aprés (20) et (21), que:
(23) 0'(ee) = "(X)

D’autre part, d’aprés (21) et la définition des fonctions
vi(x,C,7]1,...,rin) nous avons:

(24) 0'(e) = (i

En prenant les dérivées approximatives des fonctions </>'(£)®
nous obtenons, en vertu des relations (8), et (14), presque
partout dans l'intervalle:

(25) x<l<e

les inégalités différentielles suivantes:

(26)

Il en résulte, d’aprés I'identité (11), que:
(27) 1) <0 i=1,.,n)

presque partout dans l'intervalle (25).

Les fonctions 0'(E) étant absolument continues, généra-
lisées, il résulte des inégalités (27) qu’elles sont décroissantes
au sens large dans lintervalle (25)8). Nous avons donc, en
particulier, les inégalités:

(28) Oi(e) < 0'(ee) (i=1,

Il s’ensuit, en vertu de (23) et (24), que:
(29) I'®) ¥1(®)

’) Les dérivées en question existent presque partout dans (18), les
fonctions <<(f) étant évidemment absolument continues, généralisées.

8) S. Saks: TAeory of tfce intégrai, p. 225., Theorem (6,2), (Warszawa—
Lwow 1937).
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Comme x était un point quelconque de Iintervalle (18),
nous en concluons que les inégalités (9) sont remplies dans
I'intervalle (18) tout entier, ce qui termine la démonstration
de notre lemme.

Lenime 2. Supposons que toutes les hypothéses de notre
théoréme ainsi que les égalités (17) soient satisfaites.

Nous affirmons que les inégalités (9) sont alors remplies
dans un voisinage droit du point X.

Démonstration: Soit K un cube de centre PN, A
tel que: A'Cfi9). Prenons N naturel suffisamment grand pour

que chaque cube K,,(X, Yl,..., yn) de demi-coté - et dont le

centre P(x, yl,..., y") est un point quelconque du cube K, soit
contenu avec sa frontiére dans D pour

Posons, pour P(x, Yl ...,yn) appartenant a K:

[M" ]  "A-

. . 9P Ky, yyn)
(30) /"@@2y1,...yn) = Y .

Les fonctions ainsi définies sont de classe Cl, satisfont
a I’lhypothése B et tendent uniformément vers /'dans le cube A'10).

Nous pouvons supposer (en prenant au besoin une suite
partielle) qu’on ait:

(31) |/'r— /'1<J t=1,...,n; v=>A)

pour tout point du cube K.

9) K désigne le cube P avec sa frontiere.
A signifie que K fait partie de Sit
10) J. Szarski: Sur une méthode d’approximation des fonctions. Ann.
Soc. Pol. Math. T. XX.
9*
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En posant:
df X
(32) JI=,y...yN=/=M,..y)+- (i=1l,..n-, v=N)

nous obtenons n suites de fonctions g jouissant des propriétés
suivantes:

(@ g, s°nt de classe Cl dans K

(fiy gv=>1 (en vertu de (31) et (32)

(y) limgh= /" uniformément dans K @i 1,...,n; vf~*N).

6) <pa”™:gl(x,pl,...,.<fin) (en vertu de (8) et (fi))
(e) gV satisfont a I'hypothése H dans K

Considérons maintenant les systémes d’équations diffé-
rentielles:

(<M yi=9Ne,yl,-,yn) (i=1,...,n).
Soit yl- pU(x), (i—1,...,n), lintégrale du systeme (e,)
passant par le point P(x,yl,...,yn).

Les fonctions gv étant évidemment bornées par la méme
constante dans K, il existe un nombre positif b' tel que chaque
intégrale de n’importe quel systeme (ev), issue d’un point
appartenant au cube:

(33) X—&0|<X \y'—y\<b' (i=l,...,n)

est définie dans l'intervalle: | Xx— 20|<&'.

Soit ¢' un nombre positif tel que les courbes: yz-=¢>(a>);
yr="(&), (v*N) soient contenues dans le cube (33) pour
X appartenant a l'intervalle:

(34) XAXNAX-)-C'.

En vertu des propriétés (a), (6) et (e) et du lemnie 1, nous
avons dans I'intervalle (34) les inégalités:

(35) (i VAND.
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D’autre part il résultell) des propriétés (fi) et (y) que:
(36) umy/(z).=y(a>) (i=1i,...,n)

dans l'intervalle (34).

Les relations (35) et (36) entrainent les inégalités (9) dans
I'intervalle (34), ce qui termine la démonstration.

Lemme 3. Dans le hypotheses de notre théoréme les
inégalités (9) sont remplies dans un voisinage droit du point x.

Démonstration: Dans le cas des égalités (17) cela dé-
coule du lemme 2. Adressons nous donc au cas ou l'une, au
moins, des inégalités (7) est forte. Soit: y'=y'(@?), (i=1,...,»)
I'intégrale supérieure du systeme (1) pour laquelle on ait:

(37) ¢/(@) = Vy'(®) (i=l,...,nj.
En vertu du lemme 2, nous avons les inégalités:
(38) <((a?) ~fip'(x) (i ,n)

dans un voisinage droit du point Xx.
D’autre part, d’apres (7) et (37), on a:

(39) Px)  p(x) @i=1...,n)
d’ou il résulte quel?):
(40) ip'(x) Cy)(x)

dans un voisinage droit du point Xx.

En rapprochant les inégalités (38) et (40) nous obtenons
la proposition du lemme 3.

Nous allons maintenant achever la démonstration de notre
théoréeme a I'aide du lemme 3. Il en résulte d'abord que les
inégalités (9) sont remplies dans un voisinage droit du point x.
Désignons par x la borne supérieure des points x appartenant

U) cf. I), E. Kamke: loc. cit. p. 80, Satz 8.
12) cf.l), E. Kamke: loc. cit. p. 82, Satz 9.
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a l'intervalle (6) tels que les inégalités (9) sont remplies dans
'intervalle: [&, X).
Nous affirmons que:

(41) X—X+a.

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. En vertu de la conti-
nuité on aurait alors: <l(x) *ip'(x), (i --1,..., n). En appliquant
le lemme 3 au point x (au lieu du point xX) on arriverait a la
contradiction avec la définition du nombre x. L’égalité (41)
est donc remplie, ce qui termine la démonstration.



SUR LES FONCTIONNELLES CONTINUES ET
MULTIPLICATIVES

Par A. Turowicz (Tyniec).

Introduction

Nous envisagerons un espace E, non vide, métrique et com-
pact (en soi), et I'anneau de toutes les fonctions continues,
réelles définies dans E. Cet anneau sera désigné par 'H(E).
Soit F une fonctionnelle réelle, définie dans 2I(£). Nous la
supposerons multiplicative, c’est a dire que F(x-y)=F(x)-F(y),
et continue, c’est a dire que la convergence uniforme de la
suite des fonctions xn vers une fonction x0 entraine la conver-
gence de la suite F(xn) vers F(x0).

M. Banach et M. Eidelheit ont posé le probléme de trou-
ver la forme générale des fonctionnelles définies de cette ma-
niere. La note présente contient la resolution de ce probleme.
Les résultats se trouvent exposés dans le théoreme IV.

Il est & remarquer que le probleme a été résolu d’abord
dans un cas spécial par I'auteur en collaboration avec S. Kacz-
marz, a savoir dans le cas ou I'espace E est I'intervalle <0,I>
et les fonctionnelles sont supposées non négatives. La méthode
employée était toute autre que celle du mémoire présent;
elle était basée sur I'application de l'intégrale de Stieltjes.
Outre la détermination de la forme générale de la fonctionnelle
le mémoire contient la discussion de l'unicité de la représen-
tation de la fonctionnelle par la formulé trouvée.

1. Notations.

La lettre E désignera un espace non vide, métrique et
compact (en soi), toujours le méme dans la note présente.

Les points de cet espace serons désignés par t, ev. Int2,...
La fermeture d’'un ensemble Z, sera désignée par Z, son com-
plément par CZ.
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A(t),y(t),2(t) désigneront des fonctions réelles continues,
définies dans tout I'espace E.

L’'anneau des fonctions continues dans E sera désigné
par 2I(_E). Cet anneau est un espace métrique, la distance étant
définie par:

® (@>y) = max f(9—y()

Une fonctionnelle F, définie dans ?1(J5), est multiplicative, si:

) Fx-y)=F()-F(y).
Une fonctionnelle F est continue, si

(3) pour (X,x0)-+0, on a F(x)-*-F(x0).

Il y a deux fonctionnelles multiplicatives et continues,
triviales, savoir:

_F@)s0 et Fx)=1.

& désignera I'ensemble de toutes fonctionnelles réelles,
multiplicatives et continues, non triviales, définies dans I'an-
neau U(E).

Les eléments de cet ensemble seront désignés par F,F1,F2,..

2. Les propriétés élémentaires des fonctionnelles de I’en-
semble d>.
4) a) F(0)=0.

Démonstration. On a pour tout xe'y.(E): F(x) *P(0) =jF(0),

et puisque il existe un 0eil(£), tel que: J'(x0)4=Il, donc (4)
est vrai.

(5) b) r{H=l.

Démonstration. On apoiu tout xe'il(E): F\X)-F(1) —F(x),
et puisque il existe un tel que: F(x0)*O, donc (5)
est vrai.

(6) c¢) Si pour tout teE on a x(t)*O, alors F(x)"O.

Démonstration.
J'(@) = [I*,(//ee)]2>0.
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(7)) d) Nel M(M).
Démonstration.

(FOO)2= F(x2) — F(\X\2) = (E(|=[))2
donc en vertu de (6) I'égalité (7) est vraie.
(8) e) Si pour tout te E, on a: OM.xI(t)<:x2(t), alors F(x)"zF(x2).

Démonstration. Supposons d’abord, que &l(t)<ee2(t); alors
#2(t)>0 et en mettant pour teE: x°t)—x2(t)1y(t), on a:
ye%(E), O"y(t)<I pour chaque t. Par conséquent la suite
des fonctions {yn(t)} converge uniformément dans E vers 0,
donc la fonctionnelle F étant continue: F(yn) = (F(y))n-+0
pour n->00. Nous avons donc O"E(?/)<1, et puisque
et F(x2)~0, on obtient F(x1) = F(x2)-F(y)"F(x2).

Passons au cas général et posons zn(t) =a2(t) - —, w=1,2,3,...

Il découle du précédent que» F(xD)™.F(zn). Mais («,,a?2)->0,
donc F(z,,)-+F<x2), et par conséquent (8) est vrai.

(9) f) Si pour tout teE, on a j?(t)=j=0, alors F(x)="0.

Démonstration. Prenons un arbitraire yeQI(E). En
mettant y(t) — x{t)-z(t) pour chaque te E, nous avons ze"E).
Par conséquent F(y) =F(x)-F(z). Si F(x) 0, la fonctionnelle F
serait triviale et n’appartiendrait pas a I'’ensemble O.

3. Lemme |I.

Pour chaque F e<t> existe un ensemble non vide, fermé Z,
tel que: ZC.E et si pour un tneZ on a (t0) - 0, alors _F(&) =0.

Démonstration. Nous démontrerons d’aborel gu’il existe
une suite descendante ces ensembles non vides, fermés {-D,},
Dn+iCDnCE, (n=1,2,3,...} telle que le diamétre de D,, ne

surpasse pas ® et si a(/) =0 dans Dn, alors J'(e)=0.

La définition de D! est suivante: I'espace E étant métrique
et compact, il existe un nombre fini des sphéres fermées

Kt,K2  Fn de rayon r=|, telles que E = %Ki- Supposons,
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que pour chaque sphére Ki existe une fonction & e 21(12),
nulle pour tous les points de la sphere, telle que F(xt)"O.

On aurait F(int):in(Xt)Ao- Comme il est l[11xt(t)=0 pour

chaque te F, on aboutit & une contradiction. Par conséquent
une sphére au moins jouit de la propriété que I'identité &(<) =0,
pour t appartenant a cette sphere, entraine I'égalité F(x) =Q.
Cette sphére sera désignée par Dj.

Supposons que nous avons défini déja les ensembles
DI,D2 . — de la suite. Il existe alors un nombre fini des
ensembles non vides, fermés dont les dia-

metres ne surpassent pas 2*+7’ h'a

pétant le raisonnement derniérment exposé, nous voyons
gu’on peut prendre un de ces ensembles comme I'ensemble D*+i.
Ainsi I'existence de la suite est prouveée.

Nous désignerons un point commun de tous les ensembles D,,
par t0 (son existence est assurée).

Si &®(to)) =0, on a F(x)=0. En effet, soit {xn} une suite
facile a construire, des fonctions an(i), telles que (zn,&)->0
et &,(t) =0 dans Dn. On a alors F(a?,) =0 et F(xn)-+F(x).

On définit Z comme I'ensemble de tous les points i0 jouis-
sants de la propriété que @(/0)= 0 entraine F(x~) =0.

Notre raisonnement prouve que Z n’est pas vide.

Maintenant soit t0e Z et «(f0)) =0. Soit {x,,} une suite des
fonctions, facile a construire, telle que (#,,#)->0 et xn(t)
s’annule identiquement dans un entourage de f0, qu'on dé-
signera par Un. Puisque (,,-Z*=0, il est E(e,)=0, ce qui
donne F(x) =0, donc tle Z.

Notre lemme est ainsi démontré.

L’ensemble Z défini au cours de la démonstration sera
nemmé I'ensemble caractéristique de la fonctionnelle F et
la lettre Z sera resérvée pour le désigner.

4. Lenime 11.

L'ensemble caractéristique Z d'une fonctionnelle F e O, est
fini ou dénombrable.
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Démonstration. Soit tle Z et r un nombre positif. Nous
définissons une fonction x(t,r) de la maniéere suivante:

= pour (t,t0)>r, ®(tr) =1;
“o pour (t,t0)"r =, +
' ’ a zr
On a x(tr)e?l(E) et Keae(Z,nN" En raison
de (5), (8) et (9) il est O<y(]<i'(ee
Nous montrerons Iirgl F(x(t,r)<l.

Supposons en effet que lim F(x(tr)) 1. 1l existerait
r->0

alors une suite {V1}? n> =0 A7 telle, que

Soit yn(t) znﬁx{t,rk). On voit facile-

ment qu’il existe limy,,(t) pour un arbitraire teE- il est

Jin(fo) = .~, donc v,,(i0)->0; pour t=|=/0 les valeurs de yn(t) sont

égales entre elles, si n est suffisamment grand, parce que alors

En désignant la limite des yn par yM nous obtenons
que Y0(t) est continue; c’est évident pour t=H0, et comme on
peut déterminer un nombre positif p et un entourage de t0 U,
tels que yp(t)<e pour te U, ol e est un nombre positif
donné, la suite y,, étant non croissante, on obtient I'inégalité
3/n(t)<e dans U pour n=>p, et enfin y0(t)<e dans U, ce qui
prouve la continuité de y0 au point t0. La suite monotone des
fonctions continues converge vers une fonction continue Y0,
elle converge donc uniformément. Nous avons F(yn)-+F(y0).
Mais yo(to) =0, et toeZ, donc E(yo) =0, c’est a dire F(yn)-+0.

D’autre cote

n n 00
r<,_): =/7 >0,
*=1 =1y o tok=k '
ce que donne une contradiction.
Désignons limE(a?(t,r))=y(f0). Soit Z=/ZIZn, ou tez,,

si —n—’\ai(t)<m. Si Z était un ensemble indénombrable,
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un au moins des ensembles Zn le serait aussi. Notons cet ensemble
par Zk Il existe une suite des sphéres {E,}, KnCE, dont
les centres sont tn,tneZk, telle que pour p="q, est Kp Kgq=0,
et que pour la sphére K,, existe une fonction xn(t), xne%[(E),

k
k+1
Mettons zn(t) ' dans E. Deux spheres aux indices

/=1
différents n’ayant pas des points communs, il est dans E

P(D=P™) =" — (><, DLe

xn(t)” pour teKn, et &,(t) -1 pour te CKn, et enfinF(xn)<

Par conséquent

nombre n étant arbitraire on a: 1?(fX0. D’autre c6té en raison
de (6)Tet (9) il est E(])>0. Il suit de la contradiction obtenue
que le lemme est vrai.

5. Lemme 1I1I.
Si F ed>, xe™E), et x(t) 1 dans Z, alors F(2)=lI.

Démonstration. Remarquons d’abord que si toeCZ,
alors existe un entourage Ut du point t0, pour lequel existe
une fonction y0e'IL(E), telle que &o(t)-=O dans Ut, et F(x0)"O.
En effet dans le cas contraire on déduirait en s'appuyant
sur la continuité de la fonctionnelle F que t0e Z, parce que
chaque fonction nulle pour t=t0 est une limite d’une suite
uniformément convergente des fonctions identiguement nulles
dans les entourages de t0.

Nous montrérons maintenant, que si #,<)=1 dans CA
ou A est un ensemble fermé ACCZ, alors _F(®0)=Il. Soient

1712, ..., une famille finie des entourages des points

t,eA (i=1,2,...,»), telle que ACIj\1Ut, et qu’elles existent les
fonctions y. jouissantes de la propriété yz(t)=0 dans Ut/ et
E(y)=j=0 (1—I,2,...,n). Alors la fonction y(t)=£/y/(t) est iden-
i=i

tiguement nulle dans A, et F(y)=£0. Puisque &0(t)"l dans CA
il est y(t)”™x0(t)-y(t) dans E, donc F(y)=F(x0)-F(y), c’est
a dire F(x0)=l.

Soit x0(t) une fonction satisfaisante aux hypothéses du
lemme.
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Soit A,, I’ensemble composé de tous les points de E, tels
que (t,Z2)>— (n=1,2,3,...,). On construit facilement une

suite {«,}, (@n,e0)->0 et x,,(t)=1 dans CA,,. On ad'(ee,)=l,
(n=1,2,...), donc F(x0)=1.

6. Lemme IV.

Si Fc®, x1,x2ey.(E) et xt(t)™x2(t) dans Z, alors Ffa) =F(x2).

Démonstration. Il suffit considérer le cas dans lequel
les fonctions &x et @ ne s’annullent pas pour aucun point de Z;
dans le cas contraire le lemme est évident.

Supposons d’abord que x~t) =x2(t) >0 dans Z. Alors existe
une fonction x0(t) égale @ et x0 dans Z, pour laquelle I'iné-
galité ®0(t)>0 subsiste dans tout I'espace E. Nous mettons
®i(0 =®o(t),yi(t) eti ~(O =®0(0,J2(t) dans -E, et obtenons
iI1,y2e3l(E) et y™) vy2(t)=1 dans Z, d’ou l'on tire

F(®i) =F(x0) -F(yi) =F(x0) =F(x0) -F(y2) =F(x2).

Dans le cas ou il y a des points dans Z pour lesquels les
fonctions xt et x2 deviennent négatives, on a en raison du pré-
cédent et de (7) |V(xl)|=|P(@®2). Il faut montrer encore que
J'(@1)-J'(@2)"0.

Mais x*t)1x2(t) >0 dans Z, il existe donc une fonction
®3(<) continue et positive dans E et égale dans Z au produit
de Xy et x2. En raison du précédent il est E(a?1,-x2) =F(x3), et
on déduit de (6) que, _F(@?3)>0. Ainsi le lemme est démontré.

7. Définition d’une fonctionnelle linéaire.
Soit y e 5I(E). Mettons G(y) =logFCeuV)), ou F ed>.

Cette définition définit une fonctionnelle réelle dans 2I(E),
puisque E(e«)>0 en raison de (6) et (9). On vérifie aisément
que G est une fonctionnelle linéaire.

On déduit du lemme 1V. que F(x) dépend exclusivement
des valeurs de la fonction x(t) dans I’ensemble caractéristique Z.
Nous considérons cet ensemble comme un espace meétrique,
dénombrable et compact (en conservant la métrique de
I'espace E). De méme on peut envisager la fonctionnelle F
comme une fonctionnelle multiplicative et continue dans
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I'espace 2I(Z) de toutes les fonctions réelles continues définies
dans Z (on conserve dans %l(Z) la métrique de I'espace 5I(-E),
et par conséquent G est une fonctionnelle linéaire dans 2I(Z).

D’apres un théoréeme de S. Mazur I'espace 3I(Z) est iso-
morphe a I'espace c0 (des suites convergentes vers zéro).

S. Mazur a tiré de son théoreme un corollaire suivant:
la forme générale des fonctionnelles linéaires dans I'espace il(Z)
est:

(11) G(y) =--"any(tn)-

/1=1

ou y£21(2), {tn}=2, y"a,|<oo (an nombres réels).
/1=1

8. La valeur absolue de la fonctionnelle F.

En applicant le résultat de S. Mazur a la fonctionnelle
définie dans le No 7. on pourrait aisément en tenant compte
de (8) prouver que pour cette fonctionnelle spéciale il est:
«,>0 (%=1,2,...).

Nous pouvons cependant obtenir un résultat plus fort en
raisonnant de la maniere suivante:

Soit
(12) G(y)=logE(e«)
ol Fe<J>, ye'UCE)-, soit toeZ. Prenons une suite {y,}, yne3I(E):

(Mo)<J
n

y,,(10) =log|, pour soit 0

pour (Mo) > - soit An(0 ="°

(nous avons pris ici les logarithmes des fonctions x(t,r) employées

dans la démonstration du lemme II, avec r~ ")
n

On tire de la démonstration du lemme Il que lim <r(y,,)<O0.

D’aprés la définition il est |y, (i) log2 dans E pour
n=12,...

D’aprés la formule (11) il est ér(yn) =iii\a///n(h)- Le point t0

parait dans cette formule avec un indice k (k un entier positif)
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c’est a dire t0=th. La fonction yn s’annulant en dehors de

I’entourage y on peut choisir pour un arbitraire N
entier positif, un entier positif p de telle maniére que pour
n=p, soit yn(ti)=0. On aura
<?(yn) = a*yn(tk) + P =a* log | +
ou
[7?] < log 2-
Pour des n assez grands est G(y,,)<O, et tend vers 0

I=Ad-1
avec JV->00 on a donc a*log|<O, ou a*>0.
En mettant dans la formule (12) ®(t) =e»O, on parvient
a la conclusion: pour a?(t)>0 dans Z, existe une suite {a,},

a,,>0, /’\_az<oo, telle que
=i

N a-logz(tz) oo
N@)=e'=1 =17 («(*N)*
Z=1

La convergence du produit infini est évidente parce que,
I'ensemble Z étant fermé, la fonction x(t) est bornée dans Z
et ses maximum et minimum sont positifs.

La formule obtenus reste vraie aussi dans le cas si x(t)
s’annule pour un point de Z, parce que alors tous les deux
termes de la formule sont nuis.

En tenant compte de (7) on peut écrire pour

(13) -

Nous démontrerons maintenant une proposition réciproque,
c’est a dire que le second terme de (13) est une fonctionnelle
de Il'ensemble O, non négative, sous I'hypothése que az>0-

(E—1,2,...) et J/az<oo.

Or, le produit infini est égal a zéro pour un x s'annulant
pour un point de Z, ou il converge vers un nombre positif.
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Une fonctionnelle définie par ce produit est évidemment multi-
plicative. Nous vérifions la continuité: soit {x,} une suite
convergente uniformément dans E vers x0. Si ®o(/A) =0, ou t¥
est un point de Z, alors la fonctionnelle s’annule pour xn,
et en écrivant le produit infini pour xn sous la forme:

[1 Xn(tt)\a*, ou la caractéristique JT désigne qu’oni
J=i

doit omettre dans le produit le facteur de I'indice fc, on voit
qgue la convergence de la suite des fonctionnelles a lieu.

De méme si #o(i)4=0 dans Z, alors existent deux nombres
positifs m et 1/, tels que pour n assez grand m<xn(t)<M
et m<x0(t)<JH, d’ou en prenant les logarithmes des produits
infinis on tire immédiatement /O%xn(ti)ai—>~ EO]XO(ti)ai.

i=i i-T

Il est évident enfin que la fonctionnelle définie par le pro-
duit n’est pas triviale. Ainsi nous avons établi que la fonction-
nelle appartient a 0.

Remarque. Dans les raisonnements du Ne 8 nous admet-
tions que I'ensemble caractéristique Z est dénombrable. Dans
le cas ou il est fini on obtient, les mémes résultats avec cette
modification, que au lieu d’un produit infini il faut mettre un
produit fini. Les démonstrations sont analogues, mais plus
simples et donnent:

(14) \FOO\ = fj\x(t)wi, a,->0.

z=i

Les résultats obtenus résume le:

Théoreme 1. Pour que F e O et F(X)"0, il faut et il suffit
que a) ((J)Iéans le cas ou l'ensemble caractéristique Z est infini, soit

F(x)= [J\(tn)\a>, ou {tn}=Z et {an} est une suite arbitraire, telle
/1=1
que an=0 et £|:an<oo-, b) dans le cas ou I'ensemble caractéri-
n=

stique Z est fini, soit F(x) = I\x(t,,)\an, ou an>0 (n=1,2,...,p)
n=

et t1,t2,...,tp forment tout I'ensemble Z.
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9. Le signe de la fonctionnelle.
Chaque fonctionnelle Fe<!> on peut écrire:
F(x) = [F(x)[1sgn F(x)

ou [Jl(z)|e0 et est une fonctionnelle non négative pour eeill(E);
I’ensemble caractéristique pour |E| est identique avec l'en-
semble caractéristique pour F. La forme de la fonctionnelle |.F|

est donnée par le théoréeme I. Il reste a déterminer la forme
de I'expression
(15) S(x) =sgn F(x).

Remarquons que S(x) est une fonctionnelle multiplicative
définie dans H(E'), qui admet trois valeurs au plus: O0,1,—1.

Si tneZ (n nombre entier positif) et sgntc(t,) =0, alors
S(X)=0. Réciproquement si S(x) =0, alors il est sgna?(t,) =0
pour un tneZ. S’il est xk(t)-x2(t) >0 dans Z, alors Sfa) - S(x2),
parce que Ffa-x2)>0, donc sgn Ffa) =sgn Ffa).

Par conséquent S(x) dépend uniquement de la suite
(sgna?(/,)}, ou {tn}=-Z, S(x) est donc une fonctionnelle dans
I’espace des suites {sgn x(tn)}, ou eeei((E).

10. La fonctionnelle réduite.

Soit Z=ZfaZ2, ou Zt et Z2 sont des ensembles fermés,
sans points communs. Posons S”x) =S(x), ou ”"eQI(E) et
sgn u/jssgnui) dans ZIt sgnS(t) =1 dans Z2. Pour chaque X
existe un x jouissant des propriétés requises, puisque la distance
des ensembles Zj et Z2 est positive; la valeur de S"x) ne dépend
pas évidemment du choix de la fonction satisfaisante aux
conditions données. La fonctionnelle S"x) sera nommée un
réduit de la fonctionnelle £ & I'’ensemble Zv

Lemme V.

S(r?ient ZNZNNZ,, des ensembles fermés, Z/ Zk =0 pour i=\=k,
Z=_°/c_JZt, soit enfin Si un réduit de la fonctionnelle S a Ven-
semkl)Té Zi,] alors

Sfa) :tl_li St(x) pour xeH(E).

Rocznik Pol. Tow. Matem. XX. 10
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Démonstration. 11 suffit de considérer le cas dans lequel
®(£)4=0 dans Z. Soient xt (i =1,2,...,n) des fonctions &f(i)efl(E’),
telles que Xi(t)=x(t) dans Z, et &,(f) =1 dans Z—Zt. Alors

8(X) —lji8(Xi), puisque ae(t)=Z/:\r?aez(t) dans Z. De l'autre c6té

Si(x) =S(xt), ce qui donne le lemine.

Lemme VI.
Soit S(x) =sgnF(x), F e& et toeZ. Soit Z:ig,IZt, ou Zj

sont des ensembles fermés, Zj-zZk 0 pour jAk, Zo contient un
seul point t0, rﬂ;wz,,:Zo (dans le sens de Hausdorff). Soient

enfin Si(x) pour T=1,2,3,... les réduitsl) de la fonctionnelle 8
aux ensembles Zt.

Alors existe une permutation de I'ensemble des nombres entiers
positifs (k”, ... fc,,...) et existe une fonctionnelle S0(x) égale
a sgne(t6) ou a sgn2(t0), telles que:

S0 = S0t LJI [ ) () 1S7%)].

Démonstration. Il suffit de considérer le cas ou x(t)*=0
dans Z. Nous repartissons les nombres entiers positifs en deux
classes et K2 de la maniére suivante: ne KIf si Sn(x)—1
pour toutes les fonctions satisfaisantes a la condition x(t)<()
dans Z,,; dans le cas contraire, c’est a dire si I'inégalité a?(t)< 0
dans Zn, implique I'égalité Sn(x)=—1 on a ne K2 Nous dé-
finirons maintenant la permutation (fcj,fc2,...) des nombres
entiers positifs. Nous posons ”=1. Si une des classes et K2
est finie et contient un nombre impair des éléments alors k2
est égal au plus petit nombre de la classe, qui ne contient pas
le nombre 1; dans les autres cas k2 est égal au plus petit nombre,
différent de 1, de la classe qui contient le nombre 1. Si les
nombres K~KA.L 1N, sont déja définis, alors k2p+\ est égal
au plus petit nombre entier positif non contenu dans la suite

i) Les fonctionnelles S/ Sont bien définies parce que I'ensemble
Z—Znj—Z,2..—Zn (n™1) est fermé pour chaque suite finie des nombres
n2,...,nr, ce qui est facile a voir.
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finie .fc2p, et fi2pd 2 est égal au plus petit nombre de la
méme classe que fe2p+i» différent des nombres .fe2p+i.
Ainsi la permutation est définie et nous posons

WVW=nNea__ iW»
1=1
P(x) est bien défini pour tout xe!ll(£), a condition que
@((0)4=0: si &(t0)>(), alors &(i)>0 pour t appartenant a presque
tous les ensembles Zn, il est donc pour i assez grand

NeZZ_1(a) *12(®)] = I.

D’aprés notre définition de la permutation (Agfc2A3,...)
cette égalité subsiste aussi pour x(t0)<0, et par conséquent
le produit infini converge pourvu que a?(f0)={=0. On voit que P(x)
est une fonctionnelle multiplicative. Nous définirons mainte-
nant la fonctionnelle multiplicative S0{x) de la maniére sui-
vante: posons ic0(t)=—1 dans E; soit

NO(a:) =sgn2 &(t0), si  S(&0) P(a0) =1
iS0(a?)=sgn x(t0), si S(x0)'P(x0) = —1.

Nous montrérons que 8(x) =S0(x)-P(x). (Le second terme
de cette égalité est défini méme si x(to) =0, puisque alors
S0(x) . 0).

Supposons d’abord que x(t0)>0. On a x(t)>0 dans presque
tous les Zn. En désignant par B la somme de tous les ensembles
Zn, dans lequels on a constamment &(i)>0, nous avons
Z=R-\-Znii4-Z,,2...4 Znyr (la distribution de I'ensemble Z
dépend de la fonction x(t)), ou tous les ensembles du terme
second sont fermés. Le réduit de la fonctionnelle $ a I'en-
semble B étant égal a 1 (pour la fonction considérée), on a en

raison du lemme V. S(x) =|[/| Sm(x). Mais (P(&) est égal au méme
produit, et /S0d?) =1, le lemme est donc vrai.
. Soit maintenant x(t0)<z 0. D’aprés le précédent il est:

S(—x) = SO(—x)0P(—x),
£(20) » S(&e) = 80(x0) * SO(z) 1P (x0) 1P(x).

ou

10*
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Il vient de I’hypothése @(t)H=0 dans Z, que tous les facteurs
dans I'égalité derniére sont égaux a 1 ou a —1; il est donc

S(x) = [S(x0) 1NO(@0) * P(80)] * 80(x) * P(X).

D’aprés la définition de 80(x) I'expression dans le crochet
est égale a 1 pour &(t0)<O0, le lemme est donc démontré.

11. La forme de la fonctionnelle S(x).

Théoreme 11. Si S(x) =sgn F(x), FeO0, alors existe un
ordonnement des éléments de I'ensemble Z, Z—{tn} et une suite
{fin}, oU fi,=1 ou fin=2, (n~1,2,..), tels que pour x eV.(E):

(16)  S(x) = sgnA a(ti) *sgn& x(t2)1 / [ [sgn a(t2/+i) +sgn a&(t2,+2)]"+2.

Dans le cas ou Z est un ensemble fini, le produit est fini,
et si le nombre des éléments de Z est impair, on a un facteur seule-
ment avant la caractéristique I1.

Démonstration. Il suffit de considérer le cas ou &(t)4=0
dans Z; dans le cas contraire le théoréme est évident.

Nous nous appuyerons sur le théoréeme, que pour chaque
ensemble dénombrable existe un nombre ordinal a, tel que
la dérivée de cet ensemble de l'ordre a est un ensemble fini,
non vide.

La démonstration sera faite- par induction transfinie: on
vérifiera que le théoréme est vrai lorsque le nombre a pour
I’ensemble Z est égal a 0, puis en le supposant vrai pour les fonc-
tionnelles dont les ensembles caractéristiques ont les dérivées
finies, non vides de l'ordre f, ou C<y, on montréra que le
théoreme reste vrai, lorsque l'ordre de la dérivée finie, non
vide de I'ensemble Z est égal a y. Dans le cas a= 0, on obtient
immédiatement notre théoréeme du lemme V., et du fait que,
si Z contient un seul point tu alors S(x) est égal a sgn x”)
ou sgn? x(ti) suivant que 8(x) est négatif ou positif pourx~XO.

Supposons donc, que le théoréme soit vrai pour toutes les
fonctionnelles dont les ensembles caractéristiques ont une
dérivée finie, non vide d’ordre £, f<y, et que I'’ensemble Z
a une dérivée finie d'ordre* y, contenante q points (g>0). L’en-
semble Z étant fermé et dénombrable, il peut etre partagé
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eu des ensembles fermés ZvZ2,...,Zq dont chacun a la dérivée
d’ordre y composée d’'un seul point. Désignons les réduits de
la fonctionnelle S(x) aux ensembles Z, par 8t(x). On voit qu’il
suffit de démontrer le théoréme dans le cas ou la dérivée
d’ordre y de I'’ensemble caractéristique contient un seul point: si

Sj(x) =sgi/l x(t[))1sgn» x(t")+ fl [sgn &(41+i) * 15gn ®(41+2)/'+2
=1

pour j=1,2,...,0, alors en raison du lennne V.:

S(x")=f] (sgn”™ X") 1 Sgnpyja?(/V)) + HIsEn 35(41+1)-Sgn e(41+2)/"M

/=1\ i=i !
d'ou on tire immédiatement le théoréme parce que 1° I'ex-
pression du second terme peut étre écrite comme un produit
infini simple; 20 en permutant un nombre fini des facteurs
sgn®n&(in) on obtient la forme de (16).

Nous supposons donc que la dérivée d’ordre y de I’ensemble Z
contient un seul point t0. L’ensemble Z—(i0) sera reparti en
une famille dénombrable des ensembles fermés {zn}, dont
cliaques deux sont disjoints, de la fagon suivante:

1° si y=1, alors chaque ensemble Z, contient deux points
de Z—(t0); 2° si y>1; alors on prend une suite des nombres
m>0, r,->0, tels que si te Z, alors (n—1,2,..).

Telle suite existe, puisque dans le cas contraire I'ensemble Z
serait indénombrable. Z, soit I’'ensemble de tous les points
de Z, tels que rn<(t,t0)<rn-i, (r0=00). Puisqu’il est y=I,
donc il y a une infinité des ensembles Z',,, qui contiennent une
infinité des points. Par conséquent on peut réunir chaque
ensemble Zm vide ou fini a un ensemble Zk infini, opérant
toutefois de cette fagcon que deux ensembles Z'm différents
soient réunis a des ensembles Z* différents. La famille dé-
nombrable, obtenue par cette opération forme la suite des
ensembles {Z,}, que nous allions définir. Il est éssentiel pour
les raisonnements suivants, que tous les ensembles Z, sont
ou infinis ou contiennent un nombre pair des éléments. Il
est facile a voir que 1° les ensembles Z, satisfont aux condi-
tions du lemme VI; 2° chaque ensemble Z, a une dérivée finie
d’ordre inférieur a y.
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Les éléments de I'ensemble serons désignés par
(cette suite peut étre finie, elle est composée alors de deux
éléments).

Sn(x) aient la méme signification que dans le lemme VI.

En raison de I’hypothése admise il est pour ~>1:

$,,(«) =msgn'** sgn™*2 )a?(4") // [sgn a&(4"+i) «gn

Remarquons qu’il est ¢',(—1)=1, ou S,,(—1) —1, suivant
que $n)=/"n), ou 4=(e. Le lemme VI donne:

S(x) =S0(x) —Fi [Sk2._t(x) 1 Sk2I(X)].

Vu la définition de la permutation fcjjfcg,... dans la démon-
stration du lemme VI, on a pour i*2:

ffii-i) 4. 002-i)4  + =o (mod 2)

Par conséquent on peut écrire pour i~2:

00 M
£*2,-1M)1Sk2l(x)  // [sgn 1sgn N(t«+2)] >+2,
ou les sont des éléments convenablement ordonnés
de I'ensemble 14-Z*2/, et eW sont égaux a 1 ou 2.
Il est aussi:

(X) 1Sk2(X) --sgn®1 arV’) sgn®2 a?(T2’)
m//[sgn ®(*8+i)-8gn ®(t™2)]\+2-

Nous avons donc:

S(x) 80(x)1sgn '(ll)a?(rlm) ' Sgneg)a;(4 NI
00 00 0]

'/llu/ _nltsgn ®(T2j+i)-sgn a;(ry+2)p+2,
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ou en posant

Lsgne(Te+1)-sgn x(@+2)]2 = 71%), PG =[]

0°
Z=1

£1 (%)
J=1
on obtient

8(X) 80(x)1sgn®! «(rae) sgn*2 £(T<b)+ P(x).

Les éléments de la suite a double entrée {rf*x)} forment
une suite simple, si I'on prend un aprés l'autre les éléments
pour lequels il est i-hj=2,3,4,... Les éléments de cette suite
serons désignés par ijn(x).

Nous disons que P(x) //1rin(x).
n_

En effet la fonction x(t) étant continue, elle est du méme
signe que x(t0) dans presque tous les ensembles Z*H1 + Z*2/,
il est donc pour presque toutes les valeurs de i Ne(x) =1,
(3=1,2,3,..).

Le produit flry(x) étant convergent pour chaque i, donc

i=i
la valeur de i étant donnée, un nombre fini seulement des
facteurs r/A(x) satisfait a I'égalité rj*(x) =—1. Par conséquent
cette égalité subsiste pour un nombre fini des couples (i,j),

00
ce qui donne P(x) = HVn(X).

ZI=l
Nous avons 80(x) =sgnma?(i0), ou ed=1, ou e0=2. Il est
donc
37 8(x) —sgnfd ju(t0) sgntl x(Tr) sgnf> zr(r2)

-1I_1 [sgn &(t2,+i) 1sgn &(T2/+i)]E/+2
ou t0,T!,t2, ... sont des éléments de I’ensemble Z convenablement
ordonnées, r0 est identique avec t0, e, égal a 1 ou 2.
Il s’agit de ramener I'expression (17) a la forme (16).
Supposons d’abord qu’il a y une infinité des exposants
satisfaisants a e,,=-2. La valeur du produit infini ne sera pas
changée pour a?(t)4=0 dans Z, si I'on enleve tous les facteurs
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pourvus de I'exposant 2. Deux au moins des nombres e, €2
sont égaux; on réunit les sgn &(r) corréspondants en un couple
et on met le facteur obtenu sur la premiére place libre dans
le produit infini. Le troisieme sgn x, qui figurait avant la ca-
ractéristique N et un sgn x, appartenant a un facteur enlevé
restent avant la caractéristique 77 et on remet tous les autres
sgn X, réunis arbitrairement en des couples, dans le produit
infini. Ainsi on parvient a la formule (16).

Supposons maintenant qu'il est e, =1 pour presque toutes
les valeurs de n. {L,} soit alors une suite des entourages du

[e]e)

point t0, telle que Un-~"CUn et nf_/I Un= (t0). Nous disons que

pour chaque n existe un indice m= tel que T2m+i« Un
et T2mt2e U,, et Em+2=1. En effet d’apres les hypothéeses ad-
mises existe une infinité des indices i pour lesquels r2/+ie Un,
£l+2=1. S'il existait une infinité des indices i, tels que e/+2=l,
et un seulement des points r2/+i, r2l+2 appartenait a I’entou-
rage Un, on pourrait définir une fonction x{t), a’()=|=0 dans Z,
telle que [sgn &(r2/+i)-sgn a?2i+2)]f'+2=—1 pour une infinité
des indices i, ce qui est en contradiction avec la convergence
du produit infini dans (17). Par conséquent existe une suite
infinie des nombres entiers positifs 2px4-1, 2pl+2, 2p2+1,
2p2-(-2,... telle que £Pz+2 =1, T2P/+i T2PI+2—*70,

Posons maintenant th- rn, pour n ne figurant pas dans
la. suite définie (N>3) en conservant les exposants respectifs.

Parmi les nombres €2, £P1+2, il y a au moins deux égaux;
désignons la valeur commune de ces nombres par flPi+2, et les
points correspondants par t2pt-t-i, <Pl1+21 Us restent encore deux
de points r0, Tj, r2, T2p,+i; on les désigne par in t2, et les expo-
sants sont égaux a £/ correspondants, si i =1,2,...,p1-\~2,
ou a 3—=0, pour le point r0; nous posons enfin t2pi+i = T2pjl+2,

et OP/+2 =1, pour i>2.

Il est & noter que tous les points ont conservés leurs expo-
sants a I'exception du point r0, pour lequel nous avons changé
I’éxposant e0 en 3—«. Nous disons qu’on a avec les notations
introduites la formule (16). Pour le démontrer considérons
les produits:
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Pn =sgn£® x(r0) 1 sgn*1 «(rj +sgn*2 &(r2)
- fg [sgn A(t2/+1) -Sgn ®(r2/+2)J°Z+S

p; = Sgi/l x(ti) sgi/2 x(t2) ril [sgn x(t2i+i) sgn x(t21+2)]>t+2,
1=1
ou Soit ft h(n), le plus grand nombre tel que pk™n.
Il est alors PnP'n sgn &(t0)-sgn x(T2ph+2). Mais pour n->0a,
>00, donc T2PA+2~><p> la fonction x(t) étant continue et
a(f)=b0 on a P,,P'n-*-1, ce qui démontre le théoréme. Ainsi
la démonstration du théoreme 11 est terminée.
Il est évident qu’'on a aussi le théoréeme réciproque:

Théoréme ITI. Si S(x) est défini par la formule (16), en
admettant que I'expression du terme second est bien définie pour
chaque fonction de 2I(P), alors existe une fonctionnelle F e<t>,
telle que S(x)—sgn F(x).

Remarque. 1° Il y a une différence essentielle entre les
fonctionnelles, pour lesquels il est dans (16) /=02 celles
pour lesquels on a Les premieres sont positives, les
autres négatives pour la fonction identiquement égale a —1
dans Z.

2° On pourrait rayer dans la formule (16) tous les facteurs
pourvus de I'exposant 2, si I'on demandait que la formule
subsiste seulement pour les fonctions non milles, dans un
point de Z. Si elle doit rester vraie aussi pour les fonctions
nulles dans quelque point de Z, on doit laisser tous les facteurs,
parce que la présence d’un facteur nul est nécessaire, le produit
des facteurs non nuis pouvant alors diverger.

12. Unicité de la représentation de la fonctionnelle.

Nous étudierons la question, si une fonctionnelle PeO
admet une représentation unique au moyen d’'un ordonnement
des éléments de I'’ensemble Z. de la suite {a,}, (du théoréme* I)
et de la suite {fin} du théoréme II).

On tire de la définition de I'’ensemble Z, que cet ensemble
est déterminé univoquement pour une fonctionnelle donnée F.
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Supposons que \F(x)\ :tl_ll]x(tl)\ai :iq \x(r')\ai, ou {zn} et {7}
sont deux arrangements de I'ensemble Z, a,>0, a[>0, lf_\lat<oa,

£ ai<oo. Il est évident que les arrangements {t,,} et {tn} peuvent

étre différents, parce que les produits infinis convergent abso-
lument.

Nous montrérons que I'égalité implique la rela-
tion ak—aj.

Soit Z** la dérivée d'ordre y de I'’ensemble Z, (y un nombre
ordinal, Zw - Z). Mettons Zr 2Zw—Z(y+i\ Soit f le plus
petit nombre ordinal tel que il existe tkeZ$, satisfaisant
a tk=tj et «*=lI=«.. On peut trouver un entourage U du point tk
contenant (outre le point tk) seulement ces points de I’'ensemble Z

qui appartiennent a un Z,;, ou Prenons une fonction x(t),
telle que O<a?(/)<l dans U et a’t)=1 dans CU. Alors:
-F(®)|=/7 /7 Bl donc k(**)|“*=k($|“/, et par
@)L, " () *=k(3| P

consequent a* =aj contrairement a I'hypothése admise.

Nous avons donc prouvé que a chaque élément de Z cor-
respond un exposant a bien déterminé, indépendant de I’ordon-
nement de I’ensemble Z.

Supposons maintenant que:

Sgn F(x) = Sgi/l X(t2) * Sgn%(/2) //z [8gn ®(«2/+]) Sgn ~(<21+2)/'+2 =

= sgi/l x(tt) sgn"2 (12)-/7 [sgn a(«2(+i)-sgn x(t2i+2) Fi+2.
=i

Nous admettons donc, que nous avons deux représenta-
tions de sgniXea) avec le méme ordonnement de Z.

Nous montrérons que fik=flk pour k 1,2,3,...

Soit é le plus petit nombre ordinal de la propriété, quiil
existe un nombre k tel que [lk="/k et jik correspond & un
point tp, tpe Z$.

Soit U un entourage du point tp, défini comme dans le raison-
nement précédent, avec une condition supplémentaire que
CU1U-Z= 0. Prenons une fonction x(t) telle que x(t)< 0 dans U
et x(t)>0 dans CU. Par un raisonnement analogue au pré-
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cédent on parvient & la conclusion que /'U-:/31 contrairement
a I’hypothése admise.

Nous avons donc démontre que les exposants fk sont bien
déterminés, si I'ordonnement de I’ensemble Z est donné.

Il est impossible de généraliser ce résultat, comme on voit
de I'exemple suivant:

Nous prenons comme espace E le segment <0,I>; comme
I'ensemble Z on prend I'ensemble composé de points dont
les abscisses sont: 0,1, ()n, 1—(])n, ou %—1,2,3,... Soit:

sgn F(x) =sgn2 #(0) -sgn2 #(1) |i/:/i [sgn &((4)22_1) sgn ®((N2N]
+[sgn #(1—(1)2-*) - sgn e (l— (1)2)].

Il est évident que cet produit infini est bien défini pour
chaque fonction continue dans <O0,I>. Nous disons qu’il est:

sgn J'(&) ==sgn #(0)-sgn #(1)-sgn #(f)-sgn x(")
IiEl [sgn #((])2) +sgn a?((f)2/+1] *sgn #(1—(])2) 1sgn #(1— )2/+1)].

Aussi ce produit infini est bien défini pour chaque fonction
continue dans <o,I>. Pour établir I'égalité de deux expressions
pour sgnP(ir) désignons par P,,(x) et P'n(x) les produits partiels
obtenus en remplacant la limite supérieure de la multipli-
cation oo par n. On a pour #(2)4=0 dans Z:

P,.(x) -P'n(x) = sgii #(0) * sgn #(I)-sgn #((|)2"+1) -sgn #(1—(|)2n+1).

La fonction x(t) étant continue dans <O0,1> il est
Pn(x)-P'n(x)-+1, donc P,,(x)=P',,(xX) pour des n assez grands,
ce qu’il fallait démontrer.

Grace a deux différents ordonnements des éléments de
I’ensemble Z nous avons trouvé deux representations de
sgn F(x), telles que aux points 0 et 1 correspondent une fois
les exposants |, autre fois les exposants 2.

13. La forme générale d’une fonctionnelle.
Les résultats trouvés sont résumés dans le théoréme suivant:

Théoreme V. Pour que Fe<P, il faut il suffit que 1° existe
un ensemble Z, non vide, fini ou dénombrable et fermé, ZCE;
2° existe un arrangement des éléments de I'ensemble Z: t-"ttg,...;
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3° existe une suite {a,}, an=0, Vlan<oo; 4° existe une suite
n=

{fin}, fin=1 ou fin 2 tels que:

F(nc)=[] la?(t))|“z-sgn'/Lip(i1)-sg n/?2@e(f2)—//7_ [sgn<r($2z+i)-sgn®(t2/+2)]'/+2
r=1 =1

pour tous les x e”"E), avec cette restriction, que si Z est un en-
semble fini, on doit remplacer les deux produits infinis par les
produits finis avec étant des facteurs, combien de points contient
I'ensemble Z; le nombre an est déterminé univoquement par la
fonctionnelle F et le point t,,, le nombre ft, est déterminé univo-
guement par la fonctionnelle F. le point t, et l'arrangement de
I'ensemble Z en la suite {/,.}.



SUR L’UNICITE DES INTEGRALES DE L’EQUATION
DE CLAIRAUT, MODIFIEE

Par T. Wazewski et J. Szarski (Krakow)

Considérons I'équation différentielle ordinaire de la forme:

1) y)
et supposons que la fonction f(x,y) soit continue dans un
rectangle:

(2 \x—&0|<a; |[y—

Une équation de la forme (1), définie dans un rectangle (2),
sera appelée I'équation de Clairaut, modifiée, si par tout point
du rectangle (2) il passe une droite dont la partie commune
avec le rectangle (2) est l'intégrale de cette équation. Une
telle droite sera appelée droite-intégrale.

Nous allons démontrer le théoreme suivant sur les éauations
de cette espéce.

Théoréme. Une équation de Clairaut, modifiée ne posséde,
dans le rectangle ou elle est définie, d’autres intégrales que
ses droites-intégrales.

Démonstration 1). Remarquons d’abord que deux inté-
grales de I'équations (1) issues d'un point P du rectangle
(2) ont forcément la méme tangente en ce point. Il en résulte
que deux droites-intégrales de I'équation (1) ne peuvent pas
se couper en un point du rectangle (2).

Pour démontrer notre théoréme il suffit de prouver que si P
est un point quelconque du rectangle (2), alors toute intégrale

I) La démonstration que nous présentons est de caractére géomé-
triqgue. Une autre démonstration de caractere analytique, mais un peu
plus compliqués, a été donnée d'abord par M. Wazewski.
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issue de ce point est identique a la droite-intégrale passant
par ce point.

Supposons, par impossible, qu’il n’en soit pas ainsi pour
un point P du rectangle (2). 11 existerait alors une intégrale |
issue de ce point qui ne serait pas identique a la droite-inté-
grale p passant par ce point. Il existerait donc un point Q
de l'intégrale 1 qui ne serait pas situé sur la droite p. Suppo-
sons, pour fixer I'attention, que Q soit situé a droite du point P
et au-dessus de p2). Nous pouvons supposer en plus que la
portion de I entre le point P et Q soit située au-dessus de la
droite p. Dans le cas contraire, on remplacerait le point P
par le point P' en lequel I'intégrale | envisagée a gauche de Q
coupe la droite p pour la premiére fois. Soit | la droite joignant
les points P et Q. Cette droite est évidemment différente de la
droite p et la coupe en P. Il existe sur la droite | un point R
(qui peut d’ailleurs coincider avec Q) différent de P et tel que
la portion de I entre les points P et B est située au-dessous
de la droite I. Ceci est évident, puisque autrement il existerait
sur | une suite de points situés au-dessus ou sur la droite |
et convergeant vers P et la tangente a Z en P serait par consé-
quent différente de la droite-intégrale p, ce qui est impossible*
d’apres la remarque au début de la démonstration.

En vertu du théoréme de Lagrange il existe, sur la portion
de 1 entre P et R, un point $ tel que la tangente a Z en ce
point est parallele a la droite Z Cette tangente t est évidem-
ment la droite-intégrale passant par S et coupe la droite p
en un point T dont I'abscisse est supérieure a celle du point P
et inférieure a celle du point Q (puisque le point $ est situé
au-dessous de | et au-dessus de p). Le point T appartient par
conséquent au rectangle (2). Nous sommes ainsi conduits
a la conclusion que le point d’intersection de deux droites-
intégrales p et t appartient au rectangle (2), ce qui est impos-
sible, comme nous l'avons remarqué au début de la démon-
stration. Notre théoréme est ainsi démontré.

2) On démontre d’'une fagon analogue que d’autres cas qui peuvent
se présenter (Q a gauche de P et au-dessus de p, ainsi que Q au-dessous
de p et a gauche ou bien a droite de P) conduisent a la contradiction.
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Interprétation géomeétrique.

Du point de vue géométrique le résultat que nous venons
d’obtenir peut étre formulé sous la forme suivante:

Si une famille de droites dans le plan jouit de la propriété
que par chaque point d’'un rectangle il passe une seule droite
de la famille, alors cette famille n’admet pas d’enveloppe
dans ce rectangle.

Remarque. Considérons une équation de C'lairaut c. a. d.
I’équation de la forme:

3) y = xy'+ g(y).
On sait que pour tout ¢ pour lequel la fonction g(t) est
définie la droite de la forme:

(4) y = cug + g(c)
est une intégrale de I'équation (3).

Supposons que dans un rectangle (2) I’équation (3) se laisse
écrire sous la forme (1). Ceci étant, il résulte de notre théoréme
que I'équation (3) n‘adment pas d’autres intégrales dans le
rectangle (2) que les segments des droites (4) situés dans ce
rectangle.

Probleme dans I’espace a trois dimensions.

Il se pose le probléme suivant:
Considérons le systeme de deux équations ordinaires:

®) y'= Ne, vy, 2),
«=g(x Y, 2).

Supposons que les fonctions f(x,y, z) et g(x,y, z) soient
continues dans un parallélépipéde:

(6) [X—x0[<a; \y—Vy0|<6; \z—1z0|<c

et que par chaque point de cet ensemble il passe une droite
dont le segment situé dans cet ensemble soit l'intégrale du
systeme (5).

Est-ce qu'il existe alors, dans le parallélépipede (6), une
intégrale de (5) qui ne soit pas identique a un de ces segments?
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On peut formuler un probleme géométriqgue analogue
sous la forme suivante: Supposons qu’on ait dans I’espace
a trois dimensions deux domaines plans, homéomorphes,
situés respectivement sur deux plans //, et 132 horizontaux
a l'axe x. Joignons les points homologues de ces domaines
par des segments rectilinéaires et supposons que deux segments
différents ne se coupent jamais en un point situé entre les
plans 77x et 772+ Est-ce qu'il existe alors une courbe située dans
I’ensemble composé des points de ces segments qui soit tangente
en chaque point au segment passant par ce point et qui ne soit
pas, elle-méme, identique a un de ces segments?



SUR UNE PROPRIETE ASYMPTOTIQUE
DES INTEGRALES D'UN SYSTEME D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Par J. Szarski (Krakdw)

I. Considérons le systéeme d’équations différentielles ordi-
naires:

(1) yi=fi(x,yl,...,yn) Gi=1,...,n).

Soit E un ensemble dans l'espace de points (&, yn)
a (n-j-1) dimensions tel que:

1°. La projection de I’'ensemble E sur I'axe x est l'inter-
valle:

(2) 0 x<-- oo

2°. Toute section de I'ensemble E par un plan x —a quel-
conque (a>0) est un continu borné et possédant des points
intérieurs.

3°. Toute portion de I'ensemble E entre deux plans x at
et x=a? quelconques est fermée et bornée.

Supposons que les fonctions fi{x,yli...,yn) soient continues
dans un ensemble ouvert 12 contenant I’ensemble E et que
les intégrales du systéme (1) jouissent de la propriété suivante:

(«) Si P(x,yi,...,yn), ou x>0, est un point appartenant
a la frontiere de I'ensemble E, alors pour toute intégrale du
systeme (1) issue du point P il existe un nombre positif h,
tel que lintégrale envisagée dans lintérvalle (x—A x) est
située a l'intérieur de E et envisagée dans l'intervalle (x,x-{-h)
elle est située a I'extérieur de E.
Rocznik Pol. Tow. Matem. XX. 11
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Ceci étant supposé on a le théoreme suivant:

L'ensemble F de points P appartenant a la section de I'en-
semble E par le plan x =0, et tels qu'il existe une intégrale du
systeme (1) issue du point P, définie dans I'intervalle (2) et située
dans I'ensemble E, est un continu ou bien se réduit a un seul
point.

Nous allons démontrer ce théoreme dans le cas ou la fron-
tiere de I'ensemble E est une surface de révolution. Nous
n’envisageons ce cas particulier que pour fixer Iattention.

Il. Nous adoptons des hypothéses suivantes:

Hypotheses If. Supposons que les fonctions ft(x, y,,..., yn)
soient continues dans un ensemble ouvert Q contenant I'en-

semble défini par les inégalités:
n

3) O<a?< +o00; ™NYNI< [y@)]

ou la fonction y(x) est positive et dérivable dans I'intervalle (2)1).
Supposons en plus que pour tout point de la surface:
n

(4)

on ait I'inégalité:
n

() £y] Hi(x, yu..., yn) > y(x} 1y'(x) 2).
/=1
I11. Désignons par la section de I'ensemble (3) par le

plan x=v, c. a. d. I’ensemble défini par les relations:
n

(6) X=V Vi) < [y(®@)]2 (S»)
et soit E I'ensemble de points P appartenant a la section So
et tels qu’il existe une intégrale du systéeme (1) issue du point
P, définie dans l'intervalle (2) et située dans I'ensemble (3).

g On voit aisément que I'ensemble (3) satisfait aux hypotheses 1°, 2°, 3"
(et l'alinéa ).

2) Le sens géométrique de I'inégalité (5) eBt (comme il apparaitra
plus loin) que les intégrales du systéme (1) jouissent de la propriété (a)
(cf. I'alinéa 1) par rapport a I'ensemble (3).
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Théoréme.

Les hypothéses H étant remplies, I’ensemble F est un
continu ou bien se réduit a un seul point.

Nous allons effectuer la démonstration de notre théoréme
en démontrant les deux propositions suivantes:

Dans les hypotheses H:

(fiy Toute intégrale du systétme (1) issue d’un point appar-
tenant a I'’ensemble (3) et prolongée a gauche du point initial
est située dans I’ensemble (3) jusqu'a ce qu’elle coupe la
section >S0.

(y) Pour tout v, I'ensemble F,, de points de la section So
situés sur des intégrales du systéme (1) issues des points de la
section Sv, est non-vide, fermé et connexe.

Nous terminerons ensuite la démonstration en prouvant que:

(7 F  1J3Fv

IVV. Démonstration. o

Ad. (/?). Nous démontrerons d’abord que, dans les hypo-
théses H, les intégrales du systeme (1) jouissent de la pro-
priété (a) (cf. l'alinéa 1) par rapport a I'’ensemble (3).

Soit, en effet, P(£,Yj,..., ¥,,), ou X > 0, un point de la frontiére
de I'ensemble (3), c. a. d.:

(8) @&>0; J'(¥N2=[y()]\
7=1
Soit yt=yi(x) une intégrale quelconque du systeme (1)
issue du point P, c. a. d. remplissant les égalités:
9) = @i=1,...,n).
En vertu des hypotheses H et des relations (8) et (9), nous
avons:

(10)
Il s’ensuit qu’il existe un nombre positif h tel que:

n

(12) J?(30())2<[7()]2 pour X—h<x<x.
J=i
n

(12) AVICY2 = [y(M]2 pour x<x<x-\-h.
J=i

11*
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Ceci prouve que la condition (a) est remplie par rapport
a I'ensemble (3).

De la propriété (a) qui vient d’étre établie il résulte immé-
diatement que toute intégrale du systeme (1) issue d’un point
P(e, ylIf..., yn), (ou &>0), appartenant a I’ensemble (3) et en-
visagée dans un voisinage suffisamment petit a gauche du
point initial est située a l'intérieur de I'ensemble (3).

Supposons maintenant que la proposition (B) ne soit pas
vraie pour un point P(x,yl,...I,yn) appartenant a I’ensemble (3)
et pour une intégrale yt= yRRx) issue de ce point. Mais puisque
toute intégrale du systeme (1) issue d’un point de I’ensemble (3)
se laisse prolonger a gauche du point initial jusqu’a la fron-
tiere de I'ensemble (3)3), il en résulterait que l'intégrale yt(x)
coupe la surface (4) en un point a gauche du point P. Soit
alors x le premier point x & gauche de x tel que:

n

(13)

Nous avons évidemment:
(14) x=0

puisque autrement la proposition (8) serait vraie pour l'inté-
grale yRx). D’autres part, d’aprés la définition de X, on a:

(15) N YI@))T<[y(®)]2 pour X<<X<<X.
j=i
Les relation (13), (14) et (15) étant en contradiction avec
la propriété (a), la proposition () est donc démontrée.

Ad. (y).

§ 1. En vertu de la proposition (d) I’ensemble F,, est non-
vide. Nous démontrerons maintenant qu'il est fermé.

Soit, en effet, P (i 1,2,...) une suite de points apparte-
nant & Fv, convergeant vers un point P°. Le point P° est évi-
demment situé sur la section So. Il suffit donc de prouver
gu'il existe une intégrale du systéeme (1) issue de P° et coupant
la section S,,.

3JE. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen. Leipzig
1930, p. 135, Satz 2.
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Or, d’aprés la définition de I’ensemble Fv (cf. I'alinéalll, (y)),
il existe pour tout point Pf, une intégrale y, = yi"\x) issue d’un
point de la section S,,, coupant la section So au point P/t et
située (en vertu de la proposition (/S)) dans I’ensemble (3)
pour 0 <x v. La portion de I’ensemble (3) entre les sections &0
et Sv étant fermée et bornée et toutes les intégrales yt y" {x)
étant situées, pour dans cette portion, on peut
extraired) de la suite y?(x), (y -1,2,...) une suite convergeant
vers une intégrale yi=yt(x) qui est située dans I’ensemble (3)
pour 0 x v, coupe la section Sv et rencontre la section So
en point limite de la suite Pfl ¢. a. d. en point P°. Cela prouve,
d’aprés la définition de I’ensemble F,, (cf. I'alinéa 111, (y)),
que P° appartient a Fv, donc Fv est fermé.

§ 2. Pour simplifier I’énoncé d’un lemme que nous allons
démontrer tout a I'heure, nous introduirons la définition sui-
vante:

Définition. Nous dirons que deux ensembles G, et G2
se laissent joindre dans l'ensemble G par une chaine finie
a I'écart e (ou £>0), si, pour chaque couple de points Pv et P2
dont l'un appartient a Gt et l'autre & G2, il existe une suite
finie de points appartenant a G telle que Px en soit le premier
et P2 le dernier terme et que la distance de deux points con-
secutifs soit inférieure a £.

Désignons par GY I'ensemble de points de la section So
situés sur des intégrales issues du point Q appartenant a Sv.

Nous démontrerons a présent le lemme suivant:

Lemme. Pour tout £>0, il existe un €>0, tel que lors-
que Q et Q appartiennent a Sv et:

(16) TI(C<2)<<55)
alors les ensembles G et G" se laissent joindre dans I'en-
semble Fv par une chaine finie a I'écart e.

4) On a en effet: J{*(&)= y{*(0)+ ~.(x,y*(X),...,yf*(x))dx,pouY OX" V.

Les fonctions f. étant bornées dans la portion de I'’ensemble (3) entre les
sections So et Sv, il en résulte que les fonctions de la suite yy(x), (/i=1,2,...)
sont également continues dans Il'intervalle [O,v). Ceci permet d’extraire
de la suite y*(x) une suite, convergeant dans [0,v] vers une intégrale de (1).

sj p(Q,Q) désigne la distance des points Q et Q.
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En effet, s'il nen était pas ainsi, il existerait un e0>0
et deux suites Q\ et Q2, (fi -1,2,...), de points de la section Sv

telles que:
(17) /I/LmQ‘U: 11111 Qu= Q°-

(Q° étant un certain point de la section Sv), et que les ensembles
Goi et (72 ne se laissent pas joindre dans F,, par une chaine

finie & I'écart e0. Soient alors Cl et C2, (fi 1,2,...), deux inté-
grales du systeme (1) issues respectivement des points QJ,
et Qit. Désignons par P! et P2 leurs point d’intersection avec
So (cf. la proposition (/))). On a d’aprés la définition des en-
sembles Gfl:

(18)

Les intégrales Cx et C™ étant situées, pour dans
la portion de I’ensemble (3) entre So et Sv (cf. la proposition (fl)),
nous pouvons supposer (cf. note 3)), en prenant au besoin
deux suites partielles et en les désignant encore par Cl et C2,
qu’on ait:

(19) limCl = Cl
(20) lim C2 = C2

>

ou Cl et C2 sont deux intégrales du systéeme (1) issue (en vertu
de (17)) du point Q". Soient P! et P2 leurs points d’intersection
avec So (cf. la prop. (fl)). On a évidemment:

(21) P1* Gy, P2eGy
(22) limPJ, =P»; limP2 = P2
Des relations (22), il résulte que pour un fl suffisamment
grand on a:
(23) a™-, e 0, G(P-,P2)<e0.
Tout ensemble Gl étant, d’aprés le théoreme de M. Kneser,

fermé et connexe, il résulte de (21) que hs points Pl et P?
se laissent joindre par une chaine finie a I'écart €0, de points

) PeG veut dire que P fait partie de I'ensemble G.
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appartenant a G>>. De méme, tout point de I'ensemble Gij_

se' laisse joindre avec le point P1 par une chaine analogue
de points appartenant a Gt et tout point de I’ensemble G*?

se laisse joindre avec le point P1 par une chaine analogue
de points appartenant a G>o Il s’ensuit, en vertu des inéga-

lités (23), que tout point de I’ensemble G(j_ se laisse joindre
avec tout point de I'ensemble G¥' par une chaine finie
a I'écart €0, de points de I'ensemble GQ*-\- 6r,,,+ G”i qui est

évidemment contenu dans Fv. Ce résultat se trouvant en con-
tradiction avec la supposition faite au début de la démon-
stration, le lemme est ainsi démontré.

§ 3. Pour démontrer que I’ensemble F,, est connexe il
suffit de prouver que, pour e>0 donné d’avance, chaque
couple de points P' et P" de I’ensemble Fv se laisse joindre
par une chaine finie a I'écart €0, de points appartenant a F,,.

En effet, désignons par Q' et Q" les points de la section Sv
situés sur deux intégrales issues respectivement de P’ et de P"
(cf. la déf. de I’ensemble F,,). Soit 6 >0, un nombre correspon-
dant a e, en vertu du lemme. L’ensemble Sv étant évidemment
fermé et connexe il existe une suite finie Q', Qi,--., Qx, Q" de
points appartenant a S,,, telle que la distance de deux points
consécutifs est inférieure a 6. Il résulte alors du lemme que
deux ensembles consécutifs de la suite:

(24)

se laissent joindre dans Fv par une chaine finie a I'écart e. Il
existe donc en particulier pour les points P' et P" (ces points
appartenant respectivement a GQ, et GQ,) une chaine dont
il fallait démontrer I’existence.

§ 4. La suite d’ensemble F,, étant évidemment décroissante
et Fv étant (comme nous venons de le démontrer) non-vide,

fermé, borné et connexe, il s’ensuit que I'ensemble HFV est
un continu ou bien se réduit & un seul point.
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Nous avons évidemment:
00

(25) FC//Fv,

Pour terminer la démonstration de notre théoréme il reste
donc a prouver que:

00

(26)

00
Soit, a cet effet, P un point quelconque de I'’ensemble [[Fv.

Puisque P appartient, par hypothese, a tous les Fv, il existe
une suite d’intégrales Cv (r 1,2,...) issues de ce point, telles
gue l'intégrale Cv est définie dans Il'intervalle [0, v] et située
dans I’ensemble (3) pour

Nous construirons une suite partielle Cav par la méthode
diagonale de la fagon suivante:

Nous posons Ca'— ClL De la suite (C2, Cy...) on peut extraire
(cf. note 3)) une suite partielle convergeant dans l'inter-
valle [0, 2] vers une intégrale issue du point P et située dans
I'ensemble (3) pour O™&e”™2. Nous posons C*9 (F'. Nous
extrayons ensuite de (Ne,Ne,...) une suite partielle €Fy, con-
vergeant dans I'intervalle [0,3] vers une intégrale issue du point P
et située dans I'ensemble (3) pour O<ee<3, et nous posons
C*=C",. Les intégrales limites des suites (C", Ne,...) et
(Cfyi,Cfyi,...) sont évidemment identiques dans [l'intervalle
[0,2].

En répétant ce procédé une infinité dénombrable de fois
nous aboutirons a une suite partielle C“» convergeant dans
l'intervalle (2) vers une intégrale issue du point P et située
dans I’ensemble (3) pour tout x appartenant a I'intervalle (2).
Cela prouve que P eF, ce qui termine la démonstration de I'in-
clusion (26).



SUR UN PROBLEME D’INTERPOLATION RELATIF
AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Par M. Biernacki (Lublin)
§ 1. Je me propose d’étudier dans ce travail le probléme

suivant: Etant donnée une équation différentielle linéaire et
homogéne a coefficients constants:

1) yr+a,,Ny<n-b+ ...+ a()y

reconnaitre, d’aprés les racines de son équation caractéri-
stique:

@)
s’il existe toujours une intégrale de (1) qui prend en k points
arbitraires des valeurs égalements arbitraires. S'il

en est ainsi je dirai que I'’équation (1) est du type Z* (I'équation
yM—oO0 est du type Z, d’aprés la formule d’interpolation de
Lagrange), dans le cas contraire je dirai que I'équation (1)
est du type S/,. On sait que toute équation (1) est du type Zx.
Je résous compléetement,la question dans les cas k 2 etk n:
pour que I’équation (1) soit du type il faut et il suffit que
toutes les racines de (2) soient simples, qu’elles aient toutes
la méme partie réelle et que les rapports des leurs parties
imaginaires soient tous rationnels (I'énoncé Il); pour que
I’équation (1) soit du type Z, il faut et il suffit que toutes
les racines de I'équation caractéristique soient réelles (I’énoncé
I11). La plus grande partie du travail est consacrée a I'étude
du cas k=n—1. J’ai reconnu que I'équation (1) est du type Sn-t
dans les deux cas suivants:
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1°) I’équation (2) posséde au moins deux couples des racines
complexes telles que le rapport des leurs parties imaginaires
est rationnel (cas particulier de I'énoncé XII du § 12);

2°) I'équation (2) posséde au moins deux couples des ra-
cines complexes, toutes les racines de cette équation sont
simples et les parties réelles de tous les couples des racines
complexes sont distinctes entre elles (I'énoncé X du § 10).

J'ai dailleurs formé, pour tout n>3, des équations (1)
dont les équations caractéristiques possedent un seul couple
des racines complexes et qui sont du type Sn-i (I'’énoncé XI
du § 11). Ces résultats rendent probable I'énoncé suivant
»lorsque n >4 la condition nécessaire et suffisante pour que
I’équation (1) soit du type Ln-i est que toutes les racines de
I’équation (2) soient réelles”. Au contraire, lorsque n 4 I'équa-
tion (1) peut étre du type L3 ou du type S3 suivant la situation
des racines (cf. § 11).

Dans la derniere partie du travail je suppose que k est
quelconque et j'obtiens alors quelques résultats particu-
liers (les énoncés XII, XIII, XIV et XV). 11 est possible que
I’hypothese qui vient d'étre citée se généralise de la maniére
suivante: ,,pour tout entier p il existe un entier n0= n0(p) tel que,
lorsque n>n0, la condition nécessaire et suffisante pour que
I’équation (1) soit du type Ln-P est que (n—p) racines de I'équa-
tion (2) soient réelles”.

Remarquons enfin qu’il existe toujours une intégrale de (1)
non identiguement nulle et qui s’annule en (h—1) points
arbitraires, si donc (1) est du type ZA et si k~n—1 il y a une
infinité des intégrales qui prennent en k points des valeurs
donnéesl).

1) J. Mikusinski a obtenu des résultats'relatifs a un probléme d’in-
terpolation plus général dans lequel interviennent les valeurs des dérivées
des intégrales. Par exemple, lorsque dans I’équation p(n)+A(a:))=0 on a
AM)MNO il est possible de choisir arbitrairement p, termes de la suite

y'(x0)...y(.n-i)(xI) et pt termes de la suite y(x2), y'(xt)... y(n-0 (srs)
pourvu que Pi+ p2=u et <lue P2 8oit pair. Lorsque A(x) 0 on ale méme
énoncé pourvu que p2 soit impair. (On exclu ici le cas bien connu ot p2=0
ol p2=n et on suppose que A(®) ne s’annule pas identiquement). Cf. le
travail de M. Mikusinski, Sur le probléeme d’interpolation du intégrales
des équations différentielles linéaires, publié dans les ,,Annales de la Soc.
Polon. de Mathém.“ 19 (1946).
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§ 2. Nous commencerons par établir un critéere général
relatif a I'’équation

a J<n>+ +  +al(x)y=0

a coefficients variables:

I. Soit y1(x),y2(x)...yn(x) un systtme fondamental des inté-
grales de I'équation (1) dans laquelle on suppose les coefficients
ai(x) continus. Pour que cette équation soit du type St il faut
et il suffit qu’il existe k constantes Kki,k2...kk non toutes nulles
et k nombres x2, x2... xk(x-=i=xj) tels que les n équations

@) Klyl(xD)+k2yl(x2) + ... + kkyl(xk) = 0 (i=12...n)

soient remplies?).
La condition est suffisante, car si elle est remplie toute
intégrale y(x) de (1" satisfait a I'égalité:

kAy ™M) -\-k2y{x2)-f-...+ kky{xk)- 0

donc les valeurs de y(x) aux points xu x2,...,xk ne sont pas

arbitraires.
Nous allons maintenant voir que la condition est nécessaire.

Les valeurs d’'une intégrale quelconque aux points x1,X2,...,xk
sont données par les formules:

Yi=Clyl(xl) + — + Cny"Xi)

Yk=C1lyl(xk) + .mm+ C,.y,,(xk)

ou C\,C2,...Cn sont des constantes arbitraires. Lorsque ces
constantes varient le point (Yv Y2,..., YK) décrit une variété
linéaire dans I'espace des variables Y1,Y2,...,Yk En effet,
si aux systemes C'v...,.C'n et C2,...,”~ des valeurs des constan-
tes C. correspondent des points (Y'v...,Y'n) et (Y2,...,Y2)
respectivement, au systeme pC'l + q(%,...,pCin+q(:2 (p,q réels)
correspond le point (pY~-CqY2,..., pY”-j-qY”). D’aprés I'hy-
pothése cette variété linéaire ne comprend pas tout I'espace,
et en annulant les constantes Ci on voit qu’elle passe par l'ori-

2) Nous supposons que les coefficients a,(&) et les intégrales yéx) sont
réelles et qu’il en est de méme, avec les nombres k/ et X,.
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gine. Il existent donc des constantes kv k2,..., kk non toutes
nulles telles que I'on a toujours

k1Y1-\- £212 =— B —a= 0.

En posant maintenant C/=1 et C1=0, C2 0,...,(7,-_i"0,
(7/4-1=0,...,<7«=0 (2=1,2,...,») on obtient bien les condi-
tions (3).

Supposons maintenant que les coefficients soient constants.
De I'énoncé | il résulte aisément que si I'on multiplie toutes
les racines de I’équation caractéristique par la méme constante
réelle le type de I’équation ne change pas. En particulier on
peut, sans changer le type, remplacer le systtme des racines
par son symétrique par rapport a lI'axe imaginaire, il suffit
alors de changer dans (3) tous les #- en —xt. Enfin, la transfor-
mation y=eaxz (a réel) montre que le type ne change pas
lorsque on ajoute a toutes les racines de I'équation caractéri-
stique la méme constante réelle. Nous dirons pour abréger
gue l'une quelconque des transformations précédentes (multi-
plication par une constante réelle ou I'addition d’une telle
constante) ou bien leur combinaison constitue une transfor-
mation T. Il est clair aussi que I'on peut ajouter a tous les

la méme constante réelle, on peut donc supposer que Il'un
des nombres ®- a une valeur arbitraire.

§ 3. Nous supposerons dans ce § que k= 2. D’apres I’énoncé |
pour que I'équation (1) soit du type S? il faut et il suffit qu’il
existent des constantes kt et k2 non toutes nulles et de nombres xt
et x2 tels que l'on ait: 4-82y/(@2) =0 (i—1, 2,...,n),
yt(x) étant un systeme des intégrales fondamentales. Remar-
quons d’abord qu'aucun des nombres kv et k? ne peut étre
nul, car si I'on ayait k2 0 par exemple, on aurait des inéga-
lités comme e7xi=0 ou bien e“vcos/taa =0 et e“x sin /Saqg— O,
ce qui est impossible. On voit en outre que l'on a

§2(®i) 3h@®i) | =0
Ns(«2)  N(»2)

quelques soient les entiers i et « (i, s = 1,2,..., n). Il en résulte
d’abord que toutes les racines de I'équation (2) sont simples.
En effet, si par exemple y est la racine double, on trouve
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en posant yl(x) =ew et y2(x) =xe’x que X,-X2, contraire-
ment a I’hypothése. Lorsque a-f-if) est une racine multiple
de (2) on devrait avoir

eaXi cos /faq eax- cos fix?
Xt eax' cos (txt  x2 eax cos fIx?

et une égalité analogue dans laquelle cos est remplacé par sin,
d’ol puisque xp”x2 cos “xticos [Ix2 =0 et sin/?&x-sin/fa?2=-0, il
en résulte, par exemple, cos/?&x 0 et sinflx2 0. De I'égalité
fox eax' cos (ixt+ k2 eax-cos /32 =0 on déduit alors, puisque k™0
et fi2=]=0 que cosffa2 0, ce qui n’est pas possible. Supposons
maintenant que I'équation (2) possede des racines axifi. On a

eax cos ffa® eax* cos fIx2
e*xsin (ixl  eax*sin [Ix2

d’ou il résulte, en posant £—=1, Que I'on a cos/?&2 = £ cos/3ax
et sin/L?2==£sin/Lg, donc les égalités fexeax' cos /ucx +
+ k2e**2cos fix2 =0 et fox e“x>sin 7&x + k2 eux’ sin fix2 = 0 fournissent
lu relation —ekNL. 11 en résulte que fix et k2
étant donnés £ et a sont entierement déterminés. Donc,
toutes les racines de (2) ont la méme partie réelle. D’aprés ce qui
précede on a, tgfix2 - tg[ixl, donc, en supposant que /i>0,
x2—«a—Att/i-1, 2 étant un entier. En désignant donc par
les parties imaginaires des racines de (2) on a donc

IS :/S2:/S3... = 2X:2a:23..., en d’autres termes les rapports des
coefficients de i des racines complexes de (2) sont tous rationnels.
Supposons remplies toutes les conditions précédentes.
D’aprés la remarque finale du 82 on peut poser &x=0 nous
poserons d’autre part £a=22s7ij6*“1, les 25 étant des entiers qui
viennent d’étre définis (nous venons de voir que le rapport 2,/?"1
ne dépend pas de s). On constate sans peine que dans ces
conditions toutes les équations &xiq(ex) 4- k2y/(x2)=0 (i 1,...,n)
se réduisent a &x+ a2 0. Nous obtenons donc I'énoncé suivant:

I1. Pour que I'équation (1) soit du type S2 il faut et il suffit
que toutes les racines de (2) soient simples, qu'elles aient toutes
la meme partie réelle et que les rapports des leurs parties ima-
ginaires soient tous rationnels.



174 M. BIERNACKI

§ 4. Supposons maintenant que k =n. D’apres le théoreme 1
pour que I’équation (1) soit du type S,, il faut et il suffit que

),..., yn(®) étant un systéme fondamental des intégrales on
puisse trouver des nombres Xt (i —1,2,...,n, xs) tels que
I'on ait:
YM  yM--yi(Xn)
3) y2M  y2("2)

ynM  Yn(x2). +yn(®n)

Dans le cas particulier ou toutes les racines de (2) sont
réelles et simples la condition obtenue s'écrit:

xt (>71 x, xn

=0 (yx a?i<a?2< — < ««)eo

>vn*i (fin x-i (7nXn

Une telle équation est cependant impossible5). En effet,
si elle était remplie il existeraient des constantes Cx,...,C,y
non toutes milles, telles que I'on aurait Cle’x'+ ...+ Cne>*” 0
pour y =y, Y2, ...,yn. Or ceci est en contradiction avec la régle
de Descartes généraliséed) d’aprés laquelle le nombre des
racines de la derniere équation ne dépasse pas le nombre des
changements de signe de la suite Cx,...,Cn c.ad. (n—1) au
plus. Le cas ou I'’équation (2) posséde des racines réelles multi-
ples se traite de la méme facon. Supposons, par exemple, que (2)
possede des racines y2,...,Y,, Que 7i es" une raC4ne double.
La condition (3) s’écrira:

3) G. Pblya et G. Szegd, Aufgaben u. Lehrsatze aus der Analysis,
Berlin, J. Springer, 1925, Bd. 2, V, Aufg. 76.

4) Gr. PGlya et G. Szego, loc. eit. Bd. 2, V, Aufg. 75.

5 Pour abréger I'écriture je me bornerai souvent a n'écrire que quel-
ques colonnes d’un déterminant ou méme la premiére colonne seulement.
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Si elle était remplie I'équation + ... -j-Cneyx« = 0
aurait des racines y2,...,yn et la racine double yt, ce qui est
encore en contradiction avec la régle de Descartes généra-
lisée.

Supposons maintenant que I'équation (2) possede des
couples des racines imaginaires et que la partie réelle d’un
de ces couples est plus grande que les parties réelles de toutes
les autres racines. Si le couple en question est a”if3 I'équation (3)
pourra s’écrire sous la forme

A cos Rxx-\-B sin RxY +... =0

ou A et B ne dépendent que de Xz, X3,..., X,, et ou les termes
non écrites tendent vers zéro lorsque &l—-+ oo. En fixant
les variables x2,x3,..., xn de maniére que A2+ B24=0 on obtient
une équation en xt qui possede évidemment uge infinité de
racines, ce qui prouve que I'’équation (1) est du type S,,. Abor-
dons maintenant un cas un peu plus général: I’équation (2)
possede un certain nombre des racines complexes de la méme
partie réelle a, & savoir a£if32, axif32,..., a xil3m les parties
réelles de toutes les autres racines étant inférieures & a. Je
vais d’abord établir le lemme suivant.

Lemme 1. Désignons par N(X) le nombre des racines de
Véquation:

y(x) —  COSRBi X 4- bl sin B1 =><am cos Bmx + bm siliBmX=0

dans l'intervalle (0,A). Si 0<|/S1|<|/3,-| (i = 2,...,n) et a]-]-//j4=0
on a:
lim A

Posons
X X

u—j dx...J y(x)dx (s signes d’intégration).
c, C,

En supposant que s soit un multiple de 4 et en choisissant
convenablement des constantes d’'intégration on pourra écrire:
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Lorsque s est assez grand la somme 4_£2 est plus petite que

[+l donc u possede nécessairement un zéro dans chaque

intervalle (<pn: + n=0,1,2,..., si ¢ est
convenablement choisi. Il en résulte que u possede dans I'in-
tervalle (0,X) au moins X)—2 de zéros (E(t) désigne

la partie entiére de t). En utilisant le théoréme de Bolle on
voit que I'équation y(x) ufs} (¥) - 0 possede dans (O,JT)

—s—2 racines au moins et ceci entraine immédia-
tement le lemme 1.

Remarque. On démontre de la maniére semblable le
lemme suivant (qui ne sera pas utilisé dans la suite):

Lemme T. Plagons nous dans les conditions du lemme 1.
Si |01 =Sl .(1—1,2,..., m—1) et a®»+"M=0 on a:

X>0 X i

En supposant que s soit un multiple de 4 on aura:

(a, cos fax + Dbt sin fax)

—-am sin fanx= bm cosfa,, X +

(—aisinfaxp bt cosfax)

e étant un nombre positif arbitrairement petit on « si s est
assez grand

(ateos fax A-fasin fax)

donc z(x) ne s’annule pas a l'intérieur des intervalles ou I'on a
|«mcos/imae4-6msin/?mA|[>£. Nous allons voir que lorsque s
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est assez grand z(x) a exactement un zéro dans chaque l'inter-
valle ou |a,,,cos/Sma + fcmSinj3mee|™e, I'égalité ayant lieu aux
extrémités de l'intervalle. En effet, les signes de z(x) sont
différents aux deux extrémités de I'intervalle donc z(x) s’annule
a son intérieur. Supposons que z(x) s’annule deux fois dans
'intervalle, z'(x) devrait s’y annuler aussi. Or de l'inégalité
\amcosfimx-\-bmsinftmx\<E il résulte que I'on a |—amsinftmx-]-
+ bm cos/3mx\ > bm—e2 il suffit donc, en tenant compte
de I'expression de z'(x) de choisir s assez grand pour que
I'on ait:

pour aboutir a une contradiction. De la propriété démontrée
il résulte que I'équation z(x)-- 0 posséde dans I'intervalle (0,_X)
au plus +2 racines. En tenant compte du théoréme
de Eolle on trouve donc que I'équation y(x) possede dans (0,X)
E(7r_1/3mZ) + s4-2 racines au plus et ceci entraine immédia-
tement le lemme 1'.

Eevenons au lemme 1. Il résulte de la démonstration de
ce lemme qu’il existe une suite croissante t1,t2,...,tn,... telle
que tn->4-00 et que u(ti)>0 lorsque i est impair et u(ti)<O0
lorsque i est pair, tandis que |u(i,)| est pour tout i supérieur a
un nombre fixe d (lorsque s est assez grand on peut poser par

exemple d =[a24- b2 (2_,S1|~s). Les différences u+i sont
toutes égales a On en déduit de suite qu’il existe une
suite croissante pl,p2,...,pn,... telle que 00 et que u'(pt)=0

lorsque i est impair et u'(pi)<O lorsque Lest pair, tandis que
|«'(?0| est pour tout i supérieur a 2~17i~1|/51|d. De plus les diffé-
rences pl+l—pi ne surpassent pas 2ji|j3l~l. En continuant
ainsi on arrive a la conclusion qu'il existe une suite q"Qz,---, gn,---
telle que gn-+o0o0, que y(qt)=0 lorsque i est impair et y(qt)<®
lorsque i est pair, tandis que la valeur absolue de y(qt) reste pour
tout i supérieure au nombre

2 1 *x~sya2-1-b2,

Les considérations précédentes entrainent immeédiatement
le corollaire suivant: toute équation de la forme
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 12
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cos X4-bsin x4-...+amcos x4-bmsin  x4-e(x)=0
w

ol e(x) est une fonction continue et qui tend vers zéro lorsque
&—>-4- 00 possede une infinité des racines. Or dans notre hypothése:
L’équation (2) posséde des racines axiNAméiz =1=0) les
parties réelles de toutes les autres racines étant inférieures a a
I’équation (3) pourra s’écrire sous la forme (4) ou I'on remplace x
par (lorsque certaines des racines «=+",,...,«*",. 1 sont
multiples il ne faut conserver dans (4) que les termes qui cor-
respondent aux racines d’ordre de multiplicité le plus élevé),
il en résulte encore que (3) posséde des racines en xt et que
par suite (1) est du type Sn.

Supposons maintenant que les parties réelles des racines
imaginaires de (2) ne dépassent pas a, cette limite étant
d’ailleurs atteinte, et que (2) posséde des racines réelles yny?2,-ii=
plus grandes ou égales a a. On peut supposer sans diminuer
la généralité que a=0 et que les nombres xt dans I'équation (3)
soient tous positifs (cf. la remarque finale du § 2). Nous sup-
poserons d’abord que les zéros yz soient simples et que I'on
ait 0 Myi<y?2<...<ys. Si les racines purement imaginaires

sont +/?iL+/?2i,..., =fimi I'équation (3) aura la forme:
COS/A.Z4
sin RBtxt

(3) cosmxt =0
sin BmX~®

ou les termes non écrits au-dessus de cos Brxt contiennet des
facteurs de la forme ey avec a'< 0. Choisissons des nombres
positifs p2,...,p,, tels que 1<p2<pl3< ..<p, et posons
) — P27 =Ps

En tenant compte de la proposition suivante 6): ,,Considé-
rons les suites xIf..., x,, et ylIf...,ys et soient/q,...,ps et q,...,V,

*) G. H. Hardy, J. E. Littlewood et G. Polya, Inequalities, Cam-
bridge, University Press, 1934, p. 261—264.
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des permutations arbitraires de la suite 1,2,...,s. La somme
«

xt't 7vi
i—1
atteint sa plus grande valeur lorsque les suites x*. et yVt sont
monotones dans le méme sens” et en développant le détermi-
nant W d’apres la formule de Laplace suivant les mineurs
formés a I'aide de ses s premiéres colonnes on arrive au déve-
loppement:

+ W:: (Pa7i+—+ sJs)*i

[«Icosfaxt4- sin  ax-+...—a,,cos />, a" + b, sin  ajJ+...7)

ou les termes non écrits sont d'ordre inférieur lorsque
a’s+i,ics+2,...,~n-i sont fixes et que &l->+ 00 et ou A est
le déterminant:

COS /UAs+I

sin

cos /Sm.rs+i

Sin AEg-I-l

tandis que les constantes at, bine dépendent que dexs-+t,Xs+2, Bee x|
on peut supposer qu’elles ne sont pas toutes milles.

Or I'équation A =0 c'est I'’équation (3) (dans laquelle
on a remplacé n par n—s et xv x2,...,X,, par xs+i,..., xn) dans le
cas précédemment étudié: I'équation caractéristique possede
des racines imaginaires dont la partie réelle est nulle tandis
que les parties réelles de toutes les autres racines sont
négatives. D’aprés ce qui précéde il existent donc des nombres
Xs+i,xs+2,...,xn qui annulent A. xs i, xs+2,..., xn étant ainsi
choisis I'équation en xx IF=0 pourra s'écrire, aprées la divi-
sion par un facteur exponentiel, sous la forme (4) et par con-

7) Lorsque ily a des racines multiples de la partie réelle nullepvp2...pm
correspondent aux racines dont I'ordre de multiplicité est le plus élevé
et il faut multiplier 1é deuxiéme terme par une puissance de xx.

12»
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séquent posséde des racines, il s’ensuit que I’équation (1) est
du type Sn. Lorsque certaines parmi les racines y, sont mul-
tiples la démonstration est toute pareille, il faut seulement
remplacer certaines des expotentielles e?ixk par

En résumé nous obtenons I'énoncé suivant:

I11. Pour que I'équation (1) soit du type Ln il faut et il suffit
que toutes les racines de I'équation caractéristique (2) soient
réelles.

§ 5. Nous supposerons maintenant que fc= (n—1) et d’abord
que I'équation (2) posséde au moins deux couples des racines
imaginaires. Nous allons voir que dans ces conditions I'équa-
tion (1) est du type Sn-i dans des cas trés généraux (et vrai-
semblement méme sans aucune restriction). Dans le cas ou
le rapport des parties imaginaires des deux couples en question
est rationnel cette assertation résulte immédiatement de
I’énoncé XII1 (§ 12), nous supposerons donc dans tout ce qui
suit (88 5—10) que le rapport des parties imaginaires des deux
couples des racines imaginaires est un nombre irrationnel. Nous
allons tout d’abord établir I’énoncé suivant:

IV. L'équation (1) est du type Sn-i lorsque I'équation (2)
posséde deux couples des racines imaginaires dont les parties
réelles sont inégales tandis que les parties réelles de toutes les
autres racines (réelles ou complexes) sont inférieures a celles de
chacun des deux couples en question. On suppose que toutes les
racines de (2) soient simples et que les parties réelles de tous les
couples de racines complexes soient distinctes entre elles.

On peut supposer, grace a une transformation T (§8 2) que
les deux couples des racines en question sont et a=fii
avec a<O0, p étant positif et irrationnel. 11 résulte de I’énoncél
que pour que I'équation (1) soit du type il est nécessaire
que les deux équations:

eax' cos (Sxx e“xisin pxx
cosaq ' cosaq
sin Xx Sin xx
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(dans lesquelles les pointillés correspondent a des racines dont
les parties réelles sont négatives) possédent des solutions com-
munes en x1,x2,...,xn-\ (xt*Xk)- D’apres la théorie générale
des équations linéaires cette condition est aussi suffisante,
pourvu que lI'un des mineurs obtenus en rayant une colonne
de la matrice:

(qui possede (n—2) lignes et (n—1) colonnes) ne s’annule pas
pour le systeme des valeurs qui annule X et Y. Nous allons
considérer des nombres x3, xt,...,xn-i comme fixés et nous
allons utiliser la proposition générale suivante:

Théoreme A. Supposons que les fonctions X(x1,x2) et
YCx"Xz) sont continues, ainsi que leurs dérivées partielles
du 1 ordre dans un domaine fermé et simplement connexe D
limité par une courbe C composée d’un nombre fini des arcs
analytiques. Supposons que X et Y ne s’annulent pas simulta-
nément le long de C et désignons par P le nombre des racines
communes dés équations X=0, Y=0 qui sont contenues

dans D et telles que le jacobien DX Y) y soit positif; soit de

méme N le nombre de ces racines communes pour lesquelles
le jacobien est négatif. Dans ces conditions on a la formule:

77 1T 1 CXdY_YdX
()

c

Or I'expression sous signe de [lintégrale est égale
a d arctg(Y:A) donc la formule (5) peut aussi s’écrire sous
la forme suivante:

(6) P—N = ~-Var0

ou O désigne l'angle que fait dans le plan (A’, Y) le rayon qui
joint I'origine au point (X, Y) avec I'axe OA et VVarO désigne
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la variation continue de cet angle lorsque le point (Xi,x2) décrit
la courbe C dans le sens positif8).

Pour appliquer la formule (6) nous prendrons pour D un
rectangle ABCD situé dans la région ou a2>0, x1>x2 et dont
les' c6tés sont paralléles aux axes Oa®, 0#2; les cotés AB et CD
du rectangle, paralléles a I'axe Ox! seront trés grands et trés
petits au contraire les cotés BC et DA paralléles a I'axe 0a?2.
Il est clair que I'on a le long des cotés AB et CD des développe-
ments:

X —Aicos —+-Ejsin/™-)-...
(7 V = A2cosx1-\-82 émq-. ..

ou Ai et Bi ne dépendent que de x2,...,xn-i et ou les termes
non écrits tendent vers zéro lorsque ->+ 00. Remarquons
maintenant que si x2 (de méme que X3,...,X,,+i) reste fixe
et que x! augmente de 2n le point P de coordonnées
Xi=J.icosa?i + Ri sin xi, Yi=Ai cos xi + B~> sin Xi tourne une fois
autour de l'origine dans le sens positif lorsque A =A1B2—BI1A?
est positif et dans le sens négatif dans le cas contraire. On
trouve, en effet, sans peine (cf. la formule (5)) que I'on a:

Soit e un nombre positif arbitrairement petit. Puisque
les termes complémentaires dans (7) tendent vers zéro lors-
que &”-J-00 il est clair que si I'abscisse x’t du c6té AD est
assez grande (on suppose que l'on a xC~x" dans le rectangle)
et si les longueurs des cotés AB et CD sont égales a 2?m (n est
un entier) la variation de I'angle O lorsque (xv x2) décrit le
coté AB ou DC aura le signe de A et sera plus grande que
2nn—e en valeur absolue. Etudions le signe de A. Lorsque x2
est positif et trés grand on a un développement de la forme:

(8) e~axtA = (Acosa72+Lsinaea)(JIf cos/Sa?2+3Tsin/3a?2) + ,,.

ou les coefficients K, L, Al et JT ne dépendent que de x3, xt,...
et ou les termes non écrits tendent vers zéro lorsque tc2-> + 00.

8) La formule (5) est démontrée dans le Cours d’Analyse de E. Goursat,
tome |, chapitre VII: Intégrales multiples.
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On peut choisir x3,x4,... de maniére que Jv2-|->2== 0 et M2ANe=|=0.
Nous aurons maintenant besoin du lemme suivant:

Lemme 2. Considérons un nombre fini des suites infinies
A,B,...L:

(A) a, «4-a, «+ 2a,...

B -\-fi, bA%fI,... A
(B) b, b-\-fi, bA%fl, (a> 0, 0>0,..., A>0)

et supposons que les rapports (f/a, yfa,..., /.Ja soient tous irration-
nels. On peut extraire de la suite A wune suite partielle
a™nla,a™nla,...,axnia,... telle que la différence entre un terme
quelconque de cette suite et un terme quelconque des suites B,...,L
reste supérieure, en valeur absolue, a un nombre positif fixe
(indépendent de I'indice 1i).

Il est d’abord clair qu’il existe au.plus un terme de la
suite A qui coincide avec un terme de la suite B, par exemple.
Autrement, on aurait, p, p’, g, g’ étant des entiers, a-Cpa =b A <>
et aAp'a =DbAqg'fi donc ausi (p—p")a=(g—</)? ce qui est
impossible.

Supposons qu’il existe une infinité des entiers positifs n
tels que l'on ait

«-+ na = bAPNftAvn,
«+ 1)a—b+gnfiAen

ou pn et gn sont des entiers positifs et ou £n->0 et £,->0
lorsque n-><x. En soustrayant les égalités obtenues on trouve
que a= (qgn—pAflArpi ou »/,-»-O, il en résulte que pour n assez
grand (g,,—pn) est un entier fixe r. En passant a la limite on
obtient la relation r= affi qui est en contradiction avec notre
hypothése selon laquelle le rapport a:fi est un nombre irra-
tionnel. Ainsi donc, étant donnés deux termes consécutifs de
la suite A la différence entre I’'un d’eux au moins et un terme
quelconque de la suite B est supérieure, en valeur absolue,
a un nombre positif fixe. Il est donc possible d’extraire de la
suite A une suite partielle A’ telle que la différence entre un
terme quelconque de A' et un terme quelconque de B reste
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supérieure, en valeur absolue, a un nombre positif fixe. Les
différences entre les termes consécutifs de la suite A" sont égales
a aoua2a Je dis maintenant qu’étant donnés deux termes
consecutifs de la suite A', dans laquelle on a supprimé un nombre
suffisant de termes au début9), la différence entre I'un d’eux
au moins et un terme quelconque de la suite C est supérieure,
en valeur absolue, a un nombre positif fixe. Dans le cas contraire,
en effet, il existerait une infinité des entiers positifs n tels que
I'on aurait ou bien

| a-\-na — c+p,,y +e,
| a+ (n+ Da =c-j-gny+ ¢,

ou bien . simultanément, ou
a(n+2a=c y en

et gn sont des entiers positifs et ou e,,—>0, e,,—>0 et e,,—>0
lorsque n->00. En soustrayant des égalités obtenues on trouve
que ou bien a=(g,—p,)y+?, ou bien 2a= (gn—pn)y+ pn
ou et pn tendent vers zéro lorsque n—>00, or ces égalités
conduisent comme plus haut a une contradiction. Ainsi donc
il est possible d’extraire de la suite A' une suite partielle A"
telle que la différence entre un terme quelconque de A" et
un terme quelconque des suites B et C est supérieure, en valeur
absolue, a un nombre positif fixe. D’ailleurs les différences
entre les termes consécutifs de la suite A" sont égales a I'un
des nombres a, 2a, 3a, 4a. Il est clair comment on peut continuer
le méme raisonnement en aboutissant a I'’énoncé du lemme 2.

Il résulte de (8) que lorsque x2—>4~00 A s’annule une infi-
nité de fois, plus exactement il résulte du lemme 2 qu'il existe
une infinité des racines de I'équation Keosx2-\-Lsmx2 =0,
par exemple, telles que Jfcos/?&2+Arsin/fcrl reste supérieur,
lorsque &2 est égal a I'une de ces racines, & un nombre positif
fixe, il s’ensuit que e étant un nombre positif arbitrairement
petit il existe un nombre £=£(«) tel que chaque racine en que-
stion qui est plus grande que £ est le centre d’un intervalle
de longueur s qui contient une racine (au moins) de I'’équation
A= 0. Ces racines sont simples, on a, en effet, le développement:

) On voit aisément que cette restriction pourrait étre supprimée.
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diz (e~aXiA) = (Lgosx2—Ksinae2) (Mcostx? ANSinRx2) +
+ (K cosa?2 4-2/sinic2) (N cosBx2—M sinBx2)3 + ...

ou les termes non écrits tendent vers zéro lorsque #2->+oo0 et
il est clair que lorsque e est assez petit il en sera de méme
avec K cos x2-\-L sin x2 tandis que les facteurs L cose2—K sin x2
et Jf cos fIx2-[-N sin px2 resteront supérieurs, en valeur absolue,
a des nombres positifs fixes. (Le méme raisonnement prouve
d’ailleurs, en tenant compté du théoréme de Rolle, que chaque
ntervalle de longueur e contiendra exactement une racine
de d = 0). Désignons par & une des racines de A =0 en question,
il est clair que I’on peut trouver des nombres x2 et x2 qui différent
d’aussi peu que I'on veut de x°, tels que &2<&2<®? et que les
signes de A(x2) et de A(x2) sont différents. Nous choisirons
le rectangle ABCD de maniére que I'ordonnée x2 du coté AB
sera égale a x2 et que I'ordonnée du coté CD sera égale a x2.
Il est alors clair (cf. les raisonnements qui précédent la for-
mule (8)) que la somme des variations de I'angle <9 lorsque
le point (a%, x2) décrira les cotés (dirigés) AB et CD surpasse
lym—2e en valeur absolue. Pour pouvoir appliquer le Théoreme A
il nous faut encore étudier la variation de O le long des cétés
verticaux RC et DA du rectangle ABCD. Nous allons utiliser
dans ce but le lemme suivant:

Lemme 3. Lorsque /1(2), /2(a), ..., /*(») sont des fonctions holo-
morphes dans l'intervalle fermé {a, b) (a et b finis) le nombre
de zéros de la fonction C1fR3z)-\-C2f2(z")R-...A Ckfk(z) dans (a,b)
est borné supérieurement par un nombre qui ne dépend pas des
constantes Ct, C2,...,Ck.

On peut évidemment supposer que |(7,*1 (i=l,2,....&)
et que MaxI(71=1. Si le lemme était inexact on pourrait

trouver une suite de fonctions (pn{z) = C’fl3z)A...+ Ckfk(z)
telles que <n{z) aurait dans (a, b) n zéros au moins. De la suite
¢9,(8) on pourrait extraire une suite partielle 94,(2) telle que
chacun des coefficients C"s (i —1,2,..., fc) tendrait vers une
limites déterminée K,. On a évidemment /l\{laxk|_2e,|=1. La

suite ¢n (z) tendrait uniformément dans un domaine D conte-
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nant le segment (a, b) a son intérieur vers la fonction F(z) —
— K-3"2)-)- ..o + Cette derniére ayant un nombre fini
de zéros dans un domaine contenant (a, b) il en résulte, en
vertu des théoremes connus, que le nombre de zéros des fonc-
tions (Prs(z) dans (a, b) serait borné, en contradiction avec ce
qui précedell).

En considérant dans I'équation X =0, par exemple,
x2 comme variable et xt,x2,...,&en-i comme constantes et en
développant le déterminant X suivant les éléments de la co-
lonne qui contient x2 on voit bien que X est une combinaison
linéaire d’un nombre fini des fonctions holomorphes de x2,
donc d’aprés le lemme 3 X ne s’annule le long des c6tés BC
et DA du rectangle ABCD qu’un nombre borné (indépendant
des abscisses de ces cotés) de fois, il en résulte évidemment
que la variation de O le long des c6tés en question ne dépasse
pas, en valeur absolue, un nombre fixe H. Donc la variation
de O le long du contour ABCD est supérieure, d’aprés ce qui
précede, a hn—2e—H. En supposant que n soit assez grand
et en appliquant le Théoreme A on voit que les équations X--0
et E 0 possedent bien des racines communes dans le rectangle
ABCDI1I). Pour prouver le Théoréme IV il suffit d’établir que
I'on peut choisir ces racines communes de maniére qu’elles
n’annulent pas I'un des mineurs d’ordre (n—2) de la matrice XI,
le mineur:

COs x?
sin x2

par exemple. Il suffira méme de montrer que les racines con-
venables x2 de I’équation zI=0 n’annulent pas W. En effet,
la longueur des cotés verticaux BC et DA du rectangle ABCD
est arbitrairement petite on pourra donc choisir ces cOtés de

10) Le lemme subsiste d’ailleurs dans les conditions moins restrictives.
Il suffit, par exemple, de supposer que fjf«):../*(«) possédent dans (a,b)
des dérivées continues d’ordre s (s>I) et que chacune de ces fonctions
posséde dans (a,b) au plus un nombre fini de zéros d’ordre s de multipli-
cité au plus.

u) Le raisonnement pourrait étre en défaut lorsque X s’annule iden-
tiquement le long de BC ou de IM, on remplacera alors X par Y.
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maniére que W ne s’annule pas dans tout le rectangle ABCD.
Nous allons distinguer plusieurs cas:

1° L’équation caractéristique (2) posséde la racine réelle
0<a, il N’y a pas des racines dont les parties réelles seraient
comprises entre ¢ et a.

Lorsque x2->-\-°° on a dans ce cas les développements
de la forme:

A = (K cossc2+-E sinxz)  ®os sin 3e2) e“*>4-
. +(PcosA2+Csina?2)e’x 4-...

W— K cos x2+L sin x24- Reix> 4-...

ou les termes non écrits sont d’ordre inférieur et ou les coeffi-
cients ne dépendent que de x3,...,xn_i. On peut supposer que
22=1=0. Supposons d’abord que PL—KQ4A). Lorsque la racine a®
de A=0 annule TT on aura, d’aprés les développements ci-
dessus:

A = (Pcos Q sin x%) 4-...

ou les termes non écrits sont sont d’ordre inférieur lorsque
®“->4-00 ce qui conduit, pour #® assez grand, a une contra-
diction. Lorsque PL—KQ=A) et la racine x% annule W on
aura:

A -=—R (Al cos /32®4- N sin /fa?@) e(“*+<)a2 4-...

d’ou encore une contradiction, car 3 étant irrationnel (cf. le
début du §5), on peut supposer, d’aprés le lemme 2, que
| M cos/3ic®4-Nsin [3z@| reste supérieur & un nombre positif fixe
lorsque 0 ->m 4- 00.

20 L’équation caractéristique (2) possede un couple de
racines imaginaires a'x ifi' (a'<a), il n'y a pas des racines
dont les parties réelles seraient comprises entre a' et a. Lorsque
x2->4-00 011 aura maintenant les développements:

W — K cos1724-Lsina?24- (S cos/3'a?24-Tsin/Ta?2)e"'x«4-...
A — (Kcos a2 4-L sin x2) (Al cos fIx2 -\-N sin fix2) eax*+P(X2) «“***+...
ou
P(x2) -= A cos &2 cos j3a?24-B cosa?? sin fi'x3 4-Csin a?2cos fl'x2 4-
4- D sin x2sin ~N'x2,
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les termes non écrits sont d’ordre inférieur et ou tous les coeffi-
cients ne dépendent que de x3,...,xn-t. Nous avons déja sup-
posé que L~+ K2=]-0 et que Jf24--V24=0, on peut supposer en
outre (en choisissant convenablement x3,...,xn_i) que Z=|=0,
82+1M=0 et J.2+B2+C2-|-D2=]=0. Nous avons supposé que
les racines #® de d 0 se rapprochent indéfiniment (dans le
sens précisé plus haut) vers les racines *de I'équation
K cos x2-\-Lsinx2=0 lorsque &°->4-00, il en résulte que
tge®->—KL~\ on aura donc, en supposant que les quantités

CK
L

ne s’annulent pas simultanément:
P(°) = cose®[(P-(- e) cos/?#1? + (P4- e) sin/S'e®)]

ou e et e' tendent vers zéro lorsque sc®-> + 00. D’apres le lemme 2
on pourra donc supposer que P(z°) reste supérieur, en valeur
absolue, a un nombre positif fixe (/S' est irrationnel, cf. le début
du §5). Supposons maintenant que la racine x° de A =0 an-
nule W, on aura:

Zl(ee«)=P(AE«)e“M++...

ou les termes non écrits sont d’ordre inférieur lorsque + 00,
d’ou une contradiction avec le fait que A (z°) =0.

11 reste a examiner le cas ou P=P =0. On voit aisément
gue l'on a dans ce cas

P(e2) = L~1(Kcos<r2 +P sina&?) (C cos 0'x2+Dsin (}'x2)
ou C2+D2==0, il en résulte que lorsque la racine xX?i de A=0
annule W on aura:
A = —[Jfcos/ta®4-NTsin [-8 cos ft'’x%+T sin 0'x°] e(a+*“)@24-...

et fi' étant irrationnels on peut supposer d’aprés le lemme 2,
que les deux crochets restent supérieurs & un nombre positif
fixe en valeur absolue lorsque ®£->+ 00, d’ou encore une contra-
diction avec le fait que A (@) =0.
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3° Lorsque n=4 on a
A — sin (23— x2} sin [/?(@3—x2)]ea+xp

x3 étant fixé arbitrairement nous prendrons pour x% une racine
de I'’équation sin/?(e3—a’2) =0. On a maintenant W=sin(0>3—x2),
donc d’aprés le lemme 2 on aura TF(0jO)=hO lorsque  est assez
grand et convenablement choisi.

Remarque. Si nous avons fait, pour n >4, un choix des
racines de A=0 qui conduit & des considérations plus compli-
quées c’est en vue des applications ultérieures (cf. § 7). Il
résulte de la démonstration que dans les systemes de valeurs
xIf...,xn qui annullent X et Y les nombres 3,24, ...,&en_i sont
dans une large mesure arbitraires.

§ 6. Nous allons maintenant établir I'énoncé que voici:

V. L'équation (1) est du type lorsque I'équation (2)

possede deux couples des racines imaginaires, soit a”ift et

telles que a<oq et une racine réelle 6 telle que «<<5<al,

tandis que toutes les autres racines (s'il en existe) ont leurs parties

réelles comprises entre 6 et a. On suppose que toutes les racines

de (2) soient simples et que les parties réelles de tous les couples
de racines complexes soient distinctes entre elles.

On peut supposer, grace a une transformation T (§2)
que I'on a ar 0 et ~=1. D’apres I'énoncé | il suffira d’établir
I’existence des solutions communes des équations:

eax'cos(ix! sin /Sx!
e eix
sin Xi sin xl
COS Xi coS

(dans lesquelles les pointillés correspondent a des racines
dont les parties réelles sont comprises entre 0 et 0), telles que
Xi=(=Xk et qui n’annulent pas le déterminant d’'ordre (n—2):

£0x?

sin x2
COS X2
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Nous suivrons la méthode du § 5, mais contrairement a ce
qui avait lieu dans ce § nous supposerons que a?2 est tres grand
en valeur absolue et négatif. On s’appuie donc encore sur le
Théoréme A en prenant pour D un rectangle ABCD situé
dans la région du plan (xvx2) ot &x>0 et—dll<#2<O, dont
les cOtés AB et CD sont tres grands et paralléles a I'axe 0.»,,
tandis que les cb6tés BC et DA sont trés petits et paralléles
a l'axe 022. Comme au § 5 on a le long des cotés AB et CD
les développements (7) ou At et Bi ne dépendent que de x2,... ,xn_\
et ou les termes non écrits tendent vers zéro lorsque ag-> + 00.
On a encore a étudier I'expression d=AI1B2—BiA2. Lorsquex?
est négatif et trés grand en valeur absolue on a un développe-
ment de la forme:

(9) g-(«+<') A —AL cos fIx2 + N sin fix?

ou les coefficients Al et N ne dépendent que de x3,..., xn-i et
ou les termes non écrits tendent vers zéro lorsque &2->—00.
011 peut choisir x3,...,xn-i de maniére que 3f2+A2d=0. Il ré-
sulte de (9) que A s’annule une infinité de fois lorsque 722->— 00
et que les autres variables restent fixes, on constate aisément
que ces racines sont simples. Soit #® lI'une de ces racines, on
peut trouver des nombres x2 et x2 qui différent d’aussi peu
que l'on veut de #®, tels que* x2<<x"<x? et que les signes de
A (x2) et A (x2) sont différents. Nous choisirons le rectangle ABCD
de maniere que l'ordonnée x" du coté AB sera égale a x2 et
gue I'ordonnée du cété CD sera égale a x2. On voit alors comme
au § 5 que lorsque les cotés AB et CD sont suffisamment grands
leur contribution a la variation de O lorsque le point (xIf x2)
décrit le contour ABCD sera trés grande. Au contraire, il
résulte du lemme 3 du § 5 que la contribution des cotés BC
et DA a la variation de O reste bornée. D’apres le théoreme A
les équations A=0, T=0 possedent donc des racines communes
dans le rectangle ABCD. Il faut encore montrer que ces racines
n’annulent pas le déterminant W. Or lorsque x2 est négatif
et tres grand en valeur absolue on a le développement:

ou P ne dépend que de x3,...,X,,-t et ou les termes non écrits
sont d’ordre inférieur lorsque &2->—00. On peut choisirx3, ..., X,,+i



EQUATIONS DIFFERENTIELLES 191

de maniére que P4=0, on aura alors TK(z8) 4=0 lorsque la racine &*
de J=0 est suffisamment grande en valeur absolue.

Remarque. Il résulte de la démonstration que dans les
systemes de valeurs X,,... ,xn-i qui annulent X et Y les nombres
X3,%,,X,,—1 sont dans une large mesure arbitraires.

§ 7. Nous allons maintenant déduire de I’énoncé IV le
suivant:

V1. L'équation (1) est du type Sn—i lorsque I'équation caracté-
ristigue (2) possede outre les racines dont I'ensemble E satisfait
aux conditions du théoréme IV un certain nombre de racines
réelles, simples et plus grandes que les parties réelles de tou-
tes les racines de I'ensemble E.

N

Gréce a une transformation T (§ 2) on peut supposer que
I’équation (2) posséde des racines =f, (a<0, ~>0) et
en outre s racines réelles, simples et positives, soit y,, y2\/ 17*
(yi<72<---<Vs)- Les parties réelles des autres racines de (2)
(s’il en existe) sont toutes inférieures a a. D’apres I'énoncé 1|
il suffit de montrer que les équations:

gax' cos fix. gax' cos fix,
eax' sin fix, eax sin fix.
coser =0 T= sin X,
eVx'
evshi eysxi

(dans lesquelles les pointillés en haut correspondent a des
racines dont les parties réelles sont inférieures a a) possedent
un systéeme des racines communes qui n’annule pas un mineur
d'ordre (n—2) de la matrice:

eax' Cos™E]
M = eaxsin fix,

"l
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obtenu en supprimant une colonne de cette matrice. Nous
poserons dans ce but x2=p2xl, x2=p2xi,...,xs=psx! (cf. le
§ 4N I<p2< ...<ps); en supposant que ai+2,a?%s+3,...,Xn-i soient
fixés nous allons considérer X et Y comme fonctions des va-
riables xr et xs+i. En développant X et Y d’aprés la formule
de Laplace suivant les mineurs d’ordre s formés avec les
éléments des s premiéres colonnes des déterminants X et Y
on aural?)

COS «J ... COS psax

.. e7*Psxt

f,7sXi ... (>TsPsxi

Sin x=... SiN psxy

e7ixi...
... G7sPsx\
0ii
e«Vstl cos e0l»+i COS (ixs+i
e"*sH sin pxs+i eaxs+ Sin/Lc.+1
COS 37s+i Sin Xs+\
eaxwv COS
e“XsH SN fixs+i
e7ixs+i

Nous pouvons supposer que n=> s+ 4, en effet, lorsque
n=s-)-4 une transformation T (symétrie par rapport a l'axe
imaginaire) nous rameéne au cas de I'’énoncé 1V. Il résulte
des énoncés 1V et | gu’il existent des nombres «°+1,
tous distincts entre eux qui annulent simultanément et Yx.
On peut d’ailleurs supposer que les nombres #8+) et #%8+2 sont

12) Lorsque s=1 les déterminants qui multiplient Z se réduisent
a cos aq et sin e,
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positifs et arbitrairement grands. On peut aussi supposer que
les nombres n’annulent pas le déterminant:

e“x*+2 cos 8xs"2
eaxs+2 gin "«4.2

En effet, le développement de lorsque Ag+2-> +00 est
de la forme:

= (A cosllest2 + B sin [}ajg+2)e“Xst2 + oo

ou 2 et B ne dépendent que de xats,...,xn_i et ou I'on peut
supposer que J,2+_B2=]=0. /3 étant irrationnel (cf. le commen-
cement du §5) ne ire assertion résulte du lemme 2 et du fait
que les nombres &°+2 different d’aussi peu que l'on veut des
racines d’une équation de la forme: Acos &j4-2+Z sinicg+2 =0
(cf. la démonstration du § 5). On peut enfin admettre que les
nombres &? n'annulent pas Z, car lorsque ast1—>-]-00 on a un
développement de la forme:

Z ... et lorsque #g+2-* + 00 on a
Q (QiCos™xstz+ Q2sin Mxs+2)eax ™ + ...

ou les termes non écrits sont d’ordre inférieur et Q! et Q2 ne
dépendent que de @s+3, ..., Xn-i. On peut supposer que +

il résulte alors comme plus haut du lemme 2 que les nombres &?
n’annulent pas Q, ces nombres n’annulent donc pas Z pourvu
que soit assez grand. Nous allons maintenant utiliser
le théoreme A en prenant pour D un rectangle ABCD situé
dans la région du plan (en @s+i) ou as+i>0 et {(1>as+i, dont
les cOtés AB et CD sont trés grands et paralleles a I'axe 0j'
tandis que les cotés BC et DA sont trés petits et paralléles
a l'axe OiCgti, nous supposerons d’ailleurs que l'ordonnée a&g+i
du coté AB est égale au nombre #8+1. En supposant que xv-+ 00
et en profitant de la proposition citée au renvoi9) du § 4 on
trouve alors d’aprés (10) le long de AB le développement:

X = ZeNiP-" --+ysps)xi cosal]
Y = Ze"P2+-;+ysps)xl gjn X1

Rosznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 13
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ou les termes non écrits sont d’ordre inférieurl3). (On constate
aisément que les termes non écrits dans (10) fournissent les
termes d’ordre inférieur du développement). Il en résulte
immédiatement que la variation de O le long du co6té AB est
égale asymptotiquement (lorsque les abscisses des co6tés CD
et DA augmentent indéfiniment) a (2n)~1+AB. L’ordonnée @i+i
du c6té CD sera choisie de maniére que A’,4=0 pour as+i =xt+i,
il résulte alors de (10) que lorsque I'abscisse du cété DA (et-
par conséquant du tout point du rectangle ABCD) est assez
grande on a A=|=0 le long de CD, la variation de O le long de
ce c6té ne pourra donc dépasser n. Il résulte d’autre part du
lemme 3 (cf. le § 5) que la variation de O le long des cotés ver-
ticaux CD et DA reste bornée. En définitive la variation de O
lorsque le point (txvx,+i) décrit le contour ABCD est asympto-
tiguement égale a (2a)~1-AB, donc d’aprés le Théoréme A
les équations X 0 et Y=0 possedent des racines communes
dans le rectangle ABCD.

Considérons maintenant le mineur. W obtenu en supprimant
cette colonne de la matrice Jf qui contient la variable a’+i:

cos (ixv eapxx‘eosflpsxl eax'+>>coOs\
W= eaisin (ixv eapsX' sinflpsXt e*"+2sin/Lces+2

7%\ >y$Psxi gysxs+2

Lorsque ~->4-00 on a un développement de la forme:

IF = eCi+vir+-+vsPs)xi 4-..

ou les termes non écrits sont d’ordre inférieur. Connue I1Fx4=0
IF ne s’annule donc pas dans tout le rectangle ABCD pourvu
que les abscisses des cOtés BC et DA soient assez grandes,
en particulier les racines communes des équations X= 0etY 0
1I'annulent pas Il et ceci achéve la démonstration.

§ 8. Nous allons maintenant étendre I'’énoncé V de la
maniére suivante:

13) Lorsque s=1 on remplace /2p2 +...+Zsps par O.
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VII. L'équation (1) est du type Sn-i lorsque I'équation ca-
ractéristique (2) possede outre les racines dont I'ensemble F satisfait
aux conditions du théoréme V un certain nombre de racines réelles,
simples et plus grandes que les parties réelles de toutes les racines
de I'ensemble F.

Nous pouvons supposer, sans nuire a la généralité du reé-
sultat, que I'’ensemble F contient une racine réelle y, telle
que a<<b</z<ax (cf. I'’énoncé V), la partie réelle d’aucune
racine de F n’étant pas comprise entre y et og, dans le cas
contraire, en effet, on est ramené a I'’énoncé VI. En tenant
compte d’une transformation T (§ 2) on peut donc admettre
que I'équation (2) posséde des racines imaginaires =i et
a+i/3(a<0), des racines réelles 6 et y telles que «<£</«<O
et des racines positives yl<<y2< ..<y«. Toutes les autres
racines de (2) (s'il en existe) ont leurs parties réelles comprises
entre 0 et y. Pour établir I'’énoncé Vil il suffit, d’apres le
Théoréme 1 de montrer que les équations:

gax' cos gax< cos
eax sin fixt gax<sin /5%
VvV = epxi =0 Y=
COSAX sina
CA».
grsx, Cle*,

possedent un systeme des racines communes (a?4=Ms) qui
n’annule pas un déterminant obtenu en supprimant une co-
lonne quelconque de la matrice:

eax' cos fixy
gax' sin

e«
g7i

13*



196 M. BIERNACKI

Nous poserons x2= pAX"XMp7, ... . xs=psxl(l< p2<p3< ...<pa)
et en supposant que xat+2, a%+3,...,a?n-1 soient fixés nous allons
considérer JT et Y comme des fonctions des variables xx et ««+1-
On aura encore pour X et Y les formules (10) dans lesquelles
XIf Yt et Z désigneront les déterminants:

e+ cos ftxs+i «"*»+' coS fiXsN
eax+' sin fixs+t e“xstigjn
IX'+i
eix'+i (i =
E*«»+i
cos Es+! sin £s+!

e«xsti cog "Xs+\
e“x«ti sin fixa+i
7 IXSH

1

er,xi+l

Il résulte de la démonstration de I’énoncé V et de I'énoncé |
que les équations (3) de I'énoncé I, dans lesquelles on a rem-
placé les nombres xla... xk par a?+l xa™2,...,xp-i et les yt(x)
par les intégrales de I'équation qui correspond a I'’énoncé V,
possédent un systéeme de solutions tel que Xi=t=xk et que
esti>0, a%+2<0, tandis que les valeurs absolues de ces deux
derniers nombres sont arbitrairement grandes. Or il est clair
que dans le cas considéré (cf. le commencement de ce §) I'en-
semble symétrique' de F par rapport a I’axe imaginaire satis-
fait encore, comme F, aux conditions du Théoréme V. D’autre
part, les équations (3) de I'énoncé 1 restent satisfaites lors-
gu’'on y change le signe des parties réelles de toutes les racines
de I’équation caractéristique pourvu que l'on change aussi
les signes de tous les nombres xt. On voit donc, en tenant
compte des transformations T (cf. la fin du § 2), que les équa-
tions Xx=0 et Yj-0 possédent un systeme
de racines communes tel que XX et que &°+1<0, &8+2>0,
tandis que les valeurs absolues de ces deux derniers nombres
sont arbitrairement grandes. Nous allons voir qu'il est possible
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de choisir ®st+l®e+2’---ixn--i **e maniere que ces nombres n’an-
nullent pas ni Z ni le déterminant:

£“xs+2 oS [Sals+2
g“x*+2 sin fixs+2

i g<5xs+3

En ce qui concerne il suffit de choisir 20, ,.&0! r....a0 t
de maniére que ces nombres n’annulent pas le mineur de \\\
qui correspond a I'élément e’x™ et de choisir ensuite #@+2
assez grandl4). Supposons maintenant que les nombres &?
annulent simultanément XIf et Z. En supprimant, pour
simplifier I'écriture, I'exposant 0 nous aurions les équations
de la forme:

J.e“x«H cos /3d2s+i sin (ixs+i + (C+ CJelks+» = 0
Z>e"Xi+' cos fixs+i + Ee“xst> sin fixs+i + (F + ELlje%xs+ 0
SeaXs+' cos fixs+i + Heax*+' sin (3xs+i + (K -\-K1)eiXxs+l 0

ou
e“x’+2 sin fixs+2 £“xst+2 cos fixs+2
g~ Xs+2 gfas+2
, B -
eNe+2
cos Xs+2 cos Xs+2

e“xs+2 cos (iXs+2
8"xst2 gin (Sxs+2

glexs+2

COS «s+2

etou Ci, et Kl (qui contiennent aussi la variable @s+i) tendent
vers zéro lorsque x*-i->—o00. D,B,F s’obtiennent de A,B,C
respectivement en remplacant dans leurs derniéres lignes
cosae”r- Par sinas|2... et G, H, K s’obtiennent de A,B,C
respectivement en remplacant dans leurs dernieres lignes

14) Cf. la remarque a la fin du § 5.
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cos a%s+2,... par e™M+a,... Il résulte des trois équations écrites
que l'on a:

A B G+A
F= D E =0.
'S H
Or lorsque &st+2->4- oo on a les développements:

A A'cosxat2 +A" 4-...; B =DB'cosegt2 +B" »
C Cecostfst2 + G"eM+s + .0 J) A'sinxat2 4- D" ¢“xs+2 4
E B'singy|24-E" 4- ) F - Csinxat2 4- F"efxM2 4-..,
tz  yl'ed + G" M2 4- I G LR (<het2
K =Cex™ K" 4-... ou les coefficients A', B', C,

A", B", C", D", E", F", G", H" et K" ne dépendent que
de /Es+3, xs-\-4,..., xn-i et ou les termes non écrits sont d’ordre
inférieur lorsque ®g+2-> + oo. Il s’ensuit pour J* un développe-
ment de la forme:

ou l'on a posé

A” B" C"
D" E" F"
A" B C

et ou les termes non écrits dans le crochet sont d’ordre infé-
rieur que e(2i+"x‘+] lorsque Ag+2~> 4-°°, tandis que les termes
non écrits a la fin tendent vers zéro Iorsque Xa+i ->—o00. Il
est donc clair que F ne s’annule pas pour des valeurs de xati
et xat2 assez grandes en valeur absolue (a%s+1 <0, xat+2 >0)
pourvu que 1\ ne s’annule pas. Or ce déterminant ne dépend
que de xa+3, xs+.i,...,xn-\ et l'on constate qu’il ne s’annule
pas identiquement en ces variablesl5). Il est donc toujours

16) Par exemple, lorsque I’équation (2) ne possede pas de racines dont
la partie réelle serait comprise entre ¢ et /1 on peut poser, pour le voir,
®0-|_3=0 et as+4=2"—1. Lorsque &s-|-5—> + 00 le terme principal du déter-
minant Pj se réduit a

—e(2"+/«)vs f5 — e"x>-H)2sin’"Zgg-g sin &g | 4
et fi étant irrationnel on a bien sin »«4.440.
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possible de choisir xs+s,...,xn—i de maniére que (cf. la
remarque a la fin du 85). Alors, I'hypothése 11=Y1=Z=0
conduit, pour des valeurs de a,°+1 et @ |2 assez grandes en va-
leur absolue, & une contradiction.

Les raisonnements qui suivent sont & peu prés identiques
a ceux employés dans la démonstration du Théoreme VI. On
construit encore dans la partie du plan (x4, a%+i) ou x1>0 et
/Es+i<0 un rectangle ABCD dont les cotés AB et CD sont trés
grands et paralléles a I'axe 07, tandis que les c6tés BC et DA
sont tres petits et paralleles a I'axe (tos|i. On suppose que
I'ordonnée du coté AB soit égale a ~+1, tandis que I'ordonnée
#s+i du cOté CD soit choisie de maniére que A\ ne s’annule
pas pour ®+l=xstl,@i+2=a”+2,...n_L=a” 1. On voit alors
comme au § 7, en s’appuyant sur le Théoreme A (8 5), que
lorsque le rectangle ABCD se trouve dans la région ou xt est
assez grand et xs+i assez petit les équations A’= 0 et A=0
possedent un systeme de racines communes soit X1—xT, Xs+i =
dans ABCD. On peut supposer que ces racines n’annulent
pas le déterminant obtenu en supprimant la colonne qui con-
tient la variable de la matrice M. Il suffit, en effet, de
choisir &* assez grand: on le voit en développant le déterminant
en question d’apres la foimule de Laplace suivant les mineurs
d’ordre s formés a I'aide de s premieres colonnes du déter-
minant et en tenant compte de l'inégalité H\=|=0.

§ 9. Nous allons maintenant établir un résultat encore
plus général:

VIII. L'équation (1) est du type S,,-i lorsque I'éguation ca-
ractéristique (2) posséde outre les racines dont I'ensemble F satisfait
aux conditions du Théoréme V un certain nombre de racines réelles,
simples et plus grandes ou plus petites que les parties réelles de
toutes les racines de l'ensemble F.

Nous pouvons encore supposer que I’ensemble F contient
une racine réelle y, telle que a<b”y<al (cf. I'’énoncé V), la
partie réelle d’aucune racine de F n’étant pas comprise entre y
et «n dans le cas contraire, en effet, I'’énoncé VIII résulte
immédiatement de I’énoncé VI. En tenant compte d’une trans-
formation T (8 2) on peut donc admettre que I’équation (2)
posséde des racines imaginaires =i et axifi (a<0), des racines
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négatives vi,...,vs, 0 et /z, telles que vt<..<vs<a<0 </z et
des racines positives yu...,yr, telles que y3<y?<...<yr. Toutes
les autres racines de (2) (s’il en existe) ont leurs parties réelles

comprises entre 0 et /x. Pour établir I’énoncé VVIII il suffit
d’aprés le Théoréeme |I de montrer que les équations:

e**
gV (PVSxi
eax' cos /faq eax' cos fixr
eax sin eaxi sin x3
eix' -0 Y= eix
e
cosaq sinaq
erry,

possédent un systeme de racines communes, tel que #=)=#* et
qui n’annule pas le déterminant obtenu en supprimant une
colonne quelconque de la matrice:

(VS Xi

eaXi cos fixr
eax' sin /Lq

Posons x2 = g2xu x3=qg3xl,...,.xr=grx! (I<g2<g3<... <qr) et
®rd-2=P2"r-1-1; Xr-3= p3Xr-If..., Xrj-a= psXr+l (1< ?2<?3 < o00 <P)
en supposant que xr+a+i Xi+s+2,...,xn_i soient fixés nous allons
considérer X et Y comme fonctions des variables x2 et
En développant X et Y d’aprés la formule de Laplace suivant
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les mineurs d’ordre s formés avec les éléments des s premiéres
colonnes des déterminants X et Y on aura:

CO8#!... COSyr™i

N2*L... "2~
+z= *1+ Z+..
L TrirX,
No*1... eMrxt
(11) o
VAN
eTicirXi SIngj... sing”™
. MrXx
=+=r = Tx +
e7r*<... eVrtirXt
ou. Zx est le déterminant:
gMp-iXril enx,N!
evsP2xr+t £VS PsXrtf g."sxr+s+l

ekl>+ cOSMXr+i  eaP'xr+i COS Op2Xr+i e«psXr+i COS (jpaXr+i  e“xr+s+l COS fIXr+s+:
eax'+i sin /).'I'I‘+i eaP2'r+\ SIN fip2xx+i  eaPsxr+i SiN @psxr+i  e“|"t»+i SiN fixr+s+:

pOp.Xrhl eixr+s+i
enr+i gfpsxr™ enr+s+i
COS Xr+i COSp2Xr+l COSpsXr+l cos

tandis que Yx se déduit de X! en y remplacant dans la derniere
ligne tous les cosinus par les sinus et que Z se déduit de Yi
eny remplagant la derniere ligne par ¢ hi,..., eMrs+A...
Considérons I'ensemble des racines de (2) qui interviennent
dans la définition de Zx et de Yx c.ad. les racines ru...,rs,
axfj3, =+i. Il est clair que I'ensemble symétrique de
celui-ci par rapport a I'axe imaginaire satisfait aux conditions
du Théoréme Vil. 1l résulte de la démonstration de ce théoreme
et de I'énoncé 1 que les équations (3) de cet énoncé, dans les-
quelles on remplace xv...xi, par £r+l, xr™, ..., xn-t elles y*x)
par des intégrales de I'’équation qui correspond a I'énoncé VI1I
possédent un systéme de solution tel que et que xr+i >0,
avtsli<O0 et xr+sp> >0, tandis que les valeurs absolues de ces
trois nombres sont arbitrairement grandes. Or les équations (3)
du Théoreme | restent satisfaites lorsqu’on y change le signe
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des parties réelles de toutes les racines de I’équation caracté-
ristique pourvu que I'on change aussi les signes de tous les
nombres xt. On voit donc, en tenant encore compte des transfor-
mations T(cf. la fin du § 2) que les équations 0 et 0
possedent un systeme xr+l, x’r+atl, x"+a+2,..., X de racines
communes, tel que rf*=xk et que "®+1< 0, xr+s+1 >0 et xX’r+s+2< 0,
tandis que les valeurs absolues de ces trois nhombres sont arbi-
trairement grandes. Nous allons voir qu’il est possible de
choisir ce systeme de racines de maniere qu’il n’annule pas Z.
En développant Z par la formule de Laplace suivant les
mineurs d’ordre s formés avec les éléments des s premieres
colonnes de Z on constate que Z ne s’annule pas lorsque Xr+i
est négatif et assez grand en valeur absolue, pourvu que le
mineur:
eaxr™,+] cos "Xr+s+1

e«xXr+s+l gjn Far+a-+i
ni

(4Ixr+$+1

Xr-j~s--I

soit différent de zéro. Or ce mineur ne s’annule pas lorsque
Xr+shi est positif et assez grand lorsque le mineur de m:

e«.vr4s+2 cog —~r+s+2

exN+s+2 sin

BNt
ofIXr+s+2

ne s’annule pas. Si 'on a m' =0, il suffit pour que m ne s’annule
pas pour les grandes valeurs de @r+s+i que l'on ait:

e«xr+s+2 cos fixXr+s+2

e«<N+s+2 sin /3a?r.(g+2
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Or on peut choisir les nombres &"-s+3,...,26 ! de maniére
que les égalités m' =0 soient impossibles, du moins lors-
que Xr+s+2 est négatif et assez grand en valeur absolue. On a, en
effet, pour @.+s+2->—o00 les développements:

m'  e«r+f+2(pi cos fjxr+s+2 + Qj, sin Ar+s+2) +...
m" — e“x"+2(P2cos fiXr+s+2 +  sin +—

ou Pn P2 et Q2 ne dépendent que de xr+s+3, mm xn-i et ou
les termes non écrits sont d’ordre inférieur. On constate aisé-
ment que PxQ2—P«Qi ne s’annule pas identiguement, il est
donc possible de choisir #6]s+3, ¢, #“ ] de maniére que cette
expression soit différente de zérolf) et notre assertion résulte
alors immédiatement des développements ci-dessus. On peut
aussi supposer que les nombres «6|st+l,...,x’n_} n’annulent
pas le déteiminant:

Swxrrerl eog Tmrrarl  ea>45+3 COS/tarr|-s+3 |
e«xr+s+l gjn NECr+s+1  gaxrd.s+3 sju AXI+S+"

fOIr+s+l
f,« r+s+3

En effet, Wx ne s’annule pas lorsque Ar+s+i est >0 et assez
grand pourvu que le mineur de Wx qui correspond a I'élément
e“>+*+i et qui ne dépend que de Xris+3, ,Xn-i ne s’annule
pas, c’est ce que l'on peut bien supposerl6).

Cela pose, nous considérons encore dans la partie du plan
@, =+i) ou .~>0 et Ar+i<0 un rectangle ABCD dont les
cotés AB et CD sont trés grands et paralléles a I’axe 0%, tandis
que les cotés BC et AD sont tres petits et paralléles a I'axe Oaypi.
On suppose que l'ordonnée xr+i du c6té AB soit égale a x’r+i,
tandis que l'ordonnée du c6té CD soit choisie de maniere
que Zxne s’annule pas pour xr+i  zr+i, Xr+2"=xr+2,... ,Xn-1 = X"
On trouve alors, tout pareillement comme dans la démonstra-
tion du théoreme VI (8 7) que lorsque le rectangle ABCD

l) En effet, il résulte des démonstrations des théoremes V et VII
que &ji g/ 3-"’®,,_i ne 80nt assujettis qu’'a satisfaire a un certain nombre
de conditions de la forme 22(0:6+s™3 - - _ 0.
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est choisi dans la région ou xx est assez grand et ®r+i assez
petit les équations X 0 et Y=0 possedent un systeme de
racines communes dans le rectangle. Pour achever la démon-
stration il faut encore montrer que le systéme en question
n’annule pas le déterminant 17 obtenu de la matrice M en y sup-
primant la colonne qui contient la variable aj.+»+2- Or on voit
aisément que W ne s’annule pas lorsque (™ >0) et 4.1 <0)
sont assez grands en valeur absolue: il 8uffit de tenir compte
de I'inégalité 11\q=0, de développer W par la formule de La-
place suivant les mineurs d’ordre r formés avec les éléments
de r premiéres colonnes de W et de développer ensuite le mi-
neur N complémentaire du mineur:

Xi .. QVtQrxi

evVrxi... 2N rgrXi

par la formule de Laplace suivant les mineurs d’ordre s formés
avec les éléments des s premiéres colonne™ de N.

§ 10. Nous allons maintenant remplacer les énoncés IV—V 111
par un seul théoreme plus général:

IX. L'équation (1) est du type Sn-i lorsque I'équation ca-
ractéristique (2) posséde au moins deux couples de racines imagi-
naires, pourvu que toutes ses racines soient simples et que les
parties réelles de tous les couples des racines complexes soient
distinctes entre elles 71).

Considérons,, en effet, les deux couples de racines imagi-
naires, soit axq3 et a'xifi' (a<a‘) tels que I'équation (2)
ne posséde pas de racines imaginaires dont les parties réelles
seraient plus petites que a ou plus grandes que a’. Si I'équation
(2) ne possede pas de racines (réelles ou imaginaires) dont les
parties réelles seraient comprises entre a et a' ou s'il existe
un troisiéme couple a"£i/1"" des racines imaginaires [a<a''<a']
tel que I'’équation ne possede pas de racines dont les parties
réelles seraient comprises entre a et @ ou bien entre a" et a¥7

17) 1l résulte de la démonstration que les restrictions relatives a la
simplicité des racines ainsi qu'a I'inégalité de leurs parties réelles sont
treés probablement superflues.
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nous sommes évidemment dans les cas des énoncés IV ou VI
(ou bien des ceux que I'on déduit de 1V ou VI eny remplacant
des racines par leurs symétriques par rapport a lI'axe imagi-
naire). Dans le cas contraire ou bien I’équation (2) n’a qu’une
seule racine dont la partie réfelle est comprise entre a et a' et
cette racine est réelle ou bien cette équation posséde deux
racines réelles, soit 6 et /z, telles que a<d</z<a', tandis qu'il
n’existe pas de racines dont les parties réelles seraient comprises
entre a et 6 ainsi que entre /z et a': il est clair que nous sommes
alors dans les cas des énoncés V, VII ou VIII (ou bien des
ceux que I'on déduit de V ou de VII en y remplacant des ra-
cines par leurs symétriques par rapport a I'axe imaginaire),
le théoréme 1X est donc compléetement établi.

§ 11. Nous supposerons dans ce § que k=n—1 et que I'équa-
tion (2) possede un seul couple de racines imaginaires. Le cas
ou n=3 a été déja examiné (§ 3): I'équation (1) est du type L3,
sauf dans le cas ou la partie réelle des racines imaginaires
est égale a la racine réelle, alors I'équation (1) est du type S3.
Examinons maintenant le cas ou n=4. On a I’énoncé suivant:

X. Lorsque n—4 et que I'équation (2) posséde un seul couple
de racines imaginaires, tandis que I'une des racines réelles et
plus grande et l'autre plus petite que la partie réelle des racines
imaginaires I'équation (1) est du type L3.

On peut supposer que les racines de I'’équation caracté-
ristique sont 0, aAAf), y (O<a<y). Si I'équation (1) était du
type S3 il ’existeraient, d’aprés I’énoncé 1, des nombres
a7, x2, x3(xt="Xk) tels que lI’on aurait:

eax' cosfix, =0 et e“sinfix,
VX’ erx'

On peut écrire ces équations sous la forme suivante:

Aeaxcos 4Bx+(\ex—0
Aeax sin fiXi-\-B2+ eyx* =0

ou les coefficients A, BIf CL, B2, C2 ne dépendent que de X2
et de x3.



205 M. BIERNACKI

En éliminant entre ces deux équations cos/ug et sin (ixl
on obtient I'’équation:

Bl + B1+ 2(BCl+ B2C2) erx'-A2e2ax + (Ci+Cf)e2x 0
et il est clair que chacune des deux suites:

Bi+ BI, 2(BICl+ B2C2), -A?2 d-+d
B2i B2, -A2 2(BIC1+B2C2), CIACT

présente deux changements de signe, donc d’aprés la regle de
Descartes généralisée (cf. le renvoi)4) I'équation en &:

B2+ Bl 4- 2 (BjCj + B2C2) e>"—A2e2ax + (Ci+Cf)e2rx =0

posséde deux racines au plus. Or il résulte des équations (12)
que I’équation en x posseéde 3 racines distinctes: @ =ag, X X2
et x  x3. Nous aboutissons ainsi & une contradiction qui montre
que I’hypothése: I’équation (1) est du type B3 est inadmissible.

Lorsque n>4 ['équation est-elle toujours du type Bn-i?
cela me parait probable, mais je n’ai pu établir a ce sujet que
le résultat partiel suivant:

XI. p et g étant des entiers positifs ou mils, tels que p-q n—2
on peut construire, pour tout n > 4, une équation (1) du type Sn-i
dont I'équation caractéristique (2) possede un seul couple, soit
a+ifi, des racines imaginaires, p racines réelles inférieures a
a et q racines réelles supérieures a ce nombre. Ce résultat subsiste
pour n =4 lorsque p=0etq=2ou p=2etq 0 (cf. I'énoncé X).

Dans la démonstration de cette proposition nous allons
utiliser le lemme suivant:

Lemme 4. Lorsque n est un entier >4 et r< [2(n — 3)]-!
on peut trouver des entiers positifs xIf x2,..., xn-z tels que I'équation
en t:

o I oo 1 1
e~mi . . . e~rmn-2 1
e~ax . . L e~xe» 1

g—(=3)" | g-(n-3yrx._2 1
|

possede une racine négative et plus grande que 1 en valeur absolue.
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Posonsa?, 2 1,a,3 - 2,...,X2 Nn—3, en ce qui concerne
il sera choisi pair lorsque n est impair et impair lorsque n est
pair et en outre suffisamment grand pour que I'on ait:

(14) e- —e-"m>1—e~rx

ce qui est possible car I'on a 2e~rx*>|. Remarquons d’abord
que tous les mineurs d’ordre {n—2) obtenus en supprimant
la derniere ligne et une colonne du déterminant (13) sont po-
sitifs (loc. cit. sous3)), il en résulte que lorsque Z-s—oole premier
membre de (13) devient négatif. En désignant par ni,,..., Mn-2,
Mn_\ les mineurs (tous positifs) relatifs aux éléments tx', ..., tXn~2,1
de la derniére ligne du déterminant on trouve sans peine que
pour t——1 ce déterminant est égal a —

Pour établir le lemme il suffit donc de montrer que lI'on a

or Jfx et Mn-i ce sont des déterminants de Van-
dermonde, donc:

Jfi = [J le_rA*—e~nx‘| (on pose xn-i — 0),
<'<*>
>, 1= J[ \e-ni—e-n\.

i,k=l....n—2

Cela posé, l'inégalité (J4) entraine les suivantes:

le-rXZ___e-rA\,_I|<="-rA7___e-rx,| “'2,3 yruny n—2)

d'ou il s’ensuit bien que

Remplacons maintenant dans c’équation (13) t par ez ou z
est la variable complexe. Puisque I'équation (13) possede une
racine r négative et plus grande que 1 en valeur absolue I'équa-
tion en z aura les racines log r=log|-r| =in dont les parties
réelles sont positives. On constate donc que si les racines de

I’équation caractéristique sont —(n—3)r, —(n—2)r,...,—r,0
et log |r| £ijt les deux équations:
1 1
e~ trA,
=0
(i—3) rxj £—(n—3)r.vi

[th cosmr 1T sill
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possedent des racines communes en xlt..., xn-i (Xi*XK, e,,-i=0).
On voit dailleurs, d’aprés ce qui précéde, qu’aucun mineur
d’'ordre (n—2) de la matrice:

e—~rx'

g—(n—=3)rx,

ne s’annule pas pour ces valeurs de  ...//n_i et ceci achéve
la démonstration dans le cas ou p=n—2. Le cas ou p=0
se ramene au cas précédent par une transformation T. Suppo-
sons maintenant que I<p<<n—2(n>4). Nous pouvons
admettre que les racines de I'équation caractéristique sont
—@P—Dr, —(P—2)r,...,—r,0, log|r|xl7r et vyi,..,y, ou
r=[2(p—1)]~S ou r est la racine de I'équation (13) dans la-
quelle on a remplacé n par (p +2) et ou O<log |r|<yx<<... <ys.
Il faut montrer que les équations:

1 1
e-<«<I1 e~rx.
g—(p—Drx, e—(p—Drx,
=0 I'= i
1E]Xi cos nx: lII’bSII’\ AXi
gI|X| e*x*
ei' Xi

possedent un systeme de racines communes (xi="xk) qui n’annule
pas un des mineurs d’ordre (n—2) de la matrice:

1
«-"m

M= o—@Drx

e*x'

ey>x,
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La derniére propriété est évidente car aucun mineur de M
ne s’annule pas lorsque (cf. le commencement du § 4).
Pour établir I'existence des racines communes nous emploierons
encore la méthode du § 7. Posons donc

12— P2  eee] — PsXt(@ P2 eee <1 PS)’

Il résulte de ce qui précéde qu'il existent des nombres
qui annulent simultanément les deux mineurs:

1 L
e-rxs+i
X. =
g—(p—Dr*s+l g—(p—Drxi+i
Sin 7 i [€]X| cos Mcs+1

Posons xs12 = x’s+i, Xs-"3—xs+3,...,xn-i =x"_1 et considérons
dans la partie du plan (xu xt+i) ou ics+i>0 et xI=Xs+i un
rectangle ABCD dont les c6tés AB et Cl) sont trés grands
et paralleles a I'axe Oag, tandis que les c6tés BC et DA sont
petits et paralléles a I’axe 0zs | i. En supposant que I'ordonnée
xs+i du cOté AB soit égale a x’s,, et que celle du coté CD soit
choisie de maniére que I'on ait 274=0 le «long de ce coté et en
développant X et Y d’apres la formule de Laplace suivant
les mineurs d’ordre s formés avec les éléments des s premieres
colonnes de ccs déterminants on constate comme au § 7 que
les équations X—0 et Y 0 possedent bien des racines commu-
nes dans le rectangle ABCD.

Il reste a traiter le cas ou p 1, or ce cas se rameéne a celui
ou p n—3 par une transformation T, le théoréeme XI est
donc complétement établi.

§ 12. Je supposerai maintenant que le a une valeur quel-
conque et je me contenterai d’établir quelques propositions
particuliéres qui suggérent cependant des présomptions rela-
tives au cas plus généraux.

XII. Si I'équation (2) possede (p-|-1) couples des racines
imaginaires conjuguées et si les rapports des leurs parties imagi-
naires sont tous rationnels I'équation (1) est du type Sn-p
(p —1).

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 14
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Soient ai "es P+ 1 couples en question.
Il résulte de nos hypothéses qu’il existent des entiers
Ib 12,...,ZP+i, tels que l'on a:

Il P+ = r
& Pp+i

Posons xi=m, X2 = 2rji,...,xn-P=(n—p)m.
D’aprés I'énoncé | il suffit de montrer que les équations:

feie“«*»sin /3ia?i+ ...4-A;n_pe“-"-z>sin fiixn-p - 0

ainsi que les (n—p—1) autres équations linéaires et homo-
génes par rapport aux Aj sont satisfait!s par des constantes k,
non toutes nulles. Or pour les valeurs considérées des xt on
a sinfisxt =0(s=1...., p4-1, t=I,..., n—p), il suffit donc de
trouver des constantes fcx,... fen-p, non toutes nulles et qui
vérifient (n—p—1) équations linéaires et homogeénes, c’est
ce qui est toujours possible.

Il résulte du théorériie 1X que dans le cas particulier ou
p=1 la condition: Mes rapports des parties imaginaires sont
tous rationnels” est superflue, il me semble probable qgu’il
en est de méme quelque soit p. Xous allons voir que cette
hypothése est exacte dans un cas particulier. Considérons,
en effet, I'’équation y*-"-Ay =0, ou A est une constante po-
sitive et ou n est pair, son équation caractéristique possede n
couples des racines imaginaires, donc d’aprés I’hypothese
énoncee elle devrait appartenir au type “«/*+1, or nous avons
méme un énoncé plus général:

XII1. L'équation y(n)4-A(x) y=0, oit n est pair et ou A(X)
est continue et supérieure & une constante positive est du type S'/2n+i-

Remarque. M. J. Mikusinski a réussi a compléter trés
heuresement ce théoreme, il a établi, en effet, dans I'article:
»Sur le probleme d’interpolation des intégrales des équations
différentielles linéaires”, publié dans les Annal, de la Soc. Pol.
de Math. (19), que si M(#)>() I'’équation de I'énoncé XIlII
est du type Lysn-
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Dans la démonstration je vais utiliser le lemme suivant:

Lemme. Si A(z) est continue et 4=0 dans l'intervalle fermé
(a,b) alors toute intégrale de I'équation y*A-A(X)y=fi (n pair)
qui ne change pas de signe dans (a,b) et qui s‘annule en l'un
des points a et b au moins posséde au plus £n—1 zéros (d'ordre
pair de multiplicité) comptés simplement a l'intérieur de (a,b).

Ce lemme résulte de la remarque suivante, conséquence
de la formule de Taylor: si f(x) possede la dérivée seconde et
n'est pas constante dans aucun intervalle il existe dans le
voisinage aibitrairement restreint a gauche ou a droite d’un
point ou f(x) atteint son maximum (minimum) des points
ou l'on a /"(&e)<0 (/"(a?) >0). Il s’ensuit de la remarque pre-
cedente que si I'intégrale y(x) posséde s zéros (comptés simple-
ment) a l'intérieur de (a,b) y"(x) change de signe (2s—1) fois
au moins dans (a,b). En pour suivant le méme raisonnement
on voit que y*(x) y change (2s—3) fois au moins son signe...
et que yM(x) y change de signe (2s—«4-1) fois au moins.
D’aprés nos hypothéses il faut donc que I'on ait 2s—nJ-1"O
et s <<=-1.

Or, M. J. Mikusinski a montrél8) que si n est pair et si
*A(X)*"m=0 tqut intervalle dont la longueur dépasse un nombre
qui ne dépend que de n et de m contient des zéros de toute
intégrale de I'’équation y(n>-i-A(x)y =0. Il résulte de ce théoreme
et du lemme ci-dessusl9 qu’il existe un nombre d=d(n,m)
tel que toute intégrale de I'équation (ou A(x) i m >A) change
de signe dans tout intervalle dont la longueur est supérieure
a d. Considérons maintenant un intervalle quelconque (a, fi),
tel que fi—a>d et soit K la borne supérieure des longueurs
des intervalles contenus dans (a,fi) et tels qu'il existe une
intégrale de I'’équation qui ne change pas de signe dans I'inter-
valle en question. On a évidemment K<fi—a. Soit yn(%) une
intégrale qui ne change pas de signe dans Ilintervalle

18) ,,Sur I'inégalité différentielle |/<n\a&e) |fix) |“, Comptes Rendus
des séances de I'’Acad. des Sciences de Paris, 11 février 1946.

l) Au lieu du lemme on pourrait utiliser une proposition générale
de M. Mikusinski.

14»
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“bn(a Man< bn™), bn—a,,>K—n~1 et qui satisfait a
la condition:

Max[|yn(a,,) I, [yL(«n)|,—>|"n_r(an)|] =1.

Il existe une suite partielle n- telle que arii->a, bn—>Db,
b—a=K, a <b (les deux signes d’égalité sont exclus
a la fois), yn/a,.) «o,..., On a

l«i|<1 et Max|«|=1 (i=0,

Des conditions initiales z(a) 20, z'(a) =z”"..., n-1\a) --zn_l
déterminent univoquement une intégrale z(x) et il résulte du
fait qu’une intégrale est une fonction continue des conditions
initiales20) que z(x) ne change pas de signe dans I'intervalle
(a,b) de longueur K. On peut évidemment supposer que cette
»intégrale extrémale” est positive ou nulle dans (a,b). 11 est
clair que l'intégrale z(x) s'annule en celui des points a et b
qui est situé a l'intérieur de (a,R) [z(x) s'annule en aetenb
lorsque a.<a<b<MR]. Désignons par xIfx2,...,xi les zéros de z(x)
contenus a l'intérieur de (a,6). Si I'’équation y(">-\-A(X)y~0
est du type Lk et si —2 il existe une intégrale u{x) qui
est positive aux points a, xu..., xi, b. 1l existe donc un nombre
positif 6 tel que lintégrale z*(xX)= z(x)-f-Eu(x} est positive
dans les intervalles a+ 4§ xi—b<x<xi-\-6 (i=1,2,..., 2),
b—<5<&<Z> et cela quelque soit e>0. Dans les parties de (3,2>)
qui n’appartiennent pas aux intervalles précédentes z(x) a une
borne inférieure positive, donc z*(x) y est positive aussi pourvu
que e>0 soit assez petit. Ainsi donc l'intégrale z*(x) serait
positive dans un intervalle contenu dans (a, b) et dont lalongueur
surpasserait K, contrairement a la définition de ce nombre.

Cette contradiction montre que —1, or d’aprés le lemme
on a —1, il en résulte que et ceci établit la pro-
position.

Les résultats de la plupart des théoremes précédents sont
négatifs: on constate qu’il n'est pas toujours possible de con-
struire des intégrales satisfaisantes aux conditions données,
voici maintenant quelques proposition affirmatives:

2) Cf. p. ex. E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen,
p. 142—153.
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XIV. Supposons que I'équation caractéristique (2) possede
deux groupes de racines, chaque groupe comprenant (k—1)
couples (comptés avec leurs ordres de multiplicité) de racines
imaginaires dont les parties imaginaires sont toutes égales en
valeur absolue?l). Si le rapport des parties imaginaires des ra-
cines appartenant aux groupes différentes est irrationnel I'équa-
tion (1) est du type Lk

Soient al*ziM, a2+, ...,a*-ix" les racines du 1 groupe.
Si I'’équation (1) était du type Sk il existeraient, d'aprés le
théoréeme 1, des constantes ki,k2,...,kk non toutes nulles et des
nombres Xi,..., xk(®=f=xj) tels que I'on aurait:

fcj ett' sin faxi +... + kkeaix*sin  xk=10

Ki ea*-ix'sin  Xi 4-... + kkea*-ix*sin  xk=0
ki cos fiixi + ... + kkea*~'x*cos (hxk=().

On peut dailleurs supposer que xk—0 (cf. la remarque
a la fin du § 2). Il résulte des (k—1) premieres équations (15)
que I’équation en u:

Tei sin ftagexi “ +... + kk—isin  xk-i ex*-i“—0

posséde (k—1) racines: ai, 02,...,a*_i (comptées avec leurs
ordres de multiplicité), or il s’ensuit de la regle de Descartes
généralisée (cf. loc. cit. sous4)) que I'équation en u possede
au plus (k—2) racines réelles, @ moins que les coefficients
Ahsin ftiXi,...,kk_isin fiixk-i ne soient pas tous nuis, on a donc
kssinxs=0 (s=I,2,... (fc—1)). Supposons maintenant que
les coefficients de i des racines du 2 groupe soient tous
égaux a /7?2, 011 trouve tout pareillement que A»sin fi2xs—0
(s=1,2,... (k—1)). .Si l'on avait sin/3leg=0 et sin/S2#s=0
simultanément il en résulterait que le rapport pi'.p? serait
rationnel, en contradiction avec notre hypothése. On a donc:
k,—0, A2 =0,...,A;* i=0. Il résulte alors de la derniére des
équations (15) que l'on a aussi kk=0. Nous aboutissons ainsi
a une contradiction avec le fait que les constantes ki ne sont
pas toutes nulles, ainsi donc I’équation (1) est bien du type Lk

21) Elle peut avoir aussi d’autres racines.
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Les conditions du théoréme X1V sont vérifiées, par exemple,
dans le cas de I'équation y<§)-|-y=0 (avec k =3), on trouve
ainsi que cette équation est du type L3 (d’aprés I'’énoncé XI11
elle est du type 85 et d’aprés le résultat cité de M. Mikusinski
elle est du type A).

XV. Si I'équation caractéristique (2) possede k racines réelles
(comptées en tenant compte de leurs ordres de multiplicité) I'équa-
tion (1) est du type Lk

Soient yi,/2,%=.,/* les racines réelles que nous supposerons
simples. Si I'équation (1) était du type Sk il existeraient,
d’aprés I'énoncé I, des constantes Ai,...,&* non toutes nulles
et des nombres ei,....#* (iC/=k"s) tels que I'on aurait:

kieV'x' + fe2eyltl + ... + M7lx* =0 (i=1,2,...,1¢)

donc le déterminant:
BIL*1.,. fTLxk

evw...

devrait s’annuler, c’est ce qui est cependant impossible (cf. le
commencent du §4). Le cas ou certaines parmi les racines
réelles seraient multiples se traite d’Gne maniére analogue
(cf. le §4).



ON A PROBLEM OF M. F. LEJA
By Zygmtjnt Zahorski (Krakow)

M. F. Leja put the following problem [Ann. de la Soc.
Pol. de Math. t. XVIII, p. 172, 1, (1945) and Interm, des
Rech. Math. t. 2, fftsc. 5, Janvier 1946 qu. 0389, p. 5]: a closed
set C on the complex plan and a point zoe C display of the
following property: the transfinite diameter of the set
C.- {|z—z0| <<5} is positive for every d > 0. A sequence of poly-
nomials Pn(z) of degree n is bounded, |P,,(z)| <Jf, for every
zeC and every n. lloes a number <5()>0 (and Jfl<J-00)
exist, for every £e(0,l), such, that |P,,(») (1—e)n|<<FOr
every z fulfilling fz—z0/<<5(e) and every n?

When C is a continuum, the answer is affirmative (F. Leja
Math. Ann. t. 108, -1933, p. 520). From the quoted paper we
follow more, namely: the theorem about the existence of the
number <5() with the properties above named remains valid,
when |P,,(z)| <J/(z) on a set CtCC, 0 being the point of density
of the set of distances of the points of from z0; the finite
function Jf(z) does not need to be bounded. The theorem in
guestion has been used in the construction of the Green’s
function for an domain, the border of which is composed of
continuums (F. Leja: Ann. de la Soc. Pol. de Math. t. XIlI,
1933, p. 57—71). The construction can be applied to borders
with one — point components, but fulfilling the above — named
condition of density; it could also be applied to borders, which
fulfil the hypothesis, named in the formulation of the problem
(for every zoeC), if the answer were affirmative.

I shall prove, that the answer is a negative one. It does not
(possible) exclude the possibility of a construction of Green’s
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function, even of such a construction, as that of M. Leja
in Ann. Soc. Pol. t. XII, but the proof requires a change. It
is possible, too, that the counterexample | give cannot be
obtained for the polynomials, used in M. Leja’s construction of
the Green’s function, but these problems, together, with that,
concerning the existence of the Green'’s function, | leave opened.

Lemma. {In} being a sequence of positive numbers, 1,,<1,
»=1,2,..., a sequence of natural numbers {mn}, mn-+\>mn,
exists, such, that mn depends of n,!MA,...,~ only, denoting

2~mn =an, J/Ia,, 1 and for every k
n=

™ 14112"23. IN-1 4% +i+ B

Proof. We define by means of induction a sequence of
natural numbers mn in the following manner:

wii is the smallest natural number, fulfilling the condition:
Q) 2m‘>4192i.

mA(k=1), is the smallest natural number, fulfilling the
conditions:

@) 2m*>2%+11g0
»

©) WP >/»* 1.

From (1), (2), (3) it follows, that m» depends on k, Ik, 1/,-i,... %
only. We shall prove, that the sequence fulfils all the
conditions of the lemma. The an fulfil

o] 00 00

71=1 /1=1 nr- WY

according to (3), and likewise

4) 2* 192 1k
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5)
according to (1), (2), and hence, as e(0,.l)
| «11 2 | ak—I Iﬁk+ak+l+ " > lial 12a2 12ak-1 |€.k+ak+|+ ">
1 2 12 o1
1 1 1 * 1 o -S-
Wil*= fUh.l 2ngesr=~=//2 27192z, 2" = 2 »-12" =
/1=1
VL 1
>2 »-12" =K,

according to (4), (5), g. e. d.

The construction of the set C and of the sequence of
polynomials {P*n(z)} of degree kn (n-=1,2,...).

We choose an arbitrary positive number a>%9 and we

define, for an arbitrary sequence {In}, 1,,e(0,l), n 1,2,...,

a sequence of numbers m,, and a,=2-"", after the lemma,
where m,, depends only on n, I, 12,....1,,, and a sequence
of numbers

0) — ’(w, IX, %2,..., In) =min (Zn, u » ),

then a sequence of polynomials (in the variable z)

Qnz) =Q(n, It, 12 5 , In"») =

.

() = z(z—a)s"° (z—4lx)*n"i... (z—4In)Sn-n

where snt=2"n~m* i =1,2,...,n, sn0 =2""n; mtdepending only

on i, Ix, 12,..., It, Qn depends only on n, Ix, lz,..-, In, and besides
Sn, i

We define a sequence of numbers Rn =R(n, It, 12,..., In) >0
such, that

) IQ.(z)] <1 for every |z|<5-R,, -

and Rn is the greatest number with this property. It is possible,
for QnW 0 according to (7), and Rn depends only on the
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coefficients and on the degree of the polynomial Qn(z) and
so only on n, 2,..2,
In particular, we define by means of induction a sequence

of numbers 1,,e(0,l), putting:
(10) =
(12) min lii, for every k=lI.

It is easy to prove (by induction) that Jn>0; besides,
it follows from (11), (6), that

(12) Iimih=0, limr,=0.

n->00 //->00
We denote with Kn a circle
(13) [»-4Z,,) < m

the sequence {In} being chosen as above ((10), (11)), and we
put z0 =0,

[o]0)

(14) C=[0]+2X.

n=I

It follows from (12), that C is a closed set. The transfinite
diameter of the circle being positive, C and z0 fulfil the con-
ditions of the problem. The sequence {In} being defined, as
above, we put

(15) kn—1 - SN0 H- S((,i H- oo 4"

P*(«)="] for every fc=Mn, n=12,..

(16) P*n(a) — C(n, 1j,12 5 In, 3)] n=1,2,...

and, according to (7), P*n(z) is of degree kn.
We sljall prove, that the sequence of polynomials {P*n(«)}
fulfills the conditions of the problem, namely

@an [P*n(*)] 1 for every zeC and every n.
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It follows from (16), (7) that
(18) PAn0) =0 for every n,
and from (13), (6) we obtain for every zeK/,
(19) |»| < 4lk + rh < 5lk, |z] <5R,, when k>n

according to (11), and hence, according to (9), (16):

(20) [P*n(«)|<l for every zej? Kk

*=n+I

From (19), (11), (10), (14) it follows
(21) || | <1 for every zeC.

22) \z—4Z| <|z—.42*| + |42 — 4Z,|<r* + max (4ZA, 4Z) <
la+4Z) SL=fFf<1 for every zeK/,.
After (6), (13) for every zeK/,,
(23) \z—a| jz—4Za|4-147"—a| a—IA  A4"u—iZA<a.
From (23f, (22), (21), (13), (16), (7), (8), (6) it follows
(24) |P*n(«)|<as"-org"* = (ar )0 (ara-“lepao =1

for every zeKk,k ~n, and from (24), (20), (18), (14) follows (17),
g. e. d.

We shall evaluate the number

A = lim|/|P*n(3Zp)\.

n->00

After (11)
-—3P =1t fori p,

Sip—4li=>Slp—2Z/i>1Ip for i>p,
--3Zp 400 ---
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and hence, according to (16), (7), for n™p

(25)
— 3lp- (a — 3lp)sn,o-13lp —IZjl’o, i... 131p—4zp|sn,p... |3Zp — 4ZnF’n,n

= 3Z (a—1I\/'"0: L Z*-2..0 1 ?2np-i . | sn,p+»n.p+i+ -+%0n .

p\ 8/ ¥ 2 p-i p

From (8) we follow

’nJ)
N\ 182 ... I ™”P-i | Sn,p+-+Sn,n==1 I ttp-1 1 “p+“p+I+""+“N=>
1 2 p—1 p 1= p—1 p

=1."11“1...1 ttp—"lap+ap+I+-= 1
2 p—1 p 2

according to the lemma, (*) and since Z,<1, the more after

(15), (8):

(26) I sn, Bdsn,2  {™" P-1 Is""PN----- Asn,n
1 2 Tk

—L P > 5 * *n.0.

From (25), (26) it follows

(27)

ALY ——

Since s,,0 = 2m", then after (3), }1% S,,,0= + 00, /f'ﬂd k,, - + 00,
[kn 2> 8n, 0)

. 1
28 lim------------- - — 0
(28) "N+ <+, , 7 1 +2Un
®n,0 n=I

for, after the lemma £an”™1; because lim|/3Zp —1, from (27),

n=1 n->00
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(28) follows

= bm k|P*n(3Zp)| = >1-

In particular, for « =2,795 is «—<=2,42 so jSp>Il,l and,
for a=2J.2+T, fip™A. [It is known from the work of M. Leja
(Ann. Soc. Pol. t. XII, p. 57—71), that for every z a finite

__kn _
number P(z) exists, such that lim |[/|PA|;?)| ™ £(«)].

We put 6 = and obtain for A=11:
£/>(1—c) > 0,95 +1,1 = 1,045,

bm |/|PA,(3Z,)] (1-€) > 1,045,

n->00

KK(@3(p)| (1—=) >1,04 for every n> n0,
|Pa,(3Zp) (1—e)*n| = 1jOI*" for every n>%0,

and so the sequence PAi(«) (1—e)*" is not bounded in any
|«|<5, for, according to (12), lim3Zp=0; and so does
not exist, g. e. d. phee

Remark. It is easy to verify, that the polynomials PAn(«)
are commonly bounded in the circle \z—a| This circle
can, therefore, be added to the set C, and taking the poly-
nomials PAn(2a”) and the set C* E éthe image of C by the

transformation Z*—IE-} we obtain a result analogous, and
&«

C* C{|z| <1}, all roots of Pkn(2az) involved in C*. We observe,
that the existence of multiple roots of PAn(s) (and P*n(0) =0)
is not essential, for every one of them can be replaced with
simple roots, lying in the very circle K,,, their dislocation

being indifferent.
Denoting with r(<5) the transfinite diameter of the set
~3}, | put the question, whether the problem of
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M. Leja possesses a solution affirmative with the hypothesis
a(z0) =a= I<Er>r01 0 =0,
ev. a=1 ora=Ilim-T- >0, ev. a=a=a=1. (The inequa-
~ 0 °
lity is fulfilled O<a<a<l).

M. Leja has put, besides, the folloving problem: given
a closed bounded set C of transfinite diameter >0, does always
a point zoeC exist so, that for z0 the problem defined on the
beginning, admits of a positive solution. In connection with
this we can put forward the question, whether the following
generalization of Lebesgue’s theorem about the points of
density is valid: for every closed and bounded set C of transfi-
nite diameter >0 a sub-set Cx exists so, that every C2CCi has
a transfinite diameter 0 and for every zoeC—Ci the problem
admits of a positive solution.

Jelenia Gora, 1. 1. 1947.



UNE CONDITION DE REGULARITE
ET D'IRREGULARITE DES POINTS FRONTIERES
DANS LE PROBLEME DE DIRICHLET

Par F. Leja (Krakow)

1. Soit F un ensemble fermé et borné des points du plan
et z0 un point de F. Je dirai que Vensemble F posséde au point z0
la propriété F si a chaque suite de polyndmes

F —aonzn aihzn *-f-eed~ann, w=1,2,...,
uniformément bornée dans F et a chague e>0 on peut faire
correspondre un voisinage V du point z0 tel que la suite

Pn(z)

A + ey

soit uniformément bornée dans F.

On peut prouver que I'ensemble F posséde la propriété F
en chaque point d’un continu quelconque appartenant a F1)
et qu’il peut ne pas posseder la propriété F en un pointisolé de F
et, plus généralement, en un point qui n’est pas un point de
condensation de F. M. Z. Zahokski a donné récemment un
exemple d’'un ensemble F ne possédant pas la propriété F en
un point limite d’une suite des cercles appartenant a F2).

2. Soit 1) un domaine plan quelconque contenant le point
00 dans son intérieur. Désignons par F la frontiére de D et par

la fonction de Green classique de D avec le pdle a Il'infini,
c’est-a-dire la fonction réelle, positive et harmonique dans D

*) La démonstration dans mon travail inséré dans les Matli. Annalen
t. 108 (1933), p. 517—524.
2) Ce journal, t. 20, p. 215.
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possédant les deux propriétés suivantes: 1° La différence
G(z)—log\z\ tend vers une limite finie lorsque z->00, 2° G(2)
tend vers zéro lorsque z tend vers un point quelconque de F.

On sait que si la fonction G(z) existe elle est unique. La
différence G(z) — logz constitue la solution du probleme de
Dirichlet pour le domaine D et les données frontiéres:—Ilog».
Si cette solution existe quelles que soient les données frontiéres
continues sur F, le domaine est dit régulier. S. Zaremba
en 19083) et puis Il. Lebesgue en 1913 4) ont donné des
exemples des domaines irre'ywiiers.

Dans un domaine irrégulier la solution du probléme de
Dirichlet n’existe pas toujours (c’est-a-dire pour toutes les
données frontiéres continues). La fonction de Green classique
n’existe jamais. Néanmoins, a chaque domaine D, régulier
ou non. dont la frontiere F est de diametre transfini positif,
on peut faire correspondre, en suivant une méthode crééee
en 1909 par S. Zari™®bab) ou une autre créée en 1921 par
N. Wiener®6), une solution unique du probléme de Dirichlet
généralisé et, par suite, aussi une fonction de Green généralisée 7),
que je désignerai comme plus haut par G(z). Un point z0 de la
frontiere F est dit, d’aprés Lebesgue, régulier si chaque so-
lution du probléme de Dirichlet généralisée tend vers la valeur
donnée en z0 lorsque Dans le cas contraire il est dit
irrégulier.

M. G. Bouligand a démontré8) que: Pour qu’un point z0
de F soit régulier il faut et il suffit que la fonction de Green
généralisée G(z) tende vers zéro lorsque

3) Atti del 4. Congresso Intern., Roma 1908, t. I, p. 194.

4 C. R. de la Soc. Math. de France 1913, p. 17.

5 Sur le principe de minimum. Bull, de I’Acad. des Sc., Cracovie 1909,
p. 197—264.

e) Journ. of Matli. and Physic, Mass. Inst, of Technol. 1924, p. 24.

") Voici sa définition par la méthode de Wiener: On construit une
suite croissante des domaines réguliers [Dn] contenant le point 0o, contenus
dans D et tels que Dn->D-, on forme la fonction de Green classique Gn(z)
du domaine Dn et on démontre que la suite {<?,(*)} tend dans le domaine D
vers une limite G(z) indépendante de la suite {Dn}- Cette limite est, par
deéfinition, la fonction de Green généralisée du domaine D.

8) Annales de la Soc. Polon. de Math. t. 4 (1926), p. 59—112.
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Il est clair que tous les points frontiéres d'un domaine
régulier sont réguliers. Un domaine irrégulier dont la frontiére
est de diameétre transfini positif posséde au moins un point
irrégulier. Si ce diamétre s’annule, tous les points de F sont
irréguliers, par définition.

3. On doit a H. Lebesgue et a N. Wiener certains criteres
de régularité des points frontieres. Le but de cette note est
de démontrer le critére suivant:

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un point z0
de la frontiere F d'un domaine plan D (contenant le point 00)
soit régulier est que F posséde en ce point la propriété V.

Déménstration. Soit {f0, ..., £,} un systéeme de n-f-I
points de F. Désignons par V(f0,...,£,) le produit de toutes les
distances mutuelles de ces points

F(Co,....C,) = JJ |c-Cc*1
0</<k<™

et par ...rIn} un systétme de n-j-1 points de F tels que
le produit V(r]0 o — soit le plus grand. Supposons que les
indices des points r)0,..., rn soient choisis de maniére que parmi
les produits

At = |(»p—12%0) ** (rp — rp-i) (rft—"TJi+1)... (t]i —»7,,)|, i=0,...,n,
Ao soit le plus petit et formons les n-f-1 polynémes

= z—Vt-i . z—rg+i _ g—™Mn
(1) P * 0 Vt—Vi-i  Vt—Vi+i  Vt—Vn
(i=0,1,...,n)

que j'appelerai polyndmes extremaux de Lagrange appartenant
a I'ensemble F. On démontre que, en chaque point de F, on a

2 jZ<>(g) <1, i=0.,l,...,n, n=1,2,...
et que, si le diametre transfini de F est positif, la

suite {Iog’\|L()(«) [} tend dans le domaine D vers la fonction
Rocznik Pol. Tow. Matem T. XX. 15
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de Green généralisée de ce domaine )
3) HmlogHz"N ==£(«).

1° Supposons que F possede la propriété V en un point z0
de F. Alors il suit de (2) que la suite (L™(z) : (1 +¢e)"} est uni-
formément bornée dans un voisinage V de z0 donc dans ce
voisinage on a

4) |A*0)(2)] <M (14- e)n, pour Nn—1,2,...

et d'apres (3) G(z) < log(l-|- €). Puisque G(z) > 0 dans D donc
lim G(z) =0 et par suite le point z0 est régulier.

2° Supposons maintenant que z0 soit un point régulier
de F. Donc a chaque e >0 on peut faire correspondre un cercle K,
de centre z0 tel qu’on ait

(5) G(z) < log (1 -j-1j dans /)m£,.

D’apres la travail cité les polyndmes extremaux (1) posse-
dent la propriété suivante:
La limite

lim sup {max @)}

n->00 1

est égale a 1 dans I'ensemble CD, complémentaire a D, et
a eGu) dans le domaine D, donc elle est comprise d’aprés (5)

entre 1 et 1+5 dans le cercle Kt Par conséquent la limite
supérieure de la suite

NEW(2)| AL -, ol i peut dépendre de n,

est dans le cercle A( plus petite que 1, donc la suite
(6) LW+, n-1,2,...,

est bornée en chaque point de K,.

‘) Annales de la Soc. Polon. de Mathém. t. 12 (1934), p. 57—71, et
t. 18 (1945), p. 1n-11.
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J'ai démontré ailleursl0) que si une suite des polyndémes
{Pn(z)} est bornée en chaque point d'un continu issu d’un
point z0, alors, quel petit que soit e>0, la suite {P,,(s):(I-]-£)"}
est uniformément bornée dans un voisinage de z0. Il résulte
de ce théoréme appliqué a la suite (6) que la suite

(W (i+ 4}

est uniformément bornée dans un cercle K de centre z0,
donc il existe un nombre M tel que dans le cercle K

pour n=1,2,...,

Soit {Pn(z)} une suite des polyndmes uniformément bornée
sur F. D’apres la formule d’interpolation de Lagrange on
a identiquement

Pn(z) ="Pn(r,)L"(2)
i=0
donc, si |Pn(z)] <N sur F, on a d’apres (7)

IPn(M)I<(n+1)JOr(l +|7 dans K

et par suite
Pn(z) (n+1) MN(1+ e/2)"

(1+E)™" (I+e)n dans K.

Le dernier membre de cette inégalité est borné donc I'en-
semble F possede au point z0 la propriété V.

11 reste a examiner le cas ou le diametre transfini de P
est égale a zéro. Dans ce cas on a

n
(@) lim |[/|JZW(«)| = 00
71->00
en chaque point du domaine D1l). Je dis que dans ce cas lI'en?
semble F ne posséde la propriété V en aucun de ses points.

i») Math. Annalen, t. 108 (1933), p. 517—524.
u) Annales de la Soc. Polon. de Mathém. t. 12 (1934), p. 65.
15*
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En effet, d’apres (2) la suite est bornée sur F. Si F
possédait la propriété V en un point z0 de F, I'inégalité (4)
serait satisfaite dans un voisinage de z0 ce qui reste en contra-
diction avec la formule (8). Le théoréme est donc démontré.

4. Le critére précédent concerne le probléme de Dirichlet
dans le plan. Soit maintenant F un ensemble des points dans
I'espace a 3 dimensions. Désignons par |PP”n)| la distance du
point variable P au point fixe P\

Je dirai que F posséde en un point Po de F la propriété V
si a chaque suite des fonctions harmoniques de la forme

~MAPj—Cn lpp(M) | »=12,..,

ou Cn désigne une constante, uniformément bornée supé-
rieurement dans I'ensemble F et & chaque e>0 on peut faire
correspondre un voisinage V du point Po tel que la suite

—he »=1,2,...

soit uniformément bornée supérieurement dans V.
Il est probable que le critere précédent reste vraie dans
I’espace lorsque la propriété V y est entendue au sens dernier.



SUR LES PRINCIPES GEOMETRIQUES DE LA THEORIE
DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Par Georges Bouligand (Paris)

1. Retenu a Paris les derniers jours de mai 1947 par mes
cours, alors inachevés, je viens saluer la mémoire du Maitre
dont I'oeuvre a été décisive en plusieurs domaines, notamment
en théorie du potentiel et dont I’esprit rigoureux n’était qu’une
des marques de son haut idéal. Fort modeste, mon apport
dira d’autant mieux mon désir d’étre de ceux qui témoignent
ici & Stanislas Zaremba leur admiration, leur gratitude,
leur affection.

A la fin de 1923, comme je tentais d'étendre le principe
de Dirichlet, par exemple au cas ou la frontiére offrirait
un point irrégulier unique, Henri Lebesgue me donna
une idée du chemin déja parcouru dans ce sens, et par Henri
Poincaré dans son mémoire sur le balayage, et aussi par
Zaremba, grace a un théoreme dont I'’énoncé me sembla des
plus curieux: il évitait de mettre explicitement en cause les
conditions a la frontiére pour n’introduire, avec des intégrales
triples étendues au domaine D lui-méme, qu’une identité
valable dans le champ des fonctions ayant leur gradient de
carré sommable dans D et détenant I'harmonicité dans D.
Ce théoréme qui datait de 1909 (Sur le principe du minimum,
Bulletin de I’Académie des Sciences de Cracovie), prit sa pléni-
tude dans le mémoire fondamental publié par Zaremba
en 1927 (Journ. de Math. p. et appl., 9-e série, t. VI, p. 127—163),
car I'idée qui l'inspirait conduisait, de la maniére la plus natu-
relle, a une forme d’énoncé englobant les principes de Dirichlet
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et de Neumannx). Ce mémoire avait été précédé par une
communication de son illustre Auteur dans les Comptes Rendus
de I'Académie des Sciences de Paris, datée du 10 mai .1926
(t. 182, p. 1129)2).

De tels progrés se comptent. Et pourtant, malgré des culmi-
nations de ce genre, l'oeuvre de Zaremba en impose dans
toutes ses parties. Cette constance s’explique en partie par le
souci de reprendre toutes les questions a leurs principes. Et par
la, Zaremba se montre a tous trés accessible; trés stimulant
aussi, car on lit entre ses lignes la possibilité de travailler uti-
lement, en approfondissant tel ou tel secteur bien localisé des
théories classiques.

Voila la pensée qui m’a décidé a écrire ce qui suit.

2. De méme que Zaremba a renouvelé bien des recherches
de théorie du potentiel en substituant a la notion classique
du laplacien, somme de dérivées secondes, la notion de certains
laplaciens généralisés3), de méme on peut reconsidérer, a partir
de ses principes géométriques, la théorie des équations aux
dérivées partielles du premier ordre. Dans les exposés tradi-
tionnels relatifs a I'’équation

T(4E,«l,z,p,<7)=0,

on associe a chaque point d’une surface intégrale le plan tangent
en ce point, de maniére a voir en cette surface un lieu d’éléments
de contact annulant/. En réalité, pour prévoir I'absence possible
de plans tangents en certains points de la surface qui sera
dite intégrale, il vaut mieux introduire en chaque point de
cette surface son contingent et son paratingent. Supposons
d’abord que le cbne des éléments de contact attachés a un
point donné soit un cbéne convexe r.

x) Voir dans le méme recueil un autre important résultat donné, comme
conséquence du précédent, par M. Otton Nikodym (t. XI1, 1933, p. 95—108).

2) Voir aussi la communication qui fait suite a celle de Stanislas Za-
remba.

3) S. Zaremba. Contribution a la théorie d’une équation jonctionnelle
de la Physique, Rendiconti di Palermo, t. 19, 1905, p. 140—150.
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Une surface 6’ sera dite une intégrale contingente de /=0,

si en chacun de ses points, le contingent de $ est formé de

rayons non intérieurs a U et dont I'un au moins est sur la sur-

face de ce cone. Au sujet de I’intégrale contingente, je rappellerai
seulement ces résultats:

1° Considérons un ensemble ponctuel JE du plan xOy, et
mesurant la longueur d’'un arc dans ce plan par une intégrale
de la forme

I <p(Xl y-ldxldy)

ou la fonction <p, positive est positivement homogeéne et du
premier degré en dx, dy, telle en outre que le demi-céne

C= o)

soit convexe et compris entre deux demi-cones de révolution
£= x|+ rf, si I'on design?*par 6(x,y) la plus courte-distance
(au sens de la longueur irréversible selon ) comptée depuis
I’ensemble JE jusqu’au point (X,y), j'ai montré que la surface
z—O0(x,y) est une intégrale contingente de I’équation de Hamil-
ton-Jacobi dont le cdne élémentaire F au point X,y,z est
précisément le cbne ci-dessusd}:

2° Dans une étude concernant les courbes dont les demi-
tangentes, en un de leurs points sont intérieures (au sens large)
a un cone convexe 1\M) préalablement donné en ce point,
de maniére que les divers F(JM) constituent un champ continu
de cbne, M. André Marchaud a déterminé les frontiéres
des régions offertes a de telles courbes issues d'un ensemble
ponctuel donné; il a montré qu’une telle frontiére s’offre comme
intégrale contingente d’une équation aux dérivées partielles
dont le cbne élémentaire en tout point JM est F(JM)6).

La notion de I'intégrale contingente, qui appellerait certains
théorémes de détermination univoque, est un premier exemple

4) Bouligand G., Essai sur l'unité des méthodes directes (Mémoires
de la Société royale des Sciences de Liege 1933, 3e série, t. XIX. Voir les
iios 49 a 51).

s) A. Marchaud, Sur les champs continus de demi-cnes convexes et
leurs intégrales. Compositio mathematica, vol. 3, 1938, p. 89—127. Voir les
niB 27 et ss.
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des extensions naturelles de la notion d’intégrale d’une équation

aux dérivées partielless), obtenues a partir d’'une révision des
principes géomeétriques de la théorie.

3. Mais on peut, s’orientant dans une autre voie, définir
des intégrales paratingentes. Ce nom sera donné a une surface
dont le paratingent en chaque point est réduit & un plan, ce
plan devant étre tangent au cone élémentaire Z'(M) de I'équa-
tion /=0 considérée. De cette définition, il ressort qu’une
intégrale paratingente est un lambeau d'une intégrale au
sens de la théorie de Cauchy: prenons sur une telle surface
un point non situé sur une aréte de rebroussement, alors I'en-
semble des points de cette surface susceptibles d’étre joints
au précédent, en restant sur la surface, et sans avoir a franchir
une des arétes de rebroussement nous fournit la notion d’une
intégrale paratingente.

J’ai eu recours a cette notion pour étudier ce que deviennent
les intégrales d’une équation aux dérivées partielles dépendant
d’un parametre, quand le cbne élémentaire, pour une valeur
de ce parameétre (nous supposerons de nouveau ce cone convexe)
tend en chaque point a venir s’appliquer sur un plan 77(Jf)7).
Supposons que la répartition de ces plans donne naissance
a une équation intégrable aux différentielles totales. J’ai montré
qu’alors les intégrales paratingentes sont de largeur infini-
ment petite. Quant aux intégrales au sens de Cauchy, j'ai pu
prouver qu’elles vont présenter des arétes de rebroussement
de plus en plus nombreuses et se resserrant sur la surface,
mais cela, en particularisant le probléme. Posons, nous le
probléme de Cauchy pour une courbe tangente en chaque
point M au plan IT@JII) et supposons qu’il y ait un groupe

) L’hypotliése de convexité du cone élémentaire joue ici un role
essentiel.

7) G. Bouligand, Sur les équations aux dérivées partielles du premier
ordre infiniment voisines d'une équation non intégrable aux différentielles
totales, Journ. de Math. p. et appl. % série, t. XVI, 1937, p. 251—266.
Remarquer a cette occasion que la forme réduite adoptée au n° 3 de ce
travail et qui joue un role privilégié dans toute la suite ne représente qu’un
cas particulier. Cela, au méme titre que les équations différentielles
dy—f(*y")dx=0 ou / vérifie une condition de Lipschitz par rapport au
cas ou f est, sans plus, en dépendance continue du point (x,y).
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continu a un paramétre conservant a la fois la courbe L et
la famille de nos équations aux dérivées partielles. On se ra-
mene alors immédiatement au probleme de Cauchy pour une
équation différentielle ordinaire ce qui rend la démonstration
trés immédiate.

4. Le probléeme limite qui précéde vient de montrer I'in-
térét que présente la notion d’intégrale paratingente. En
étudiant des exemples tels que

P =y>(y), p=

ou y est une fonction continue sans dérivée, on comprend
que I'absence de certaines dérivées partielles pour la fonction /
au premier membre de f(X,y,z,p,q) =0 doit conduire, si non
a la disparition, du moins a la raréfaction des intégrales para-
tingentess).

Mais a cOté de ces divers résultats, antérieurement publiés,
il y a lieu d'insister sur un point essentiel: il consiste en une
relation qu’on peut établir entre les intégrales au sens de Cauchy
de /=0 et les intégrales paratingentes d’'une autre équation,
dans Il'espace a quatre dimensions. Cette relation s'établit
par voie de projection sur la variété u =0, c’est-a-dire sur
I'espace Oxyz, parallelement a I'axe Ou, dans I’hyperespace
Uxyzu-, cela dans des conditions que nous allons maintenant
préciser.

5. Il est naturel de confronter I'’équation /=0 avec un
systeme

(S p =A(X,y,z,u) qg BXxy,z.u)
qui s’en déduit en passant de la courbe Cxyz définie dans le

plan p, q par-
/G»Y,2,p,9) =0

et dépendant des trois paramétres Xx,y,z a sa représentation
paramétrique ci-dessus. Or I'intégration du systeme (S) équi-

s) G. Bouligand, Note XII du Précis d’Analyse de Lainé, tome Il
3e et 4e édition.
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vaut a la recherche, dans I'hyperespace Oxyzxi, d’une hyper-
surface

W u=u(xy.z)

vérifiant I’équation linéaire

(A)
+ —Bx--AZB —BZA —

ou les indices symbolisent des dérivations partielles accomplies
sur les fonctions qu’ils accompagnent; puis, cette hypersurface
ayant été obtenue a la recherche de surfaces a situées sur elle,
ou encore de surfaces cii qui sont les projections des a sur u =0
et qui satisfont a I'’équation aux différentielles totales (ainsi
rendue intégrable):

0) dz =A[,Y,2, u(ic, + B[X,y,z,u(x,y,z)]dy.

En vertu de (2), on fait ainsi apparaitre une famille de
surfaces a un paramétre; ce sont des a particuliéres dont les
projections & sur u=0 sont des intégrales de /= 0.

Comme on le voit, nous n’avons pas recherché ici (ce qui
serait malaisé) la généralité maxima. Nous avons admis
que A, B ont des dérivées premieres continues par rapport
aux quatre variables x,y,z,u. Pour bien délimiter les pré-
misses, convenons que la donnée initiale est celle du systeme (S)
et restreignons-nous a une étude locale autour d'un systéme
de valeurs x0,ywz0,u) pour lequel les dérivées Au et Bu ne
soient pas simultanément nulles. On peut alors passer de (S)
a une équation /=0. Soit par exemple Au==0. Alors /—0
s’écrit

y  BIxy,z, U,y,z,p)\

U ayant des dérivées premieres par rapport a x,y,z,p, ce qui
permet d’envisager le systeme des caractéristiques de /=0.

6. Mais avant toute considération de ce genre, plusieurs
remarques s’'imposent. Supposons qu’on parte d’une surface w
qui soit une intégrale quelconque de /—O0. Alors, en chaque
point de w, les deux équations de (S) ont une solution commune
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en u. De m, on déduit donc une surface a de I’hyperespace Oxyzu
par laquelle il va passer en général une intégrale bien déter-
minée de I'équation (A) du n° 5, par exemple I’hypersurface (A).

Il convient de se représenter que cette hypersurface est
engendrée par les courbes intégrales du systéme différentiel

dx dy d= du
Bu —Au ABU—BAI Au— Bx-\-BAz—AB!

et qu'a ce titre, rien ne s'oppose a ce qu’'elle ait des hyper-
plans tangents paralléles & I'axe des u. Le lieu des points de
I’hypersurface (a) ou se présente cette circonstance est une
variété a deux dimensions, soit (w). L’une des surfaces a qui
sillonnent (h) pourra couper (w) suivant une courbe y. la pro-
jection ¢a de cette a présentera dés lors en général une aréte
de rebroussement, qui est elle-méme la projection de y (tou-
jours sur w=0).

7. Considérons le probléme de Cauchy relatif a I'équa-
tion /=0 et & une courbe C et une surface & apportant une
solution de ce probleme. Cette surface & est la projection
sur u— 0 d’une surface a qui est la solution d’un autre probleme
de Cauchy relatif au systéeme (S) et a une courbe B projetée
sur u=0 suivant C et le long de laquelle u se détermine, une
fois p, q calculés par le processus classique, en utilisant Je
systeme (S). Lorsque I'on a trouvé B, on peut a volonté s’en
servir pour retrouver la surface & a cette fin, on passera par
I'intermédiaire de I'hypersurface (h) qui est une intégrale de
I’équation linéaire (A) et qui contient Z’; il y a sur cette hyper-
surface une surface a qui va contenir aussi r et sera projetée
suivant ce.

Cela fait comprendre le mécanisme des cas d'indétermi-
nation. Dans ce qui précédé, nous avons en effet exclu implici-
tement le cas ou F serait une courbe caractéristique de I'égqua-
tion linéaire (A). Lorsque cette circonstance se produit, le
systéeme (S) fait spontanément correspondre a B (le long de
laquelle x,y,z,u sont fonctions d’un certain paramétre) une
courbe de I'espace X,y,z le long de laquelle, en vertu du sy-
steme (S), les cinq quantités Xx,y,z,p,q sont elles-mémes des
fonctions du paramétre précédent. On voit ainsi s’introduire
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tout naturellement les bandes d'éléments de contact, que la
théorie classique fait intervenir indépendamment du systéme (S)
et qu'elle dénomme encore caractéristiques pour exprimer
gu’elles se prétent au raccord d’une infinité de surfaces inté-
grales de /—0 @)

8. Au point de vue didactique les considérations élémen-
taires qui précédent forment, grace a I'adjonction d’une qua-
trieme dimension, une introduction naturelle a I'étude d’une
équation du premier ordre f(x,y,z,p,q)=0 par les méthodes
ordinaires propres a l'espace a trois dimensions et inspirées
par I'idée de dualité. D’ailleurs, dans des problemes classiques
comme la recherche d’une surface dont les normales rencontrent
une courbe assignée, c’est a un systeme (S) (et non a une équa-
tion du type /=0) que I'on se trouve directement conduit.

Au point de vue de la recherche, on apergoit maintenant
des questions intéressantes. Il suffira, dans I'application de
la méthode signalée au n° 5, de conditions supplémentaires

») Ou pourrait essayer d’appliquer ce qui précédé a I'étude du com-
portement des solutions d’'un systéme (<) de la forme suivante

P=y +eA(xy,z,u) q=eB(x,y,z,u)

en supposant que e désigne un paramétre susceptible de tendre vers zéro
(et aussi, de figurer dans A et B). L'équation (A) s’écrit alors

Au~—bJ+ + (BAa—ABU)  +i+ A,,~BX +AzB~ BZA— 0.
«y X az e

Ses caractéristiques sont les courbes intégrales d'un champ vectoriel
aux composantes

—Au, ABU—BAU, [+ AU-Bx+AZB — BzA.

Le vecteur du champ tend a devenir paralléle a I'axe des u quand e
tend vers zéro et on peut espécer rejoindre dans cette voie les recherches
citées au 2e alinéa du n° 3; cela en particularisant (Sc) de maniére que,
pour I'équation /» =0 correspondante, le cone enveloppé par les plans
des éléments de contact issus d’'un méme point soit un cone convexe et
supposant de plus que la courbe C ait été choisie de maniére que la tangente
en chacun de se points se trouve a l'extérieur du cone correspondant.
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peu restrictivesll) pour étre en mesure d’affirmer que (h) est
une intégrale paratingente de (A) et que les surfaces s déduites
de (h) par I'entremise de I'équation (6) sont des intégrales
paratingentes du systétme (S). La recherche des dites con-
ditions accomplie, on verrait se préciser la relation entre inté-
grale de Cauchy et intégrale paratingente, la premiere s’offrant
dans I'’espace Oxyz comme la projection d’une intégrale para-
tingente de I’hyperespace Oxyzu.

9. Ce qui précédé suppose que l'on ait étendu la notion
d’intégrale paratingente a un systeme d’équations. Il suffit
pour cela de suivre la voie la plus naturelle. Considérons un
systeme de la forme

/A — /2= ...==/n= 0

conditionnant n fonctions inconnues zvz?, ...,zn de deux va-
riables indépendantes x,y (ou de variables plus nombreuses)
ainsi que leurs dérivées premiéres

Pli P21 e iPn

31, 32, e== , 3N *

Dans I'espace (a?y,sl, z2,...,z,,) une intégrale paratingente
est une variété

Zi=Zi(XY), Z22=2204,Y)seeer  Z, = Z,(X,Y)

dont toute paratingente en chaque point est dans une variété
linéaire

10) La nécessité de telles conditions apparait lorsqu’ayant pris, dans
un espace a n dimensions une famille F a w—1 paramétres de courbes,
douées d’une paratingente unique en chaque point et telles que dans une
région R, il passe une et une seule de ces courbes, et pris en outre une
autre courbe L a paratingente unique, on se propose d'étudier I’ensemble
formé par les courbes de F rencontrant L. Dans le cas n= 3, par exemple,
on ne peut pas conclure des conditions venant d’étre énoncées que cet
ensemble soit constitué par une surface douée en chaque point d’un para-
tingent plan.
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Ao ~ PiA~/\ <N | eee > Zn— PnX~J' Qn i

astreinte en ce point a la condition, pour les coefficients des X, Y
dans les seconds membres, d’annuler

10. Cette notion générale s’est montrée féconde en des
recherches récentes d’un de mes éléves, M. Georges Llensa,
qui a étudié le systéeme classique

-> -> -> -> -> ->
(S) gradvegradw=gradw-+gradw=-gradutgradv=20

de la théorie des systemes triples orthogonaux, en s’attachant
a découvrir des propriétés de dérivabilité des surfaces u = const.,
® = const., w = const. définies par une de ses solutions («,®,w).
Comme I'élimination de deux des fonctions inconnues pré-
suppose des propriétés de dérivabilité, il était naturel de com-
mencer, a ce point de vue, par I'’étude de solutions particulieres
conduisant a des systemes triples, ou dans I'une des familles,
le passage d’une des surfaces a une surface infiniment voisine
peut s’interpréter comme une opération infinitésimale de
parallélisme, mais en supplantant le parallelisme euclidien
par le parallélisme au sens de Lobatchefsky (schéma de
Poincaré).

Soient alors O (w) et Ji(u) le centre et le rayon d’une sphére
S(u) fonction continue du parametre u. Soit FI la famille des
surfaces de niveau d’une intégrale paratingente quelconque
de I’équation

(MO —u2) grad2w =1

et soit toute famille déduite de trois fonctions u, v,w (de
gradients 4=0) fournissant une intégrale paratingente du sy-
sttme (S). M. Georges Llensa établit les deux théorémes
suivantsi?.

1) G. Bouligand, Sur quelques groupements de problémes. La Revue
Scientifique 82e année 1944, page 10, premiére colonne.

12) G. Llensa, Sur les propriétés de dérivabilité relatives a certains
systémes triples orthogonaux, C. R. T. 220, 1945, p. 297. Voir aussi C. R.
T. 222, 1946, p. 845.
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Théoréme 1. Pour qu'une surface u = u0, disjointe de S(u0),
appartienne a une famille F. (au sens indiqué ci-dessus), il faut
et il suffit qu'elle soit a courbure bornée.

Théoreme 11. Pour gu’une surface p -- u0, disjointe de S(u0),
appartienne a une famille F.,, il faut et il suffit que sa représen-
tation explicite posséde des dérivées secondes continues.

Et M. L1ensa montre encore (voir sa seconde note citée)
que le résultat obtenu pour u - u0, lequel se transmet aux
surfaces voisines de la méme famille, ne doit faire préjuger
en rien de ce qui se passe pour les deux autres.

On voit ici se manifester, grace a la continuité des gradients
de u,v,ic (réclamée par la propriété spécifique d’intégrale para-
tingente qui particularise toute famille JL,) des propriétés <lhyper-
dérivabilité du systeme & (c’est-a-dire impliquant I’existence
de dérivées d’un ordre supérieur a celui des dérivées présentes
dans S). Dans le théoréme I, qui généralise une remarque
tres immédiate relative a I'équation familiére p2+g2=113), il ne
serait pas nécessaire d’introduire une intégrale paratingente,
mais seulement une intégrale uniforme. Cette substitution
n'est plus possible dans I'énoncé du théoréme Il, comme I'a
signalé M. G. Llensa en soutenant sa These a Paris le
21 juin 1947. Et en effet, il existe des solutions uniformes de (S)
qui correspondent par exemple & des surfaces de révolution
paralléles entre elles, au sens euclidien, mais qui tout en étant
a courbure bornée, n'ont pas partout de courbure principales
définies.

11. Je suis au ferme de I'exposé que je me proposais de
donner ici, exposé qui vaut surtout par les compléments que
d’autres ont su ajouter & mes propres idées. Mais j’ai I'impression
que I'esprit animant ses différentes parties se distingue par

1) G. Bouligand, Bull. Scienc. Matli. 2e série, t. 60, 1936,
p. 211—213.
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une tendance a mettre au premier plan VAnalyse géométrique M)
celle qui dépasse les préoccupations du continu purement nu-
mérique, en étudiant de la maniére la plus générale possible
les limites des suites de figures. Et Stanislas Zaremba
est certainement l'un de ceux dont I'oeuvre a canalisé
dans cette voie une partie importante de I'activité mathé-
matique.

u) Ce livre est celui que j'ai choisi pour un nouveau livre destiné
a synthétiser trois de mes ouvrages antérieurs: Lecons de Géométrie Vecto-
rielle, Premiéres notions sur la Théorie générale des groupes, Introduction
a la géométrie infinitésimale directe.



REMARQUES SUR LES SURFACES ALGEBRIQUES
POSSEDANT UNE INVOLUTION CYCLIQUE PRIVEE
DE POINTS UNIS

Par Lucien Godeaux (Liége)

A diverses reprises, nous avons étudié les involutions n’ayant
qu’'un nombre fini de points unis appartenant a une surface
algébriquel). En particulier, nous avons considéré les invo-
lutions privées de points unis, ce qui nous a permis de construire
une surface de genres = = P2 -2, P3=42). Dans cette
note, nous nous proposons de reprendre I'étude des involu-
tions cycliques d’ordre p, privées de points unis, appartenant
a une surface algébrique possédant ool courbes canoniques
effectives au moins et dont les systemes pluricanoniques ne
sont pas composés au moyen d’un faisceau. Nous établissons
notamment que le systeme canonique d’une telle surface con-
tient p systémes linéaires appartenant a I'involution, que la
surface support de celle-ci soit réguliére ou non. Nous complé-
tons en outre, sur divers points, les résultats que nous avons
obtenus antérieurement, dans les notes citées.

1. Commengons par rappeler une propriété des courbes
algébriques de genre supérieur a l'unité, contenant une invo-
lution cyclique d’ordre premier, privée de points unis.

* Voir par exemple notre exposé: Les involutions cycliques appar-
tenant a une surface algébrique (Paris, Hermann, 1935).

2) Sur une surface algébrique de genres zéro et de bigenre deux (Rend.
Accad. dei Lincei, 2¢ sem. 1931); Sur les surfaces algébriques de genres
arithmétique et géométrique zéro, dont le genre linéaire est égal a deux (Bull.
Acad, de Belgique, 1932); Sur les involutions cycliques dépourvues de points
unis appartenant a une surface algébrique réguliere (Idem., 1932).

Kocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 16
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Soit C une courbe algébrique de genre ot>1, contenant
une involution cyclique Ip, d’ordre premier p, privée de points
unis. Désignons par T la transformation birationnelle de C
en soi, génératrice de Ip, et par C' une courbe image de cette
involution. Si n' est le genre de W, on a, par la formule de
Zeuthen,

p(n'-- 1) = 7t-- 1.

La série canonique |K| de C est transformée en elle-méme
par T et contient un certain nombre v de séries linéaires par-
tielles appartenant a Ip. Désignons par |&EX|, |£2|,..., |/EV| ces
séries partielles. L'une d’elles, par exemple la premiére I-Kj,
est, d'aprés linterprétation géométrique de la formule de
Zeuthen donnée par M. Castelnuovo, la transformée de
la série canonique de C', de dimension Nn—1.

Les séries |/E2|, |/£3J,..., |A',.| ont pour homologues, sur C',
des séries d’ordre 2n'—2, qui sont nécessairement des séries
paracanoniques de C', de dimensions n'—2.

La transformation T agit sur les groupes de |K| comme
une homographie sur les points d’un espace linéaire a n—I1
dimensions et par conséquent on a

a'-1-f- (v—1) (?f—2) + v = n.

En utilisant la formule de Zeuthen, on en déduit v=p.

Donc, la série, canonique |K | de C contient p séries linéaires
partielles appartenant a I'involution Ip, I'une de dimension n"—1,
les p—1 autres de dimension n'—2.

2. Soit 2’ une surface algébrique réguliére, de genre arithmé-
tigue pa=l, contenant une involution cyclique Ip, d’ordre
premier p, privée de points unis. Désignons par T la transfor-
mation birationnelle de F en soi, génératrice de I'involution Ip.
Nous désignerons par O une surface image de l'involution Ip
et par pa son genre arithmétique.

Nous ferons les hypothéses suivantes:

1) Le genre arithmétique p,, de O est supérieur a zéro;
2) Les systéemes pluricanoniques de F ne sont pas composés
au moyen d’un faisceau.



SURFACES ALGEBRIQUES 243

La surface O est, comme la surface F, réguliére et entre
les genres arithmétiques pn de F et p'a de O, on a la relation3)

1) pa+1 = p(pa+l).

Il en résulte que, p étant supérieur a l'unité, on a pa> p'a-

Le systeme canonique | C| de F est transformé en lui-méme
par T. Il ne peut cependant appartenir a l'involution Ip, car
alors il lui correspondrait sur O le systétme canonique de cette
surface et on aurait p,, = p'a, ce qui est impossible.

Il en résulte que le systeme | C| contient un certain nombre v
de systémes linéaires partiels

1IGLIC2|,.... [C,],

appartenant a l'involution Ip. A ces systemes correspondent
sur O des systémes linéaires complets

dont I'un, par exemple est le systéme canonique de O
d’aprés un théoréme classiqgue d’ENRIQUES.

Soient rx, fi,..., rv les dimensions des systémes précédents.
T opére sur les courbes de | C| comme une homographie sur les
points d’'un espace linéaire & pa—1 dimensions, donc on a
2) Vd" 4 e+ r= .

On a d’ailleurs, puisque |.T1| est le systéme canonique de O,
ri=Pa—1-

Désignons par n le genre linéaire de la surface F, par n'
celui de la surface 0. Les courbes (\ sont donc de genre n et
les courbes I\ de genre n'. Entre une courbe I\ et la courbe Cx
homologue, on a une correspondance (l,p) privée de points
unis, donc, d’apres la formule de Zeuthen,

3 n—I1—p(n—1).

La méme formule s’applique également a la correspondance
entre une courbe r2,ra,..., ou Fv et la courbe C2,C3,..., ou C,
homologue, par conséquent les courbes F2,r3,...,rr sont de
genre n'.

3) Recherches sur les involutions douées d’'un nombre fini de points de
coincidence appartenant a une surface algébrique (Bull. Soc. Math, de France,
1919); Les involutions... (loc. cit.).

16*
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3. L’'adjoint |C'| & |C|, c’est-a-dire le systeme bicanonique
de F, est transformé en lui-méme par T. D’autre part, comme F
est réguliére, il découpe sur une courbe C la série canonique
compléte de celle-ci. Si cette courbe est transformée en elle-
méme par T, c’est-a-dire est une courbe CI,C2,... ou Cv, la
série canonique de cette courbe contient p séries linéaires
partielles dont les groupes sont transformés en eux-mémes
par T.

Soit G un de ces groupes. La dimension du systéeme |C'|
étant égale a — 1, il passe certainement des courbes C'
par G et ces courbes sont transformées les unes dans les autres
par T. 11 en résulte qu’il existe au moins une courbe C", trans-
formée en elle-méme par T, passant par le groupe G. Par con-
séquent, | C"| contient p systémes linéaires partiels appartenant
a linvolution Ip et découpant, sur chacune des courbes
Ct,C2,...,Cv les p séries linéaires appartenant a Ip.

A ces p systémes linéaires correspondent sur O des sy-
stemes linéaires complets parmi lesquels se trouvent les
adjoints |rl|,|7Y"|,...,|]7V| aux systemes |7YMr2|,..., |7Y].

Puisque la surface < est réguliére, I'adjoint |7Y| au sy-
steme |7Y| découpe, sur une courbe I\, la série canonique com-
plete, de dimension n"—1. Si r est la dimension de |7Y], la di-
mension du systéme canonique de O est donc r—n'=7p',—1,
donc |7Y| a la dimension p'a + n'—1.

Sur une courbe 7Y, 10 systéme |7Y’| découpe une série linéaire
d’'ordre 2n'—2, paracanonique. Cette série est compléte, car
autrement, il existerait sur la courbe C2, homologue, des groupes
canoniques appartenant a Ip et non situés sur des courbes C'
transformées en elles-mémes par T. Il en résulte que cette
série a la dimension n'—2 et que le systeme |[7Y—7Y| a la
dimension p'a. Il en est de méme des systéemes

In'-7Y|,|7Y-7Y],...|A-.G|.
Observons maintenant que les systémes
|n'-r2|,|7Y-r3|,-,|r'-7;]

coincident, dans un certain ordre, avec les systemes
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On a donc
rr=pa—1,>»2=T5=..=rv=pa.
Les relations (1) et (2) donnent

(0 4-1) —1=pa=p(p; + 1)—1,
d'ou v=p.

On voit donc que:

Si une surface réguliere F de genre arithmétique pa>" et
dont les systemes pluricanoniques ne sont pas composes au.moyen
d'un faisceau, contient une involution cyclique d'ordre premier p,
privée de points unis et dont I'image est une surface O de genre
arithmétique pa> 0, le systéme canonique | C| de F contient p sy-
stémes linéaires partiels appartenant a l'involution-, I'un a la
dimension pd — 1 et est le transformé du systéme canonique de <P,
les autres ont la dimension pa

4. Supposons maintenant que la surface O ait le genre
arithmétique pa=0. On a alors

po=p —1.

Le raisonnement précédent n’est plus applicable sans modi-
fication, le systeme canonique de O n’existant pas et aucun
des systémes |Zi|, |.T2 |.T,,| ne coincidant donc avec le systeme
canonique de O.

On prouve encore, comme plus haut, que I'adjoint |C|a | C|
contient p systemes linéaires appartenant a l'involution Ip et
auxquels correspondent sur O des systemes linéaires complets
parmi lesquels se trouvent les adjoints

[r1),[rl],....|r;] & |rl,]r2l,...,u;)].

Le systeme canonique |Z*i—A\| n’existant pas, |Z!'| a la di-
mension n'—1 et-il en est de méme des systémes |r?|,..., |7V|.

Le systéme |Zi'| découpe, sur une courbe r2, une série para-
canonique compléte, de dimension n'—2 et par conséquent,
il existe une courbe ri—F2. De méme, il existe une courbe
ri—r2,..., une courbe Mm—rv, une courbe P2— Zi, une courbe
ri—r3,..., une courbe ZV—Zi, i. Ces différentes courbes coinci-
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dent nécessairement avec les courbes rv, qui sont
isolées (chaque courbe étant obtenue plusieurs fois). On a

n=rn=..=r1,—0
et la formule (2) donne
v=-pa=p — I.

Si une surface algébrique réguliere F, de genre arithmétique
pa=>Il et dont les systemes pluricanoniques ne sont pas composés
au moyen d'un faisceau, contient une involution cyclique d'ordre
premier p, privée de points unis et de genre arithmétique pa=Q,

le systeme canonique |C| de F contient p—1 courbes isolées,
appartenant a l'involution. On a pa=P—1-

5. Nous allons maintenant construire le systéeme bicano-
nique de <.
Le systeme canonique |C| de F, de dimension

po—Il=p —2=0,
contient p—1 courbes isolées
0i, C2, ..., Cp_i,

transformées en elles-mémes par T. On peut choisir une racine
primitive e d’ordre p de l'unité, de maniére a attacher a ces
courbes respectivement les racines

°=1, e, €2,..., ep~2

Le systéeme bicanonique | C' |=|2C| de J! contient p systemes
linéaires partiels appartenant & Ip et qui contiennent respecti-
vement les courbes

2Ci, C1-1-C2, Ci+C3,...,Ci+ Op-1, C24-Cp_i,
auxquelles sont respectivement attachées les racines
£=1, e él,...,.ep~2, ep~l.
A ces systemes correspondent sur O les systemes
4) [2A[, |A+AL.", ™ m— A+ p-il-

Parmi ces systémes se trouvent les p —1 systemes
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Le systtme \FI—AJ n’existant pas, |A'| ne peut coincider
avec un des p—1 premiers systemes (4) et on a
ia'i=j™Nai,
Observons que les systemes (4) peuvent s’écrire, dans un
autre ordre,
IA+A]| |2Al IA+AL..., |[A+A-I], IA+A_,|
On en déduit
|A"| = |rs+A-i|
et par conséquent
|A"] = |JA'+A-1l = |A + 2A-1|.

Or, les courbes 2A i et A + A>3 appartiennent au méme
systeme linéaire et on a donc

|A']-|A+A +A-3|.
Par conséquent,
|A"-A| = |A+A_3|.

Le systeme bicanonique de O correspond donc a la racine
£ -2 et par conséquent, si nous posons

p=22+1,
il comprend les courbes
A+ A-DA+rp2y A+ A5 e A+ A+i

Le bigenre de O est dailleurs PT— n.

Observons que les 2 courbes précédentes sont linéairement
indépendantes et que par suite on a 2, c’est-a-dire

p 2jr'+ 1
6. Supposons maintenant que la surface F ait l'irrégularité
d=Pg—~P«>0
et la surface 0. I'irrégularité

= Pg—pa”g-
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Nous supposerons p9=l, Pg~"pa>" et que les systémes
pluricanoniques de F ne sont pas composés au moyen d’un
faisceau.

La relation (1) liant les genres arithmétiques de F, <P est
toujours valable et par conséquent on a pa<pa, donc pg=>pg-

Soient encore |<!|, |C21,... /1 | les systémes compris dans
le systétme canonique | C| de F, appartenant a I'involution Ip
et |Z\|, [FS|,..., |-ZV| les systémes correspondant sur O. La re-

lation (2) s’écrit maintenant
(5) n—+rl+.. +r,+

Le systeme |-ZA| sera, par hypothése, le systeme canonique
de O, de dimension pg— 1.

Sur 0, I'adjoint |Ji'| & 11\ | découpe sur une courbe Pi, d’apres
le théoréme de Picard, une série de défaut g' appartenant
a la série canonique, c'est-a-dire une série de dimension
n'—qg'—1. Il en résulte que |Zi'| a la dimension

PfZ—1 + n"—q' = pa+ 1.

Il en est de méme, pour la méme raison, des systémes
|r?],..., |r/|, respectivement adjoints a |P2|,..., |7V]|

Sur une courbe 1\, les courbes P2 découpent des groupes
de 2ti'—2 points appartenant a une série paracanonique; la
dimension de cette série est donc au plus égale a n'—2. Nous
supposerons qu’elle a la dimension n'—2— a2,

De méme, nous désignerons par n'—2—<$3,., n'—2 —@,
les dimensions des séries découpées sur une courbe 1\ par les
courbes TV, ...,7V'. Ces séries appartiennent a des séries para-

canoniques.
Les courbes 7'—1\ forment un systeme linéaire de dimension

Pa+ n'—1— (7t'— 1 — 02) — pa+ 02.

De méme, les systémes |[7V—PIi|,..., [7V—/1 ont les dimen-
sions Pa+Q03,..., pa+ &n
Appliquons la relation (5); on a

Pg—1+ (V—I)pa + & + <I3+ ... + <L+ V = Pg*
On en déduit, en utilisant la relation (1),
(6) A5+ +dv—g—g - (p—V) (pa + 1).
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7. Aux systémes [ZY], |ZY|---» /7. correspondent sur F
des systémes linéaires appartenant a l'involution Ip et com-
pris dans le systeme |C'| adjoint a | C]|.

Le systeme |C'| découpe, sur une courbe C, d’apres le théo-
reme de Picard, une série linéaire de dimension Nn—1—g,
appartenant a la série canonique. Les séries découpées sur
une courbe C par les transformées des courbes JY, 7V,...,/Y
appartiennent a une série comprise dans la précédente. Cette
série a la dimension

n g4 (v—1 Gi'—1) +®@+0834- ... 4-<iv-|- v— 1.
On a donc
v{in'—1)--02d -+ .40, n—14-q—q.
En tenant compte de (3), on en déduit
N2+ 13 + eee + (v—r)(5l/—1) H-2—*+

En rapprochant cette inégalité de la relation (6), on a
(p—V) (p'a— tt'4- 2)"0.

On peut donc affirmer que v=p si le genre linéaire n' de O est

inférieur a pa 4- 2

8. On peut, par une autre voie, montrer que l'on a tou-
jours v=p.

Dans le systeme bicanonique |C'| de F, adjoint a |C|, de
dimension P2— I="pa-\-n—1, il existe un certain nombre «
de systéemes linéaires partiels appartenant a I'involution Ip.
Parmi ceux-ci se trouvent les transformés des systéemes
jZY|, | .n* «<H « dimension pa+ n'—1.

Supposons en premier lieu p =v. En appliquant la théorie
des homographies au systéme | C'|, on a

v(pa 4- tt'— 1) 4- V=Pa+K,

d’ou
v{p,,*+ TT) = p(pa+ 7t)
et v—p.
Supposons maintenant p>v et soient |/\V+i|,..., |[JY]| les

p—vV systémes de O correspondant aux p—V nouveaux systémes.
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Les systemes |[/V+i—r], |r,,'+2—rt],..., |[rp— A| ne peuvent
exister et ont donc des dimensions r™-i,...,rp au plus égales
an’—2. En appliquant la théorie des homographies, on a actuel-
lement

v(pa+ ")+ [>+ —v=p«<+ Tt
d’ou
4+ + rft= (p—v) (pa + ") — (p—V)-
Par conséquent, on a
(p—V)pa+ (p—p)7t'+Z—V < 0.
Cette inégalité entraine I'égalité et on a

p v=p,
contrairement a I’hypothése.

On a donc toujours v—p et par conséquent:

Si une surface d'irrégularité g, de genre arithmétique pa>lI,
dont les systémes pluricanoniques ne sont pas composés au moyen
d'un faisceau, contient une involution cyclique d'ordre premier p,
privée de points unis, d'irrégularité q' et de genre arithmétique
pa>0, le systtme canonique de F contient p systemes linéaires
partiels appartenant a l'involution, dont I'un est le transformé
du systéme canonique de la surface image de l'involution.

En vertu de (6), on a
A2+ g+ we + Np—Q —*>

c’est-a-dire que la somme des défauts découpés sur une courbe Pi
par les adjoints |Li'|,..., |Pp'| aux systemes |Lil,..., |/p|, est
égale a I'irrégularité de la surface F.

En particulier, si g—q', on a

00=m—.. =dp=0.
Il est aisé de voir que si pd&=0O, on a ?=p—1L1.
Liége, le 26 ao(t 1947.



SUR LA COURBURE TOTALE DES COURBES
FERMEES

Par Karol Borsuk (Warszawa)

1. Une fonction continue x(t), dont les arguments t sont

tous les nombres réels d’un intervalle et les valeurs
(1) X(t) — (xI(t), &W»  xn(t))

appartiennent a I'espace cartésien n-dimensionnel C«l), est
dite parcours dans Vespace Cn. Soit x(i), ou un autre

parcours dans Cn. Les parcours x(t) et x(t) sont dits équivalents,
lorsgqu’il existe deux fonctions réelles, continues et non décrois-
santes ¢?(r), ~(r) définies dans Il'intervalle O<t<1 et satis-
faisant aux conditions:

>0)=a; ¢>()=¢ y(0)=a <p()=5,
#[95(7)] = &[y>(r)] pour tout O™e<1.

Il est clair que les ensembles des valeurs de deux parcours
équivalents coincident.

Deux parcours (dans Cn):X =x(t) et X* —x*(t*) sont
dits faiblement équivalents?), lorsqu’il existe une suite finie

x) Par I'espace cartésien »-dimensionnel Cn nous entendons I'espace
métrique dont les points sont tous les systemes (x,xi,...,xn) des nombres
réels avec la métrique p définie par la formule:

¢[(x,x2,...,xn), (yi,yi,...,yo)]=l/_N®z—/)’ |

2) Cette notion est en réalité superflue, car on peut montrer que deux
parcours faiblement équivalents sont toujours équivalents et vice versa.
Nous I'introduisons seulement pour éviter la démonstration, un peu com-
pliquée, de la transitivité de I'équivalence.
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XuX2,...,Xm de parcours (dans Cn) telle que coincide
avec X, Xm avec X* et Xt est équivalent avec pour
i=12,...,(w-I).

L’ensemble des tous les parcours dans Cn se décompose
en classes disjointes des parcours faiblement équivalents. Ces
classes sont dites courbes dans I'espace Cn- Les ensembles des
valeurs pour les parcours appartenant a la méme courbe L
sont évidemment les mémes. Les valeurs de ces parcours sont
dites points de la courbe L.

Soit (1) un parcours d’'une courbe L de I'espace C,, et a
un systéme de nombres t0,ti,...,t"i tel que

(2) << fo <N < o0e <i*+j =

Il est bien connu, que la borne supérieure des sommes

k

f=0
pour tous les systéemes a satisfaisant a la condition (2), ne
dépend pas du choix du parcours de la courbe L. Cette borne
est dite la longueur de L; elle sera désignée par \L|.
Dans le cas ou il existe un parcours (1) de L pour lequel

toutes les fonctions i .1,2,...,.« sont presque partouts
différentiables dans I'intervalle a la longueur |L| est
finie et elle s’exprime par la formule

3 IL| =F +... + X Wdt*).

La courbe L sera dite réguliére, lorsqu’il existe un par-
cours (1) de L tel que toutes les fonctions i= 1,2,....«
sont dans l'intervalle partout différentiables d’une
maniere continue et le vecteur
4) ®0 = o0 > *@®n(0] 5),

3) presque partout —c. a d. sauf dans un ensemble de nombres réels
de mesure (au sens de H. Lebesgue) nulle.

4) Les intégrales sont entendus toujours au sens de H. Lebesgue.

s) Un systeme de n nombres @pZ, ...,&en entre parenthése () désigne
le point de Cn avec les coordonnées le méme systeme entre pa-
renthese [] désigne le vecteur de I'espace Cn avec les coordonnées

M>Ay a Xne
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nommeé vecteur tangent a la courbe L au point x(t), ne s’annule
jamais. Dans ce cas l'intégrale

(5) SW - ftAxiz(r) + X22(t) + ... + x,.2(t) dr

a

est, une fonction du paramétre a t avec la dérivée partout

positive. En désignant par t(s) la fonction inverse a s(i) et
en posant

X(s) = «(t(s)) pour

on obtient un autre parcours de la courbe réguliére L. Ce par-
cours est dit canonique. Pour un parcours canonique la longueur
du vecteur tangent x(s) est partout égale a 1.

Une courbe L avec le parcours (1) est dite fermée, lorsque

®(a) = x(b). Dans le cas ou la courbe L est réguliére, en satis-
faisant aux. conditions

(6) x(@) —a(b); x(a) —x(b),

nous disons que L est régulierement fermée.

Soit maintenant une courbe réguliérement fermée L. Admet-
tons que son parcours (2) est canonique, c¢. a d. t~s, a=0,
h—|D| et qu’il existe presque partout dans I'intervalle t~b

les secondes dérivées x"(s), pour i 1,2,...,n. La longueur
du vecteur
) &(s) = [x"(s), x"(s),...,

s’appelle la courbure de la courbe L dans le point x(s). Cette
courbure est une fonction presque partout 'définie du para-
métre s; elle sera désignée par x(s). On a

8) X(s) = |/®i2(«) +™,2(S) + ... + »"2(«) .
L’intégrale

9) x(L)= 1? x(s) du

a
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s’appelle la courbure totale de la courbure L. En 1929 VL. W. Fen-
chelf) a démontré, dans le cas n =3, le suivant

Théoréme. La courbure totale d'une courbe régulierement
fermée L surpasse 2n, sauf dans le cas ou L est une courbe con-
vexe 7); dans ce dernier cas la courbure totale est égale a 2n.

Le but de ce travail est de montrer, que ce théoréme reste
valable pour les courbes situées dans I'espace Cn, quel que
soit n= 2,3,...

2. Lemme 1. Soient al> «Tv, a*>a*+i = flo,a*+2= ai des
points de l'espace C, satisfaisant a la condition at™ai+i pour
i—0,1,... ,k. En désignant par q- le vecteur ai,ai+i et par ai
I'angle  (a,, a,+i) entre les vecteurs au et a/+i (dans le sens de la
géométrie élémentaire, donc satisfaisant a l'inégalité 0 n,
on a ’\kfai’\ 2ji.

1=0

En se servant de la terminologie de la géométrie élémentaire,
on peut nommer les nombres ao,ai,...,a* les angles extérieurs
de la ligne brisée, dont les sommets successifs sont ao,ai,...,a*.
Or le lemme 1 se laisse aussi formuler comme il suit:

La somme des angles extérieurs d'une ligne brisée fermée située
dans l'espace C,, est toujours 2n.

Démonstration. Dans le cas ou lc=Il, on a a0l = —ar
et a0=al=n. Il vient/;l\;a/:ao-|- al=2?r. Dans le cas ou fc=2,
les angles a0, ax, a2 sont extérieurs pour le triangle aux sommets
a0, ax, a2 (qui peut étre dégénéré) et par conséquent on ai:{—gat: 2n,

Il ne reste donc qu’a prouver le lemme dans le cas ou k =k0>2,
en admettant qu’il est vrai pour tout k<k0. Nous distinguons
deux cas:

*) W. Fenchel, Vber Krimmung und Windung geschlossener Raum-
kurven, Math. Ann. 101 (1929), p. 238—252.

7) c. ad. une courbe située sur un plan PQCn et telle que la partie
commune de L avec chaque droite est soit connexe, soit contient
deux points seulement.
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1° aA i =a*4-i= «0. En posant a*_2-- (a* -2, do), on a:
ah—2  Tt=a*~i d'ou
k k—3 k—3
£a = ah-i + rt+a* >J/a/+ a*-2:
- k_3 7
Mais la somme Ea 4-a* 2, étant la somme des angles

extérieurs de la ligne brisée aux sommets a0, «i,..., U*-i =«0
Kk
est, conformément a nos hypotheses, ~2n. Il en vient J?a/"27i.

2° a*_i=|=a*+i. En posant a*-i —a*_iOo0; «*-2="C(dA-2, a*-i),
a*-i="(a*—i, a0); Rrk-2 A% j=-AC(a*-i,0i) on a:
«*-l =Rk—2 + Rk-1,
A=) +Rk—2 a* 2,
Rk—i + «* a*—1,
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d’ou a* 2 +'ik-\+ «* «*i+ak-2 et par conséquent:

* k=3
(10) < +dk-2 + dkl.
=0 =0
- *_3 - -
Mais la somme igf)(’. +a*_2+ a*-i constitue la somme des

angles extérieurs de la ligne brisée aux sommets a0,ai,...,ak-i,
ah—ao donc, d’aprés n(kJs hypothéses, elle est >2tt. lien ré-

suite, selon (10), que Z’_\Oat’\Zn, c.q f d

3. Soit (S un ensemble de vecteurs de I'espace Cn. L’en-
semble <5 est dit positivement complet dans Vespace Cn, lorsque
tout vecteur a de Cn se laisse représenter sous la forme

(11) U—Ajr 0L + 202 4004 am,

ol an a2,..., an«<S et AnA2,...,  sont des nombres > 0. Plus
généralement, I’ensemble <S est dit positivement complet dans un
hyperplan6) HCCn, lorsque tout vecteur de <5 est parallel
a H et tout vecteur a situé dans H se laisse représenter sous
la forme (11). Les vecteurs cq,..., an peuvent étre choisis d’une
maniere indépendante de a. Ainsi par exemple, I'ensemble
composé de 2n vecteurs ng, tua,-.., w,,, W-i,u>~2 u>_,  oU

(12) Wz=[4, 02,..., <§]; U)-,--—- W/ pour i=1,2,...,n,

ou 0 désigne 0 pour ixj et 1 pour i j, est évidemment posi-
tivement complet dans I'espace C,,.

Lemme 2. Pour tout ensemble <5 de vecteurs positivement
complet dans I'espace Cn il existe un nombre e >0 tel que tout
ensemble &' qu'on obtient de <5 en faisant correspondre
a tout vecteur ae<S un vecteur a'e<5' tel, que la longueur Ja—a’[
de la différence a—a' est <e, est aussi positivement complet
dans Cn.

Démonstration. L’ensemble <5étant positivement complet
dans Cn, il existe dans <5 un systéeme fini ana2,..., am de vecteurs

8) Par un hyperplan m-dimensionnel de Cn on entend tout sous-en-
semble de Cn isométrique a I'espace Cm.



SUR LA COURBURE TOTALE 257

tel que chacun des vecteurs Wi, tt)_i, uu, w_2, sss, w,,, W-,, défini
par la formule (12) est de la forme:

(13) U) = a(jl cil + a2+ (124 s+ «l,m+ (mi
aliy=0 pour »==1, *2,...

On peut admettre que, quel que soit j=1,2,...,m, il existe
un index i (dépendant de j) tel que aby est positif, car dans
le cas contraire le vecteur ay peut étre omis. Or les nombres

71

(12) =atJ + (av,J~h 0—v,))
v=1
sont positifs pour tout i ==+1, £2,..., j=1,2,....,m.
Soit 3 le plus petit parmi les nombres En tenant compte

des formules (13) et (11) et de la relation n>+w_i=O pour
i=+1 +2,.,%n, nous avons

100l +fa21024~ ... +fameOm: fa,J P=*

pour tout iI==x1(x2,...,&»; j=1,2,....m.

Tout vecteur de I'espace C, étant de la forme (12), il existe
parmi les vecteurs cg, a2, e, t,, un systéme composé de n vecteurs
linéairement indépendants9). Sans compromettre la généralité,
on peut admettre que les vecteurs ano02, ,an sont linéairement
indépendants. On voit aisément qu’il existe alors un nombre
t]>0 tel, que pour tout systéme de vecteurs ai,eu,..., a, de
I'espace C,, satisfaisant aux inégalités |a:— pour
i=1,2,...,n, on a:

1° les vecteurs ai, &= 1 , sont linéairement indépendants,

2° tout vecteur de l'espace Cn dont la longueur est <??
est de la forme

ai 01+ a2 02+ ..+a,10n OU Jav|</9 pour p=1,2,...,n.

Le nombre >0 fixé, on peut trouver un nombre positif
e<»7 tel que les inégalités

lay—a/|<e pour tout j=1,2,....m

9) Les vecteurs witr>2, ,U™* sont appelles linéairement indépendants,
lorsque la relation citvi +¢21»2 +... +c*tv* =0, ou €i,C2, ...,c* sont des nom-
bres réels, implique ci=C2=.. =c*=0.
Bocznik Pol. Tow Matem. T. XX. 17
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entrainent les inégalités
IW/— (M1 fll + Pi2 + 02 4 eoo + Pim+ (m) | <
pour i==1, +2 ..., +0OT.
Il résulte de la définition du nombre g que la différence
10z— (M,1+ 01 + /21,2402 + e + Ptm + Clm)
se laisse représenter sous la forme

alitdt+c¢l2+d2+ +ainecin, oit la/,/|<”
pour i==l, x2,..., +n; j=1,2,...,n.

Il en résulte

W/= (a/,1 + /7, 1) + (11+ («/,2 + Pi,2) 02 + se¢ + («l,n + Ptn) dn +
“+ Ptn+i‘d,+i+ e +pim*din?

ou tous les coefficients sont positifs, pour 2 — +1, +2, +«,

En tenant compte du fait que I'ensemble contenant
2nvecteurs un,W2,..., w,,, w_i, W-2, +ee W 1 est positivement com-
plet dans I'espace C,,, on en conclut que I’'ensemble <>' conte-
nant les vecteurs a[, a2,...,a'm est aussi positivement complet
dans Cn, c. g. f. d.

Remarque. Il résulte de la démonstration précédente,
gue tout ensemble positivement complet dans Cn contient un sous-
ensemble fini positivement complet dans C,,.

4. Lenirne 3. Soit u0, di,...,d* d*+t =do un systéeme de
vecteurs tel que d/+ 0 pour i=0,l,..., k et que I'ensemble de ces
vecteurs est positivement complet dans un hyperplan HCC,,.
En désignant par a, I'angle -*C(o/,a/+i) entre les vecteurs a- et a/+i

(dans le sens de la géométrie élémentaire), on a/yfat"\Zn.
0

Démonstration. L’ensemble des vecteurs cio, di,d> étant
positivement complet dans H, il existe des nombres non néga-
tifs 20,2i,...,2* tels que

(do+ 0i +... + d*) —Avido + 2i 1 ai +... + 2*1Qh.
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En choisissant un point a0 arbitrairement dans II, on peut
trouver successivement les points ai,a2v>a*+ie# de la ma-
niere que

o7a,+i= (1 +A)+a, pour i=0,1,..,1c.

Or, on a
k k
alak+i = aia/ti =L +2) ra-=0,
donc ao=«t*+i- Or les points ao, ai,..., aA constituent un

systeme de sommets successifs d’une ligne brisée fermée. Il
est clair que «0,<«<i,sont des angles extérieurs pour cette

ligne brisée, donc, selon le lemme 1, on at’_\g,->2??:, c. g f.d

5. Soit x(s) le parcours canonique d’une courbe L régu-
liere. Le point

®'(«) = Xi(S),..., %,(S))
parcourt alors, pour 0 <s b= |L| une courbe L' située sur la
sphéere (n—I)-dimensionnel définie dans C, par I'’équation

X%+ X2+ ... + x2=I.

Cette courbe fermée L soit dite courbe dérivée de la courbe L.
Dans le cas ou L est régulierement fermée, la courbe dérivée L
est fermée. En tenant compte des formules (8) et (9), on voit
que la courbure totale x(L) d’une courbe L régulierement
fermée est égale a la longueur de sa dérivée L'.

Les courbes dérivées sont caractérisées par le suivant

Lemme 4. La condition nécessairell) et suffisante pour
qu'une courbe fermée L'CBn-i soit la courbe dérivée pour une
courbe L CCn régulierement fermée est que l'ensemble des vec-

teurs Op, ou p eL’, soit positivement complet dans Vhyperplan Ho
déterminéll) par 0 et I'ensemble des points de L'.

10) Voir Pélya-Szego, Aufgaben und Lehrsatze 2, Berlin, Springer

1925, p. 165 et 391, 13.
U) Par I'hyperplan déterminé par un ensemble Aqc, on entend

I’hyperplan H de la plus petite dimension satisfaisant al’inelusion AQi1ge,,.
17*



260 K. BOKSUK

Démonstration. Pour prouver que la condition est né-
cessairel?), admettons que L' est donnée par la formule

X'(s) = (XI(s), xNs),...

ou x(s} = (x1s), x2{s),..., Xn(s)) est un parcours canonique d’une
courbe L régulierement fermée. Soit k la dimension de I'hyper-
plan 720 déterminé par 0 et L'. Comme on sait, le plus petit
ensemble convexe KCCn contenant L' coincide avec I'ensemble
des points de la forme

(15) ai- +alrp2+..+am- pm,

ou pj,p2,...,pmeZ" et ax,a2,...,am sont des nombres non néga-
tifs dont la somme est égale a 1. Nous allons prouver que K
contient un entourage V du point 0 dans I'hyperplan Ho. L’en-
semble K étant convexe, il suffit de démontrer que pour tout
hyperplan (k—I)-dimensionnel H tel que OeSCSo I'en-
semble L'—H n’est pas connexe. Un tel hyperplan H coincide
évidemment avec la partie commune de 7f0 et d’'un hyperplan
(n—1)-dimensionnel H'CCn passant par 0. Soit u> le vecteur
de longueur 1 perpendiculaire sur H'. La courbe L étant fermée,
on a

(.16)

Mais L' n’est pas contenu dans H' (car Ho est I’'hyperplan
déterminé par 0 et L"), donc x'(s) 1tu n’est pas identiquement
égale a 0. Or, on conclut de (16) qu’il existe dans l'intervalle

deux nombres et s2 tels que a?(«i) w=>0 et
x'(s2)-ra<0. Or, H' coupe Cn entre et &(<r2).

Nous avons ainsi prouvé, que I’ensemble K contient un
entourage V de 0 dans Ho. Soit maintenant a un vecteur situé
dans Ho. Or, pour A>0 suffisamment petit, I’extrémité du
vecteur z+a (ayant 0 comme point initial) appartient a V,
donc elle se laisse représenter sous la forme (15). Or, en po-

sant a-= Op,- on a:

12) Cette partie de la démonstration ne differe pas de la démonstration
donnée par M. W, Fenchel, L c. p. 239.
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::'?"J',OI+‘E:fi',a2_I_"—4“ 1 O

ou y=0 pour T=1,2,....7». Or, I'ensemble des vecteurs Op,

ou p eL', est positivement complet dans Ho, c. a d. le nécessité
de la condition est prouvée.

Pour démontrer que la condition est suffisante, admettons
que I'ensemble L'CSn-i des points de la forme

»'(«) = (i(S), «2(8),..., «»(«)),

ou les fonctions x't(g) sont continues dans l'intervalle
et a?,(0) = «,,(6), est positivement complet dans I'hyperplan Ho
déterminé par 0 et L'. En posant

Xi(s)= Ixi(t)dt pour i—1,2,...,n,
0
on trouve que le point

®(») = (»I(s), X2(«),...,X,,(3))

parcourt une courbe réguliere LGII™ pour laquelle L' est la
courbe dérivée. Mais, en général, cette courbe L n’est pas
fermée, parce que la condition x(0)==x(b) peut faillir, quoique
la condition &'(0) —x'(fe) est satisfaite. L’ensemble des vecteurs

de la forme Op, ou pel’, étant positivement complet dans
I’hyperplan _HO, il existe des nombres:

0= < <§)<eeo<<™* < g*ij— @

et les nombres positifs ai,a2,...,a* tels que

(17)  x(b) X(0) = «i + 0 X(S1) + a2+ 0 X(S2) + ... + a*+i+ 0 X (5%+0).

Posons maintenant, pour 7= 0,1,...,fc.
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En tenant compte de la formule (17), on voit que la fgnc-
tion x*(s) ainsi définie dans l'intervalle 0 <s :b+V:1
satisfait aux conditions: «*(0) =x(0) et x*(b*) = x(b) +
-l;/ gkav-x'(sv) + aAti-a;'(s4+i)=e(&) + (&(0)—A(ft))=a(0) = E*(0).
On a en outre:

a?(s) :oe'(«—vzzi«*) Pour sz+\?<'iav<s<«/+i +v%'a>’>
X*'(s) = x'(si+i) . pour SZtl +v<i +V£<Ziav.
En particulier on a:
#*'(0) — z¢'(0) et x*'(b*) =nx'(b) = x'(0).
Il en résulte que la courbe L* avec le parcours (canonique)

&*(s) est régulierement fermée et L' est sa courbe dérivée.
La démonstration du lemme 4 est ainsi terminée.

6. Démonstration de I'inégalité x(Z)>2?t. Soit x(t) le
parcours canonique d’une courbe L régulierement fermée.
Comme nous avons observé dans le Nr. 5, I'inégalité en que-
stion est équivalente a I'inégalité |L'|>2t, ou L' désigne la
courbe dérivée de L. Afin de prouver cette derniére inégalité,
considérons un systeme o de nombres réels s0,«i,...,s*,s*+i
tel que

0= So<»I<..<S$*<S*+1=)

et que le nombre

0(a) = Max (s-4-i— st

() = Max )
est si petit, que pour tout i =0,l,...,k la distance q entre les
points x'(st) et #'(si+i) satisfait a la condition:

Q(X(si), X'(sl+i))<2.

Or, il existe exactement un arc géodetique  de la sphére Sn-i
avec les extrémités x'(si) et &'(sz+i) et la longueur <?r. La
somme L'(a) des arcs w, est une ,ligne brisée sphérique” in-
scrite dans la courbe dérivée L'. Il est évident que la longueur
|IL'(a)| de cette ligne, c. & d. la somme des longueurs |<oz| des

arcs &t ne surpasse pas la longueur |L'| de la cou>rbe dérivee L.

Mais I’ensemble des vecteurs de la forme 0x'(s) est, d’apres
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le lemme 4, positivement complet dans I’hyperplan Ho dé-
terminé par 0 et L'. On en conclut, d’aprées la remarque de la
fin du Nr. 3, qu’on peut choisir le systtme a de la maniére
que les points x'(0) =- x'(s0), X*), ...,x*(sk), x'(sk+i) = x'(0) con-
stituent un ensemble positivement complet dans Ho. Il en ré-
sulte, d’apres le lemme 3, que la somme des angles

<(O&'(s,), O&'(s/+i)) = |«w/i, »=0,1,....ft,

K
est = 2n. Or |Z'(ff)| =i_%\mi\’\ donc aussi \L'| > 2n, c. g.f. d.

il
7. Démonstration que I'égalité Jx(s)ds=2n est ca-

ractéristique pour les courbes plaomes convexes. SiZ
est une courbe convexe régulierement fermée et située sur un
plan H, sa courbe dérivée L est évidemment la grande circon-
férence de la sphére Sn_i le long de laquelle le plan H passant
par 0 et parallele au plan H coupe S, i, et le point &(s) par-
court cette circonférence une fois dans une direction fixe.
Ul
Or, dans ce cas la longueur de L', c. ad. l'intégral / x(s)ds,
0
est egale & 2n. Réciproquement, il est clair que, lorsque L’
est une grande circonférence de St  parcourue par le point x'(s)
une seule fois dans une fixe direction, la courbe L est située
dans un plan paralléle a cette circonférence et qu’elle est con-
vexe.

Admettons maintenant que L n’est pas une courbe plane
convexe. Or, la courbe dérivée n’est pas une grande circonfé-
rence de #'n_i parcourue par x'(s) une seule fois dans une fixe
direction. Lorsque L' est une grande circonférence parcourue
plusieurs fois dans une fixe direction, la longueur de L' est
>2tt. Dans tout l'autre cas, il existe un nombre O<so<e tel
gue dans tout entourage de s il existe des nombres So,»0' tels que

0=Wb=«w=5%0<Db
et que I'arc parcouru par x'(s) pour As'o ne coincide pas
avec un simple parcours de I'arc U (x'(80), x'(«0)), qui constitue
la plus courte route joignant sur la sphere Sn-i les points x'(so)
et x'(s'0).
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Il vient

(18) y«i}aeTZ(s) +a£2(s) + ... + X,,1(s)ds=> [ U(a'(sd), I?7(«<») I-

S0

D’aprés le lemme 4, I’ensemble des veeteurs de la forme

O'(s), 0 est positivement complet dans I'hyperplan Ho
déterminé par 0 et les points de la courbe L'. En tenant compte
de la remarque de la fin du Nr. 3, on en conclut, qu'il existe

dans I'intervalle 0 un systeme fini de nombres «i,s2> see>»*
-------- >
tel que I'ensemble des vecteurs Qx'(si), i—1,2,...,.1c est positi-

vement complet dans Ho. Grace au lemme 2, on peut admettre,
sans compromettre la généralité, que si+s0 pour i=l,2,...,fc.
On peut admettre de plus, que I'intervalle « ne contient
aucun des nombres Si,s2,...,s*, parce qu’on peut choisir les
nombres s6 et $'0 dans un entourage arbitrairement petit de s0.

Désignons maintenant, pour tout s6<s<s'G, par <p(s) le
point divisant I'arc U (x'(s6), x'(s'0)) en rapport (s —s0):(«0 — «)e
En posant

X(s) = x'(s) pOUro<8”80 et8o”8<|il,
#(«)==¢?(s) pour
on obtient sur la sphere une courbe fermée L telle que

<
1M = / |[«12(«) + ®22(s) + ... + a£2(8)as + |U('(80), a?'(«0))| +
0

b
+ 1 /7Nj2(s) + «22(«) + -.. +X,,2(s)ds,
«0

donc, d’apres (18), on a
(19)

Mais I'’ensemble des points de la courbe L, contenant les
points x'(Si), x'(s2),..., X'(si,) est positivement complet dans
I’hyperplan Ho. Il en résulte, selon le lemme 2, qu'il existe
une courbe réguliérement fermée, pour laquelle L est la courbe
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dérivée. En tenant compte de la premiére partie du théoréme,
démontrée dans le Nr. 6, on en conclut que

(20) |Z|>2Tr.

Les inégalités (19) et (20) entrainent I'inégalité |L'|>27r,
c. g f d

Probléme. La courbure totale d'une courbe réguliérement
fermée située dans l'espace C3 et faisant un noeudl3) est-elle
toujours ?

13) 1l existe plusieurs définitions d’une courbe fermée faisant un noeud,
et la question de leur équivalence reste ouverte. Voici quatre d’entre eux:
1° Une courbe fermée LC"Cz fait un noeud, lorsqu’elle est une image ho-
méomorplie d’une circonférence SQC3 tandis que son complémentaire
C3—L n’est pas une image homéomorphe de I'ensemble C3—S. 2° Une
courbe fermée LQ(.3 fait un noeud, lorsqu’elle est une image homéomorphe
d’une circonférence S et le groupe fondamental de C3—L n’est pas un
groupe libre cyclique. 3° Une courbe fermée L(2_C3 fait un noeud, lorsqu’elle
est une image lioméomorphe d’une circonférence tS'QC3, mais il n’existe
pas une transformation hoinéomorphe de I’espace entier C3 en lui-méme
transformant L en <S. 4° Une courbe fermée L(J_C3 fait un noeud, lorsqu’elle
est une image hoinéomorphe d’une circonférence SQC3, mais le cercle Q
ayant S comme frontiere ne se laisse pas transformer par une lioméomor-
phie < en un sous-ensemble de C3 de la maniere, que <p(S)—L.

Le probleme concernant la courbure totale d’une courbe fermée faisant
un noeud, peut étre posé pour chaque définition du noeud.



SUR L’ESPACE ANALLAGMATIQUE REEL
A n DIMENSIONS

Par Eue Cartan (Paris)

La géométrie anallagmatique réelle a fait I'objet de nom-
breux travaux. Je me propose dans cet article d’attirer I'atten-
tion sur deux théorémes de géométrie analytique anallagma-
tique relatifs le premier a la représentation d’'une transfor-
mation analytique par une substitution linéaire déterminée
portant sur les coordonnées anallagmatiques, le second relatif
a un probléme portant sur la recherche d’hyperspheres, con-
naissant les invariants anallagmatiques rationnels de ces
hypersphéres considérées deux a deux.

Généralités sur l'espace anallagmatique

1. L'espace anallagmatique réel a n dimensions. Partons
d’'un espace euclidien réel a n dimensions E rapporté a un
systeme de coordonnées rectangulaires X1,X2,...,Xn. On peut
déduire de E-un espace projectif réel a n dimensions par I'ad-
dition de points impropres en nombre infini. Tout point de
cet espace peut étre représenté par un systéme de n-|-l1 coor-
données homogeénes. L’espace anallagmatique réel & n dimen-
sions, que nous désignons par A, peut également se déduire
de I'espace E par l'addition d'un point impropre, qu’on appelle
le point & I'infini. Pour cela on introduit un systétme de n-f-2
coordonnées homogeénes liées par une certaine relation qua-
dratique. Ces coordonnées dites anallagmatiques xo,Xj,... ,Xn,Xn+i,
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sont reliées aux coordonnées rectangulaires par
la relation
Jp ] *12 n-j-1

_Xn o
i h~x Yn~XT+XT+..+ X8
et I'on a

(2) F(X0, xv..., xn, xn+i) =x* + x% + ... + x* —&oz,,+i = 0.

Les points a distance finie de I'espace E sont ceux pour
lesquels la coordonnée x0 est différente de zéro. Le point im-
propre, adjoint a E pour constituer I'espace anallagmatique
est celui pour lequel la coordonnée &0 est nulle. Les équations
x0= 0, F = 0 entrainent en effet, dans le domaine réel,

xt=x2=..—xn=0,

ce qui conduit a un point impropre unique, le point a I'infini,
dont les coordonnées anallagmatiques sont toutes nulles, a I'ex-
ception de angi, différente de zéro.

2. Représentation projective de I'espace anallagmatique. Nous
pouvons regarder, avec Feélix Klein les coordonnées homo-
genes &0 , & "=ngi comme les coordonnées homogénes d’un
espace projectif a n-j-1 dimensions P-, I’équation (2) définit
dans cet espace une quadrique réelle Q dont les différents
points correspondent aux différents points de I'espace anal-
lagmatique A. Les transformations anallagmatiques de I’espace
A seront par définition les transformations projectives de I'es-
pace P qui laissent invariante la quadrique Q. Chacune d’elles
peut se traduire analytiquement par une substitution linéaire
laissantinvariante I’équation quadratique F(x0,x.,...,xn,x,,+i)—0;
il faut et il suffit pour cela que si la substitution linéaire change
X0, xIf...,xnx,,-i-i en o< -, on ait

™ (xq, X-1,..., Xn, xn.xi) ~ + F(Xq, X\,..., Xn, Xn_i-i),

2 étant un facteur constant arbitraire différent de zéro.
Nous allons montrer qu’on peut toujours supposer 2=1.

En effet la forme quadratique F(x) se décompose en la somme

des carrés de n-|-1 formes linéaires indépendantes dont n sont
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précédées du signe + et la derniere du signe —. La forme-Ff#")
se décomposera a son tour en la somme des carrés de n-j-1
formes linéaires indépendantes en x0,x'i,...,xfA.i, dont n sont
précédées du signe + et la derniére du signe —. D’apreés la
loi classique d'inertie, il en résulte que le facteur /. ne peut étre
que positif. En divisant les coefficients des n-j-2 formes linéaires
x0,X1,...,xN par + ce qui ne change pas la transformation
projective considérée, on aura le

Théoréme 1. On peut représenter de deux maniéres diffé-
rentes toute transformation anallaymatique T par une substitu-
tion linéaire laissant invariante la forme quadratique

e faoj @) eee,  ®n+l)-

3. Représentation dans l'espace projectif P des hyperspheres
de I'espace anallagmatique A. Nous avons dans le numéro pré-
cédent porté notre attention sur les points de la quadrique Q
qui représentent les points de I'espace anallagmatique. Nous
allons montrer que les autres points de P représentent les
hypersphéres de A.

En effet I'’équation d’une hypersphere de I’espace eucli-
dien E est de la forme

(3) «O(-Sj "F "2 4* e “F-in) — ATl — 2«2 A2 — o0 —
]
1—¢i, An -F Uzi+i — 0O,

ou, en utilisant les coordonnées analjagmatiques,
(1) «0.I,,+i — 2aiXi — 2a2x2 — ...~ 2a,Xn + a,,+i0%0=0.

Si «0 est différent de 0, on a affaire a une hyperspheére
proprement dite; si a0l =0 on a affaire a un hyperplan. On
voit immédiatement que I’hyperplan considéré comme une
hypersphére particuliere est caractérisé par la propriété de
contenir le point dont toutes les coordonnées anallagmatiques
sont nulles sauf x,,+i, autrement dit le point a Il'infini. Les
coefficients ao,ai,...,fln--i seront dites les coordonnées de I'hy-
perspheére.

On peut représenter dans l'espace projectif P une hyper-
sphere quelconque par un point n'appartenant pas a la qua-
drique Q.
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Nous allons démontrer le

Théoréme 2. Si on appliqgue aux coordonnées (ai) d'une
hypersphére une des deux substitutions, S par exemple (linéaires),
qui représentent une transformation anallagmatique donnée T,
Vhypersphére dont les coordonnées ai sont les transformées des at
par la substitution linéaire considérée S est la transformée par T
de I'hypersphére donnée.

En effet soient xt les coordonnées d’un point de la premiére
hypersphére et x[ les coordonnées du point transformé des Xi
par S: on aura la relation (4) qui peut s'écrire

3F 3F 3F 3F
(0) A L a%‘gﬁ—F """ 0.

La substitution linéaire £ transformant les «* dans les a*
et les Xt dans les on aura nécessairement

(B)

En définitive la substitution linéaire S qui appliquée aux
points de la quadrique Q traduit la transformation anallagma-
tigue T appliquée aux points de l'espace anallagmatique A,
traduit la méme transformation anallagmatique T appliquée
aux hypersphéeres du méme espace.

Les hypersphéres proprement réelles, les hyperspheres
improprement réelles et leurs coordonnées semi-normales

4. Carré scalaire d'une hypersphére. On appelle carré sca-
laire de I’hypersphére de coordonnées la valeur
de la forme quadratique F(a0,ai,...,an+i). Si I'’hypersphere

1) En effet la substitution S étant linéaire les quantités x,+c¢a,, ou ¢
est un parametre arbitraire, seront transformées en &'+pap on aura

par suite
+ pa') =F(x, + p<g), dou

3F 3F
FIxf) + e Sa’, + p"F@') =F(x,) +¢2a, +p2F(a),

d’'ou on déduit immédiatement I'égalité des premiers membres des équa-
tions (5) et (6).
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est un point, son carré scalaire est nul. Supposons maintenant
une hypersphére proprement dite de coordonnée a0 non nulle.
L’équation de cette sphére peut s’écrire

on en déduit immédiatement

+ <« @+ ...+ «* — a0«,+] = «272,
R désignant le rayon de I’hypersphere, d’ou
(7 j ’(a0,al,...,ant+)) = a2122.

5. Classification des hypersphéres. Nous avons trois cas
a distinguer.

der Cas. F(ai)<0. On a affaire a une hypersphere a centre
réel et rayon purement imaginaire, nous dirons que I’hyper-
sphére est improprement réelle.

2'ttme Cas. F(at) =0. On a affaire a une hypersphére de
rayon nul, c’est a dire a un point.

3-iéme (ja8 F(ai) >0. On a affaire a une hypersphére de
centre réel et de rayon purement réel, nous dirons qu’elle est
proprement réelle.

Dans le 3-igme cas nous introduisons la notion d'hypersphére
orientée-, orienter une hypersphere proprement réelle, c’est choisir
une des deux régions dans lesquelles I'hypersphére sépare
I'espace anallagmatique; la région choisie sera appelée le do-
maine de I’hypersphere orientée. Dans I'espace projectif P,
le point représentatif d’'une hypersphere est a l'intérieur de
la quadrique Q, sur la quadrique Q ou a I'extérieur de la qua-
drique Q suivant que I'on a affaire a une hypersphere impro-
prement réelle (ler cas), a un point (2 én" cas) ou a une hyper-
sphére proprement réelle orientée (3'iénie cas).

Nous allons montrer que dans chacun de ces cas ou peut
attribuer a I’hypersphére des coordonnées définies a un facteur
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positif pres arbitraire, coordonnées que nous appellerons semi-
normales et nous démontrerons ensuite le

Théoréme 3. Toute transformation anallagmatique T peut
étre représentée par une substitution linéaire bien déterminée
faisant passer d'un systeme de coordonnées semi-normales d'une
hypersphére a un systéme de coordonnées semi-normales de I'hy-
persphére transformée.

6. Définition des coordonnées semi-normales. Nous allons
passer en revue les trois espéces d’hyperspheres.

ler Cas. Considérons la catégorie des hypersphéres impro-
prement réelles pour lesquelles on a

(8) «?4+al) + —+ — «0a,,+1<0.

Le produit «oUn+i est essentiellement positif. Nous choisi-
rons pour chaque hypersphére improprement réelle la coor-
donnée al positive, il en sera de méme de la coordonnée an+i.
On aura alors par définition pour I’hypersphere des coordonnées
semi-normales, définies a un facteur positif prés.

2~téme (jaS' Xous avons cette fois affaire a un point; ici comme
les coordonnées x0, x,,+i sont du méme signe, nous le prendrons
positives; pour I'origine des coordonnées x,,+i est nul et nous
prendrons xu positif; pour le point a I'infini x0 est nul et nous
prendrons An+i positif. On peut dire qu’on choisira les coordon-
nées de maniére que la somme “o+"n+i soit positive, les coor-
données satisfaisant a ccs conditions seront, par définition,
les coordonnées semi-normales du point.

3-iemi! Cas. Passons enfin a une hypersphére proprement
réelle orientée. Nous choisirons des coordonnées «0,«n
de maniére qu’on ait pour tout point intérieur au domaine de
I’hypersphére de coordonnées semi-normales xo,Xi,...,xn+i I'iné-
galité:

()] — flo™n+i 4- 2atxi + ... + 2anx,,—a,,-t-iX0>0,

ce qu’'on peut exprimer en disant que le produit scalaire2)
de I'hypersphére et d’un point du domaine, doué de ces coor-

2) Ce produit scalaire n’est autre que la quantité

3F 3F 3F
a0 3xQ +ai3x1-+- + an+i '
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données semi-normales, est positif. Les coordonnées al, tit,...,an+i
de I'’hypersphére satisfaisant a cette condition, et qui sont
définies a un facteur positif prés, seront dites ses coordonnées
semi-normales.

On voit que la coordonnée a0 sera positive si le domaine
de I'hypersphére ne contient pas le point a l'infini, autrement
dit si Vhypersphére est orientée intérieurement, elle sera négative
si elle est orientée extérieurement.

Si I’hypersphére est unitaire, on aura, d’aprés la for-
mule (7), pour la coordonnée semi-normale a0:

R S Y

suivant que I’hypersphére est improprement réelle, proprement
réelle orientée intérieurement, on proprement réelle orientée
extérieurement.

7. Démonstration du théoréeme 3. Nous pouvons choisir,
d’apres le théoréeme 1 (n° 3) entre deux substitutions linéaires
laissant invariante la forme h\x) et susceptibles de représenter
une transformation anallagmatique donnée. Nous choisirons
celle qui fait passer des coordonnées semi-normales de I’hyper-
sphere improprement réelle 20 d'équation #,+1+”0- 0, coor-
données qui sont «xo—«n-f-i 1, a des coordonnées semi-normales
de I’hypersphére transformée par T. 1l suffira pour cela que
la coordonnée «0 de cette hypersphére soit positive. Supposons
que les équations de la substitution linéaire soient

al= ap H'a"Man™i (i =0,l,...,n, n-|-1);

et suffira que I'on ait

«°+ antl > 0;

cette inégalité détermine complétement la substitution a choisir.

La substitution linéaire qui va représenter la transformation
anallagmatique T donnée satisfaire aux conditions énoncées
dans le théoreme 3 en ce qui concerne les hypersphéres impro-
prement réelles car si l'on suit par continuité I'hypersphére
unitaire No jusqu'a une autre hypersphére improprement
réelle unitaire N, en attribuant a chaque hypersphere de la
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suite ses coordonnées semi-normales3). La coordonnée ao de
I’hypersphére transformée par T ne pouvant jamais s’annuler,
restera constamment positive, ce qui démontre le théoréme 3
pour les hypersphéres improprement réelles.

Montrons maintenant que la substitution linéaire choisie
satisfait aux conditions du théoréme 3 en ce qui concerne les
points. En effet on peut passer par continuité d’un point a di-
stance finie a une des hyperspheres improprement réelles
ayant ce point pour centre; la coordonnée semi-normale a0 de
ce point sera positive; par la substitution linéaire choisie la
coordonnée xq du point transformé sera également positive,
c’est & dire semi-normaled).

Passons enfin a une hypersphére réelle orientée de coor-
données semi-normales a- et soient Xt les coordonnées semi-
normales d’un point de son domaine; on aura entre les coor-
données ai et xt I'inégalité (9) du n° 6. La substitution linéaire
choisie pour représenter la transformation T fera passer des
coordonnées semi-normales xt a des coordonnées xf également
semi-normales; d’autre part le premier membre de I'inéga-
lit¢ (9) aura sa valeur conservée par la substitution linéaire;
par suite les at seront changées en des coordonnées at qui
satisferont avec les xt a I'inégalité (9), et qui par suite seront
les coordonnées semi-normales de I’hypersphere orientée trans-
formée par 7' de I'hypersphére initiale. Le théoréme 3 est
ainsi completement démontré.

8. Remarque. Revenons a l'espace projectif P. Les hyper-
spheres improprement réelles sont représentées dans cet espace
par les points intérieurs a la quadrique Q- leurs coordonnées
semi-normales sont assujetties a I'inégalité a?0>0. Les hyper-
spheres proprement réelles orientées sont représentées par
les points extérieurs a Q. L’hypersphére étant donnée, repré-

3) Dans I'espace P I'intérieur de la quadrique Q est connexe, ce qui
démontre la possibilité de passer d’une hypersphere improprement réelle
a une autre sans que I’hypersphére cesse d'étre improprement réelle.

4) Si le point considéré est le point a I'infini, la somme z0+on+1 est
positive pour ce point comme pour tous les points a distance finie. Le
point a I'infini peut étre considéré comme la limite de points a distance
finie pour les transformés duquel on aura asé"*"&n+I> en sera donc
du méme pour le transformé du point a I'infini.

Roeznik Pol. Tow. Matem. XX. 18
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sentée par un point M, les points de cette hypersphere sont
représentés par les points de Q situés sur I’hyperplan polaire
de M par rapport & Q. Cet hyperplan polaire sépare Q en deux
régions qui représentent les deux régions dans lesquelles I’hyper-
sphére donnée sépare I’espace anallagmatique; suivant qu’on
choisit I'un ou l'autre de ces régions, on obtient les deux orien-
tations possibles de I’hypersphére; les coordonnées semi-nor-
males des deux hypersphéres orientées se déduisent les unes
des autres par un changement de signe, Un peut dire que les
points de P extérieurs & O sont géométriquement orientables.
Il est intéressant de montrer qu’on peut passer par continuité
d’une hypersphere orientée a la méme hypersphére orientée
d’une autre maniére. Par exemple la famille d’hypersphéres
d’équation:

sintix,,+i—2cost-x\—sint1 x0— 0,

quand on fait varier t de t0 a t0+ n, permet de passer par conti-
nuité d’'une hypersphére orientée intérieurement (si O<<to<n)
a la méme hyperspheéere orientée extérieurementb).

Les points de P extérieurs a Q sont donc géométriquement
orientables, tandis qu'il rien est pas de méme pour les points
intérieurs a Q.

Invariants anallagmatiques. Résolution d'un probléeme
général

9. Invariant anallagmatique de deux hypersphéres unitaires.
Soient ai et pp les coordonnées semi-normales de ces deux
hypersphéres (improprement réelles ou proprement réelles
orientées). Le produit scalaire des deux hyperspheres est

(10) «i bt 4- 242 +.. -|- anb, — (aobn | i— boam-i) =2 4IR2_ 4

ou R et R' au dénominateur, désignent les rayons des deux
hypersphéres supposées orientées, précédés du signe -f- ou

5 Remarquons que cette suite d’hyperspheres orientées contient un
hyperplan pour t=kn (k entier).
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du signe — suivant qu’elles sont orientées intérieurement ou
extérieurement. Si l'une des hyperspheres, par exemple la
premiere, est improprement réelle, R désigne le module du
rayon. Le produit scalaire (10) est évidemment un invariant
anallagmatique de la figure formée par les deux hypersphéres
et c’est le seul invariant qui soit rationnel par rapport aux coor-
données de deux hypersphéres.

On remontre ici une circonstance curieuse qui ne se pré-
sente pas en géomeétrie euclidienne réelle. Si on suppose les
deux hypersphéres orientées, on pourrait étre tenté de penser
que la figure obtenue en changeant a chacune son orientation est
anallagmatiquement égale a la premiere puisqu’elles ont le méme
invariant. Mais ce n’est pas toujours vrai. Par exemple si les
deux hyperspheres sont extérieures I'une a l'autre et orientées
toutes les deux intérieurement, le domaine de chacune n'a
aucun point commun avec celui de l'autre, tandis que si on
les oriente extérieurement, leurs deux domaines ont une infi-
nité de points communs; on ne peut pas passer de la premiere
figure a la seconde par une transformation anallagmatiquec).

Ajoutons la remarque que l'orthogonalité de deux hyper-
sphéres se traduit par la nullité de I'invariant anallagmatique
correspondant; par suite deux hyperspheres improprement
réelles ne peuvent jamais étre orthogonales.

10. Les considérations précédentes conduisent a se poser
le probléeme général suivant.

Probléeme. Déterminer p n-f-1 hypersphéres unitaires
Si,S2,...,Sp purement réelles, orientées, indépendantes, connaissant
les produits scalaires ay des couples 8t, 8j d'hypersphéres in-
connues 7).

e) Dans l'ouvrage de M. Blasclike sur la géométrie différentielle le
volume consacré a la géométrie anallagmatique réelle a trois dimensions
fait rentrer dans le groupe des transformations anallagmatiques I'opération
qui consiste a changer I'orientation de toutes les sphéeres proprement réelles;
mais c’est un expédient qui est contraire a la nature des choses.

) Pour p=n+2, on démontrerait facilement que la forme
<S(w1,i42,...,wn | 2) introite dans le numéro 10 doit étre décomposable en
la somme de »+1 carrés positifs et 1 carré négatif; cette condition est
nécessaire et suffisante.

18*
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Nous supposons que les coordonnées des S, sont semi-
normales.

Les hypersphéres indépendantes AiA?,...,iSp déterminent
un systeme linéaire d’hypersphéres rentrant toutes dans I'ex-
pression w11+ m2*>2 + e + UpSp. Nous appellerons forme fonda-
mentale de ce systeme linéaire laforme quadratique O(wl,m2, ... ,«p)
qui représente le carré scalaire de I’hypersphere générale du
systeme.

Lenime. Si la forme quadratique O(tq, ...,wp) est décomposée
en une somme de carrés de formés linéaires indépendantes,
cette décomposition donne naissance

soit & p carrés positifs,
soit a p—1 carrés positifs et un négatif,
soit & p—1 carrés positifs.

Ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour la possi-
bilit¢ du probléme.

Démonstration. Nous allons d’abord montrer que les
conditions énoncées sont nécessaires; il suffit pour cela de
démontrer que le nombre des carrés positifs dans la décompo-
sition de la forme O en carrés est au moins égale a p—1. Si
non en effet on pourrait extraire du systéeme linéaire considéré
au moins deux hyperpheres distinctes orthogonales entre elles
dont chacune serait ou improprement réelle ou de rayon nul.
Le produit scalaire de ces deux hypersphéres serait nécessaire-
ment nul; d’aprés la remarque de la fin du n° 9 elles seraient
donc constituées par deux hypersphéres de rayon nul ou par
une hypersphére de rayon nul et une hypersphére improprement
réelle. La premiere hypothese est impossible car le produit
scalaire de deux points distincts ne peut étre nulg); la seconde
I'est également car elle entrainerait I'existence d’un point
réel situé sur une hypersphére improprement réelle, c. g. f. d.

Pour démontrer que les conditions sont suffisantes nous
allons passer en revue les trois cas possibles.

8) Si ces deux points sont a distance finie, le produit scalaire est

— étant la distance. Sil’un des points (le second par exemple)
est a I'infini, le produit scalaire est —
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Cas. La forme fondamentale 0(WL.«2,--->®p) se décompose
en p carrés positifs. Supposons

O(wi,u2,...,wp) = V2 + @2 + ... -t VP,
et soit

(12) v(=a'Ui+ aju2+ ...+ af>up (1=1,2,...,p),

le déterminant des a/ étant différent de zéro.

Choisissons dans I’espace anallagmatique, ce qui est tou-
jours possible, p hypersphéres unitaires indépendantes orientées,
orthogonales entre elles: AuAs,...,Ap, et posons

S,-= «".dl+azJ2+ ... + ajAp (i=1.2,...,p);
on aura

mlS14_ U2S2-)- ... 4- upSp— VIAL  V2A2 A s + ®p-Ap

et on constate immédiatement que les produits scalaires des
hypersphéres 8t, Sj sont égaux aux valeurs données <17 dans
I’énoncé du probléme. Si maintenant au lieu des hypersphéres
unitaires orthogonales A1}A2,...,Ap on prend un autre systéeme
analogue B1,B2,...,BP, on peut toujours passer par une trans-
formation anallagmatique des premieres aux dernieres9); on
obtient ainsi une infinité de solutions du probleme, toutes
également anallagmatiques entre elles.

Dans le 1 Cas, le probléme est donc possible et toutes ses so-
lutions sont anallagmatiquement égales entre elles.

2 et 3 Cas. La forme fondamentale d>(ul,...,up) se décompose
en p—1 carrés positifs et 1 carré négatif ou en p—1 carrés po-
sitifs. Dans chacun des deux cas il existe dans le systéme
linéaire oo + au moins une hypersphere de
rayon nul

80="fi +fg$24~w4"fpSp:

Si I'on change l'orientation de toutes les spheres 8Vv82,...,8P,
on aurait une autre solution du probleme, mais cette seconde

») Dans I'espace projectif P, on peut toujours passer, par une trans-
formation projective laissant la quadrique Q invariante, de la figure formée
de n4-2 points conjugués deux a deux par rapport a Q a une autre figure
analogue quelconque.
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solution ne peut étre anallagmatiquement égale a la premiére
car on pourrait passer par une transformation anallagma-
tigue T de So & —So, or les coordonnées semi-normales du

point S) ne peuvent étre anallagmatiquement égales a celles
de — So.

Par un raisonnement analogue a celui du premier cas on
démontrerait que le probléme comporte deux familles de solu-
tions anallagmatiquement égales dans chacune des deux familles,
mais non anallagmatiquement égales quand on passe d'une famille
a l'autre.

Cas particulier. Supposons p 2 et soit a le produit scalaire
des deux hypersphéres orientées unitaires inconnues S'j et S2.
On a ici

O(up u2) = uf + 2awlw2+ w2=(ml+ «w2)2+ (1—a2)«2.

Si a2<l, auquel cas les deux hyperspheres et sont
sécantes, le probléme ne comporte que des solutions anallagma-
tiguement égales. Si a2=1 ou >1, les deux hyperspheres
sont extérieures ou intérieures ou tangentes; le changement
d’orientation de et de Sz donne une figure non anallagmati-
guement égale a la premiére.



SUR UN PRINCIPE TOPOLOGIQUE DE L’EXAMEN DE
L’ALLURE ASYMPTOTIQUE DES INTEGRALES DES
EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Par Tadeusz Wazewski (Krakow)x)

Avant d’entrer dans les détails nous expliquerons rapi-
dement en quoi consiste le principe en question et nous esquis-
seront I'idée directrice de sa démonstration dans un cas parti-
culier. Nous ferons voir, par un simple exemple, la possibilité
de son application a I'examen de I'allure asympotique des
intégrales. — Considérons le systeme d’équations

(0.1) it xIf., x), =

ou t est considérée comme temps. Nous supposons, pour fixer
les idées, que les /¢ soient continues partout et que par chaque
point passe une intégrale unique de ce systéme.

Soit ¢ un ensemble ouvert & n-j-1 dimensions (borné ou
non) dont la frontiere F se compose d’'un nombre fini de sur-
faces Sx,..., Sk dont le plan tangent varie d’une fagon continue
avec la position du point de contact. Nous supposons qu’aucune
intégrale du systéme ne soit tangente a aucune de ces surfaces.

Soit 1 lintégrale saturée (c.-a-d. prolongée vers la droite
et vers la gauche autant que ce soit possible) passant par Po.
Soit Pemg-t.) T (Po) la demi-intégrale droite saturée issue de

I) Jai communiqué oralement les résultats un peu moins généraux
le 18. 111, le 28. I11. et le 29. V. 1947 respectivement au cours d’une séance
de la Soc. Pol. de Math. (Cracovie), de la Soc. d. Sciences de Varsovie et
du Congres des Math. Pol. a Cracovie. Une note sur ce sujet a paru dans
les Rendiconti dei Lincei (aolt 1947, Série VIII, t. 111, p. 210).
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Pfl= (<0, a?**...., #") et contenant les points de 1 pour lesquels

Soit A le morceau de | correspondant a I'intervalle ouvert
t—e<t<<tl et soit B le morceau de 1 correspondant a I'in-
tervalle t0<t<Z0+e. Soit enfin w* I'ensemble des points
n'appartenant pas a m+F.

Si s=>0 est suffisamment petit alors un et un seulement
des cas suivants est possible lorsque PoeF:

1) ACm*,BC(d. [Po point d’entrée stricte]

I1) ACo> BCm*. [Po point de sortie stricte]
I11) ACm, BCm. [Po point de glissement intérieur]
IV) ACm*, BCm*. [Po point de glissement extérieur].

Si tous les points de P sont points d’entrée stricte (caté-
gorie 1), alors une intégrale qui est entrée une fois dans m ne
le quittera jamais, c.-a-d. Demi” I(Po) Cm lorsque Poew.

Or, au cours d’une recherche sur I'allure des intégrales au
voisinage du point singulier d’'un systeme d’équation différen-
tielles, j'ai été conduit au probléme suivant:

La frontiere F contenant a la fois des points d'entrée et des
points de sortie (catégorie 1 et Il) existe-t-il, a l'intérieur de m,
des points Po, tels que Demi®1(P0)Cm?

Or j'ai obtenu d’abord quelques résultats sur ce sujet en
me servant de la notion d’homologie 2) et ensuite de celle de
l'indicatrice de Kronecker. Ce n’est, cependant, qu’en les
rattachant a la notion du rétracte due a M. Borsuk que j'ai
réussi de les faire revétir une forme plus générale, plus simple,
facile & démontrer et maniable dans les applications.

Voici d’abord la notion du rétracte.

V. Soient, dans un espace quelconque, deux ensembles A
et B, tels que ACB et soit P un point variable de cet espace.
On dit gqu’une transformation Q =T(P) effectue une rétraction
de B en A lorsqu’elle est continue dans B et si

2) Communiqué le 25. I1., 1947 au cours d’'une séance de la Société
Polon. de Math. (Section de Cracovie).
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0,2) T(P)eA lorsque PcB,
(0,3) T(P)=P lorsque PeA.

Si une telle transformation existe A est appelé un rétracte
de B.

V1. Exemple. Soit & une sphére a n dimensions de centre C
et de rayon r>0, et soit F sa frontiére. Les points P de $ et
ceux de F sont respectivement caractérisés par les relations:
distance (C, P) ~.r et distance (C, P) =r.

On sait que F n’est pas un rétracte de [5°3).

VII. Voici maintenant notre théoreme dans un cas parti-
culier. Gardons les hypothéses précédentes sur le systeme (0,1),
sur I'ensemble w et sur sa frontiere F. Supposons que la caté-
gorie 111 (points de glissement intérieur) soit vide et désignons
par S la classe des points de sortie stricte (catégorie Il). Soit Z
un ensemble jouissant des propriétés suivantes

ZCm+ S,
ZS n’est pas un rétracte de. Z,

ZS est un rétracte de $.

Ceci étant admis il existe un point PoeZ—S, tel que

Demi”®) 1 (Po) Ceu.
) 1(Po)

L'intégrale du systéeme (0,1) issue de Po et prolongée vers la
droite autant que ce soit posible restera toujours a l'intérieur
de w sans jamais rencontrer la frontiere F de <o

Voici I'idée directrice de la démonstration. Soit Pew et
appelons (d’aprés Poincaré) conséquent de P le premier

3) Dans le cas contraire il existerait une transformation Q = T(P)
effectuant une rétraction de S en P. Soit U=FT(C) la transformation
subordonnant a chaque point de F son point antipode. La transformation
U=W(T(P")") est continue dans S, elle transforme S en sa partie et on n’a
jamais P=W(T(P)), ce qui est contraire au théoreme de M. Brouwer sur
les points fixes.
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point Q en lequel Demi”™ I (P) rencontre F. Un tel point Q
peut exister ou non. Posons

Q = conséquent de P C(P").

Il suffira de prouver qu’il existe un point PoeZ—S8, tel
que C(P0) n’existe pas. Supposons qu’un tel point Po n’existe
pas et envisageons la transformation

(0,4) Q=K(P)

ou K(P) =C(P") lorsque PeZ—8 et K(P) P lorsque PeZ8i
Soit R=T(Q) une transformation effectuant la rétraction
de S en ZS. La transformation R T(K(P)) effectue, con-
trairement a une des prémisses du théoreme, la rétraction
de Z en Z8. Ceci sera évident lorsque I'on aura démontré la
continuité de la transformation (0,4) (cf. § 8, lemme 3) *).

VIII. Exemple. Considérons le tube w
[a?|<l, |y|<l, —oo<i<+o0o0.

La frontiere F de w se compose de quatres faces E1,E2,E2,Ei
situées respectivement sur les plans x —1, x —+1, y——1
et y =+ 1. Considérons le systeme

ax .. ., du

Supposons que / et g soient continues partout, que par
tout point passe une intégrale unique de ce systéeme et que
'on ait

xf(x, y,t)<<O sur P\+ E2; yg(x,y,t) >0 sur E2 +

On veérifie facilement que la catégorie IIL est vide et que
la catégorie Il constitue I’ensemble S - E~AEN—Er—E21

4) En supposant que K(P} soit continue par hypothése (et non seule-
ment que O(P) soit continue, ce qui constitue une erreur s'étant faufilée
dans notre note dans les Rendiconti dei Linci, aot 1947) on obtient un
théoreme plus général, car l'on peut alors supprimer I’hypothese
Sortie (>, 13) = Sortie stricte (w,12) intervenant dans les Théoremes 1—4
du présent travail. Cette généralisation est peu maniable.
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Soient t er T deux nombres fixes avec | <1, et soient A
et B les points des coordonnées (f, —J, t), (£, +1, t). Désignons
par Z le segment fermé aux extrémités A et B. L’ensemble ZS
se compose des points A et B, I'ensemble ZS n’est donc pas
un rétracte de Z. En posant T(Q) - A lorsque QeE3 et T(Q) =B
lorsque QeEi on voit que la transformation R—I\Q) effectue
une rétraction de 8 en ZS. L’ensemble ZS est donc un rétracte
de S. En vertu de notre théoreme il existe sur le segment
Z—S =Z—A —B un point Po, tel que la demi-intégrale issue
de Po, prolongée a droite de Po autant que ce soit possible
ne sortira jamais du tube @ et existera, par suite, pour tous
les t de lintervalle t ~t<<+ o0o. En faisant varier £ on voit
gu’il existe méme au moins ool demi-intégrales de telle sorte 5.

En prenant un tube |x|<¢>(t), \U ICvKO avec 9G)-*'0, y(t)->0
pour t->+ oo dont les faces courbes El,E"Ei,Ei remplissent
des hypotheses analogues aux précédentes, on conclut que
sur tout segment (A,B) (analoguement situé) il existe un
point Po duquel sort une intégrale x—e{t), y=y(t) pour
laquelle |<r(f)|<<<p(t), |y(t)|<y>(t) lorsque r<t<4-o0o0. On aura
x(t)-=>0, y(t)->0 lorsque t->-f-o00.

Cet exemple montre que notre théoréme se préte bien
a I'étude de lallure asymptotique des intégrales des équa-
tions différentielles et par suite de leurs allure au voisinage
des points singuliers. Il faudra, dans chaque cas particulier,
construire I'’ensemble co d’une facon adaptée a la nature du
probleme asymptotique. Cette construction revient, pour la
plupart des cas, a la construction de certaines inégalités
différentielles dont les solutions fournissent les faces limi-
tant I’ensemble a>.

Le Théoreme 1 (89) (plus général que le théoréme qui
vient d’étre énoncé) conduit d’une part aux Théoremes 2 (811)
et 3 (8 12) sur I'existence des intégrales asymptotiques et, d’une

5) Dans ce cas l'ensemble de points situés sur les demi-intégrales
de cette sorte possede le nombre de dimensions d*>2 (au sens de Menger).
Il se pose le probléeme de savoir s’il en est analoguement dans les cas pareils
relatifs a I'espace a p + < dimensions (p+1>2). M. Kuratowski a indiqué
une démonstration rapide dont il résulte que la réponse est affirmative.
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autre part, au Théoréme 4 (§ 13) sur l'existence des solutions
d'un probléme aux limites (analogue au probléme de Sturm).
Le Théoreme 5 (815) indique les conditions suffisantes (impor-
tantes pour les applications) pour que la catégorie 111 soit
vide. Les §17 et 18 concernent I'extension des théorémes
précédents au cas des variables complexes et au cas, le moins
important, ou I'on nadmet pas que par tout point de  passe
une intégrale unique du systéeme d’équations différentielles.

Les 88 1—7 sont consacrés aux notations et définitions
et, en outre, a I'’énumération de ces propriétés des intégrales
des équations différentielles grace auxquels réuissit dans le
§ 8 la démonstration que la transformation Q K(P) (cf. 0,1)
est continue. En passant en revue ces propriétés (dépendance
des intégrales du point initial, leur prolongeabilité jusqu’a
la frontiere etc.) on se rendra facilement compte des conditions
sous les quelles nos résultats peuvent étre étendus aux jamilles
lie courbes quelconques appartenant méme aux espaces abstraits.
C’est en partie pour cette raison que nous avons cru utile
d’entrer de si prés dans les détails de la démonstration que la
transformation Q- K(P) est continue, bien que cette conti-
nuité soit presqu’évidente pour un lecteur familiarisé avec la
théorie des équations différentielles.

§ 1. Notation vectorielle. Dans les 8 1—16 nous parlerons
exclusivement des points réels (t,xl,....x,,) appartenant a I'es-
pace E,+i a » +1 dimensions.

Soit A- (0, ...,0) l'origine des coordonnées et>P ~ (t,XV... X,,)

un point quelconque. Le point P et le vecteur AP seront appelés
associées. lls possédent les mémes coordonnées.
Nous désignerons par P, sans aucune distinction, le point P

et le vecteur AP.

Ce point et ce vecteur seront donc considérés comme iden-
tiques en un certain sens. Soit

P = G»><Tl,..., xn).
Nous poserons

P —P = AP—AP — (f—t, xi— Xt,...,.X,,— X,,).
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Nous désignerons par
m

le module [J.P| du vecteur AP. On aura donc

Pour la distance des points P et P' on aura la formule
distance (P, P") =|P'— Pj=Y(t'— t)2+Z(x'{— xff.

§ 2. Voici quelques notations et propositions relatives a la
théorie des ensembles qui nous servirons dans la suite.

I. Soit yCP,,+1 un ensemble ouvert. La classe de tous les

points frontieres de y sera appelée frontiere absolue de y et elle
sera désignée par
front abs (y).

Il1. Soit une suite de points Pv

p»ey (v=I,2,...).

Nous dirons qu’une telle suite Pv tend vers la frontiére abso-
lue de y et nous écrirons

(2.1) P>.->- front abs (y)

lorsqu’il n’existe aucune suite partielle P«r qui tendrait vers
un point appartenant a y.

I11. Soient & et 12 deux ensembles ouverts, tels que

co C/2 CP,,+1.
Nous posons par définition
(2.2) front (co, 12).= 12 front abs (co).

Cet ensemble, composé de ceux points frontieres, de co qui
appartiennent a 12, sera nommeé frontiere de m relative a 12.

Nous poserons par définition
(2.3) C0* = extérieur (co, 12) — Q — co — iront (co, 12).

Cet ensemble sera appelé extérieur de co relatif a 12,
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IV. Si l'on relie le point Aea> et Bea* par une courbe
continue CCI? alors C aura au moins un point commun avec
front (a>, Si).

§ 3. Considérons le systeme des équations
(I
(3.2) =

Nous énoncerons relativement a ce systeme I’hypothése
suivante:

Hypotheése H. Les fonctions réelles fi(t,xl,...,xn) des va-
riables réelles t,x1,...,xn sont continues dans un ensemble ou-
vert Si.

Par chaque point de Si il passe une intégrale unique du
systeme (3,1).

L’ensemble & est un ensemble ouvert et I'on a

(3.2) oCSi.

Cette hypothése servira de prémisse dans la plupart des
propositions et des théorémes qui suivent.

Il nous sera commode d’écrire le systeme (3,1) et ses inté-
grales sous la forme vectorielle (cf. § 1). Posons a cet effet

=T = (&l, *es, xnh -T(O = ("1(0, e, xn())t
dX(t) fdxi(t) dx2(t) dxn(t)\
dt \ dt 7 dt dt 7/
F(X, t) = (f1(X,1),...,fn(X, 1)).

Le systeme (3,1) pourra étre écrit sous la forme

(3,1 bis) ~ =F(X1).

Convention C. Nous n’envisagerons les fonctions
f(t, xIt...,xn) que pour les points appartenant a Si. Nous nous
occuperons exclusivement des parties des intégrales du sy-
stéme (3,1) qui sont situées dans Si. Sans restreindre la géné-
ralit¢ de nos résultats nous pouvons donc supposer que les
fonctions f', intervenant dans le systéme (3,1), soient déterminées
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exclusivement dans Q et qu’elles ne soient pas définies pour aucun
point étranger a Q.
Cette convention mettra automatiquent hors du débat, les

parties éventuelles des intégrales du systeme (3,1) qui seraient
situées en dehors de Q.

§ 4. Terminologie et notations relatives a l'integrale géneé-
rale du systeme (3,1). Soit

4.1) P=(t£,...£,), Peii.
Nous désignerons par
(4.2) Z = 0(t;P)

I'intégrale du systeme (3,1) passant par le point (4,1). L'équa-
tion de cette intégrale peut étre écrite sous la forme

X=<P(t-,P), t='t.
En posant

(4 3)

I(t,P) = (1,0(t;P))

nous pourrons écrire I'équation (4,2) sous la forme
(4.4) C=Z(t,P)™>).

Ou a évidemment
(4.5) Z(i0,P) =P lorsque P = (0, pu..., pn) efA

Il existe, comme on le sait bien, un intervalle ouvert (borné
ou non)

(4,0) a<t<fi,

6) Cette forme sera plus commode que la forme (4,2) parce que le point
Q=I(t,P) appartient a I'espace a n-|-I dimensions des points (txlt...,x,,)
et au méme espace appartient aussi I'ensemble Q. Le point X =d>(t;P)
appartient par contre a la projection de Si sur I’hyperplan a n dimensions
(x1,...,xn).
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tel que
1(t,P)ef2 lorsque a<.t<ft,

tandis que Z(a, P) et I(fl, P) ne sont pas du tout déterminés
ou bien ils sont déterminés cependant ils n’appartiennent
pas a Q mais a sa frontiere absolue. Cet intervalle sera appelé
intervalle saturé relativement a P, Q et au systeme (3,1). Il
sera deésigné par

4.7 A (P, Q) ou bien par A(P).

L’extrémité gauche et droite de J(P) sera désignée respecti-
vement par

(4.8) a(P) et ?(P).

Les intervalles définis respectivement par les inégalités

A<t</q A<t</.q 1 seront désignés respecti-

vement par @n); v/ et (2/z]. Pour lintervalle sa-
turé J(P) on aura donc

4.9 J(P,f2) =d(P) = («(P),/3(P)).
Cet intervalle est ouvert et I'on a pour Pei)
(4.10) -00 <«(P)<0O(P)™+o0o0.
Soit 6 un sous ensemble de J (P)
<5Cd(P).
Nous désignerons par
(4.11) /(O,P)

la classe de tous les points Q = I(t, P) pour lesquels ted. L’en-
semble 1(6, P) représente donc le morceau de l'intégrale Z(t, P)
que I'on obtient lorsque t parcourt I'’ensemble 6. Nous posons

(4.12) Z(P) = J3(zI(P),P).

L’ensemble 1(P). représente [Il'intégrale issue de P et
saturée relativement a 42. On a

(4,13) Z(P)C42,
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La classe de points qui contient le point P (avec Peli)
et tous les points de I(P) qui sont situés a droite de P sera
dite demi-integrale saturée droite issue de P. Elle sera désignée
par

(4,14) Demi(+) I (P, 12) ou bien Z>e»w(+) I(P).

On définit pareillement la demi-intégrale saturée gauche
(4,15) Demi(~)I(P, Q) ou bien Demi( )I{P).

Si

P = (t0,p,...,p,,)eQ

on a
(4,16) Demi(+)I1(P) = I([tOiR(P)),P),
(4,17) Demi?(P) = I((a(P),ti,P).

On a
(4,18) Demi(+) I(P) -+afront abs (12).

Ceci veut dire que pour toute suite t,
(4,19) t0<tv<B(P), tv-+R(P)
on a (cf. (2,1)):

(4,20) I1(tv,P) s-front abs (12) 7).

On a pareillement
(4,21) Demi(_) 1 (P) -> front abs (12).

§ 5. Dépendance de I'intégrale C(t,P) de son point ini-
tial. 1l nous sera commode d’écrire les théoremes bien
connus sur la dépendance de lintégrale [du systeme (3,1)]
de son point initial en nous servant de la symbolique adoptée
plus haut.

Admettons VHypothése H du § 3. Nous aurons alors les
propriétés suivantes.

7) Cf. E. Kamke, Differentialgleichungen reellen Punktionen (Leipzig
1930), p. 135, Satz 2.

Kocznik Pol. Tow. Matern. T. XX. 19
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. Soit
(5.1) Pve 12, Poeii, Pv-+PO.

On sait8) que la suite des intégrales I(t,Pv) tend dans 4(P0)
presque uniformément vers 1(t,P0) (pour v—>4-00) et on écrit

(5.2) 1(1, Py I(t, Po) dans J (Po).

Ceci veut dire que la propriété suivante a lieu: Si y et 6
sont deux nombres finis, tels que on a (pour l'intervalle fermé
et borné [y, <)

(5.3) [y, <5 C d (Po)

alors 1°) a partir d'un indice assez grand l'intégrale 2(1,P,,)
est définie pour tous les te[y, <5, c.-a-d.

(5.4) [y, ¢ Cd (P,) lorsque v est assez grand

et 2°) abstraction faite d’un nombre fini d’'indices r initiaux,
on a

(5.5) 2(1, P) =>2(1, Po) dans [y, 4]
c.-a-d. 2(1,P,,) tend uniformément vers 2(1,Po) dans l'inter-
valle [y, 5].

I1. En se servant de la notion de la distance (cf. § 1) on peut
écrire (5,5) sous la forme

(5.6) \I(t,PV)-1(t,PO\==0 dans [y,<]

I1l1. Admettons que O soi un sous-ensemble ouvert de £>,
que les nombres y et ¢ soient finis et que

[y.,5] C d(P0), Po<&, PveQ, Pv-+P0, 2([y,<5], Po) C 0.

Ceci étant admis on aura pour les indices v suffisamment
grands

(5.7) I([y,<5],Pv)CO.

C’est une conséquence facile de la proposition 1 énoncée
tout a I'heure.

8) Cf. E. Kamke, 1 c. p. 150, Satz 4.
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IV. En posant, en particulier, y—0 nous obtenons la pro-
priété suivante:
Si I'ensemble ouvert O fait partie de Q et
-Po60, Pvel2, BR,- o
alors, pour les indices suffisamment grands, I(y,Pv) est bien
déterminé9) et
F(y.P.)e() 1(y,P..)->1(y, Po).

§ 6. Définition du conséquent et de I’antécédent d’un point
dans le cas ou I'on admet I’'Hypothése H.

Soit P un point appartenant a w
(6.1) Peco.

Relativement a la demi-intégrale saturée (droite) issue
de P deux cas sont possibles:

1°) ou bien Pemi(+) LP) n’a aucun point commun avec
la front (co, 12) (cf. (2,2)),

2°) ou bien en s'avancant sur Demi”® LUP), a partir de P,
vers la droite on rencontre pour la premiére foisl0) la front (co, 12)
en un point Q. Ce point (J sera alors appelé conséquent de P
relatif a co et 12 et au systeme (3,1) et il sera désigné par

(6.2) conséq (P; co, 12) n).

Si ce point existe pour un Peco alors
(6.3) conséq (Pj co, 12) e front (co, 12).

Définition de I'ombre gauche (relative a co, 12 et au sy-
steme (3,1)).

Nous désignons par
(6.4) ombre gauche (w, fJ)
la classe de tous les points Peco pour lesquels conséq (P-, w,
existe.

) C.-a-d. est déterminé pour t=y ou bien, ce qui revient au
méme yed(Pv).

10) Un point en lequel cette rencontre a lieu pour la premiére fois
existe, car front(a>,Q) est fermé relativement a fi.

u) Cette notion est due a H. Poincaré. "
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Voici quelques propositions évidentes relatives a ces notions:

(6,5) l. ombre gauche (co, £2) C co C £2.
Il. boit: P = (10, Py,..., pn), Q = (M, Si, eee, y,i),
Pec et QcQ.

Cela posé, la condition nécessaire et suffisante pour que
Q — conséq (P; co, £2}
consiste évidemment en ce que l'on ait

Q ——-P), K[« ")»>-P) (0i QE£front(a),£2).
I1l1. Soit: Pe<o. Cela posé chacune de relations

[Pemi(_|_) Z(P)] * front (co, £2) = O,
Demi(+) 1 (P) C o

constitue la condition nécessaire et suffisante pour que le
conséq (P-, co, £2) n’existe pas.

§ 7. Points de sortie et points de sortie stricte.

En gardant I'hypothése H nous introduirons deux défi-
nitions nouvelles et nous indiquerons quelques propositions
qui s’y rattachent.

I. Définition. Tout point Q pour lequel il existe un point
Peco, tel que
Q ~ conséq (P co, £2}

sera appelé point de sortie de co relatif a £2 et au systéeme (3,1).
La classe de tous les points Q de cette sorte sera appelée

ensemble de points de sortie de co (relatif a£2 et au systeme (3,1)).
Cet ensemble sera désigné par

(7.2) Sortie (co, £2).
Il1. Dans I'Hypothése 1T on a évidemment
(7.2) Sortie {a>, £2) C front (co, £2).

I11. Soit Q = (t0, g",..., qn)- Cela posé la condition nécessaire
et suffisante pour que

Q e Sortie (co, £2)
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consiste en ce qu’il existe un nombre positif e0 >0, tel que
([Mo~£">Q)
et que l'on ait en outre
Q e front (co, 12).
IVV. Définition. Soit Q = (10, q1}..., gn) et supposons que
Q e Sortie (co, 12).

Le point Q sera dit point de sortie stricte de co (relatif a 12
et au systéeme (3,1)) lorsqu’il existe un nombre e0>0, tel que
tous les points de I'intégrale 1(Q) (issue de Q) qui correspondent
aux valeurs de t situés dans lintervalle tO<t <t0+ £j sont
contenus dans I’ensemble, (cf. 2,3)

c0* extérieur (co, Q) = Q — co — front (co, 12).

La classe de tous les points de sortie stricte de co sera dé-
signée par

(7.3) Sortie stricte (co, 1i).

V. Dans I'Hypothése H on a évidemment
(7.4) Sortie stricte (co, 12) C Sortie (co, Q) C front (co, Q),

VI. Admettrons I'Hypothese H et supposons que

Q = (%o, , In), Q efront (co, D).
La condition nécessaire et suffisante pour que
Q t Sortie stricte (co, Q)
consiste évidemment en ce qu'il existe un £0>0, tel que
1(L#o — e, 10), Q) Cco, 1((t0,t0 +¢€], Q) C co*
oii co* = extérieur (co, 12) = 12— co — front (co, i1).

88. Continuité de la transformation Q = K(P).

Le but du présent paragraphe est la démonstration du
Lemme 3 inséré a la fin de ce paragraphe et établissant la conti-
nuité de la transformation Q~K(P). Cette transformation
intervenait dans la démonstration d'un cas particulier du
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théoreme principal qui vient d’étre esquissée dans I'intro-
duction (cf. (0,4) p. 282). Or pour un lecteur familiarisé avec
les raisonnements usuels, relatifs a l'allure des intégrales dans
les cas le plus simples, le Lemme 3 est presqu’évident et la
lecture de la démonstration des lemmes préparatoires 1 et 2
que nous allons énoncer, est superflue.

Lemme 1. Admettons I'Hypothése H. Si
(8.1) P0ew, conséq (Poj a>,Q)c Sortie stricte (co, Q)
alors la transformation
(8.2) Q — C(P) = conséq (P; co, 12)

(envisagée évidemment la ou elle existe, c.-a-d. dans I'omeére
gauche (w, 12)) est continue au point Po.

Démonstration. Posons
Po = (fo, Pi,-,P°n), pv= (K, Pv-,Pn}
et supposons que
Pg e ombre gauche (co, 12), Pve ombre gauche (co, 12), P,,->P0.

Il suffit de prouver que

(8.3) conséq (P,,-, ¢o, 12) -> conséq (Po; co, 12).
On a

(8.4) t,,-+t0

et (cf. 4,5)

(8.5) Pg=I(tg,Pg), Pv=1{t,, Pv).
Posons

Qg = conséq (Po co, 42).

L’intégrale I(t,P0) passe par Qo pour une valeur r de t.
On a donc (cf. §6, 1)

Qo = conseq(Po, w, 42) = 1(t, Po), tO<T,

(86) I([tg,T),Pg)Ccll.
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Comme ¢ est ouvert et I(t,P0) est continue en t il en ré-
sulte que pour les <3>0 suffisamments petits on aura.

8,7) ~2([<<3],-P0)

d(P0) étant l'intervalle (ouvert) saturé de Z(i,P0) et a(P0)
et jS(P0) étant I'extrémité gauche et droite de cet intervalle
(cf. 4,7 et 4,8) on a

a(Po) <<O<T <*(Po)*
Soit y > 0 un nombre positif arbitraire. Or en vertu de (8,1)
Qo e Sortie stricte (co,£>).

Il existe donc, en raison de (8,7) et de la proposition VI
du § 7 un nombre 6>0 si petit que

(8,8) a(P0)<tl — Oo<tO<T — O<T<T+ O6<IS(P0)
1([«o — 3 t— 0], Po) Cco, 1([l0 =3 t+ <5, Po) CQ,
(8,9) P([r—< r), P0)Ceco,
Z((t, t + d], Po) Cco* = /2 — co — front (co, .0),
diametre de 1 ([r — <, r + 0], Po) <tj.
La derniére inégalité exprime que
(8.10) 17(I'P0O)-Z(1",P0)| <12 12) lorsque T A\VAY4

Pour les indices v assez grands on aura (cf. 8,4 et (8,8)
(8.11) a(P0)<t0-O6<tv<r-6<T<T + 6<p(P0).

En sappuyant sur les propositions 11l et IV du §5 on
déduit des relations (8,8) et (8,9) les relations suivantes va-
lables pour les indices v suffisamment grands

I([to-<3,r+08],Pv)CE>, Z([t0-<3,T-5J,Pv)Cco,
(8.12) Z(r-O,Pv)eco, 1(r+6,Pv)eco*,
d’ou, en raison de (8,11), il résulte que
(8.13)  Z([t—o,t+0],Pv) CfZ, Z([iv, r—<5],PV) C co.

12) \I(t',P0)—Z«",P0)| désigne la distance des points I(t',P0) et
I1(t",P9) (cf. § 1)
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En vertu de (8,12) lare Z([t—0, r + 0], Pv) coupe la
front (w, 12) (cf. § 2, IV). Faisons t parcourir lintervalle
[r—& t+ < vers la droite, a partir de t—0. La front (co, I2)
étant fermée relativement a 42, il existe, en vertu de la pre-
miere relation (8,13), la plus petite valeur de t, appelons-la
t,,, telle que

(8.14) I(r.., P,,) e front (co, 12).
On aura
(8.15) t—d<Tv<T-J-0,

et I([t—o, t,,), Pv)Ca. En rapprochant la derniere relation de
la deuxieme relation (8,13) on obtient

/([L, t,,), Pv) Cco.

De cette relation et de la relation (8,14) il résulte que le
point I(r,,,Pv) est le conséquent de I(tv,Pv) relatif a w,42 et
au systeme (3,1) (cf. la définition du conséquent dans le § 6).
On a donc (cf. 8,5)

(8.16) I (tv, P,.) = conséq (Pv. co, Q).

Comme [t—0, r + <5 Cd (Po} (cf. 8,8) on a, en vertu de (5,5)
la suivante convergence uniforme

1(t,Pv)===I(t,P0) dans [t—os, t + <b]
donc, pour les indices v assez grands on aura (cf. 5,6)
|Z(t, Pv) —1(1, Po) | <t lorsque te[r— < r+ 0],
d'ou, en vertu de (8,15), il vient que
[I(Tp, Pv) — I (tv, Pi)\<].
L’inégalité (8,10) donne (cf. 8,15)

\1 (tv,P0)—I (t, PO\<i
donc
Pv) — I(t, Po)[ < 2rg,

d’ou, en vertu de (8,6) et (8,16), il résulte que
| conséq (P,.', 0), 12) — conséq (P0:co,f2) | <

lorsque v est suffisamment grand. Comme r¢>0 est un nombre
arbitraire, la relation (8,3) se trouve ainsi démontrée.
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Lemine 2. Admettons I'Hypothése H et supposons que

Pv= (*>Pu —>Pr") e ombre ga”™e (m, Q),
(8.17) Po — (10, Pi,’--, P,,) « Sortie stricte (<o, 42),
P->P.
Nous affirmons que
(8.18) conséq (Pv; co, £2) -1 PQ.
Démonstration. On a: tv->t0,Pveco et (cf. 4,5)
(8.19) 1(t0,P0) Po.

Soit ?7>0 un nombre positif quelconque. En s’appuyant
sur (8,17), on conclut aisément (cf. VI, § 7) a ce gu’il existe
un nombre <5>0, tel que

I([«o-<Mo + ai,-P0)C12, Z(Po-<Mo),Po)e«>,
1((t0,t0+&],P0)eco*, 1(t0+ 6,P0)eco*,
(8,29) diamétre de 1([Zo—0, t0 + <5, Po) <t).

En s’appuyant sur les propositions 111 et IV du §5 on en
conclut que les relations suivantes ont lieu pour les indices v
suffisamment grands: t0—O0<<tv<<t0 + 0,

1(P,0 —», 10 + <*], P») Cl12, 1(t0-6, Pv)e co,
(8.21) 1(t0 + 6,Pv)eco*.
Ou a (cf. 45 et 6,4)
1(t", Pv) = Pve co.

Cette relation et la relation (8,21) conduisent & la conclu-
sion (cf. §2, IV et la définition du conséquent) qu’il existe
un nombre r,,, tel que

(8.22) t0—5<w<fl+ £, conséq(Pv;a,Q)=r-1(Tv,Pv).
On a la convergence uniforme (cf. 5,5)
I(t, P,) =)> {t, F=>dans [/g—A, -]-A],
d'oli il résulte que
|Z(t,,, Pv) —Z(t,,, Po) |-> 0.
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Pour les indices v assez grands on aura
\I(rv, P,,) — 1(t,,, PO)\<rj.
En raison de (8,20)
|1(T», Po) 1(to, Po)l
et par suite
[1(T,,P,,)-7(t0,P0)|<272
d’ou (cf. 8,19 et 8,22)
| conséq (P,,; c0, 12) —Po| < 2g.
La relation (8,18) est ainsi démontrée.
Lemme 3. Admettons I’'Hypothese H, posons
£ — Sortie (co, Q)

et supposons que tout point de sortie soit un point de sortie
stricte, c.-a-d. que
Sortie (co, Q)  Sortie stricte (w, 12).

Définissons la transformation

Q =K(P)

de la fagcon suivante:
K (P) -- conséq (P-, co, Q) lorsque P e ombre gauche (co, 12),
K(P)=P lorsque PcS.

Ceci étant supposé nous affirmons que la transforma-
tion Q K(P) est continue dans I'ensemble

W = ombre gauche (co, Q} --S
et que
(8,23) K(P)eS lorsque PeW.

Démonstration. La continuité en question résulte immé-
diatement des Lemmes 1 et 2. La relation (8,23) apparait
comme une conséquence immédiate de la définition de K(P).
[H suffit de remarquer que conséq (P-, co, L>) e Sortie (co, £2) lors-
que P € ombre gauche (co, Q) (cf. 86)].



UN PRINCIPE TOPOLOGIQUE 299

§ 9. Théoréeme 1. Admettons I'Hypothéese H (cf. § 3)
relativement au systeme (3,1)- Supposons que chaque point
de sortie (relatif & a, 12 et au systéme 3,1) soit un point de
sortie stricte (cf. § 7) c.-a-d. que

9,1 Sortie (co, 12) = Sortie stricte (co, 12) m= S.

Supposons que pour les ensembles Z et aient
relations:

0,2) StCSs
(9,3) ZC«+
9,4 ZSt est un rétracte de  13f4
(9,5) Z6\ n’est pas un rétracte de Z.

Ceci étant admis il existe au moins un point

(9,6) Po=(Wi°>-

tel que

9,7) PAZ-SA*)

et qu’ou bien

(9,8) conséq (Po; w, 12) e S —

ou bien

(9,9) conséq (PO, co, 12) n’existe pas 18).

La relation (9,9) exprime que la partie de I'intégrale issue de Po, partie
située a droite de Po est entierement contenue dans bl et ne peut, par consé-
quent, jamais toucher a la front (w,12) (cf. 2,2).

Démonstration. Supposons que notre théoréeme soit faux.
On aura donc

(9,10) conséq {P-,w,12) C  lorsque PeZ — S1.

13) Cf. la définition du rétracte a la page 208, V.

14) Ceci revient a ce que I'on a a la fois PaeZ et Poebl.

u) Cette relation est équivalente a ce que Demi(*I(P0) Qa. Elle est
aussi équivalente a la relation [Demi(*I(P¥)]-front(<o,12)=0 (cf. 86, I11).
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Le conseg(P; e, £?) existera donc pour tous les points Pc Z—
Il s’ensuit (cf. la définition 6,3) que

(9.11) Z— SXC ombre gauche (w, £?).
On aura donc en raison de (9,1)
Z=(Z— St) + (ZS™ C ombre gauche (m,12)--S— W.
c.-a-d.
(9.12) ZCW

avec
W r ombre gauche (w,£?) + $.

Nous utiliserons la transformation

Q =K(P)

intervenant dans le Lemme 3 du § 8 et définie par les con-
ditions

(9.13) K(P) = conséq(P;w,12) lorsque Pe ombre gauche («.»£?)
(9.14) K(P) P lorsque PeS.

La transformation Q  K(P) est continue sur W(cf. Lemme 3
du § 8) est, a plus forte raison sur Z (cf. 9,12).
En raison de (9,14) et (9,2) on a:

AE(P)=P lorsque PezZ"

donc
K(P)e8i lorsque PeZ*S\.

En vertu de (9,10) et (9,13) on a
K(P)e lorsque PeZ —
De ces trois relations il résulte que

K(P)e»Sx lorsque PezZ

1
(9.15) et K(P) P lorsque PeZSt
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Or ZS” étant un rétracte de  (cf. 9,4) U existe une transfor-
mation

72=t7(Q)

qui effectue une rétraction de  en ZSX
Cette transformation est donc continue pour les et
I'on a
P(Q)eZ” lorsque
Y U(Q)=- Q lorsque QeZSt

Formons la transformation composé

R=T(P)
ou
T(P)--=U(K(P)).

En vertu de (9,15) et (9,16) la transformation P  T(P)
est definie et continue sur Z et I'on a

T(P)ezS! lorsque Pez
T(P) - P lorsque PeZSx.

Cette transformation effectue donc une rétraction de Z
sur ZS-1, ce qui est impossible en vertu de (9,5). Nous voyons
ainsi que I'hypotliese que notre théoreme soit faux conduit
a une contradiction, ce qui termine la démonstration.

§ 10. Enoncé d’un probléme relatif a I’existence des demi-
intégrales asymptotiques et d’un probleme aux limites.

Conservons I'Hypothése 71 du § 3.

I. Définition d'une demi-intégrale du systeme (3,1) asympto-
tique relativement aux ensembles @ et D. Une demi-intégrale
du systeme (3,1) (issue d'un point P) sera dite asymptotique
relativement aux ensembles w et Q si elle est contenue dans a).

Il s’agit évidemment des demi-intégrales saturées relati-
vement a 12, c.-a-d. tendant vers la frontiére absolues de 12
lorsque t tend vers une extrémité de Il'intervalle saturé 1(P)
(cf. 4,14 et 4,15).

La demi-intégrale droite Demi(+) I(P) est donc asympto-
tique relativement a w et Q alors et seulement alors lorsque

(10,1) Demi(+) 7 (P) Cw .
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Pour une telle demi-intégrale on aura forcément (cf. 4,18)
Demi(+) I(P) ->front abs (£2).

I1. Probleme d'existence des demi-intégrales asymptotiques rela-
tivement a w et Q.

Z étant un ensemble, tel que Z front existe-t-il
un point PcZ tel que Demi”™ I(P) soit asymptotique relati-
vement a w et 12, ou, ce qui revient au méme, telle que la
relation (10,1) ait lieu?

I11. Le rapport du probléme précédent aux problémes classiques
relatifs a l'allure asymptotique des intégrales.

Dans la plupart des problemes classiques on demande
s'il existe des intégrales possédant certaines propriétés asympto-
tiques, propriétés qui sont exprimées analytiquement. On de-
mande, par exemple, s'il existe une intégrale tendant vers le
point singulier ou bien se condensant sur un cycle limite.
On demande s’il existe des intégrales dont la distance de
'origine croit plus vite ou plus lentement qu’une fonction
donnée (par exemple eat) lorsque

Or ces problemes pourront étre considérés, comme cas
particuliers du probléme précédent a condition que I'on réussit
de construire I'ensemble co, tel que toute intégrale asympto-
tique relativement a w et 12 (au sens de la définition précé-
dente) jouisse forcément aussi des propriétés asymptotiques
données sous la forme analytique. Du caractere de ces condi-
tions analytiques dépendra la forme et la configuration de
I’ensemble & qu’'il faudra construire. La construction de I'en-
semble & est souvent équivalente a la construction de fonctions
remplissant certaines inégalités différentielles.

En construisant & il faudra évidemment prendre soin que
les prémisses des théorémes qui vont suivre soient remplies
par co.

IV. Un probléme aux limites. Soient Z et T deux ensembles
contenus dans & + front (m, Q). Existe-t-il deux points AeZ
et Be T qui puissent étre reliés par un arc partiel d’une inté-
grale du systétme (3,1), par un arc situé dans & front (oj, 1J)!

V. L'application du Théoréme 1 (§ 9) a la solution de ces deux
problemes.
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Le Théoréme 1 conduit a [l'alternative suivante (cf. 9.8
et 9,9)

(10.2) ou bien eonse'q (Po, 2>, i2)eS — Si}
(10.3) ou bien conséq(PO; co, ) n’existe pas.

Or en introduisant certaines conditions supplémentaires
dans le Théoreme 1 on peut exclure ou bien la relation (10,2)
ou bien (10,3). Si la relation (10,3) n’est pas possible le Théo-
reme 1 donne une réponse affirmative au probléme aux limites
(avec T=S—8". Si,, au contraire la relation (10,2) n’est pas pos-
sible alors la relation (10,3) entraine la relation DemiwvI(P0)Ca>
et le probléme d’existence d’une demi-intégrale asymptotique
relative a ¢ et 12 admet une réponse affirmative.

Nous compléterons, dans la suite, le Théoréme 1 par cer-
taines hypothéses supplémentaires de facon a obtenir une
réponse affirmative a I'un ou a l'autre de ces deux problémes.

811. Théoréeme 2 sur I’existence des intégrales asynipto-
tiques (relatives a m et 12).

Admettons I'Hypothese H relativement au systeme (3,1)
et supposons que tout point de sortie (relatif a w, 12 et au sys-
teme 3,1) soit un point de sortie Strict c.-a-d. que

Sortie (w, 12) -- Sortie stricte (a>,12) - 8.
Soit Z un ensemble, tel que

Z(2c S,
ZS est un rétracte de S,
ZS n’est pas un rétracte de Z.

Ceci étant admis il existe au moins un point Po, tel que
PaeZ-S (c.-a-d. PeZw)

et que la demi-intégrale droite issue de Po et saturée relative-
ment & 12 soit contenue dans a>. Ceci veut dire que

(11,1) Dcmiw 1 (Po) C w.

Cette demi-intégrale constitue une demi-intégrale asympto-
tique relative a ce et 12 (cf. définition en question dans le § 10).
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Démonstration. Posons, dans le Théoréme 1 du § 9 >5% = #.
L’ensemble <8 étant vide la relation (9,8) ne sera pas pos-
sible. La relation (9,9) aura donc forcément lieu et cette rela-
tion entraine (11,1) (cf. § 6, I1I).

§ 12. Condition d'existence d'une demi-intégrale asympto-
tique (relative a @ et D) qui est prolongcable jusqu’il t—+ 00.

Définition. Soient deux ensembles ouverts co et D, tels que
wCL”.

Nous dirons que la /rontaes(w) (cf. §2,1) touche a la
front abs (L?) exclusivement sur le plan

t -b (o0 b est fini ou bien b— + coi

lorsque pour toute suite de points

telle que

P,,ea), Pv—> front abs (L>) (cf. 2,1)
on a
tv— b.

Théoreme 3. Admettons I’'Hypothése H relativement au
systeme (3,1) et supposons que la front abs (w) touche la
front abs (12) exclusivement sur le plan t b (ou b est fini ou
bien b — + 00). Supposons que

Sortie (w, 12) - Sortie stricte, (co, 12) = S.
ZCm + S,
ZS est un rétracte de S,
ZS n’est pas rétracte de Z.

Ceci étant admis il existe un point

Po -
tel que

PoeZ — S (c.-a-d. P0OeZco)
et que

(12,1) DemiM 1(PQ) C ce.
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Cette demi-intégrale est asymptotique relativement a co
et Si (ef. § 10) et I'on a

(12,2) 1(t, Po)eo) lorsque t0 < t<b.

Démonstration. Nous avons désigné par J(P) = (a(P), jS(P))
I'intervalle saturé de I(t,P) (cf. 4,7 et 4,8). En vertu de (12,1)
et de la définition de

Dmqg+)P(P0) on a
1(1, P0)eco lorsque tO™.t<<p(P0).

Afin d’établir (12,2) il suffit de prouver que O(P0) b. Soit
(12,3) to<tv<O(Po), tv->f}(P).

On aura (cf 1,20) I(tv,P0)-"-jront abs(Si) et en vertu de
la définition précédente il s’ensuira que £,->& ce qui rapproché
de (12,3) donne b =/j(P). Notre théoreme se trouve ainsi ra-
mené au Théoréme 2 (811).

§ 13. Une condition d’existence des solutions d’un pro-
bléme aux limites.

Définition. Supposons que les ensembles m et Si soient
ouverts et que & CSi. Nous (lirons que la front abs (<0) ne touche
pas a la front abs (Si) lorsqu’il n’existe aucune suite de points P,,,
telle que Pvea>, Pfrontabs (Si) (cf. 2,1).

Théoreme 4. Admettons I'Hypothése H relativement au
systéeme (3,1) et supposons que la front abs (@>) ne touche pas
a la front abs (Si) (cf. la définition précédente). Supposons que

Sortie (m, Si) — Sortie stricte (w, Si) = S,
et que pour les ensembles Z et T on ait les relations:
2°CIS', ZCwfT S-T,
Z(S—T) est un rétracte de S—T,
Z(S—T) n’est pas un rétracte de Z.

Ceci étant admis il existe deux points PoeZM et QueT
qui peuvent étre reliés par un arc [Po, Qo] d’une intégrale du
systeme (3,1) lequel arc est situé dans & a I’exception du
point Qo. Cet arc constitue la solution du probleme au limites
du § 10 (page 302, IV).

Rocznik Pol. Tow. Matam. T. XX. 20
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Démonstration. Posons
SNS-T.
Nous vérifions facilement que les prémisses du Théoréme 1

(89) sont remplies.

Or pour tout Pea> le conséq(P; @, Q) existe, car la
front abs (m) ne touche pas a la front abs Q. Posons, en effet,
P = (tQ, p“,..., p“) et choisissons la suite t, de fagon que
to<t,,<fi(P), t,,-*-t0 (cf. 4,7 et 4,8). On aura (cf. 4,20)

1(tv, P) -*n front abs (D),

donc pour un certain indice ? =p on aura, en vertu de la dé-
finition du présent paragraphe,

P)eD—w.

L’arc /([i0, </], P) coupera donc la front(co, D) (cf. 82, IV)
et, par conséquent, le conséq (P- &, £P) existe. La relation (9,9)
n’est donc possible. On aura donc (cf. 9,8)

conséq (Po; co,D)e6'— =T.

Le point Po (cf. 9,6) et le point Qo  conséq(PO, co, D) remplis-
sent évidemment la these de notre théoreme.

Exemple. Considérons le systéeme
(13,1) —=fxy.0 =9y

et supposons que par tout point de I'espace a trois dimen-
sions D il passe une intégrale unique de ce systeme. Considé-
rons le cube co

lv|<l, |t|<lI

et désignons par P1,P2,P3,P4,P5,Pe ses faces situées respecti-,
vement sur les plans

<= 1, X— 1,X- +1, y——1, y—+1 t— 1.

La front abs (co) ne touche évidemment pas a la front abs (£>).
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Supposons que I'on ait
xj{x, y,t) <O sur F2 et Fa,
yg(x,y,t)>0 sur Ft et Fs.

On vérifie facilement que

<¢ = Sortie (co, Q) — Sortie stricte (8>, 12) —
=Fi+F+F6-FI—F2-F3

Supposons que [|e0|<I, [yO|<I, [tO]<I considérons
deux segments Z et T définis par les relations

(13.2) * =<0 (segment Z),
(13.3) H <1, y=y0, t=1 (segment T).

On vérifie facilement que les ensembles a, 12, Z et T
remplissent les prémisses du Théoréme 4 relativement au
systeme (13,1). Il existe donc deux points POeZo, QoeT qui
peuvent étre reliés par un arc d’une intégrale du systéeme (13,1)
lequel arc est contenu a l'intérieur du cube co a I'exception de
I'extrémité Qo qui est située sur la frontiere de co.

Le probléme aux limites formulé dans le § 10, IV admet
donc une réponse affirmative pour chaque couple des ség-
ments Z et T qui appartiennes respectivement aux familles
de segments définies par (13,2) et (13,3).

§ 14. Pente d‘une fonction relative a un systeme d’équa-
tions différentielles.

Les théorémes précédents sont valables sous [I'hypothése
permanente que tout point de sortie soit un point de sortie
strict, c.-a-d. que

(14,1) Sortie (co, I?) = Sortie stricte (a>, 12).

Or dans la plupart des applications de ces théoréemes I'en-
semble co est limité par un nombre fini d’hypersurfaces dont
I'’hyperplan tangent dépend d’une facon continue de la posi-
tion du point de contact. Ces hypersurfaces sont définies par
des équations de la forme g(t, x1}..., xn) = 0.

Il est important d'indiquer certaines propriétés analytiques
de ces jonctions g, propriétés desquelles résulte I'égalité (14,1).
Nous nous adressons a I’examen de ce sujet.

20*
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I. Définition. Supposons que les deuxiemes membres
du systéme (3,1) soient continues dans un ensemble ouvert Q,
sans supposer forcéement Vunicité des intégrales issues d’'un point
quelconque. Soit

(14.2) y(t, 2,)

une fonction de classe Cl (c.-a-d. possédant des dérivées pre-
mieres continues) dans I'ensemble fi. Soit

(14.3) Po= (10,&»,...,a;«)ef2
et soit
(14.4) xi=xt(t) (i=1,...,n)
une intégrale du systeme (3,1) issue de Po, c.-a-d., telle que
(14.5) x°=x{(t0)) (»=1,...,%).
Posons
(14.6) <p@) = y(t,x1(t),...,xn{t,)) g (I{t,P0)).
La dérivée
(14.7) <’ (t0)

sera dite pente de la fonction g(t,x1,...,xn) au point Po relative
au systeme (3,1).
En vertu de (3,1) on aura

pente de g au point Po = ¢? (i0) — yt{Po) +

(14.8) +1™(PO0)A(PO)- 16)
nl
Il. Remarque. Supposons que
(14.9) y(Po) = 0.

Si la pente (14,8) est positive il existe évidemment un
nombre <5>0, tel que

(11 10) </(/(«,P0)<9 lorsque tO-a™~t<=t0,
g(I(t,P0) > 0 lorsque t0<t <t0+ 0.

>) Car /(t0,F0)=PO0,
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Si cette pente négative il existe un <5>0, tel que

(1 11) 9(I(t,P0)=>0 lorsque t0 — <5<t<<0,
g(l(t,P0)<D lorsque tO<t ~™t0 + 0.

§ 15. Cas de I’ensemble polyfacial régulier relativement au
systeme (3,1).

I. Définition. Supposons que les fonctions
(15,1) “, ...y An), WIN(G---,Um), (a=L,..,p; fi -1,

soient de classe Cl! (c.-a-d. possedent les dérivées premieres conti-
nues) dans un ensemble ouvert Q. Désignons par w I'ensemble
des points vérifiant le systétme des relations

(152)  Pel2, 1“(P)<0, )A(P)<0, (a=l,...,p; fi=1,...,q).

Soient Lr et M6 (y = I,...,p-, 6 =I,...,q) les ensembles des
points P vérifiant respectivement les relations

PP>, Ir(P) =1,
(15,3) Z«(P)<0, («=1,...,p); m?(P)<O0, (fi=1,...,q)
(ensemble L?).

PP.). m*(P) =d,
(154) la(P)™a, («  1,...,?); wANP)<O0, (fi =I,...,q)
(ensemble MG6).

Supposons que pour 1™y <p la fonction Iv(P) ait la pente 17)
positive en chaque point de L? et que pour 1724 la fonction
mi(P') ait la pente négative en chaque point de Mo0.

Si ces hypotheses sont remplies I'ensemble w, défini par
les relations (15,2), sera dit ensemble polyfacial régulier relati-
vement au systeme (3,1) possédant comme faces positives les
ensembles L? et comme faces négatives les ensembles PP.

Cette notion est évidemment relative aux fonctions 7“(P)
et m?(P), au systeme (3,1) et a I'ensemble D. L’unicité des
intégrales du systtme (3,1) est sans importance pour cette
définition.

17) relative au systéme (3,1).



310 T. WAZEWSKI

Il. Remarque. L’ensemble polyfacial régulier (au sens
de la définition précédente) est ouvert, car il est défini par
les inégalité strictes (15,2) concernant les fonctions continues la
et envisagées dans I’ensemble ouvert 12.

I1l. Théoreme 5. Supposons que I'ensemble co soit poly-
facial régulier aux faces positives Lv et négatives AP (cf. la
définition précédente). Admettons I'Hypothese H relativement
au systeme (3,1) et posons

(15.5) £ = Sortie (co, 12).
Ceci étant admis nous affirmons que I'égalité
(15.6) 6' = Sortie (co, 12) = Sortie stricte (co, Q)

(intervenant comme prémisse dans les Théoréemes 1, 2, 3 et 4)
a lieu. On a en plus

15.7) S=__ :
(15.7) yli »fi

On pourra donc appliquer les Théorémes 1, 2, 3 et 4 lorsque
leurs autres prémisses (concernant les ensembles Z, St ou T)
sont Vérifiées.

Démonstration. Pére étape. Nous affirmons que
(15,8) front (co, Q) C2"i1“+ 2Noe.
Soit en effet Paefront (co,Q). On aura (cf. 15,2)
(15.9) Poefi, I“(P0o)<O, m0)P0)<O (a=l,...,p; 0=1,....9).

Mais il ne peut pas arriver que toutes ces inégalités soient
strictes: 1(P0)<0, m”(Po)<O car Po serait un point intérieur
de co (cf. 15,2). Parmi les inégalités larges (15,9) il y a au moins
une égalité 7’(Po)=0 ou md(Po)=0O. On a donc PoelL? ou
bien PoeNe (cf. 153 et 15,4) et la relation (15,8) est ainsi
établie.

2-me étape. Nous affirmons que
(15.10) (PM?) Sortie (c0,Q) = 0.
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Soit en effet PQ= (t0,p”,...,p”") un point quelconque de JP.
Or la fonction m?(P) ayant au point Po la pente négative on'
aura (cf. 14,11) pour un ¢>0 assez petit

mJ(Z(Z, Po))> 0 lorsque t0— o<t<t,,.

En vertu de la définition (15,2) de & le point I(t,P0)
n’appartient pas a co lorsque t0—6<t <tn. Le point Z(f0,P0) = P0
n'appartient donc pas a la sortie(a), Q) (cf. § 7, I11).

3'tme étape. En vertu de (7,4), (15,8) et (15,10) on a
sortie stricte («>, 12) C Sortie (w, 12) C front (co, 12) —PAP,
iront(m, 12) — PJP CPL"+ PAP—P AP = PL“—P AP,

et, par suite,

(15,11) Sortie stricte (<o, 12) C Sortie (w, 12) CPL" — P AP.
4¢éme étape. Nous affirmons que

(15.12) PL“— PAP C Sortie stricte (w, 12).

Soit en effet
(15.13) Po= (to, p®..... p,8) e PL“—P AP.

On aura pour tous les indices a et fi (cf. 15,3)
(15.14) Poel2, “(Po)~O, ~(P0)<O
et comme Po n’appartient pas a PAIO on aura (cf. 15,4)
(15.15) ~N(PO)<O, (fi=1,...,9).

Le point Po appartient aux certaines faces (g= al}...,ar)
et n'appartient pas aux autres L° (a=al[,...,a”r). On aura
donc (cf. 15,14 et 15,3)

(15.16) Iv(po) =0 (q =al,...,ar),

(15.17) ?(-P0)<O (<1 = «i',..., Op_I)-
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Or les faces L* étant positives on aura pour un 6> 0 assez
petit (ef. 14,10)

(15.18) P(Z(1, P0))<O lorsque t0— &6”.t<tO,
(15.19) Ip(Z(Z, P0))>0 lorsque tO<t <t0 + O.

La derniere inégalité donne en vertu de la définition de ®
(cf. 15,2)

(15.20) /((<o, + &), Po —» M —front(m, Q) = a>*.
Comme 1(/o, Po)= Po, il résulte de (15,15) et (15,17) que,
pour les 6>0 assez petits, on aura
mf(Z(t,P0)<0, P(Z(t,P0))<O0

lorsque t0—&™Mt<<t0. De ces inégalités et de (15,18) il résulte
en vertu de la définion (15,2) de w que

1(l/o no)> Mol we

Cette relation et la relation (15,20) conduisent a la conclu-
sion que Poe Sortie stricte (w, 12). Cette conclusion étant une
conséquence de la relation (15,13), la relation (15,12) se trouve
établie.

En rapprochant les relations (15,11) et (15,12) on conclut
a la veérité des relations (15,6) et (15,7).

§ 16. Extension des résultats précédents aux demi-inté-
grales gauches.

Appliquons au systéeme (3,1) le changement de variables
(16,1) Xt= — t —t.

Les points P et les ensembles w et P seront transformés
en P, S et 12

Si Q=conséq(P-, w, 12) alors Q sera ,l'antécédent” de P,
relativement a ai, £2 et au systeme transformé c.-a-d.

Q =antécéd (P; w, i2).

Les points de sortie et de sortie stricte- se transformeront

en points d’entrée et d’entrée stricte. Ces points formeront

les classes
Entrée (w, 12), Entrée stricte (a>, 12).
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La demi-intégrale droite P) passera en la demi-
intégrale gauche Demi<-"> Nous obtenons ainsi le

Théoreme 6. Aux Théorémes 1—5 correspondent des
théoremes analogues qui se rapportent aux demi-intégrales
gauches. La notion de I'antécédent d’un point et celle du point
d’entrée ou d’entrée stricte remplacent les notions analogues
relatives aux demi-intégrales droites. Cette extension s’obtient
au moyen de la transformation (16,1).

§ 17. Extension au cas des variables complexes.

Théoréme 7. Les théorémes 1—6 peuvent étre étendus
au cas du systéeme (3,1) dans lequel la variable t est réelle et
les variables Xi et les fonctions ¥ sont complexes.

En effet, en décomposant les variables xt et les fonctions /'
en leurs parties réelles et imaginaires on passe sur le terrain
des variables réelles.

§ 18. Cas ou I'on n’admet pas I'unicité des intégrales du systeme (3,1).

Remarque. Conservons la continuité des fonctions fi dans le systeme (3.1)
en renongant de I’hypothese sur l'unicité de ses intégrales. Supposons
que » soit un ensemble polyfacial régulier aux faces positives L« et néga-
tives 31?. Or on peut approcher uniformément dans J2 la fonction fi par
une suite de fonctions ¥ de classe C°° (d’aprés M. Bielecki)18) ou méme
par une suite des polyndmes (d’aprés M. H. Whitney)19). On peut s’arranger
de facon que les faces £« soient positives et les faces 31? négatives par
rapport a chaque systeme auxiliaire

-fv(txl,....xv) (i=1,...,n) (systeme Sv).

Pour étendre au systeme (3,1) par exemple le Théoreme 2 il suffit de
supposer accessoirement que I’'ensemble Z soit borné et fermé. Le systeme Sv
posséde alors une Demi(+) Iv(Pv, t) asymptotique relativement a & et Sl avec
PveZ. Dans cette suite de demi-intégrales on peut choisir une suite par-
tielle tendant presqu’uniformément vers une Demi_|_I(P0. t) du systeme (3,1)
[avec POeZ<o]. Ce sera une demi-intégrale asymptotique relativement
a <0 8 et au systeme (3,1).

18) Annales de la Soc. Pol. de Math. T. X. p. 33.
19) Analytic extensions of différentiable functions defined in closed
sets. Transactions of the Amer. Math. Soc. T. 36 (1), 1934, p. 76.



SUR LA TOPOLOGIE DES ESPACES FONCTIONNELS

Par Casimir Kuratowski (Warszawa) v)

Désignons, comme d’habitude, par yx I’ensemble des
fonctions continues y = j(x} définies sur I'espace SE tout entier
et dont les valeurs appartiennent a I'espace y. Dans de
nombreux probléemes de Topologie et d'Analyse (Fonctions
analytiques, Equations différentielles) on définit — d’une
facon conforme au probléme envisagé — la notion de limite
dans I'’ensemble ys, en lui conférant ainsi le caractere d’'un
espace topologique. En particulier, si les espaces SE et y
sont métriques, dont le premier est compact, on ,métrise”
I'ensemble ys en définissant la distance des fonctions f et g
appartenant a yx par la formule

() I/ —<l|=sup! —

c. ad. que la distance des fonctions / et g est la borne supé-
rieure des distances de f(x) a g(x), x parcourant I'’espace af.

Dés que la distance est définie dans I'espace y&, la no-
tion de limite s’en déduit directement:

I'égalité lim/,, — / veut dire que )im \fn— f\ 1 0,
N=00 t-00

donc — en vertu de (1) — que la suite /,, converge uniformément
vers / (dans le sens habituel du mot).

Cette méthode d’introduire une topologie dans I'espace y&
cesse d'étre applicable lorsque I’espace SE est non compact
(ou I'espace y non borné); dans ce cas la formule (1) peut
conduire a une distance infinie.

1) Communication présentée au Congrés des Mathématiciens Polonais
a Cracovie le 29. V. 1947.
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Le probleme s'impose de définir la notion de limite dans
I'espace ysou af et  sont des espaces métriques arbitraires
ou — plus généralement — des espaces £* (espaces pourvues
de la notion de limite). Nous allons montrer que ce probléme
se laisse résoudre en entendant par convergence d’une suite
de fonctions /n/2,... vers / (dans l’espace 2/%) convergence
continue de cette suite, qui signifie que I'égalité

(2) lim xn — x
n=00
entraine
3 lim/,,(«,) =/(a?)2).

Plus précisément: avec la notion de limite ainsi concue,
nous allons établir les théorémes suivants (les espaces f£y....
étant supposés £%):

Th. 1. L'espace yX est un espace £%*.

Th. 2. En posant <p(f, x) =f{x), I'opération (p est continue
sur le produit cartésien ys/.T.

Th. 3. En posant g(x, t) = f({x), la continuité de la fonction g
(sur l'espace S X Tj) équivaut a la continuité de la fonction f
(qui fait correspondre a tout teTa une transformation ft de S en
sous-ensemble de y) 3).

Th. 4—6. yXx jouit de trois propriétés suivantes, analogues
aux propriétés de la puissance en Algebre:

4,

top

5. si S—A + B ou A et B sont fermés et disjoints, on a

2) La notion de convergence continue remonte a H. Halin. Voir
Théorie der reellen Funktionen, Berlin 1921, p. 238.

3) Le probléme de I'équivalence de la continuité de g et de celle de f
pour les espaces non compacts a été considéré par M. Fox, Bull. Amer.
Matli. Soc. 51 (1945), p. 429—432.
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6. (V3 =y***,

top

la relation M ~N désignant que M et N sont homéomorphes.
top
Th. 7. Si l'espace St' est compact et y métrique, la con-
vergence continue dans l'espace ya équivaut a la convergence
uniforme.

1. Préliminaires. Rappelons qu’un ensemble (d’éléments
arbitraires) est dit un espace JS* lorsque la limite ® = lima?n,

n=0o0

définie dans cet espace, satisfait aux trois conditions suivantes:

1° si limxn x et kl<ck2==, on a lima?* — a?,

/1=00 71=00

2° si pour tout n, x,, -X, on a lima?, = a?,

71=00
3° si la suite x1,x2)... ne converge pas vers X, elle contient
une suite partielle a?*, a?*.,... (ou kl<k2<...J dont aucune suite
partielle ne converge vers a?4).

Un espace JS* est dit compact lorsque chaque suite a®, 8?2, ...
contient une suite partielle convergente.

SC et y étant deux espaces JS*, leur produit cartésien SfS'X.y,
c. a d. I'ensemble des couples (a?y) ou xeSfS et ye.y, est un
espace JS*, en convenant que la suite de points z,, (xn,y,,)
converge vers z— (x,y) lorsque x~ lima?« et y limyn.

D’une fagon plus générale, SEi,9E2,... étant une suite (finie
ou infinie) d’espaces JS*, on confére a I'espace X SE2X ...
le caractére d’un espace JS* en convenant que la suite variable
~n= °0 zneé&-i converge vers la suite z—[z1,s2,...]
lorsqu'on a lim”~™'=« pour chaque i.

2. Démonstration du tli 1. 1l s’agit de prouver que
I'espace wea satisfait aux conditions 1°—3°.

4) Pour cette définition (et les suivantes), voir par exemple ma To-
pologie I, § 14, Monogr. Matemat. 3, Warszawa-Lwow 1933. Les espaces
satisfaisant aux deux premiéres conditions ont été introduits par M. Fré-
chet sous le nom d’espaces £ (Rend, di Palermo 22, 1906).
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ad 1°) Soient lim/,, =/ et kl<k2<... Il s'agit de démontrer

n=oo

que rI]i_(r:Q/Anzl. Autrement dit: que la condition (2) entraine

4) 1wl/*a(k,,) = 10K).

Dans ce but envisageons la suite {»,} définie par la con-
dition: zm-xn pour kn*<<m~kn (o0 Ao=0). Il vient:
limzm= limx,,—x ®). L’égalitt lim/mx=/ impliqgue donc
(d’apres la définition de convergence continue) que

nléga /m(zm) =f(x), d’ou r!lzrga tkn{zkn) = f(x),

puisque I'espace 7/ satisfait a la condition 1°. Comme zkn  Xn,
la derniére égalité implique (4).

ad 2°) Soit /,, /pour n=1,2,... 1l sagit de prouver que
I’égalité (2) entraine 1nn/(x,) /(k). Or ceci est une consé-
quence directe de la continuité de la fonction f.

ad 3°) Soit /15/2,... une suite d'éléments de qui ne
converge pas vers /. 1l existe par conséquent une suite de
points x19x2,... qui satisfait a la condition (2) mais non a (3),
c.ad. que la suite /i(«i),/2(®@2),... ne converge pas vers f(x).
D’apres la condition 3° (appliquée & I'espace 7/) cela implique
I’existence d’une suite d’entiers kl<k2<... telle qu’aucune
suite partielle de la suite {fkti(xkn)} ne converge vers /(«")» Nous
en déduirons que la suite {fkn} ne contient aucune suite par-
tielle qui converge vers / (ce qui achévera la démonstration).

Or supposons par impossible que wWwx<>k2<... et que
limL... =/. D'apres (2): limita = x. Donc d'apres la defi-

nition de convergence continue: lim/Am (x* )=/(#). Mais cela

contredit la définition de la suite {&,} puisque la suite {/*m (x*T )}
est une suite partielle de la suite {/*,(«*,)}.

3. Démonstration des th. 2 et 3. D'aprés la définition
du produit cartésien, la continuité de la fonction ¢ veut

5) On démontre en effet facilement qu’étant donnée dans un espace £ *
une suite {«,} telle que liman=a, toute suite qui s’en obtient en répétant
ses termes un nombre fini de fois converge vers a.
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dire que les conditions lim/, =/ et lim =34 entrainent
lim<p(/,,, x,,) = <p(f, x), c.ad. =1f(x). Cette implication
résulte directement de la définition de convergence continue.

Passons a la démonstration du th. 3. Il s’agit d'établir
I’équivalence

Admettons d’abord que gey3*". Pour t fixe, la fonction g
étant une fonction continue de la variable x, on a c¢2/.
En outre les conditions (2) et
5 limt, —t
© n=00
entrainent lim g(xn, th)=g(x, t), c.ad. lim ftn(xn)—ft(x). Cela
prouve que la convergence de la suite de fonctions {ftn} vers
ft est continue. Donc

(6) I

n=

Nous venons de démontrer ainsi que la condition (5) im-
plique (6). Mais cela veut dire que la fonction / est continue;
en symbole: /c(7/a).

Admettons en second lieu que / e(™Nar)6. L’égalité (5) impli-
que donc (6) et celle-ci rapprochée de (2) donne lim/,n(@,) ft(x)
(en vertu de la convergence continue de la suite {/,,} vers/,).
Cette derniere égalité équivaut a lim g(xn, tn) g(x,t). Celle-ci
est donc une conséquence des égalités (2) et (5); la fonction g
est donc continue; en symbole: geya™.4

4. Démonstration des th. 4—6. ad 4) Faisons correspon-
dre & chaque couple de fonctions /e yXx, g«Z&, la fonction h
(»,a valeurs complexes”) définie par la condition

(7) h(x) = [(x), 9()].

On constate aussitdét que la fonction h, ainsi définie, est
continue, c.ad. que hefflxZ2)*, et que, inversement,
a chaque Ae( X &)correspond un couple /eT/-”, geZs
veérifiant I'égalité (7).

Eu dautres termes: en posant h=<p(f,g}, la fonction ¢
transforme I'espace yx xZe& en l'espace (y tout entier.
Il s’agit de prouver que cette fonction est bicontinue.
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Admettons que
(8) =/ et liniy,, = V.

Il s’agit de montrer qu’en posant h,,(x)=[/,.,(#), gn(x)],
on a
©) limA,,=fc.

Or la condition (2) entraine
(10) lim fn(xn) = 1(x) et limg,,(x.,) = g(x),

c. a d. limhn(x,,) — h(x). D’ou I'égalité (9).
La continuité de la fonction < se trouve ainsi établie.
Pour démontrer que la fonction ¢ est bicontinue, admettons
I'égalité (9). Rapprochée de (2), elle implique que lim hn(xn)*h(x),
d'ou les égalités (10). Il en résulte que les formules (8) sont
vérifiées, c. q. f. d.

Remarque. En modifiant légerement la démonstration,
on généralise le th. 4 au cas de produit cartésien fini ou dé-
nombrable:

V*EXYFX . XY* X ... - (DNXY., X XY, X
top

ad 5) Faisons correspondre a chaque couple /e YA, ge VB,
la fonction h telle que

h(x)

Les ensembles A et B étant fermés et disjoints, on con-
state aussitot que la fonction h est continue: heyA+B. En
posant h=(p(f, g), on prouve facilement que la fonction < trans-
forme Il'espace YAXYB en I'espace WyA+B tout entier. Il
s'agit de prouver que cette fonction est bicontinue.

Admettons les formules (8) et (2) pour un point xeA.
Les ensembles A et R étant disjoints et fermés, tous les points xn
avec n suffisamment grand appartiennent & A. On a donc
I'égalité (3), d’ou Ixmhn(xn)=h{x). On parvient a la méme
conclusion en supposant que xeB. Les formules (8) impli-
qguent donc (9). Cela prouve la continuité de la fonction y.

_ | /G») pour xeA
| g(x) pour xeB.
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Inversement, en admettant la formule (9), on déduit de
I'égalité (2), rapprochée de la condition xeA, la formule (3).
Donc la premiére égalité (8) est vérifiée. Par raison de symétrie,
il en est de méme de la deuxiéme.

La fonction (/' est donc bicontinue.

ad 6) Faisons correspondre a chaque fonction /e(g/
la fonction g définie par l'identité du th. 3. Posons g = <p(f).

D’aprés le th. 3 la fonction ¢ transforme I'espace (2/<f)'c en
I’'espace tout entier.

« Afin d'établir la continuité de la fonction ¢, posons
(H) lim/"=/ ou /"e(g/".

n oo

Posons gn(x,t) = f"(x), donc gn=(p(fn)- 1l s’agit de mon-
trer que

(12) lim?, =y,

/1-00

c. a d. que les conditions (2) et (5) entrainent

Or les conditions (11) et (5) donnent lim/£=/,, d’ou en
vertu de (2): n=m "
(14) lim/£(a?,,)=/z(x)

n=00

et cette derniére égalité équivaut a (13).

Inversement, en admettant (12), on déduit (13), donc (14),
des conditions (2) et (5). 1l en résulte que IiMCette

derniére égalité étant verifiée dés que la condition (5) est
remplie, on en conclut que lim® =/. La fonction < est donc
bicontinue.

5. Démonstration du th. 7. 1° La convergence uniforme
entraine la convergence continue (I’'espace 3E étant compact
ou non).

Admettons, par impossible, que la suite {/,} soit uniformé-
ment convergente, que I'égalité (2) soit vérifiée tandis que
I’égalité (3) ne le soit pas.
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La suite {/n(zn)} contient alors une suite partielle {/*n(&*n)}
dont aucune suite partielle ne converge vers f(x). D’autre
part, la suite {/,} étant uniformément convergente, il en est
de méme de la suite partielle {/*,}+ U existe par conséquent
une suite d’entiers ml<ma2<... telle que I'on a pour tout x' e 3E:

/(<) I<|>
d’ou en particulier
\ik (x,, )—f(Xk )]<-.

La fonction / étant continue par hypothese, I'égalité (2)
donne

Jim /(a2,) = /().  dou Jim & m ) = /(a?),
donc
pimrs @ )=,

contrairement a la définition de la suite {kH}.

2° Si I'espace 3. est compact, la convergence continue entraine
la convergence uniforme.

Admettons que la suite {/,} ne soit pas uniformément
convergente vers la fonction /. Il existe par conséquent un
£>0, une suite de points {xn} et une suite d’entiers croissants
{k,,} tels que

(15) \fkn(xn)—f(x,,)\>e quel que soit n.

L’espace étant compact, il est légitime d'admettre
que la suite {xn} soit convergente, donc que I'égalité (2) soit
vérifiée. La suite {/,} étant supposée convergente de fagon
continue vers /, on a lim/,,=/, d’ou lim/*n / (d’apres le
tli. 1). L’égalité (2) implique donc que
(16) lim/*n(z,) =/(2)

n=co

et que lim/(#,) =/(&) (la fonction / étant continue). Cette
n=00

derniére égalité est incompatible avec les formules (15) et (16).

On parvient ainsi a la contradiction prévue.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 21
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6. Généralisation du th. 7. Soient SE un espace £7*,
Y un espace métrique et Pour que la suite {fn} soit
convergente de facon continue vers f, il faut et il suffit qu'elle
converge uniformément sur tout sous-ensemble compact de SE.

En effet, en supposant que la suite {/,} converge de facon
continue vers / sur SE, la suite des fonctions partielles fn\A )
converge de facon continue vers \A, quel que soit I’ensemble A.
Par conséquent, si A est compact, la convergence de la suite

est uniforme d’aprés 5,2°.

Inversement, admettons que la suite {/n|A} converge uni-
formément vers f\A quel que soit I’ensemble A compact. Admet-
tons en outre que I'égalité (2) soit vérifiée. 1l s’agit de prouver
que I'égalité (3) I'est également.

Désignons par A I'ensemble composé du point x et de
tous les points xn, n =1,2,... Cet ensemble étant compact¥,
la suite {/n|A} converge vers \A de facon continue d’aprés 5,1°.
L’égalité (2) entraine donc (3).

Remarque. Soit SE un sous-ensemble ouvert du plan et
soit y le plan (complexe). Dans la Théorie des fonctions ana-
lytiques, on métrise d’habitude I'espace ys de fagon que la
convergence dans cet espace signifie la convergence uniforme
sur tout ensemble compact.

Comme nous venons de démontrer, ce genre de conver-
gence équivaut a la convergence continue 8).

*) Nous désignons par le symbole /| A la fonction partielle qui s’obtient
de f en restreignant la variabilité de son argument a I’'ensemble A.

7) La compacité de I'’ensemble A résulte facilement de I’énoncé suivant,
valable dans tout espace £* (et qui généralise la condition 11®): si
limxn=x et si aucun terme de la suite {kn} n’est répété une infinité de
fois, on a lim Xhn=x.

) Cf. Carathéodory, Math. Ann. 101 (1929), p. 515.



LES ESPACES CONJUGUES,
LEURS TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES ET
INTEGRATION PAR CONDITIONS A LA LIMITE

Par Constantin Popovici (Bucarest)

1. Nous appelons espaces conjugués deux séries de va-
riétés a le dimensions appartenant a un espace a n dimensions,
telles que les coordonnées des deux séries des sections de ces
deux variétés satisfont aux équations

1) i—1,2,...,w; j,h—1,2,..., 4.

Nous appelons transformations infinitésimales conjuguées
deux congruences de courbes définies par les équations tangen-
tielles

dX( dx,,
eee > ®N) (®1»eee, ®n)
2) N
OXi o oxn
, Xn) .ee, @)

telles que les opérateurs

A@) =a, 35 et B(2) =

donnent

(3) >(U) ~ ydj - ebf
21*
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Nous nous sommes occupél) de ces espaces dans le cas k — 1.
Les équations (1) expriment pour n = 3 que les courbes u =cte
et v~ cte sont des courbes conjuguées sur toute surface dont
les coordonnées  x2, <3 satisfont a I'équation de Laplace

O2X Sx SX
duSv ldu Sv'

Nous avons démontré que les éléments tangentiels qui
définissent les deux congruences de courbes (2) donnent, pour
ces deux congruences, une famille de surfaces intégrales com-
munes sur lesquelles les intersections avec les courbes (2) sont
des courbes conjuguées, si (3) est satisfait.

Intégration par conditions a la limite

2. On peut se demander quelles sont les conditions a la
limite, qui donnent une seule et unique surface dont les coor-
données xv x2,xa satisfont a I'équation (4). Nous verrons que
ce probléme offre une application, cette fois pour la géomeé-
trie, qui nous fera voir, qu’il existe une infinité de solutions
des équations intégrales

©) S(x) + CJXZ(x,y)S(y)dy = QW)

ainsi que des systemes de pareilles équations. Elles admettent
une infinité de solutions dont I’ensemble a la puissance de
celui des fonctions arbitraires, méme si le noyau Z(x,y) est
continu et admet des dérivées de tout ordre voulu (ou
les noyaux sont continus etc.). Ce sont des cas ou le noyau
n'est pas représenté dans tout le champ d’intégration par
une méme expression analytique. Ces noyaux nous les avons
nommé raccomodés?).

*) Sur les surfaces intégrales communes des équations différentielles.
Thése Paris 1908.

2) Sur les formes que doit avoir un vase qui plongé dans I'eau, la partie
immergée soit une fonction donnée xx(x) de la hauteur totale x du vase.
Annales de la Soc. Polou. de Math. t. XVII, 1938, p. 67—90.
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Autogroupes des transformations continues

3. Le plus simple et le plus intéressant exemple des espa-
ces conjugués c’est celui oii a et e sont nuis dans (3). Ce cas est
en étroite liaison avec la question que nous avons appelé des
autogroupes. Voila de quoi il s’agit: Etant donné un systeme de
n fonctions £a de n + 1 variables x1,...,xn,t, trouver s'il existent
n autres fonctions a™,telles que les g forment un groupe
par rapport & la transformation

(6)

Cela revient a la recherche des fonctions «¢ telles que,
quelle que soit la fonction 0(<q,... ,a,,), on ait

Si ces fonctions af existent, nous dirons que nous sommes
en possession d’un autogroupe de transformations continues.

Pour nous en renseigner, formons les expressions bt qui
résultent des équations linéaires

(8)

Notons

©)

On aura

(10) A(a,t)

car les a sont fonctions des |
ainsi
(8)
Formons les paranthéses de Poisson

-BLAG) =[A6) —P(a,)]
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Pour z = ah, on aura, vu (8) et (7)

et supposant J(a,i)=j=O, on aura, puisque B(ai} =0, récipro-
quement
(11) -

Les équations (8" et (11) nous les appelions aux intégrales
réciproques. Notons l'itération

, A(b,xi) _ A2(a,xi)
(10 Ab,t)  A2at)

On aura

A3(a,x/) A(aXj)
AJa, t) A(a,t)

et les n a étant fonctions des n données él(x1,...,xn,t) on aura

' WwW,N) =zI(M
(129 As(C,t)) i\((‘;tg)'

On voit que, si ces n expressions sont des identités, les at
existent. Cette vérification est immédiate, car elle ne nécessite
que des dérivations des fonctions données £/. 1l en résultent
des conséquences intéressantes: 1) Si les a forment un groupe

par rapport a la transformation atgi—il-égt% alors les b forment
a leur tour un groupe par rapport a la transformation bti+d—.
2) Si les i sont algébriques, les a et b le seront aussi. 3) Si les
(12") sont des ‘identités, alors les équations de la mécanique
(13) = £t(xP>
admettent un systeme d'intégrales premiéres

dtn*

et alors le mouvement s'intégre sans aucune quadrature. bt — cles
sont les trajectoires du mouvement dont les composantes des
vitesses sont at — ctes et réciproquement.
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Il en résulte aussi l'intégrale générale des équations réci-
proques:

—4.:(<q,..., dn) -j- B(Zq,...jbn)i 1=1,...,W,
(14) t=T(al,...,an) + G(bl,...,bn),
Qj(al,...,an) =aj(bl,...,b,,), j=I,...,n,

N

avec 4n-j-2 fonctions arbitraires a n variables chacune.

La surface t =T glisse sur la surface xt=Bt, 1="
et réciproguement, suivant la loi exprimée par les intégrales
communes gj = oj.

Problemes a la limite des congruences conjuguées

4. Limitons nous d’abord au cas de trois dimensions.
Soient a?, x2, x3 trois fonctions de u et v satisfaisant a I’équation

32X 3x 3X
w dudv. ‘du Il 3v

ces trois fonctions représentent les coordonnées d’'une surface
sur laquelle les courbes u =ctes et v =ctes sont des courbes
conjuguées. Nous pouvons nous proposer le probleme suivant.

Déterminer les surfaces dont les coordonnées satisfont a (4)
et qui passent par deux courbes données dans I’espace xvx2,x3.

Nous verrons que, si ces deux courbes données sont au
moins une des courbes conjuguées u ou v sur les surfaces, il
n’existe qu'une seule solution (une seule surface). Dans tous
les autres cas il existe une infinité de surfaces, qui passent
par la paire de courbes données.

Cette infinité de solutions présente un caractére spécial.
Ce sont des surfaces plissantes. Les plis constituent une sorte
dé singularité essentielle pour ces surfaces qui peuvent pourtant
avoir un plan tangent déterminé en chaque point.

5. On peut se proposer un probléme analogue. Soient deux
transformations infinitésimales

3z 3z

(15) ax( 3xn 3xi 3xn
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qui représentent deux congruences de courbes définies par
les éléments tangentiels

(15) dxt = didxn et oxl = bioxn.

1) Quelle est la condition pour que ces deux congruences de
courbes admettent une variété de surfaces intégrales communes
sur lesquelles ces congruences tracenf des courbes conjuguées.
2) Trouver ensuite quelles sont les surfaces intégrales qui
passent par deux courbes données.

Pour répondre a la premiére question remarquons que,
en tenant compte de (15" et (4) on aura (en désignant les
dérivées par des accents).

&i,uv ~ Xn<u Ct/XntUV - (U;(V-|- ACli) Xn i WCIjfl Xn.v
&t,vu ~ b/, u Vv “F b/%n,uv = 25/ Xntu (bi'U-\- flb[) Xn,v .

en tire

et puisque
®Z,v — Ni.x™Mk.v — Vé,xk bk Ct/ Xji) Xnv — Ji(di) X,,tv

bi,u — MN.x"k.u = bitxn) En,u — A(b{) Xn u

on peut écrire la condition demandée ainsi
a7 B(at) = — (ai—bt), A(bt) = —-(a,—ht).
*n,V

Remarquons que les transformations (15) forment un sy-
stéme complet (c’est-a-dire les deux congruences de caracté-
ristiques (15") ont une famille de surfaces intégrales communes).
Les relations (17') expriment plus, a savoir que (4) est satisfait,
et donnent 2 et /z.

6. Répondons a la seconde question. Soient xt(u,v) les
coordonnées de la surface qui satisfont a (4), surface qui admet
donc les u et v constantes comme courbes conjuguées. On sait
d’apres Cauchy qu’il n’existe qu’une seule intégrale de (4)
qui prenne pour u— ul une fonction donnée x(v) et pour v=v(
une fonction donnée x(u). Donc il n’existe qu’une seule surface
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qui admette ces deux courbes u = u0t, Xi = xt(v) et V—vO> Xi  Xi(u)
comme courbes conjuguées.

D’aprés Picard il n'existe qu’une seule intégrale (continue
ou non) qui pour u=ul et u™v prenne des valeurs données,
et aussi une seule et unique surface dont les coordonnées pren-
nent des valeurs données aux points ou les intersections des
projections des deux courbes données (que la surface doit
contenir) se coupent sur le plan u, v, méme lorsque aucune de
ces deux courbes ne passé par u=ct ou v—cte. D’aprés
Goursat aussi.

Nous avons démontré depuis 1911 et 1915 que dans ce
dernier cas (qui correspond au probléme que nous posons
aujourd’hui) I'’équation (4) admet une infinité de solutions,
donc, en ce qui nous regarde aujourd’hui, une infinité de sur-
faces qui passent par deux courbes données [dont aucune
n’est caractéristique de (4)].

7. Mais ces surfaces, sauf peut-étre une, auront un caractere
particulier. Elles peuvent étre continues, méme ayant un plan
tangent déterminé en chaque point, sans que les fonctions qui
expriment leurs coordonnées soient nécessairement des fonc-
tions continues. Elles sont en général des surfaces plissantes,
dans une région qui joue un r6le analogue a celui des singu-
larités essentielles. Ainsi soient par exemple A=/z=0. On aura
des équations aux intégrales réciproques A(bt)=0, B(ai)=0.
Prenons le cas/E=w, y=vV, z~z(u,V) donc £",,=0, z —X(X) -p Y(¥).
Voyons s'il n’existe qu’une seule surface passant par deux

courbes données: » =/(«) pour et z </(r) pour y=Xx.
On devra avoir
(18) Y(7.X)—Y{x) =q(x), q=9—TF.

Y n'admet d'aprés Goursat qu’une solution
(19)
n=0
qui peut ne pas méme exister, si cette série est divergente. Nous
verrons que (18) admet une infinité de solutions, que (19)
soit convergent ou non. Picard croyait que, plus généralement

(20) Y(x) —P() Y(AX) = q(x)
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n‘admet qu’une seule solution, qui se réduise a une valeur
donnée a et gu’elle sera convergente si

PO) =1 nk=Px)P(IX) ...P(VX)

est convergent pour k + 00 et sik\O/Iqu\A.kx) converge aussi,

et si y(0) =0. Pourtant il existe une infinité de solutions,
telles que 3)

00 +0°
(19) Y(X) = =g nx) +ru{Xnx) + —-Lx-\-a
n=0 N<=—00

avec u(x) fonction arbitraire, qui peut étre choisie pour la
convergence si (19) est divergent. (19') sera discontinu pour
X -0 (mais d’un seul tenant si I'on veut), pourtant elle y pourra
prendre une valeur donnée asi 5(0) = 0. On prendra par exemple

uP
(2°) =

La surface intégrale est plissante pour &->0, mais peut
y avoir en chaque point un plan tangent déterminé si 5(0) =0.
Les fonctions qui expriment les coordonnées d'une surface
peuvent étre et méme doivent étre discontinues si on exige
que la surface passe par deux courbes qui ne se coupent
pas (aux points ou les ombres de ces deux courbes se coupent
les discontinuités se relévent); ceci n’empéche pas nécessaire-
ment que la surface y soit continue et méme admette en
chaque point un plan tangent déterminé.

8. Pour le cas général, le probleme se ramene au suivant.
Trouver trois intégrales Xi(u,v) de (4) qui prennent respective-
ment pour v=p(u) les valeurs Xt(u) et pour v—q\u) les va-
leurs Xi{u). Nous emploierons pour l'intégrale générale de (4)
la forme de M. Le Roux:

U U
P (@) acu,v, a) (la + a) a(w,r; a) da
0 0
3) Voir E. Picard, C. R. Ac. Sc. Paris 1907, mai 13 ,,Sur une équation

fonctionnelle® et sous méme titre C. Popovici C. R. Ac. Sc. Paris 1914,
t. 158, p. 1867—69.
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ou F et O sont deux fonctions arbitraires de I'intégration,
a un paramétre arbitraire, q et a deux intégrales particulieres
satisfaisant aux relations

g?/ + A(w, ®)g =0 pour a=u et
23 +p(uv)a=0 pour a @

Les conditions a la limite seront exprimées par

(22)

(23)

oU r(u, a)= Q(u,p(u)-,a), 8(U,a) = u(w,p(u); a); r*u, a) = g(u, g(u)-,a),
a(u,q(u);a). On aura pour les inconnues F et <P
les séries F= Ffn, <P = E<pn avec les relations de récurrence

1,,(W)72(u) + ?>n(p(«)) >S(w) =

ol R(u)=t(u,u), S(u)=s(u,u)-, r(u,a)=:r(u,a)—r(u,u),
8(u,a) = s(ii,a)—s(u,u) et pour avoir 7%, r,«!

on remplace plus haut p par g.

En éliminant /,,(u) nous obtenons pour chaque n une équa-
tion fonctionnelle eny,,, dont nous avons donné différents moyens
de résolutiond). Il serait intéressant d’étudier dans quelles

*) Voir Ann. Soc. Pol. Math. loc. cit.



332 C. POPOVICI

circonstances on a des solutions continues, ou au moins a va-
riation totale finie.

En résumé nous avons trouvé quelles sont les surfaces qui,
ayant pour conjuguées les courbes caractéristiques de I'équa-
tion (4) xlv~kx'u-j-px'v, passent par deux courbes données
et nous avons précisé que, lorsqu’aucune de ces deux courbes
n’est pas une caractéristique de cette équation, il existe une
infinité de surfaces (plissantes, sauf une). Si une des courbes
données est u, ou v constantes, il existe une seule surface.

9. Il est naturel de nous poser maintenant certains pro-
blémes spécifiques a la théorie des conjugués envisagés. Ainsi

1) Quelles sont les autres courbes conjuguées sur les surfaces
solutions de notre probléeme® 2) A quelle condition une surface
doit-elle contenir un couple de courbes données (couple de u, v)
et les admettre comme courbes conjuguées !

On doit chercher quelles sont les fonctions u(a,ft),
telles que les solutions xt de (4) admettent comme courbes
conjuguées a = cte et P = ct. Mettons la condition que
Xa?  Ix,,+ mx?.

On trouve aprés une série de réductions

XU ey
2, u? *n U u'aUuff + #2*0* X2,a
Xy.u X3y ='3>  X3u #3,v

Les fonctions xv x2, x3 et une fonction u ou v étant données,
on trouve l'autre. On peut également se donner une relation
entre u et v, par exemple celle qui exprime que a et fi sont
lignes de courbure, ou lignes asymptotiques.

On voit aussi, que si I'on se donne successivement trois
expressions du rapport g=u'aUp/VaVp on aura trois équations
du second ordre aux inconnues X1,X2,X3 qui nous montrent
I’'ensemble des solutions (surfaces) qui admettent des lignes
conjuguées satisfaisant a ces trois valeurs de g. L’ensemble
des surfaces (solutions xv x2,x3) dépendra de trois paires de
fonctions arbitraires a une variable, les Ft et i=lI, 2,3,
de (23).

10. Lorsque les congruences sont définies par les équa-
tions (3), alors il faut chercher les transformations qui trans-
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forment deux familles de courbes conjuguées en deux autres
familles aussi conjuguées. Nous avons démontré dans notre
thése que cela arrive si I'on remplace (2) par

(26)  dxildxn - pai+ (1—p)bh 0xtléxn= ratA- (I1—r)bt
ou an bn=1, et

2r N I | ~N(fei)(«2—"2) — U>1)
1—p)d—r" " A(@) (a2 —h2)—A(a2)(al —bh) ¢
lorsque p=r, nous aurons deux congruences de lignes asyndé-
tiques.

Regardant (17", on voit que, si B(az)=0, ou si dans (4)
z=0, alors on retrouve le théoréme de Konigs: Si une
famille de cylindres entoure une surface, alors les courbes de
contact sont conjuguées avec les courbes qui ont pour tangentes
les génératrices des cylindres. Nous pouvons en plus remarquer
que, lorsque les lignes de contact des cylindres forment une con-
gruence de courbes planes, la relation qui exprime ce fait, exprime,
aussi, que nos lignes conjugué,s sont des lignes de courbure.

Lorsque 2=0 et p=0, nous avons vu que B(a)=0 et
A(N=0 et que A(ai, ~Ft(a) et B(bj) F"b). Lorsque seuls
les A(bi) =0, alors nous avons seulement les

B(bt) *B(b,,_i)gpi(b.,. .,bn_i), i I,...,n—2.
Nous dirons que nous avons des sousautogroupes.

11. Passons maintenant aux équations d’ordre supérieur.
Limitons nous a I'équation

(28) X" =0.

11 n’existe qu’une seule surface de u,v,w, con-
tinue ou non, qui passe par trois surfaces données situées
dans les plans caractéristiques de (28) parce que l'intégrale
géuérale de (28).

(29)  x  fi(u,v)A- fz(v, w) + /3(w, u) + ¢q(w) + 92(u) + <B3(v) + le

avec lesj,<pet k arbitraires, n’admet qu’une solution, continue
ou non, qui passe par trois surfaces:

w = w0, X -F*UjV) + Fruj+FMvj+cp, u=u0,x-=F2(v, wj +
+ 02(®) + ¥2(W) + c2i v=Vv0, x=F3(w,u)+<P3(w)+F3(u)+c3.
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On aura pour les sept inconnues /, % et le les solutions uniques
n~FV 2 —»2, /13 --»3
¢%i(«) = ¥M0) —F3(z, u0) = 03(») —F2(v0, 2)
VM = V3(z) —F*Vo) = d\(z) —F3(w0, 2)
Vs(«) = N(z) —F2(z,w0) = <P2(z)—F1(u0, z)
k—cl —<Pi(u-0) =c3 (2 () —c3 *3("0)
qui expriment en méme temps des relations de compatibilité
entre les données (30).

Méme si ces relations de compatibilité ne sont pas satis-
faites, on aura tout de méme des solutions. Elles seront encore
uniques, mais discontinues ou nonuniformes. Ceci s'impose Ssi
les trois surfaces données ne se coupent pas dans un point.

Si au lieu de (30) nous imposons a l'intégrale (29) qu’elle
ne s it pas située dans des plans caractéristiques, alors nous
aurons pour la différence de deux intégrales des expressions
de ce genre

x(u, q(u), w) — x(u, u, w) = 70(u) + £hn(u) rn(w),
n
avec ¢, h0, hn donnés. Mettons
x =2an(u)pn(v) + yn(v)0,,(w) 4- £,,(W)g.,(w)-

On devra avoir

2'an(w)fn(i(w)) —", (W)l =*n(M), yn[q(u)] —..(u) =h,,(u).

On peut prendre les a,, fin arbitraires sauf une et ajouter
ensuite & chaque solution de yn et aux  une périodique arbi-
traire en (, c’est-a-dire p[q(u)] = p(u). Les solutions seront en

général plissantes vers q(u) =u. On prendra <5,w) =r,,(w), en-
suite sn et q, arbitraires.

12. Nos problémes peuvent étre généralisés pour des équa-
tions completes

AX& + 2Bx'wv -f- Cx» + DX'u+Exd+ F =0
lorsque nous introduisons au lieu de u et v les variables a et fi
le discriminant de I'équation transformée garde son genre,
parce que le nouveau discriminant sera
(B2 ~AC) {uav? — u"r',,)2.

On aura évidemment des invariances pareilles pour les

équations d’ordre supérieur.



SUR UN SYSTEME SIMPLE D’EQUATIONS
DU SECOND ORDRE

Par Maurice Janet (Paris)

Je dédie le présent article a la mémoire trés vénérée et
trées chere du Professeur St. Zaremba.

Ce petit travail a son origine dans le désir de terminer
une application particuliere faite par M. Elie Cartan de sa
théorie de I'équivalence. J’ai été amené a ce propos a faire
une étude compléte d’'un systétme simple du second ordre et
cette étude m’a semblé présenter quelque intérét en elle-méme.

Je donne d’abord les conditions différentielles auxquelles
doivent satisfaire les fonctions a, fi,y, 6 de x,y pour que la
solution du systéme d’équations aux dérivées partielles a une
fonction inconnue z de X, y (dont nous désignerons les dérivees
premiéres par p, q et les dérivées secondes par r, s, t)

(1) r=ap, 2s”~fip +yq, t=0q

ait un degré de généralité maximum, autrement dit dépende
de trois constantes arbitrairesl). Je donne ensuite les con-
ditions différentielles auxquelles doivent satisfaire les mémes
fonctions pour que la solution de (1) dépende de deux constantes
arbitraires. Le premier systtme de conditions constitue un
systeme normal de quatre équations aux quatre inconnues
a, fi,y, 6. Il se raméne d’ailleurs a deux équations classiques
du second ordre, I'’équation de Liouville d’une part, I’équation

(x +y)2s2 = Apq
d’autre part, intégrables toutes deux explicitement.

1) Cf. Appell: J. d. Liouville 3‘eme série t. 8, p. 192.
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Le second systéeme, qui est constitué par deux équations
entre les quatre fonctions a, fi,y, 6 est utilisé pour I'appli-
cation gque nous avions en vue, a savoir la formation effective
des deux équations aux dérivées partielles auxquelles doit
satisfaire une fonction / pour que [I'équation différentielle
ordinaire

admette un groupe a un parametre de la forme
x'=X, y'=Y
ou X est fonction de a? et Y fonction de y.

I. Le systtme (1) est toujours vérifié par une constante
arbitraire. En général il n’a pas d’autre solution. Il est d’autre
part évident que si deux solutions analytiques correspondent
a un méme systeme de valeurs initiales pour x=x,,, y—Y0
de z, p, q, ces deux solutions coincident. La solution générale
dépend donc au plus de trois constantes arbitraires. Nous
aurons a préciser dans quel cas elle dépend de trois constantes
et dans quel cas elle dépend de deux constantes seulement.

z étant une fonction arbitraire de x et y, posons:
r—ap=A, 2s—(fip+yg) -B, t—o0gq=C.

On apercoit aisément les deux identités suivantes:

Np + RQM2Ag—Bx + (a— B —fiA =3,

ou on a posé

M= "+ yu-2ax,

E= «) +re-

considérons maintenant le systeme (1) autrement dit:
A—0, B=0, 0=0. Pour que les trois valeurs initiales de
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0, P, 0, puissent étre prises arbitrairement, on voit qu’il est
nécessaire que les quatre fonctions L, M, N, R soient identique-
ment milles. Il est aisé de voir que ces conditions nécessaires
sont aussi suffisantes. Rappelons la méthode classique?) uti-
lisée pour s’en rendre compte. Donnons sur x =x0 la fonction
z de y déterminée par I'’équation différentielle

d2z dz
dy? dy

et les valeurs initiales z0 et q0 de 2 et de pour y =Yyo0.

Donnons d’autre part sur x =x0 la fonction p de y déter-
minée par I'équation différentielle

et la valeur initiale p0 de p pour y=yO0.

Ces fonctions z et p utilistes comme fonctions initiales
sur x=x0 pour I'’équation aux dérivées partielles r = ap déter-
minent entierement la fonction z de x et y, J. est nul partout.

Les équations

cx=Y%+1B,, + (E-0}b

vérifiées partout et telles que, sur x=x0, on ait B=0 et (7=0
montrent que l'on a partout B=0 et (7=0. Le systéme pro-
posé est donc entierement vérifié. La solution générale dépend
donc de trois constantes arbitraires z0,p0,q0-

I1. Supposons maintenant que l'une au moins des quatre
expressions L, M, N, R ne soit pas identiquement nulle. Nous
supposons3) pour fixer les idées L 4= 0.

2) On peut aussi utiliser le théoréme de Frobenius sur les systémes
completement intégrables.

3) Remarquons avant tout que si y et a sont tous deux nuis sans
que Af et E le soient tous deux, la solution dépend de deux constantes
arbitraires: elle est de la forme CtX+C2 ou X désigne une certaine fonction
de x. Remarquons d’autre part (E,) que si L =E=0 avec 3f==0 et .VAQ,
I et J fournissent deux formes linaires en p, q indépendantes et (li2) que

J
si L=R=N=0 avec 1 et Ix—LA.— -“B fournissent encore

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 22
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De nouvelles combinaisons linéaires des premiers membres
des équations données conduisent a de nouvelles expressions
linéaires en p,q. En posant

2Cx-Bg+(0-"B-yC =

on trouve

(za+ME+ p+ + Mqg=Ix-LA - B,
[L]+Lu}p + +MO +Mg)g~Ilg-L. -MC.

Pour que la solution du systeme proposé dépende de deux
constantes arbitraires, il est évidemment nécessaire que ces
nouvelles expressions linéaires en p, q ne soient indépendantes
ni I'un ni l'autre de la combinaison Lp-\-Mq.

On est donc amené a écrire les deux conditions suivantes

qui peuvent s’écrire encore

deux formes linéaires en p, q indépendantes; dans chacun de ces deux
cas, le systeme (1) n’a donc pas d’autre solution qu’une constante arbitraire.
Conclusions analogues si y et 6X sont tous deux nuis sans que N et L le
soient, etc.

En dehors du cas examiné dans le texte, et du cas analogue obtenu en sup-
posant R+=0, peut-il se faire que la solution de (1) dépende de deux constantes
arbitraires? Il faut pour cela que i=J2=0 et que (d'apres jR,) I'une au
moins des expressions il, N soit nulle, supposons N=0; il faut de plus
évidemment i14=0; mais (d’aprés J?%) il faudra alors 0=0. Cette égalité rap-
prochée de N=0 donne ay =0. Au total les seuls cas que nous pourrions
laisser échapper rentrent dans un des types O=au=0 ou y=<5x=0. Un
calcul aisé montre que pour I'application faite au paragraphe 1V il n'y a pas
a tenir compte de ces cas d’exception.
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en désignant par Z le rapport Jf/Z et par P, Q les deux dérivées
partielles de Z par rapport a X, y.

Supposons inversement que l'on ait entre les quatre
fonctions a, fi, y, 6 les deux relations indiquées (avec I'iné-
galité Z=f=0); je dis que la solution du systeme proposé dépend
de deux constantes arbitraires.

On pourrait s’en rendre compte par une méthode analogue
a celle qui a servi au paragraphe I, en utilisant les identités
précédemment écrites, mais nous allons le voir par un autre
procédé qui conduira a une véritable intégration du systeme.

Nous avons a examiner les conséquencesd) que l'on peut
tirer des trois relations en a, fi, y, 6, Z constituées par les deux
égalités (2) et I'égalité LZ—JIf=0.

L’élimination de a et 6 entre ces trois équations conduit
immédiatement a l'unique relation en [i,y,Z suivante:.

(z~/,+y)ir+

On voit donc que I'expression y—fiZ peut étre considérée
comme la dérivée partielle par rapport a x d’une fonction W
de x,y dont — . —2 /. sera la dérivée par rapport ay.

J J

Posons maintenant V= U+ 2 log Z.

La relation entre W et Z: Wx+ZWff + 2Zg =0 conduit
a la relation entre Wet V

& Vy+ eWx =0.
v w
—& et e2 peuvent étre considérées commes les dérivées

partielles par rapport a x et y d’une méme fonction L; d’ou
finalement les formules suivantes:

7-"Z =2-2a

et les valeurs correspondantes de a, a

*) Une de ces conséquences, qui résulte implicitement du calcul ci-
dessous, est I'égalitt NZ—R =0; il est aisé aussi de I'obtenir directement.
20%



340 M JANET

Considérons donc un systétme de la forme (1) ou a, vy, a
sont donnés en fonction de deux fonctions arbitraires fi et U
par les formules suivantes

Dx" AUXy o FillX s Ly
r——V, ’

Il est bien évident maintenant que ce systeme admet une
solution non constante, a savoir U de X, y. Il admet dés lors
pour solution toutes les fonctions (AU + C2 ou (\ et C2 sont

deux constantes arbitraires.
On voit que I'on a été amené chemin faisant a remarquer

I'identité suivante valable pour toute fonction z de x, vy
L 3 I

qui résoud explicitement de la maniere la plus générale I'équa-
tion a deux inconnues [logyrj = Qx —Py.

I11. Les conditions trouvées au paragraphe | pour que la
solution dépende de trois constantes arbitraires constituent un
systeme normal de quatre équations & quatre fonctions incon-
nues a, 7, y, <5 Ces quatre fonctions dépendront donc alors de
quatre fonctions arbitraires d’une variable. Mais il y a plus,
et nous allons en ramener l'intégration a celle de deux équa-
tions bien connues du second ordre.

L’élimination de a, 6 conduit immédiatement aux deux
relations suivantes en fi, y 5).

La premiére est une équation du second ordre en B3y qui
n’est autre que I'’équation, bien connue, de Liouville. Quant
a la seconde elle n’est pas distincte en réalité d’une équation

5 Nous nous bornons ici, pour abréger, au cas ou y et y sont supposés
différents de zéro.
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résolue plus haut. En employant un procédé analogue, on est
amené a écrire 13 = Uxy/Ux; y= Uxy/Uy. En portant ces va-
leurs de fi, y dans I’expression générale de la solution de I'équa-
tion de Liouville

4X'Y'

(X + Y~

ou X est fonction de x et Y fonction de y, et ou X', Y'
représentent leurs dérivées, on est amené pour la fonction U
a I'équation suivante, qui est, elle aussi, classique

L’intégration de cette équation (cf. Goursat ,,Equations
aux dérivées partielles du second ordre”, tome Il, p. 186) con-
duit aux valeurs suivantes de 0, vy, a, 6:

” 2Y'v a={10g'Iuﬂ>-(l'E/§<’

VvV~ ()@XV)V’ 8 /(’1<,gJ rVI Y/

avec
; -V — v_£ + 71—
W=-X"+ X +Y’ Y’ NX +Y
h étant une fonction de x et y fonction dey et y' représentant
leurs dérivées.
Le systeme proposé (1) conduit donc aux relations
X'm ,, Y'v , X'Y!

P= 2 z+yAl' S_(Ur+Y)2( 1+ 1}
ou Zx, Yi désignent respectivement une fonction de x seul et
une fonction de y seul.

En comparant la valeur de s tirée de la premiére équation
par dérivation relativement a y et la valeur de s que I'on vient
d’écrire, on est ramené a la relation

YH(T+Y)-Y'(JT1+Yt) = 0.

On tire immédiatement de la: A\=aX+ b, Yl=a,Y—Db,
ou a et b sont constantes.
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La solution du systéme proposé est donc trouvée a l'aide
de quadratures avec trois constantes arbitraires.

En définitive, en prenant, pour simplifier, X=x, Y=y, le
systeme (1) défini par les fonctions £(z), r](y) et les égalités

U~dx X+Yy dy™x+y
ux 1 w= 2V f= 2u y=h 1
U X+y 2?2 X+y)u (x+y)v' vV X+y

admet pour l'intégrale générale

rj-t uydx—+ vxdy

C4-bx_|_y X +y

IV. M. Elie Cartan a traité «) a titre d’application particu-
liere de sa théorie, le probléme de I'’équivalence de deux équa-
tions différentielles

dy _
dx o odx F(x.y)

vis & vis du groupe de transformations
X'=X, y'=Y,

ou X, Y désignent deux fonctions arbitraires, la premiere de X,
la seconde de y. Posons7) avec M. Cartan

col=m/dee, I=mdy.
La différentielle d’une fonction arbitraire s’écrira

d— Aj--co2-12
ou

X\ = mf Sx|

*) Ann. Scient. Ec. Normale Sup-ére t. 25 (1908), p. 78 et. suiv.

’) Je modifie légérement les notations de M. Cartan; en particulier
je désigne ici par m une fonction quelconque de x, y, la notation u étant
réservée pour la suite dans un autre sens.
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Les différentielles symboliques de w2 s'écrivent

A=
de = A &2 N m2J

ou
da>2 — B wj <02 B—_

ou encore en introduisant la nouvelle forme différentielle
dl=#»la>, »=—B -j~.co
da>? = 22>, da>=(X1A-[-X2B)a>1a?

XtA +X2B = — -17 ]
m2f 3x3y

Le cas ou le produit d’'une fonction de x par une fonction
de y conduit aux équations admettant un groupe a trois para-

meétres; équations réductibles a la forme = 1; groupe défini
par les formules

X'=axx + «2, y'=aty + a3.

Dans le cas ou (log f)X!l==0, le fait que A et B ne peuvent
étre toutes deux constantes, montre que le groupe admis par
I’équation est a 1 paramétre au plus. On est amené a se de-
mander si X1A et X2A peuvent étre a la fois fonctions de A.
Si dailleurs il en est ainsi, on voit que pour toute fonction
I de A, XxI et X2I sont aussi fonctions de A et de plus

Ajl A
X21—X2A"

En particulier c’est vrai pour le rapport
. XA
J XA

que nous appellerons u. On a donc



344 M. JANET

En appliquant l'identité fondamentale a I'égalité
du — MyX”*u) + w2X2(u)
on trouve
AX"u) + BX2(u) = [Xj(-w)]2

qui permet de voir que B sera lui-méme fonction de u des
que Xxu, X2u, A le seront. Or les égalités

= NM«l =<?(«)

permettant d’avoir / et m en fonction de u d’ou I'expression
de A

A== dG __ w(log u)xy
du uxUy G(u).
On voit que pour que A soit fonction de u il est nécessaire
gue Wxy soit fonction de u ou, ce qui revient au méme, que

I'on ait I’équation aux dérivées partielles suivante, du troisiéme
ordre en u,

I’équation qui s'intégre explicitement8) a I'aide de trois fonc-
tions arbitraires G, a, b d'une variable: u = U(a-\-b), a étant
fonction de &, et b fonction de y.

La fonction / est donc donnée par la formule générales

' p'U(a+b)

et I'équation différentielle = /(®, y) est réductible a la

8) Cette intégration prouve que cette équation aux dérivées partielles
doit garder la méme forme quelle que soit celle des variables w, x, y que
I'on considére comme fonctions des deux autres.
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dx ) . R R
forme ay = + y) qui admet le groupe a un parametre
X'=x+a, y=y—a.

A quelles conditions différentielles satisfont toutes les fonc-
tions / trouvées?

On voit immédiatement que log/, que nous appellerons F,
satisfait a I’équation

XFX—YFy+X'+X"'=0

ou X== u, Y= ~ représentent des fonctions respectivement
de x seul et de y seul. Inversement, toute fonction F satisfaisant
a une équation de cette forme peut étre considérée comme le
Iog d’une fonction de la forme Z)UZa_J: 3 .

Cette relation montre que YFxy, XFxy peuvent étre consi-
dérées comme les dérivées partielles par rapport a x, y d’'une

méme fonction H de x,y. Inversement s’il existe une fonc-
tion H non constante satisfaisant au systéeme

(ot Fxy =t 0),

on pourra affirmer que F est de la forme voulue. Le systéeme
en H que nous sommes amenés a écrire est précisément un
des systemes étudiés dans ce qui précede. Il suffira d’exprimer
les deux conditions différentielles précisées au paragraphe IlI,
en prenant

on aura la le systeme cherché de deux équations aux dérivées
partielles en F.
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On constate que, dans ce qui précede, nous n’avons pas
utilisé la valeur particuliere de m choisie par M. Elie Cartan,
valeur destinée a rendre égale a I'unité le coefficient de f>xce?
dans la différentielle symbolique da>.

En utilisant cette valeur particuliéere de m, on trouve
d’ailleurs:



SULLA TORSIONE DI UN PRISMA ELASTICO CAVO
SECONDO LA TEORIA DI SAINT VENANT ¥

Nota di Maueo Picone (Roma)

Se A indica un insieme di punti del piano (a?y), riferito
ad una coppia di assi cartesiani fra loro ortogonali X e y, desi-
gnerdo con FA la frontiera e con CA Il'insieme complementare
di A rispetto al detto piano. Assunte le quantita positive p0,p
e g0, g, essendo pO<p e q0<q designerd con RPag, e Rpg gl'intorni
rettangolari dell’origine di semilati p0, g0 e p, g, definiti, rispet-
tivamente, dalle limitazioni:

bl<?o0 e Ixl<p, |y|<g,

con =R la corona rettangolare aperta RPg— f-FRp,,,),
definita dalle limitazioni

po<\x\<p, q0<\y\<q,

con H Il'insieme dei punti di FR per cui

N =P, |2/|<4 oppure [a?1=p0, |2/|<ffo»
con K quello per cui

M= |a?|l<p oppure |t/|=¢g0, |®I<?0,
con V la parte rimanente di FR, costituita dagli otto vertici
di e '

Diro poi coordinato un segmento di retta se tale retta & coor-

dinata.

*) Lavoro eseguito nell’istituto Nazionale per le Applicazioni
del Calcolo.
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Gli sforzi a cui é sottoposto, in una torsione pura, un corpo
elastico isotropo e omogeneo che, nel suo stato naturale, abbia
la forma di un prisma retto avente le basi parallele al piano (X, y)
e per sezione la corona rettangolare chiusa R™"FR si calco-
lano, a norma della teoria di Saint Venant, risolvendo un
particolare classico problema di Dini-Neumann, al quale, vo-
lendo considerare le cose con l'indispensabile rigore analitico,
daro il seguente insolito enunciato:

Detta {%} la classe delle funzioni (reali) <f>(xy), dotate nella
corona rettangolare R delle derivate parziali <x e <y, la prima
continua in R-\-1I e la seconda in R-\-K, entrambe uniforme-
mente sommabili sui segmenti coordinati contenuti in R '), costruire
una funzione ¢ di tal classe, armonica in R, e verificante le con-
dizioni al contorno-.

(1) <Pr—y, su H-, dy=—2X, su K.

Istituire un pratico procedimento di calcolo, valevole in R,
per le derivate <x e gy, a mezzo delle quali si esprimono appunto
I richiesti sforzi.

Chiamero tale problema il problema della torsione per il
prisma cavo e ciascuna delle ricercate funzioni una funzione
torsionale.

Ricevuto dagli amici matematici della sapiente Cracovia
I'invito, che mi ha altamente onorato, di contribuire con un
mio scritto a questo volume degli Annali della Societa mate-
matica polacca, dedicato alla memoria di Stanislao Zaremba,
ho pensato, accettando l'invito, che io non avrei potuto fare
di meglio che proporre l'accoglimento della presente nota .in
cui espongo talune considerazioni sul detto problemal), nella
speranza che i discepoli del grande Analista, al quale tanti
sostanziali classici progressi deve la teoria delle funzioni armo-
niche, s’interessino a quel problema e vogliano apportare alla
sua risoluzione quei complementi di cui tuttora necessita3).

1) Al n. 1 trovasi precisato il significato di tale uniforme som-
mabilita.

2) Non ancora publicate, ma comunicate ai miei collaboratori
dell’istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.

3) Il problema, proposto all’istituto Nazionale per le Applica-
zioni del Calcolo, si presenta nello studio di molte strutture e, parti-
colarmente, in quello di organi essenziali dei velivoli.
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1. La totalita delle soluzioni del problema della torsione del
prisma cavo. Dicendo che la funzione g(x,Yy), continua in R,
¢ uniformemente sommabile sui segmenti coordinati contenuti
in R, intendo significare che ad ogni numero positivo e ne
corrisponde un altro 0(e) tale che, comunque si assuma un
segmento coordinato I, contenuto in R, di lunghezza infe-
riore a o(e), si abbia, detta s I'ascissa sulla retta a cui appar-
tiene |1,

(2) /\g(x,y)\ds <e.

Osserviamo, per esempio, che una funzione continua in R,
sara ivi uniformemente sommabile sui segmenti coordinati se
esiste su FR un insieme L costituito da un numero finito
di punti Pk, tale che, designata, per ogni punto P di R, con q(P)
la distanza del punto P da L, si abbia, sempre in R,

M
\g(P)\< [e(P)f’
M e a essendo due costanti non negative, la seconda minore
di uno. Costruiamo, invero, per ogni punto Pk, l'intorno qua-
drato Qh di semilato |, con | tale che due qualsivogliano
+ e Qk+RQk non abbiano punti comuni e diciamo 2
la piu piccola fra le distanze che ogni F(?A ha da ogni altra FQk,
e subito verificato che per ogni segmento coordinato J, conte-
nuto in R, sussiste la (2), se la sua lunghezza é inferiore ad un
numero 0(e), per il quale si abbia, simultaneamente,

01-“

Osserviamo pure che se una funzione /(P) é dotata in R
di derivate parziali fx e fg ivi continue e uniformemente somma-
bili sui segmenti coordinati, essa & continua in R-\-FR, nel
senso che, comunque Vi si fissi un punto Po, riesce determinato
e finito il limite
lim/(P) (suR).
p->p«
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Ed invero, assunto ad arbitrio il numero positivo e, comun-
que si considerino due punti P' e P" di P, contenuti nell'in-
torno quadrato Q del punto Po di lato 0(e/2), detto P* un
punto di Q per cui i segmenti I(P',P*) e I(P",P*) siano entrambi
coordinati, si ha

(P) ~/(P™) | < 1Z(P') -/(P*) |+ [/[(P*) -/(P™) I,

e supposto, per esempio, che I(P', P*) sia parallelo all'asse x
e I(P", P*) all'asse y, risulta

1/(P)-/(P*)|< A\FX\dx<”?, |[/(P*)-/(P")|< f\fy\dy<~".
i(p',p*) i(p",p")
Cio posto, andiamo a dimostrare il teorema:
I. Se il problema della torsione per il prisma cavo ha solu-
zioni, ne ha una ed una sola, dispari rispetto a x e a y (cioe,

come semplicemente diremo, dispari) ed ogni altra si ottiene
da quella aggiungendole una costante arbitraria.

Dimostrazione. Siano <' e 92" due soluzioni del problema,
a0,a,b0,b quantita arbitrarie tali che sia pO<alO<a<p,
go<<bo<b<q, d' la corona rettangolare chiusa -j-FP"X,
n la normale a FT volta verso I'esterno di T. Posto 92—92"=u

si ha

onde segue che esiste, determinato, il limite

IlmF‘% dn ds,
intendendo che T tenda ad P dilatandosi sempre. Dico che
tale limite & zero. Ed invero, u, appartenendo alla classe {99},
riesce continua in P-j-FP e vi ha percid un massimo M del
suo modulo. Assunto ad arbitrio il numero positivo e, sia |
un numero minore di d(e/16M) e delle quantita p0, 0, p—p0, g—q0
e per ogni punto di V consideriamo il suo intorno quadrato
di lato I, imponendo alla corona T di mantenere i suoi otto
vertici (a, b), (—a,b),..., (a0,—h0), nei detti intorni, rispettiva-
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mente, dei vertici (p, q), (—p, 9),-.., (p0,—q0) di R. Denoteremo
con re(T) la parte di RT contenuta negli intorni stessi e con
Ce(T) la rimanente. Si lia

ed uniformemente al variare del punto (x,y) in CfiT),
lini (per 21->1?) =0, cid che dimostra quanto avevamo

asserito. Si ricava dunque dalla (3), ux=uu=0 in R, cioe la
costanza di u. Se 9 e una funzione torsionale, posto

==<Plxy) +<pl, =), V(X.y) —<p(xy)+<p(—xy’),
si ha I'armonicita di u e v in R e la loro appartenenza alla
classe {5}, nonché wx=ux=0 su H, ug=vy=0 su K, donde,
per quanto precede, dette a e fi due costanti:

4) <p(x.y)+<p(x,—y)=a, in R,
) <Ney)+<p(—a,y) =fi, in R.

Sia <p(x,y) quella ben determinata funzione torsionale che
verifica, per un fissato valore a dell'intervallo (p0,p)  condi-
zione <p(a 0)=0. Si trae, dalla (4), per x—a, y=0 che a=0,
donde la disparita di 9 rispetto a y e I'identita 9(ic,0)=0, per

segue dalla (5), per y—0, fi~0 e pertanto la
disparita di 9 anche rispetto a x.

Dimostrato cosi il teor. I, prenderemo, da ora in poi, esclu-
sivamente in considerazione la funzione torsionale dispari, che
indicheremo con tp. Per la sua costruzione considereremo
due diversi metodi che riconducono, entrambi, il problema
a due di Dirichlet per la corona R. Il primo, esposto al n. 2,
che & un’applicazione, con nuovi complementi (i teor. 1l e I11),
di quello che ho pubblicato fin dal 19294) per la risoluzione del
problema di Dini-Neumann, nel piano, relativo ad un qualsi-
voglia dominio regolare a connessione non semplice, fornisce

4) M. Picone: Sul problema di Neumann nel piano. (Bollettino
dell’Unione Mat. Italiana, voi. Vili (1929)). Appunti d’Analisi
superiore [Rondinella, Napoli, pp. 360—367 della la ed. (1940)
e pp. 407—412 della 2» ed. (1946)].
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il teorema d’esistenza per la ¢ ed un certo metodo di calcolo
delle ¢x e ¢y presentante alcune difficolta, il secondo, esposto
al n. 3, appare piu idoneo al calcolo numerico, ma, pur avendo
il pregio di far presagire la sua applicabilita alla risoluzione
numerica di generali problemi di Dini-Neumann per domini
qualsivogliano, la cui frontiera sia esclusivamente formata,
nel caso del piano, da segmenti coordinati ed in quello dello
spazio da rettangoli coordinati, urta contro altre difficolta.

2. Primo metodo di risoluzione del problema della torsione
per il prisma cavo. Conviene premettere i seguenti due teoremi
della teoria delle funzioni armoniche in due variabili, uno dei
quali (il teor. 1li) mi é stato suggerito da Wolf Gross, valo-
roso collaboratore dell'istituto Nazionale per le Applicazioni
del Calcolo.

I1. Sia A un campo del piano (x,y) di connessione uno, la
cui frontiera sia costituita da due curve regolari semplici e chiuse Co
e C, essendo Co interna a C. Se la funzione reale u & armonica
in A e continua in A+FA e, detti (a0,b0) e (a,b) gl'intervalli
dell'asse u costituiti dai valori che u assume, rispettivamente,
su Co e C, tali intervalli sono privi di punti comuni, allora il
flusso della u attraverso Cob5) ¢ diverso da zero.

Dimostrazione. Se il detto flusso fosse nullo, la u sarebbe
dotata in A di coniugata v, pure essa armonica e monodroma
in A, la funzione f(z) = u-\-iv, con z—x-\-iy, sarebbe olomorfa
in A, e, non potendo essere costante, lI'insieme degli zeri in A,
della sua derivata f'(z) =ux—iuy, avrebbe punti d’accumula-
zione eclusivamente su FA. Supposto, per esempio, o0<a
siano e f2 due costanti tali che a0<fcl<A:2<a, O un punto
interno a Co. Su ogni raggio spiccato da O esiste un numero
finito di punti, contenuti in A, nei quali « assume i valori
lcl o k2. Le due curve ri e /2, rispettivamente di equazione
u(x,y) =kl e u(x,y) =k2, prive di punti comuni, sono dunque
entrambe chiuse ed inoltre regolari poiché su ciascuna di esse
cade, al piu, un numero finito di punti ove simultaneamente

B) Mi permetto di seguire la terminologia adottata nei miei
Appunti di Analisi superiore (loc. cit (4)), Cap. V della 1 e della 2
eedizione.
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si annullano ux e uy. Esse sono anche semplici, non potendo
esistere in A una curva chiusa, che non abbia nel suo interno
la Co, sulla quale u(x,y) & costante. Vi & certamente almeno
un raggio r, spiccato da O, che ha in comune con I\ un sol
punto Pi, ed allora un punto di r riuscira interno od esterno
a Px secondoche é interno o esterno al segmento OP,." Sul
raggio r, esternamente al segmento OPX, esiste certo un punto P?
della curva P2 e pertanto questa curva e esterna alla F*. Dun-
que le curve Px e P2 costituiscono la completa frontiera di
un dominio regolare D contenuto in A. In ogni punto di un
arco di FD, privo di punti singolari, si ha dv/dn =0, poiché,
secondoché I'arco appartiene a oppure a P2, si ha, lungo
esso, M=7q oppure w=12, e quindi sempre du/ds—0. Ne segue
la costanza di v in D, e cio & assurdo.

I11. Assunto, nel piano (x,y), un sistema di coordinate polari
g e 0 (q raggio vettore e 0 anomalia) avente l'asse X per asse
polare, detta k una quantita positiva minore di 2, la funzione
reale u(x,y) sia continua nel settore circolare 8 definito dalle
limitazioni g<o, O”.0”.kn, armonica nell'interno e, designando
a, b, ¢, d, quattro costanti, si abbia

(6) w=c(an-|-i/2) +ad?4-fey +d, per 0=0 e per 0—k",

sussiste allora per u uno sviluppo in serie, assolutamente ed
uniformemente convergente in ogni cerchio di centro in O e raggio
minore di 0, del tipo

u=w0+d + ag cos O-\-bg sen 0 + cg2 cos 20+ J*Cng™* sen

n=I

ove le cn sono costanti e
= ctwngkn 1 g2 sen 20, per (ft—|) (k—]) + O,
= —"(Ocos20-J-loggrsen20)g2 per (k—|)(fc—4)=0.

ATT
Pertanto, quando (2fc—I)(2fc—3) + 0, la u ha nell'intorno
circolare del punto O, di raggio 0, le singolarita della funzione

00

n
C,,0* sen

Recznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 23
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vi e dunque priva di singolarita se le é reciproco di un numera
naturale diverso da 2, se k~ | vi ha le singolarita di

—E(Ocos 20 + log g 1sen 20) g2,

se le singolarita di

—371(000520+Iogo~sen20)g2+

0
+  [c3p+i sen vp0 + c3pt+2 03 sen (vp + T) O] qup,
p=o

ove vp=2p + |.
Dimostrazione. Posto
v(g,0) =u(g,0) — [wO(g, 0) + d-)-ag cos 0-)-bg sen 0+ cg2 cos 20],

si verifica subito che la funzione v(g,0) riesce continua in <8
e armonica nell'interno, avendosi v—0, per 0=0 e per 0=lenf
e pertanto, la funzione

w(r, t) = v(r*, fcr),
- - - \I - -
continua nel semicerchio r<<* 0 t t armonica nell'in-

terno, identicamente nulla sul diametro r=0, t=tt. In virtu,
di un classico teorema di Schwarz, la w(r, X) risulta armonica

nell’intorno dell’origine di raggio ok e vi ammette dunque
lo sviluppo in serie

co

(c,, sen nx  ¢n cos nx)rn,
n=0

assolutamente ed uniformemente convergent(la in ogni cerchio

con centro nell’origine, di raggio minore di ¢* avendosi c¢,=0
(n=0,1,2,...,), per essere w(r, 0)=0.

Ritorniamo ora a considerare la funzione torsionale <p.
Per p0<a<p e q0<b<q, si ha
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ed ogni integrale al secondo membro di questa uguaglianza
e nullo come integrale di una funzione dispari. La ¢ ha dunque
flusso nullo attraverso RRPop e pertanto é dotata in R di fun-
zione coniugata y>. Questa riesce continua in -R-f-F® in virtu
dell'uniforme sommabilitd sui segmenti coordinati contenuti
in R delle sue derivate px——bu, py~(px. Data la continuita
di ipu in R+H e di ipx in R-\-K, si ha

dip dy>

e quindi, tenendo conto della continuita di y» su RR,

ove y0 e y designano due costanti. Ne segue, in forza del teorema
di Schwarz gia ricordato:

IV. 1l campo di regolarita r della funzione ip e quindi della ¢
contiene R—H+K=R +RR —V-

Denotiamo con ip0(x,y) e %(x,y) quelle ben determinate fun-
zioni armoniche in R, continue in Ji-iFF, che assumono
su RR, la prima, i valori dei secondi membri delle (7), postovi
y=y0=0, la seconda, su RRMa costantemente il valore uno
e su RRPog, il valore zero. Si ha allora, in R+RR,

V' =7+ T70Z(®, y)+Vo(X,y),

e la parita di y, 0, % rispetto a x e a y, cioe, come diremo
semplicemente, la parita di queste. Alla costante y potremo
dare e daremo il valore zero. La y deve avere flusso nullo
attraverso la RRPu<l, dovra cioé aversi

(8) 70+ flusso %  flusso >0 = 0.
23*
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Quest’equazione determina y0, poiché, in virtu, del teor. 11,
e flusso x+0+ Se e anche flusso tp04=0, e cio, in base al teor. 11,
avverra certo se p%+ql<p?, la costante y0 risultera non nulla.
Siamo ora in grado di dimostrare il teorema d’esistenza per
il problema della torsione del prisma cavo:

V. La funzione torsionale <p, della quale il teor. I ha dimo-
strato l'unicita, esiste, ha un campo di regolarita che contiene
R-\-RR-—V e le sue derivate <px, <H sono continue nei vertici di Rpy
e, se infinitamente grandi in quelli di RM,, lo sono d'ordine
non superiore a 1/3 rispetto alla reciproca della distanza q(x, Y)
da V.

Dimostrazione. La funzione armonica }> =yoz +V'o, con 70
fornita dalla (8), ha un campo di regolarita P contenente
RPYR—V e, in virtu del teor. lli, derivate tpx, toy continue
nei vertici di Rpg e, nei vertici di RMa, se infinitamente grandi,
d’ordine non superiore a 1/3, rispetto a 1/q. Verificandosi
la (8), layp € dotata in P di coniugata < che risulta determinata
prescrivendole il valore zero in un punto (a, 0) dell'intervallo
(q0, g). Essendo <x=zy)y, =—ipX, essa verifica le (1), compor-
tandosi le sue derivate <xx e qy, nei vertici di V, nel modo asserito
dal teorema, risultando quindi queste uniformemente somma-
bili sui segmenti coordinati contenuti in R. La ¢ é dunque
la ricercata funzione torsionale.

Osservazione. Occorre dare un metodo di calcolo delle de-
rivate (px, <y, a mezzo delle quali si esprimono gli sforzi dovuti
alla torsione, ed anzitutto uno per i limiti

Hm” [|<x|ex], Tim" [|qy]| «).
£->0 p->p

Non possiedo, tuttora, alcuna nozione del valore di questi
limiti. Dai lavori del Kotter # e del Trefftz 8) sulla torsione

*) Con le notazioni lim’ e lim”, di uso molto piu comodo delle
lim e lim comunemente adottate, soglio indicare, ormai da piu
di un quarto di secolo, il minimo ed il massimo limite.

7) F. Kotter: Uber die Torsion des Winkeleisens [Sitzungs-
berischte der Koniglich Preussischen Akademie der Wissenschaften,
XXX (1908)].

8) E. Trefftz: Uber die Torsion prismatscher Stabe von poly-
gonalem Querschnitt [Math. Annalem, 82 Bd (1921)]; Uber die Wirkung
einer Abrundung auf die Torsionspanungen in der inneren Ecke
eines Winkeleisens [Zts. f. Angew. Math. u. Meeh., Bd. 2 (1922)].
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del "ferro ad angolo” si possono trarre, per essi, soltanto delle

presunzioni.
Quanto al calcolo delle ¢px e <y, si pud pensare di effettuarlo
attraverso quello della y> e delle sue derivate px = —<Pyi V>y=<Px>

cio che esige il calcolo delle due funzioni y0 e % e delle loro
derivate parziali prime, molto approssimato, per queste ultime,
su un fissato Rab(p0<a<Pi 30<6<3)> Per ottenere la co-
stante y0, verificante la (8), con la necessaria approssimazione.
Ma le esperienze fatte, fin ad oggi, di tale metodo, all'istituto
nazionale per le Applicazioni del Calcolo, non hanno dato
risultati che autorizzino a consigliarne I'adozione.

3. Secondo metodo di risoluzione del problema della torsione
per il prisma cavo. Anche per I'esposizione di questo, dobbiamo
premettere taluni teoremi per le funzioni armoniche nella
corona R. Com’e noto9), ad ogni funzione w(x,y), armonica
in R, corrisponde una ben determinata constante a[o] e due
ben determinate funzioni u(x,y) e u'(x,y), la prima armonica
nel campo Rpg e la seconda nel campo R'Pogo=C(Rp.q, + RRpaq)
e infinitesima all’infinito, in modo che sussista, in R, la de-
composizione in somma

9) w(x,y) =a log |a%2 + y2 + u(x,y) + u'(x,y).

La costante a € il flusso della co attraverso FAPo(t, la fun-
zione u € detta la componente armonica di w regolare in Rpg
e la w' la componente armonica regolare in R'p,<, infinitesima
all'infinito. Date l'unicita della decomposizione (9) e la circo-
stanza che le funzioni co(xx,xy), u(xx,xy), u'(xx,xy) sono
armoniche, rispettivamente, in R, Rpg, R'p,q0, si ha che se <
e pari rispetto ad una delle variabili tali sono u e u', e se
e dispari, tali sono u e u' e risulta a=0. Posto

Z=x+1y, z20=x—Iiy,
riescono determinate due successioni di costanti
«0OM> «htco], &[<»],..., aj[co], $[co]....,

tali che nell'intorno circolare r dell’origine avente per raggio
la minore fra le quantitd p e q sussiste per la u lo sviluppo

9) Cfr., per esempio, Picone: Appunti d’Analisi superiore [loc.
cit. (4)], p- 293 della la ediz. e p. 402 della 2a ediz.
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in serie
00

[«*(»*+«$)+ [7*(»*—
*=()

e nel campo r" complementare del cerchio avente centro
nell’origine e raggio —+cfy'l', per u' lo sviluppo

e se e dispari

(11) a=0, u(x,ij) ~k(zik—zIk),

*:i

Sussistono i seguenti teoremi:

V1. .Se la funzione a>(x, y), armonica in E, ¢ pari, comunque
si assumano le costanti a e b, con pQ<a<_p, q0<.b <q, posto
b a
(12) Fa6[co] = F(ox(a,y)dy + Fay(x,b)dx,

0 0
si ha ,
Otfco] = — Nafttw] .

Dimostrazione. Detta n la normale esterna alla Fl?a6,
risulta, data la parita di m,
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VII. Se la funzione a>(x,y) armonica in R, & pari, posto,
per p0<a<p, q0<b<q,

Xab[a>] =a f£>(a,y)dy - J{)/vx(a,y)dy —

— 1 0),x b) —dx,
0

rablr=nb J b)dx — — JIb)d>< —

(14) ’ ; '
— F 0>x(a,y)"dy!
0
(15) =T«*[<w] —Yaft[ct>] ,
si ha

a2[o] = - <r,6[to].
Dimostrazione. Risulta

m/ Xab[w] bw(a, y)dy — A fé)oxx(a,y)dy — wihe(a, b)’g

0 0

h
* 2 * 2
= Fa>(ay)dy + ™ J #By(a,y)dy—(Oy(a, b)~ = Jco(a, y)dy,

0 0 0

onde segue che <%6[ci>] non dipende né da a né da b. Dalla (9)
«i deduce

= a<?Qft[log = — —— 7 (>[111,
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<ab[log Fi2+/] =<%fl[log |Ar2+ /) =0,
=i = *wl=1i '
Gabl[u] !(!98 #Haa[w]=0, Ga*[w] a“>r£ Gaalu'],

e, per 2«2=>pl + g2,

00

«.,M e, [v“D-

=1

Ora

0 0

| X.,[3--I1H I<<2* 4 A1) >>/=—

0

1
2*4-1 r di
~an-2 J (14- ©)*°
0
donde, per fc>I

. o8] — i _
i X.0077) = fig] X[ %] =0,
e allo stesso modo si trova che per *>1,

lim YflJ2-2*] = limY fI[\2*]=0

fl->00 «->00

onde segue, per *>1, Gaa[z-2J)~Gaa[z~2%] =0, laddove

(7 [«2—=140 =X + 403 dx—
a“l 0 I (a2d- D (a2d-xp
fFa2—3# 0 /(1—f) .
- J 8] =1\ /\/=—:

0

o

Vili. Assegnata una funzione w(x, y), armonica in R e pari,
condizione necessaria e sufficiente affinché esista una funzione t,
del pari armonica in R, verificante I'equazione

(16) Tjty — ai,
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g che riesca
a7 =6raA[«j] — 0"

Soddisfatte queste condizioni, esiste una ed una sola fun-
zione r*(x,y) armonica in R e dispari, verificante la (16) e tutte
le soluzioni armoniche di questa sono date dalla formula

(18) t=y0+yjz+20) + <Gj(z—20) + y2(z22 + 22) + r*(®, y),
essendo YO0, yIf y2, ¢X, costanti arbitrarie.
Dimostrazione. Porremo, da ora in poi, a= ,

b= e indicheremo con A il campo dei punti di Ii per

cui p0<x<p, con B quella per cui <h<y<q, con "Lo e Bo i sim-
metrici di A e B rispetto agli assi y e x. Osserviamo, anzitutto,
che se r(x,y) & una fissata soluzione, armonica in R, della (16),
per ogni altra tale soluzione r, risultera (r—t)XZ =0 e quindi,
in AB, t—T="(x) + r](y), con £ funzione della sola @ e t] della
sola y, e per 'armonicita di t+—+t, £"(x) = —ri"(y), onde segue,
in AB e quindi in tutto R,

F=*4+T70+7i(* +*0) + *0) + y2(22 + z2),
con Y0, yIf &X, y2 costanti che si possono scegliere ad arbitrio.
Con cio e gia dimostrata la formula risolutiva (18). La ridimo-

streremo, con la necessita delle (17) e con I'unicita della r*(®, y),
al modo seguente. Sussistono, per la co, la (9) e le (10) e si ponga

t=y log }/x2-\-y2 + v(X, y) +V'(X, y),

essendo v la componente armonica di r regolare in Rpg e V'
quella regolare in R, e infinitesima all’infinito. Risultera

_\I[ /1 1\
=T« “* + VoX'y) + VEK»(X'
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e pertanto, perche possa essere soddisfatta la (16), deve aversi
wJ'afttco] =0,
(19) VXH(X,y):U(X,y), V'(X’y) + NN — = ul(x’y)'

Si abbia, in F e in r', rispettivamente,

00

0 0
risultera, ivi,
VX, ="\2i+i2 WH*-2 — %0°0) + W —2 + @)l »
A=3
VX,,=1  k(k +1) )

*:i

e quindi, affinché vi sussistano le (19), y=0, y*=0 (per k"3)
y*=0 (per fc>l), &@A+i=0 (per fc=>l), <™*+1=0 (per fc>0),

2k(2k—1) <5241 =«2*=2, 2Kk(2k-{-1) Oihi —«2*4-2» Per k™I,
a? = 0.

Deve dunque essere tra6[w] =0 e, in r e in F rispettiva-
mente,

v=n + Vi(z +s0) + 01 (S—20) + V-2(g2 + "0> a2*-2 i21c(2k—I1)
*=1 7
v=nraur 2 Y
i2k(2k+1) '

*=j

rimanendo le costanti y0, yt, 6If y2 affatto arbitrarie e de-
terminata, per y0 ~yl=06j=y2—0i la soluzione armonica dispari
della (16).
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Dimostreremo la sufficienza delle condizioni (17), costruen-
do, suppostele soddisfatte, la soluzione della (16), armonica
in Ii e dispari. Per una tale soluzione deve, necessariamente,
aversi, in

(20) ry(x, y) = fXW(s,y)ds,

0
e, in A+Ao,
(21) rx(x,y) = I%u(x,t)dt.

0

Le ry e tx, date dalle (20) e (21), riescono armoniche in
B-[-Bo e in Si ha, invero, per esempio, in B+ Bo,
X

ATy =0x(x,y)+ J COy(8, y)d8"=

0

y) — Faoxx(s, y)ds =<u,0,y) =0.
0

Deve pure aversi, in A,

(22) rH(x,y) = J M(s,y")ds +ri(y),
a

con y(y) tale funzione di y da risultare /1x*=0 e da fornire
per Ty(x,b) e rgy(x, b) i valori che fornisce la (20) in AB. Si
traggono cosi per y(y) le equazioni

7"(y) + «>x(<»,y)=0,
(23) (b) = > b)ds, 7’(b) = 1§a>y(5. b)ds,
e quindi, in A,
1§< W(s, b)dsA- (y—b) ,[a'l a>y(s,b)ds —

0

(24)
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In virtu delle (23) la rv, data in A dalla (24), coincide,,
in AB, con la Ty, data in B dalla (20), ed ora verificheremo
che essa, in ABQO, coincide con la t0 data in Bo dalla (20) stessa.
Basta percio accertare che, calcolando, valendosi della (24),
t0 e Tuy per y——Dh, si trova, rispettivamente,

Ja){s,—h)ds, f ag(s,—b)ds.
0 0
Tale accertamento & immediato, in virtu della J'o6[w]=0
e della parita di a. Osserviamo che la r0, data in A dalla (24),
ivi armonica, risulta pari in y; si ha, invero,

Tyy(x,0)= ['<Oy(s,b)ds— fa>x(a,t)dt + /coy(s,0)ds=Fab[a)] =0,

0 b a
e che, pertanto, Tyu & funzione dispari di y. Dalla (16) si trae,
in B,
vx(x, y) = Ja)(x,t)dt + ~(x),

b

con I-(x) tale funzione di x da risultare 4™=0 e da fornire
per tx(x, a) e rxx(x,a) i valori che fornisce la (21) in AB. Ne
segue, in B,

b b

(25)

e si verifica, come sopra, che tale tx coincide in BA0 con quella
fornita in 70 dalla (21), risultando funzione pari di x. Ripe-
tendo lo stesso calcolo per r0 in Ao e tx in Bo, si trova

Ty(x, y) (in Ag) = —Ty(—x,y), Tx(x,Yy) (in Bo) = —rx{x, —Y),

pervenendo, cosi, alla definizione, in li, di due funzioni ivi
armoniche tx e ru, la prima pari in & e dispari in«//, la seconda
dispari in x e pari in y, per le quali si ha identicamente
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SdI/ = %;2 = c0. Condizione necessaria e sufficiente affinché esista

una funzione r continua in R verificante ivi la (16), &, dunque,
che per le ottenute funzioni rx e -y, riesca

flrd®,N)d.» + T»(®,3/)<fy] =

+Fffaz>

(26) b
=4Jry(a y)dy —4 \ tx(x, b)dx=0.
0 0
Ma si trova
a h
FTx(x, b)dx =Xab[(i>], [r,,(a,y)dy = Yab[a>],
0 0

onde la (26) é verificata in virtu della (?a6[co]=0. Se si vuole
che r riesca funzione dispari, occorre prescriverle nel punto
(a, 0) il valore zero, in seguito a che si avra, in R,

7) e=(C) [Lx(s,0)ds+ Ty(s,b)df,
(«0)

C designando una qualsivoglia curva regolare contenuta in R,
congiungente il punto (a, 0) col punto (x,y). In virtu della
(raft[co] =0 e facile verificare che la r fornita dalla (27) e dispari.
Si ha, invero, a norma della (27), data la disparita di rx ris-
petto a vy,

r(cr,0) = j Tx(s,Q)ds =0,
a

e quindi, in A,
u
t(x,y)= y* Ty(x,t)dt,

0

donde, per la parita di ry, rispetto a y, la disparita di r, in A,
rispetto a y, si ha, in B, a norma della (27),

» *
r=/ Ty(a,t)dt+ 1 rx(s,y)ds,
0 a '
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e quindi

a 0
r(0,y) = Iry(a,t)dt+ Frx(s,y)ds=Gay[a)]=0,
0 a
e pertanto, in B,
X
r(x,y) — I rx(s,y)ds,
0

donde la disparita ivi di t rispetto a x. Ecc. Quanto all’armoni-
cita di r, essa segue da quella di rx e di ry, dalla quale si de-
duce =0 e quindi che Ar ha valore costante in
dx dy
R, che deve essere nullo, data la disparita di Ar.
Siamo ora in grado di dimostrare il seguente teorema con-
cernente il problema del prisma cavo.

IX. Esiste ed é unica una funzione o(x,y), armonica in R
e pari, continua in R +H-+K, verificante le equazioni

@ R
(17 mEflftl/o] =0,
e tale che le funzioni wl e co2 definite in R al modo seguente
«j Xco(s,y)ds, in B+ Bo,
’ a u
(29) i) 1 wy(s,b)ds—l I (y—t) cox(a,t) dt +
0 b

t»i(X,y) = —col(—x,y), in™0;

w2 = J(o(x,t)dt, ind+AQ;
b 0 b x
(30) 2 — j(o(a,pdt+ (x—a) / <x(a,t)dt— J (x—s) coy(s,b) ds +
0

o a
«

+ | co(x, t)dt, in B-, <02(X,y) = —<02(x,—Y), in Bo,



SULLA TORSIONE DI UN PRISMA 367

riescano uniformemente sommabili sui segmenti coordinati conte-
nuti in R. Costruita una tale funzione esiste, a norma del teor. VVI11r
una ben determinata funzione <p, armonica in Il e dispari, per
la quale si ha <xy=.a), e questa ¢ la funzione torsionale.

Dimostrazione. La funzione torsionale < ha, come
abbiamo visto, un campo di regolarita contenente R-\-RR—V
ed in tale campo risulta <xy armonica, regolare e pari, mentre
dalle (1) si ricava Xl —1 su H-, ¢xy = —1, su K, ed in virtu
del teor. Vili, che Fab[<Pxy] =Cfah[<pxy] =0. Sostituendo poi <xy
in luogo di co nelle (29) e (30) si trova <>h=<fy, c02="*, onde
segue la uniforme sommabilita di oq e co2 sui segmenti coordi-
nati contenuti in R. Dunque una funzione co che ha tutte le
proprieta prescrittele dal teorema & data dalla <ixy. Sia, vice-
versa, (0 una funzione che possieda tutte queste proprieta.
Essa, in virtu del teorema di Schwarz, € armonica e regolare
in un campo contenente —V, ed esiste, in forza del
teor. Vili, una funzione < armonica e dispari in R, ivi veri-
ficante le equazioni

<y — tyy — ., Cpx — n>2-

Si ha la continuita di tpx in R-\-H, di gy in j?+",

r
GPX= Iydt=y, suH; ty=— I dt=—x, suK,
0 0

nonché la uniforme sommabilita di <x e ¢y sui segmenti coordi-
nati contenuti in R. Tale funzione ¢ é dunque la funzione
torsionale. Siano ora co' e c0” due funzioni che possiedano le
proprieta prescritte dal teorema alla co, ciascuna di essa for-
nisce, al modo ora indicato, la funzione torsionale <p, e si ha
percid co'=c0”’=99X{Z. Osserviamo ora l'ulteriore teorema:

X. Condizione necessaria e sufficiente affinché, per una
funzione co, armonica in R e pari, continua in R-\-H-\-K, veri-
ficante le equazioni (17) e (28), le funzioni cox e co2, definite dalle (29)
e (30), riescano uniformemente sommabili sui segmenti coordinati
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contenuti in R, & che essa sia limitata nelle vicinanze di ciascun
vertice di Rpg e, se infinitamente grande nei vertici di RPog, lo sia
d'ordine non superiore a 4/3, rispetto alla reciproca della di-
stanza g(x,y) da V.

Dimostrazione. La condizione € necessaria. Supposto,
invero, che per la funzione &, armonica in R e pari, continua
in R+ H-+K e verificante le equazioni (17) e (28), le funzioni
col e w2 siano uniformemente sommabili sui segmenti coordinati
contenuti in R, il teorema precedente ci assicura che, in R,
risulta w=<pxy, essendo < la funzione torsionale, la cui coniu-
gata ip ha, per il teorema 1l in un intorno circolare C(—p, —q)
del vertice (—p, —q) di Rpq le singolarita di

— - (0cos20+ loggrsen20) gz

designando g la distanza del punto (a? y) dal punto (—p, —q)
e 0 l'anomalia del raggio vettore che dal punto (—p,—q) va
al punto (x, y), rispetto all’asse con l'origine m (—p, —q) avente
direzione e verso dell’asse x, e in un intorno circolare C(p0, q0)
del vertice (p0, q0) di 77, le singolarita di

_C-)FTE (Ocos20 + loggt1sen20)g2 +

+  tc3ptisenvp0 + c3p+2Qssen (vp + 1) 0] g p,
p=0

ove w=3p+ T, designando g la distanza del punto (X,y)
dal punto (p0,q0) e 0 I'anomalia del raggio vettore che dal
punto (p0,q0) va al punto (X,y), rispetto all’asse con l'origine
in (p0,q0) avente la direzione dell’asse y e verso contrario. Ne
segue, per essere 0>—pxy =—Yyyy =yxx la limitatezza di w in
C(—p, —q) e che se essa ¢ in (p0,q0) infinitamente grande lo
e d’ordine non superiore a 4/3 rispetto a 1/g, e, precisamente,
di tale ordine se & ++0, d’ordine 2/3 se ¢ =0 e ¢2+0, limitata
in C(p0,q0) se & cl=c2=0.

La condizione é sufficiente. Dobbiamo dimostrare che se
la funzione w, armonica in R e pari, continua in R-\-H-\-K,
verificante le (17) e (28), & limitata nelle vicinanze di ciascun
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vertice di Rpg e, se infinitamente grande nei vertici di J?Pod,
lo e d’ordine non superiore a 4/3, rispetto a 1/q, le funzioni
aqg e co2 riescono uniformemente sommabili sui segmenti coordi-
nati contenuti in li. Essendo tale uniforme sommabilita evi-
dente in E—Rabi risultando a1 e w2 continue in —Rab,
ci limiteremo a dimonstrarla in Rab e considereremo, per
esempio, la o in B-Rb" e per Si abbia ivi, detta q la
distanza del punto (x,y) dal punto (p0,q0), | |<3f/@4/3, ne
seguira, per x<<p0,

33/ 33f
(20— Po
e, per x=p0, detto N un numero positivo non superato da
Iw(@?,a)l, lojv(x, & . |w,(a,y)l,

X

Esiste dunque una costante positiva L, per la quale ri-
sulta, in BRab e per x™p0,

e cio prova I'uniforme sommabilita di cig sui segmenti contenuti
in B1Rab , paralleli all’asse x. Sia ora 1 un segmento, conte-
nuto in B Rpp>, parallelo all'asse y e denotiamo con T(l)
il rettangolo limitato da I, dalle proiettanti gli estremi di I,
ortogonalmente, sull’asse y e da quest’asse, con C(q) I'intorno
circolare del punto (p0,q0) di raggio q, si ha

Rocznik Poi. Tow. Matem. T. XX. 24
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Jj\a=i\dy” FR\ a>(x, y)\dxdy =

I T(l)
=Tftw(x,y)\dxdy + Fhc»(x,y)\dxdy<*
T(i)-c(e) r(i)c(e)
< //10(x,y)\dxdy+M 1| | g 3dxdy =
T()-C(H) C(f)

= ffi\co(x, y)\dxdy + 2ti Mg*.

(31)

Assunto ad arbitrio un numero positivo e, denotiamo con q,
un numero positivo tale che si abbia 2tcJI(A'3<e/2 e con Ne il
massimo di |co| in B+ R"W —C(gc), se 1 ha lunghezza mi-

nore di <5(e)=e/2(a— p0)XE, risulta, in base alle (31),

/iy <e,

e sussiste dunque anche Il'uniforme sommabilitd di «q sui
segmenti contenuti in B-Rpiq, paralleli all’asse y. Risultato
definitivo della ricerca & pertanto il teorema:

XI. Esiste ed é unica una funzione w{x,y), armonica in R
e pari, continua in R-j-S+K, verificante le equazioni (17) e (28)
limitata nelle vicinanze di ciascun vertice di Rpq e, se infinita-
mente grande nei vertici di Rp,0, d'ordine non superiore a 1/3,
rispetto alla reciproca della distanza g(x,y) da V. Costruita una
tale funzione, si pud calcolare, a norma del teor. Vili, una fun-
zione <p, armonica in R e dispari, per la quale si ha, ivi, ¢pxy —w,
e questa e la funzione torsionale.

Osservazioni. La risoluzione del problema della torsione
del prisma cavo é dunque ricondotta al calcolo della sola fun-
zione c della quale il teor. XI assicura I'esistenza e I'unicita.
Essa e soluzione di un problema di Dirichlet di un nuovo tipo,
assai interessante.

Conseguito il calcolo di tale funzione, quello delle deri-
vate <x e <u della funzione torsionale si ha per mezzo delle
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semplici formule (cfr. la dimostrazione del teor. Vili)

»

(x = 1 co(x,t)dt, in A-|-Ao;
<32)

(hg= 1 a>(s,y)ds, inB—+BO0.
0

Se le funzioni approssimanti a>, nel calcolo istituito per
questa, sono armoniche, o almeno analitiche, in R, ottenute,
mediante le (32), le approssimanti ¢x, in A-j-A0l e qyi in B +jB0,
si avranno pure, per prolungamenti, le approssimanti yx, in
jB+ B0 e <y, in J.4- Ao. Le (32) hanno il grande pregio di fornire
una sicura maggiorazzione dell’errore di cui sono affette le
.approssimanti ¢x e gy, non appena sia stato maggiorato quello
delle approssimanti a>.

Ma mi é tuttora ignoto come pervenire a cio.

Esiste ed & unicall) une funzione <o, armonica e limitata
in R, continua in R+H-\-K, verificante le uniche condizioni
al contorno (28), e per questa, che riesce pari, si sa costruire
.una successione di funzioni armoniche che I'approssimano,
puntualmente ed uniformemente, in ogni insieme chiuso con-
tenuto in R, avendosi lini F,h[w(W] (per fc->00)=E,,6[w],

lim (raa[<oW] (per 00) = (7T06[w]. Se si dimostrasse che
(33) lini Ea6[cow] = lim <ra6[coW] =0,
£->00 A->00

se ne dedurrebbe che w ¢é la funzione della quale il teor. XI
assicura l'esistenza e l'unicita e si concluderebbe che gli sforzi
ai quali é sottoposto nella torsione il prisma cavo sono, addirit-
tura, funzioni continue in tutto R-\-RR. Alcuni calcoli di
esplorazione compiuti all'istituto nazionale per le Applicazioni
del calcolo non hanno ancora condotto ad escludere la possibi-
lita delle (33).

Osserviamo, infine, che se il prisma ha per sezione una
corona limitata dai contorni di due quadrati concentrici omote-

10) Jules Riemann, Sur le probléme de Dirichlet [Annales
de [I’Ecole normale Supérieure, t. 5 (1888)].

24*
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tici rispetto al centro, se cioe e p—y, detta co(a?,y) una
funzione che possieda le proprieta considerate nel teor. XI,
le possiede anche —co(y, x) e si ha pertanto a>(y,x) — —co(x,y)

e quindi wy(y, x) = —wx(X, ),

—_Faalw] = F(Ox(a.y)dy + Fwu(x,a)dx =
0 0
= J 0x(a, y) dy — J Dx(a,x)dx~0,
0 0

ed é dunque allora, sempre verificata una delle (17).
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Frydrych Zdzistaw, Mgr, Krakéw, ul. Krowoderska 6.
Garcia Godofredo, Prof. Ing., Lima (Peru), Bolivar 280.
Gibasiewicz Witold, Mgr, Koscian, ul. Koscielna 4.
Gierulanka Danuta, Dr, Krakoéw, ul. Szlak 14.

Gindifer Mieczystaw, Mgr, Komoréw pod Warszawa,
ul. Akacjowa 4.

Godeaux Lucien, Prof. Dr, Liege (Belgique), 37 Quai
Orban.

Gotgb Stanistaw, Prof. Dr, Krakéw, ul. tobzowska 61.
Gospodarek Stefan, Mgr, Poznan, Rynek Jezycki 1.
Gorski Jerzy, Mgr, Krakéw, ul. Grottgera 1, m. 6.
Greniewski Henryk, Dr, Warszawa, ul. Konopnickiej 6
(Y. M. C. A).
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~4*
(V) Gruzewska Halina, Dr, Warszawa, ul. Rakowiecka 6, m. 35
* (S. G. H)).

(V) Gruzewski Aleksander, Dr, (*).

(Wr) Hartman Stanistaw, Dr, Wroctaw, Wyczo6tkowskiego 17.

(C) Harlen Hasso, Dr, (*).

(C) Hlavaty, Prof. Dr, Prague IlI, U Karlova 3 (C.S. R.).

(C) Hiawiczka Stanistaw, Ing., Biata Krakowska, ul. Gra-
niczna 13.

(V) Huber Maksymilian, Prof. Dr, Gdansk, Politechnika.

(V) Hurewicz Witold, Prof. Dr, Massachusetts Inst, of Tech.,
Cambridge 39, U. S. A. Mass.

(Wr) Ingarden Roman, Mgr, Wroctaw, ul. Kochanowskiego 57.

(Wr) lwaszkiewicz Bolestaw, Mgr, Wroctaw, Kuratorium Okr.
Szk. Wroct., ul. Curie Skiodowskiej.

(Lu) Jakébczyk Franciszek, Ks., Mgr, Lublin, ul. Ogrodo-
wa 12.

(C) Janet Maurice, Prof. Dr, Paris XVI, J rue de la Cure.

(P) Jankowski Wiktor, Mgr, Poznan, ul. Kossaka 3.

(Wr) Jarnik Vojtech, Prof. Dr, Praha, Pevnostni 1.

(P) Jarosz Marian, Mgr, Poznan, Wielkie Garbary 44.

(V) Jaskowski Stanistaw, Prof. Dr, Torun, ul. Bydgo-
ska 78.

(C) Kampe de Feriet Joseph, Prof. Dr, (*) Lille (Nord, France),
16 rue des Jardins.

(P) Karaskiewicz Edmund, Mgr, Bydgoszcz, KoHataja 3.

(Wr) Kac Marek, Prof. Dr, Cornell University, Ithaca,
N. Y., U. S A

(C) Kawaler Jozef, Wadowice, Gimnazjum.

(V) Kline J. R., Prof. Dr, Dep. of Math., University of Penn-
sylvania, Philadelphia (U. S. A., Pa.).

(Wr) Knaster Bronislaw, Prof. Dr, Wroctaw 12, Ortowskiego 15
m. 1.

(C) Kochmanski Tadeusz, Dr, Krakéw, ul. Zyblikiewicza 5.

(V) Kozakiewicz Wactaw, Prof. Dr, University of Saskatche-
wan, Saskatoon, Sask., Canada.

(C) Koziet Karol, Doc. Dr, Krakow, Obs. Astron., ul. Koper-
nika 27.

(Wr) Krieger Cecylia, Prof., Toronto 5 (Canada), University of
Toronto, Dep. of Mathematics.
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(C) Krygowska Zofia, Mgr, Krakéw, ul. Oleandry 6.

(P) Krygowski Zdzistaw, Prof. Dr, Poznan, Matejki 37.

() Krysicki Wiodzimierz, Mgr, Lodz, ul. Zawadzka 25.

(Lu) Krzyz Jan, Lublin, ul. Bernardynska 28.

(C) Krzyzanski Mirostaw, Dr, Krakéw (Bronowice), ul. W.
Halczyna 21.

(Wr) Kulczynski Stanistaw, Prof. Dr, Wroctaw, ul. Kaspro-
wicza 17.

(V) Kuratowski Kazimierz, Prof. Dr, Warszawa, Seminarium
Matematyczne, ul. Hoza 69.

(C). Labrousse Leon, Prof. Dr, (*)Paris 7, 7 rue Leon Vaudyer,
France.

(C) Laine Edouard, Prof. Dr, (*) Angers (Maine et Loire),
France, 3 rue de Rabelais.

(C) Lefschetz Solomon, Prof. Dr, Princeton, N.J., U.S. A,
University.

(C) Leitner Roman, Mgr, Krakéw, ul. Hermina Pigtka 19.

(C) Leja Franciszek, Prof. Dr, Krakéw, tobzowska 61.

(C) Leray Jean, Prof. Dr, Paris (France), College de France,
Rue des Ecoles.

(C) Lesniak Jan, Dr, Krakéw, ul. Zygmunta Augusta 5.

(C) Les$nodorski Gustaw, Krakéw, ul. Sobieskiego 10.

(Lu) Lewacki Tadeusz, Mgr, Lublin, Al. Ractawickie 20 b.

(Wr) Loria Stanistaw, Prof. Dr, Wroctaw, Kochanowskiego 5.

(V) +tomnicki Zbigniew, (*)

(Wr) Los Jerzy, Mgr, Wroctaw-Oporéw, Aleja Piastéw 40.

(V) tukasiewicz Jan, Prof. Dr, Dublin (Ireland), 57 Fitzwilliam
Square.

(V) Luzin Nikotaj, Prof. Dr, Moskwa (U. R. S. S.), I'Acadé-
mie des Sciences de I'U. R. S. S., Bolchaya Kaloujskaya 19.

(Lu) Makarewicz Jozef, Mgr, iw&Zin, ul. Wieniawska 6, m. 47.

(Wr) Maksymowicz Adam, Dr, (*).

(C) Mandelbrojt S., Prof. Dr, Paris 6, 20 rue Leverrier.

(Wr) Marczewski Edward, Prof. Dr, Wroctaw, M. Gierymskiego 51.

(C) Maroszkowa Janina, Mgr, Krakéw, ul. Strzelecka 17.

() Mazur Stanistaw, Prof. Dr, £6dZ, ul. Gdanska 57, m. 6.

(P) Meder Jozef, Mgr, Poznan, ul. Skarbka 37.

(V) Menger Karl, Prof. Dr, Chicago 16 (U. S.’A. 111) Illinois
Inst, of' Tectm. 5506 N. Wayne St.
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(V) Mienszow Dimitrij, Prof. Dr, Moskwa (U. E. S. S)r
(*) Dievitchie Pole, Bojeninowski per 5, kvr. 4.

(Lu) Mikusinski Jan, Prof. Dr, Lublin, ul. Narutowicza 30.

(Wr) Montel Paul, Prof. Dr, Paris 14, France, 79 rue du Fau-
bourg Saint Jacques.

(V) Moore R. L., Prof. Dr, Austin 12 (Tex., U.S. A), Uni-
versity of Texas.

(Wr) Moron Zbigniew, Mgr, Wroctaw, ul. Olszewskiego 118,
m. 3.

(V) Mostowski Andrzej, Prof. Dr, Warszawa (Czerniakow),
Powsinska 24 a/6.

(V) Sptawa-Neyman Jerzy, Prof. Dr, Berkeley (Calif., U. S. A)),
University of California.

(C) Nikodym Otton, Prof. Dr, Krakow (Bronowice Mate),
ul. Lakowa 17.

(C) Nikodymowa Stanistawa, Dr, Krakéw (Bronowice Mate),
ul. Lakowa 17.

(Wr) Nosarzewska Maria, Mgr, Wroctaw, Nowowiejska 85/4.

(Lu) Oktaba Wiktor, Mgr, Lublin, ul. Krucza 4 m. 10.

(P) Orlicz Whadystaw, Prof. Dr, Poznan, ul. Grunwaldzka 14.

(£) Otto Edward, Prof. Dr, £6dz, ul. Kilinskiego 82.

(C) Pawelski Wactaw, Dr, Gdynia, ul. KoHataja 46.

(C) Pearson Egon Sharpe, Prof. Dr, (*) London W. C. 1, Uni-
versity College, Galton Laboratory.

(Wr)Perkal Julian, Mgr, Wroclaw, ul. Nowowiejska 109.

(P) Piatkowski Mieczystaw, Mgr, Sroda, Liceum.

(V) Piccard Sophie, Prof. Dr, Neuchéatel (Suisse), Cassardes 14.

(V) Picone Mauro, Prof. Dr, Istituto per le Applicazioni del
Calcolo, Roma (ltalia).

(Lu) Pidekoéwna Halina, Lublin, ul. Narutowicza 31 m. 5.

(Wr) Plamitzer-Motodecka Helena, Gliwice, Powstancéw 2.

(C) Pogany Woijciech, Inz, Krakéw, Sw. Marka 8.

(V) Pogorzelski Witold, Prof. Dr, Warszawa, Politechnika
ul. Lwowska 7.

(C) Popovici Constantin, Prof. Dr, (*) Bucarest, Université.

(V) Popruzenko Jerzy, Dr, (*)Warszawa Praga, ul. Szwedzka39.

(V) Basiowa Helena, Mgr, Warszawa, ul. Hoza 69.

(£) Kolinski Ignacy, £6dz, ul. Sienkiewicza 38.

(C) Bomanowski Mieczystaw, Krakow, ul. Fatata 14.
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Romanowski Swietostaw, Dr, Krakéw, ul. Szlak 24.
Rosental Stefan, Dr, Kobenhavn, Helgolandsgade 15.
Rozmus Antoni, (*) Zakopane.

Roszko Pawet, Mgr, Poznan, Niegolewskich 10.
Rubinowicz Wojciech, Prof. Dr, Warszawa, ul. Hoza 74.
Rusiecki Antoni Marian, Warszawa, Nowogrodzka 6 a,
m. 9.

Ryffertbwna Halina, Mgr, Poznan, ul. Grochowska 21.
Ryll-Nardzewski Czestaw, LwMin, ul. Gérna 4, m. 3.
Schdnhuber Antoni, Poznan, Plac Bergera 5.

Sedlak Stefan, Katowice, Slaskie Zaktady Techniczne.
Seipelt-Lawecka Lidia, Dr, £6dz, ul. Nawrot 4.
Sergesco Pierre, Prof. Dr, Paris, 7 rue Daubenton.
Sieczka Franciszek, Ks. Dr, Radzanéw nad Wkra, pow.
Miawa.

Siedmiograj Zdzistaw, Mgr, Krakéw, ul. Nadwislanska 1.
Sierpinski Wactaw, Prof. Dr, Warszawa, ul. Marszatkow-
ska 73, m. 11.

Signorini Antonio, Prof. Dr, Rome (ltalie), Academia
dei Lincei.

Sikorski Roman, Mgr, Mszczonéw, ul. Poniatowskiego 2.
Singh Avadhesh Narayan, Prof. Dr, Lucknow (India),
University.

Stowikowski Jan, £o6dz, ul. Wigury 11, m. 6.

(Wr) Stupecki Jerzy, Prof. Dr, Wroclaw-Oporéw, ul. Wiodko-

P)

(P)
(V)
(P)
(€)
(©)

(©)

wica 17.

Smosarski Wiadystaw, Prof. Dr, Poznan, Golecin, Inst.
Meteor. U. P.

Sobaszek Jan, Mgr, Poznan, ul. Hetmanska 31.
Sobocinski Bolestaw, Doc. Dr, (*)

Sroka Aleksander, Mgr, Poznan, ul. Focha 84.

Stamm Edward, (*) Wieliczka.

Stankiewicz Ksawery, Ing, Krakéw, Szkota Rzemieslnicza,
ul. Krupnicza 44.

Stankiewicz Lidia, Dr, Krakéw, ul. Grottgera 32.

(Wr) Stark Marceli, Mgr, Wroctaw, Piastowska 43.
(Wr) Steinhaus Hugo, Prof. Dr, Wroctaw, Ortowskiego 15.

V)

Straszewicz Stefan, Prof. Dr, Warszawa, Politechnika,
ul. Lwowska 7.
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(Lu) Subotowicz Mieczystaw, Lublin, ul. Weteranéw 34, ni. 8.

(Wr) Szatajko Kazimierz, Mgr, Gliwice, ul. Orfickiego 3, m. 4.

(C) Szarski Jacek, Doc. Dr, Krakéw, Rynek Gtowny 6.

(P) Szczeniowski Szczepan, Prof. Dr, Poznan, ul. Grun-
waldzka 14.

(V) Szmielew Wanda, Mgr, Warszawa, ul. Filtrowa 30.

() Szmuszkowicz Hanna, Mgr, £6dz, ul. Daszynskiego 17,
m. 19.

(C) Szmydt Zofia, Mgr, Krakéw, ul. 18. Stycznia 28, m. 3.

(V) Szymanski Piotr, Dr, Bucarest (Roumanle) Ambassade
de la République de Pologne.

(Wr) Slebodzinski Wiadystaw, Prof. Dr, Wroc’raw ul. Micha-
towskiego 26.

(C) Sredniawa Bronistaw, Dr, Krakéw, ul. Polna 21, m. 3.

(V) Tarski Alfred, Prof. Dr, Berkeley 8, 1001 Cragmont Ave,
Calif., U.S. A

(C) Titz Henryk, Dr, Krakoéw, ul. $w. Tomasza 27.

(C) Turowicz Andrzej, Dr, Opactwo Tyniec pod Krakowem.

(C) Turski Stanistaw, Prof. Dr, Gdansk, Politechnika.

(Wr) Utam Stanistaw, Prof. Dr, Los Alamos Laboratory (New
Mexico, U. S. A.), p. 0. box 1663.

(Lu) Urbanski Wtodzimierz, Prof. Dr, Lublin, ul. Stowac-
kiego 11.

(V) Walfisz Arnold, Prof. Dr, Tyflis (U.R.S.S.), Saba-
Solkhana 11.

(Wr) Warmus Mieczystaw, Mgr, Wroctaw, Kosynierska 28/2.

(C) Wazewski Tadeusz, Prof. Dr, Krakéw, ul. Starowislna 77.

(C) Weyssenhoff Jan, Prof. Dr, Krakéw, Al. Stowackiego 15.

(C) Wegrzynowicz Leopold, Krakéw, ul. Krowoderska 46.

(P) Wegrzynowicz Marian, Poznan, Matejki 52.

(C) Whyburn Gordon T., Prof. Dr, University of Virginia,
Charlottesville, U. S. A., Va.

(C) Wilenski Henryk, Mgr, (*)

(Wr) Wilkonski Andrzej, Mgr, Wroctaw, Al. Piastéw 83.

(C) Wilkoszowa Irena, Mgr, Krakéw, ul. Stoneczna 28.

(V) Winogradéw 1., Prof. Dr, Moskwa 49 (U. R. S. S)),
Bolszaja Kaluskaja 19, Mat. Inst. Akad. Nauk.

(P) Witkowski Jozef, Prof. Dr, Poznan, Obserwatorium Astro-
nomiczne.
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{t) Wiodarski Lech, Mgr, £6dz, ul. Piotrkowska 85, ni. 6.

(Wr) Wolibner Witold, Dr, Wroctaw, ul. tukasiewicza 12, m. 1.

(C) Wrona Wiodzimierz, Dr, Krakéw, ul. Nowomiejska 12.

(V) Wundheiler Aleksander, Dr, Bur. of Ordnance, Navy
Dept., Washington 25, D. C. Re 3d (U. S. A)).

(C) Zahorski Zygmunt, Doc. Dr, Krakéw, Podwale 1.

B(C) Zakrocki Stanistaw, Krakéw, | Gimn., Plac na Groblach.

(V) Zarankiewicz Kazimierz, Prof. Dr, Warszawa, ul. Wawel-
ska 19, m. 11.

<C) Zaremba Stanistaw Krystyn, Prof. Dr, (*)

(P) Zeidler Franciszek, Dr, Poznan, ul. Karwowskiego 24.

(V) Zermelo Ernst, Prof. Dr, (*) Freiburg i Br., Karlstr. 60.

(P) Znamierowski Czestaw, Prof. Dr, Poznan, Uniwersytet.

(P) Zygmanowski Franciszek, Mgr, Poznan, ul. Hetmanska 5.

(V) Zygmund Antoni, Prof. Dr, Chicago 37 (U.S. A. 111),
University of Chicago, Department of Mathematics.

(V) Zygmundowa lIrena, Dr, Chicago.

(V) Zorawski Kazimierz, Prof. Dr, Warszawa, ul. Uniwersy-
tecka 5, m. 9.

(£) Zylinski Eustachy, Prof. Dr, Gliwice, Politechnika.

LISTE DES MEMBRES DECEDES

(C) Blaton Jan, Prof. Dr, Krakow.

(P) Dabrowski Stefan, Prof. Dr, Poznan.

(V) Nikliborc Wiadystaw?, Prof. Dr, Warszawa.
(C) Rosenblatt Alfred, Prof. Dr, Lima (Pérou).
(V) Rudnicki Juliusz, Prof. Dr, Torun.

(C) Zawirski Zygmunt, Prof. Dr, Krakow.

COMPTES RENDUS DES SEANCES DES SECTIONS

SECTION DE CRACOVIE

2. VII. 1946. Wazewski T. Evaluation du domaine d'exi-
stence des fonctions implicites dans le cas des espaces abstraits.

Considérons trois espaces vactoriels normés de Banach X, Y et Z
et désignons par XY le produit cartésien de X et Y. Les normes des élé-
ments xeX, yeY, zeZ seront désignées par ly|] et |«]. Soit f(x,y)
une fonction définie dans une portion E de XY, les valeurs de / apparte-
nant, par hypothése, a Z.
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Nous posons:

/1110 Iftl

di. -H, MIS >M,

—_ /110 |»1

SU, /(«.,) -11,., sup N0+M>~A» +M>|

11/0; */0 |h—fc|
au f(x,y) =liminf [/(*+M)-/(*+M_)|.

-—-- h10;k/0 I»—»1

Les ail*f et ail*/ seront appelés allongements contingentiels supérieur
st inférieur de / relativement a x. Les aééx f et aMx f seront appelés allon-
gements paratingentiels.

Théoréme. Admettons les hypothéses suivantes:

1) X, Y, Z sont des espaces vectoriels normés de Banach dont Y est
mcomplet,

2) aeX, beY,

3) nous envisageons I'ensemble E QJT défini par les inégalités
x—a\<r”.-\-co, \y—Db\<R". + 00,

4) f(x,y) est continue dans E et ses valeurs appartiennent a Z,

5) f(a, b) =0,

6) ail* f(x,y)jga<+ oo, aM.fif(x,y) y =0 dans Z,

7) Sif(x,y) =0, il existe une fonction a(x) continue dans un petit voisinage
\x—e|<<5, telle que f(x,a(x)) =0 et que I'équation f(x,y)=O est locale-
ment équivalente a I'équation y = a(x).

Soit S la sphere |[x—a| <¢= Ceci étant admis,
il existe une fonction continue unique <F(x), telle que ¥r(u)=*f,
f(x,¥'(@))~0 dans S. Pour une telle fonction on aura forcément

a|IX p |Sr(e) — 0 |7—z| (dans S).

L’hypothése que Y est vectoriel peut étre remplacée par I'hypothese
qu’il soit métrique.

Szarski J. Sur certaines inégalités entre les intégrales des
équations aux dérivées partielles du premier ordre [a paraitre
dans les Ann. Soc. Pol. de Math., vol. XXI].

15. X. 1946. Szarski J. Sur une propriété asymptotique des
intégrales d'un systeme d'équations différentielles ordinaires [ces
Annales, p. 161—168].
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22. X. 1946. Kochmanski T. Algébre des noyaux.

La série (ou le polyndme) d'un on de deux variables x et y peut étre
représentée par le symbole:
1) &e-a-"l),
ou x et y signifient des colonnes cracoviennes composées des puissances

successives as" et y"; a signifie le cracovien des coefficients de la série.
Nous le nommons le noyau de la série (1).

L’algébre des noyaux définit les opérations sur les séries du type (1).
Par ex. le produit de deux séries x-a-y par x-b-y est une série x-p-y.

Nous nommons alors p le produit des noyaux a et b et nous écrivons:
) p=(a)-(6).

La définition de la puissance de noyau est le résultat de la multi-
plication:

(3) «<D =(«)*(«),
(4) «<"+!) ::(«<">) ' (a)

La définition du quotient (p)'.(b) découle de I'équation (2).
On tire de I'équation:

®) a=(x)-(z)
la définition de la racine du noyau a:
(6) X = tNe.

En se basant sur les définitions citées plus haut et sur les méthodes
du calcul on obtient la fonction inverse pour la série x -a; ainsi que la trans-

formation inverse pour un systéme de deux fonctions du type (1).

29. X. 1946. Kolbuszewski R. et Utam J. Algebra of
Ternary Groups.

An operation is considered, defined for the elements of arbitrary
set M, which makes correspond to every three of them (the order being
of importance) of fourth one. This ,ternary multiplication“ is denoted
with (abc) and is supposed to fulfill the condition of associativity:

((abc)de) = (a(bcd) ) — (ab(cde)).

The operation being inner with respect to If, Jf is said to be a ternary
group with respect to this operation. Properties of this operation and the
groups so defined are investigated and remarkable analogies with ordinary

*) D'apres le cours du Prof. T. Banacliiewicz sur la Géodésie Su-
périeure.
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(binary) groups revealed, so the existence of inverse elements, viz. ful-
filling
(ppp-1) = (pp-1 p) = (p“1 pp) =Pp

and vice versa, further an analoguous structure of subgroups, an analogy
to the theorem of Jordan about the order of a subgroup etc. A passage
to ordinary groups is furnished by the notion of a ,section”, i. e. the set
of all triads with one element fixed; the last being in the middle, this set
presents an ordinary groups defined on JI, with the element inverse to
the fixed playing the role of unit. A ternary group is said to be degenerate
or banal, if there exists an operation, defined for pairs of elements, say («6),
establishing an ordinary (binary) group on M and such, that ((a6)c) = (ufec).
The necessary and sufficient condition for the banality of a ternary group
is the existence of an element e such, that for every x the equality (exe) = x
is fulfilled. This theorem makes it possible to give effective examples of
non-degenerate ternary groups. The notion of ternary groups finds nu-
merous applications, so in the theory of matrices, in the theory of certain
transformations and especially in the theory of functions of two variables,
where it plays a role similar to that of ordinary groups in the theory of
functions of one variable.

5. XI. 1946. Gotgb St. Sur la non existence des objets géo-
métriques de quatriéme classe et a une composante [a paraitre
dans les Prace Matematyczno-Fizyczne].

12. XI. 1946. Leja F. Sur une classe des fonctions homogénes
de deux variables complexes.

Soit E2 I'espace de deux variables complexes a: et y, p et g deux points
de cet espace des coordonnées xf, yt et a2, y2, pg I'expression |(«jy2—
E un ensemble fermé et borné des points de T2 et p= 'p0,pr...,pn) un

systeme des n-|-l1 points de E. Désignons par w un point variable des co-
ordonnées X, y, formons les n-|-1 polyndmes homogenes des variables a; et y

InWps ﬂ Qj@( f—0,1....n
k=0 1"

et posons
T (u) = borne inf (max | T™(u,p)|), »»=12,...

On démontre que, si I'écart transfini de I'ensemble E (ce journal,

n
t. 12, 1934, p. 29) est positif, la suite {IZT (u)} tend dans I’espace entier

vers une limite t(u) =t(x,y). La fonction f(z,y) dépend de I’'ensemble E.
Elle est homogeéne de dégré | par rapport aux variables x, y et jouit des
plusieurs propriétés remarquables.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 25
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19. XI. 1946. Wazewski T. Exemple d'un groupe de trans-
formations d'une droite en elle-méme dépendant des quatre para-
metres essentiels [a paraitre dans les Prace Matematyczno-
Fizyczne].

26. XI. 1946. Zahorski Z. Sur un probléme de 1H. G. Cho-
quet.

Le plan complexe tout entier est I'unique continu C jouissant de la
propriété suivante: toute fonction d'une variable complexe possédant
la premiére dérivée par rapport a C, possede les dérivées de tous les ordres
par rapport a C.

3. XII. 1946. Utam J. Sur la notion du centre d'un en-
semble.

10. XII. 1946. Denjoy A. Sur les ensembles rangeés.

17. XI1. 1946. Choquet G. Sur un théoreme concernant
les propriétés tangentielles des ensembles [Bull, des Sc. Math.
Série 2, vol. LXX, 1945].

Choquet G. Sur les relations entre contingent et paratingent
[& paraitre dans le Journal de Math. Pures et Appliquées].

21. 1. 1947. Zahorski Z. Sur un probléeme de JH. F. Leja.

28. 1. 1947. Zahorski Z. Sur les suites des polynémes
bornées sur un ensemble fermé. [Ces Annales, p. 215—222].

25. 11. 1947. Wazewski T. Sur l'allure asymptotique des
intégrales des équations différentielles 1.

4. 111. 1947. Leja F. Sur un critéere de régularité des points-
frontiere dans le probleme de Dirichlet plan. [Ces Annales,
p. 223-228].

11. 111. 1947. Krzyzanski M. Sur l'unicité dans le pro-
bleme de Cauchy pour les équations différentielles non linéaires
du type parabolique.

18. 111. 1947. Wazewski T. Sur [l'allure asymptotique des
intégrales des équations différentielles 11 [paru sous une forme
plus générale dans les Eendiconti dei Lincei, aoOt 1947].

Bielecki A. Sur une propriété topologique des intégrales
d'une équation différentielle ordinaire du premier ordre.
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25. 111. 1947. Choquet G. Sur la recherche de la primitive
d'une fonction donnée par rapport a une autre [Comptes Rendus
de I'Ac. des Se. séance du 20 mars 1944. Voir aussi la Theése,
a paraitre dans le Journal de Math. Pures et Appliquées].

22. 1V. 1947. Bielecki A. Un exemple d'une équation de
Clairaut dans l'espace avec une intégrale singuliére.

Bielecki A. Sur une propriété topologique des intégrales
d'un systeme des équations différentielles ordinaires.

29. IV. 1947. Choquet G. Sur la topologie de la représen-
tation conforme [Comptes Rendus de I’Ac. des Sc., séances
du 1 mars et 8 mars 1943].

2. V. 1947. Choquet G. Sur les résultats recents de
M. L. Schwartz, concernant la dérivation des fonctions quel-
conques [Résumé de L. Schwartz dans les Annales de Fac.
des Sciences de Grenoble 1945].

6. V. 1947. Leja F. Sur les séries de Taylor des fonctions
de deux variables complexes.
Conservons les notations données plus haut (séance du 12. XI. 1946:

Sur une classe des fonctions homogénes...) et désignons par Vn la borne
supérieure du produit

= /7
Oo<Z<*<n
lorsque les points po0,...,pn varient arbitrairement dans E (|p[.pk| désigne
I’expression o" et xk’yk 80nt "es coordonnées des
points pt et pk) et par g0,y1,...,qn un systeme de »+1 points de E tels qu’on
ait F(qo, = Supposons que parmi les produits
4l(«) = 11 \WKV i=0,l,...,n,

0
(*=M)
AO(g) soit le plus petit et formons les polyndmes homogeénes

n

H (W=H (xy)= TT—L PEh2e

Désignons par D(E) le domaine ouvert dans lequel
limsup \[1J (m)| <1

z/->00

et soit

(o]

100) 1 [(0.0)3! +/p0.0)]("

25*
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la série de Taylor d'une fonction Supposons que cette série soit
uniformément bornée dans un ensemble E de I'écart transfini positif et
désignons par IRE, f) son domaine de convergence. On démontre que le
domaine D(E) est égal au produit des tous les domaines D(E, f).

3. VI. 1947. Marczewski E. Sur les ensembles indépendants
et le prolongement de la mesure [a paraitre dans les Fund. Math.
35].

6. VI. 1947. Picone M. Sur une application de I'analyse
fonctionnelle au solution des équations différentielles aux dérivées
partielles.

Signorini A. Sur quelques résultats de la mécanique ration-
nelle obtenus par l'auteur pendant la guerre.

21. X. 1947. Hiawiczka S. Sur une théorie de types logiques
fondée sur le principe de la constructivité et I'illimitation de la
création.

28. X. 1947. Choquet G. Isométrie des ensembles et théorie
du contact [Mathematica 1944, pp. 29—64].

4. XI. 1947. Gotgb S. Sur le calcul tensoriel (conférence
populaire).

11. XI. 1947. Leja F. Une généralisation du diamétre trans-
fini et de I'écart d'un ensemble.

Soit R un espace métrique, pvpv... les points de R, E un ensemble
fermé et compact des points de R et

WpVP2..... Pa)

une fonction dea”.2 points de R définie dans R, continue et prenant des
valeurs non négatives. Supposons que <' soit symétrique par rapport aux
variables  p2,...,pa et qu’elle s'annule lorsque deux des points pv p2,...,pa
sont identiques. Par exemple 4>(pv p2) peut désigner la distance des points pl
et p2, £(PpP2, p3) Peut désigner I'aire du triangle des sommets prp2, p3 etc.

Considérons un systeme de n”a points Ppp,,...,.p de R, formons

le produit a facteurs

Q) F(P1,p2,...,pn) = H a>p p ...P)
K4<4<on</8<]s

et les n produits a —1) facteurs
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2 ajpv...pn = [1 S p p -..p ) j=12,...,n

et désignons par Vn(E) le maximum du produit (1) lorsque les points pt,...,pn
varient dans I'ensemble E et par An(E) la borne supérieure du plus petit
des produits (2) lorsque les points p”.....pn varient aussi dans E. On dé-
montre que les deux suites

(2)_ (=1L
|%CB), n=12,.,,

tendent vers une méme limite finie r(E, ().

Lorsque R est le plan et O(pj, p2) la distance des points pt et p2 la
fonction r(E, <) se réduit au diameétre transfini de E; dans le cas ou <5(pi.p2)
désigne I'aire du triangle Opip2, ou 0 est un point fixe, r(E, dp désigne I'écart
de I'ensemble E par rapport au point 0. D’autres applications ont été in-
diquées.

25. XI. 1947. Goigb S. Sur un probléme de la métrique
angulaire des espaces de Finsler [a paraitre dans les Travaux
de I’Académie des Mines de Cracovie].

2. XII. 1947. Szarski J. Géométrie analytique en forme
vectorielle (conférence populaire).

9. XII. 1947. Szarski J. et Wazewski T. Sur un probléme
roentgenographique de M. S. Udajerek.

En disposant des fotograpbies roentgeniques de la téte humaine de
tous les cotés, peut-on déterminer la structure intérieure du crane, voici
un probléme proposé par M. Stanistaw Majerek, médecin de Cracovie
qui, sous une forme élémentaire, a indiqué une méthode de solution qui
nécessite une justification mathématique.

Bornons-nous au cas du plan. Soit C le cercle x2-\-y2<R2; D(r,g>) la
corde de C passant par le point (r-cosy, r-singp) et perpendiculaire a la
direction ¢p; g(r, ) une fonction donnée suffisamment réguliére dans
0<r<R, 0"(p<n et telle que

fi
I(<p) — 1 g(r,y>)dr=con8t.
-R

On dira qu’une fonction f(x, y) se raccorde a g(r, §») dans une direction
lorsque
I f(x, y)ds=g(r,<pa).
Dp,
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Le probléme consiste a trouver j se raccordant a g dans chaque di-
rection. Dans cette mise en équation (bien simplifiée) f(x,y)— coefficient
d’absorbtion de la lumiére au point (x,y) et g correspond au matériel photo-
graphique. Les auteurs prouvant que pour <7=0 et / sommable on a /=0
(unicité qui subsiste dans le cas de n dimensions), en démontrant que /
est orthogonal a chaque polynéme. Voici la méthode de M. Majerek
étendue au terrain des équations intégrales. On dira que h(x,y) est cylin-
drique dans une direction <0 lorsque h est constante sur chaque D(r, <0).
Soit {p>v} une suite de directions partout dense sur l'intervalle (O,n). On
pose = fonction cylindrique et raccordant a g dans la direction v Par
définition /n"j se raccorde a g dans la direction ¢»,1+1 et fn“>—fn est cylin-
drique dans cette direction. Le probléme consiste a examiner si f tend
vers une solution du probléme.

Wazewski T. Sur l'allure des intégrales des équations diffé-
rentielles au voisinage du point singulier.

n
La matrice de la transformation réelle yl="aj -x. (i=l,2,...,n)

=1
(ou tout court Y—L(X)) sera désignée par J.=|ja/". Soit E une variété
caractéristique réelle de A. Par définition méme elle est linéaire, passe

par l'origine 0=(0,...,0) et I'on a L(X)eE lorsque XeE. Or Y =M(X)
étant la transformation induite par Y =L(X) dans E, désignons respecti-
vement par p<n) et a(i=1,...,») les suites completes des
racines caractéristiques de Y = M(X) et de A. Soit R(z) la partie réelle
du nombre complexe z.

La variété E sera dite cohérente lorsque pour tout a, ne coincidant
avec aucun  on a ou bien

1) A(fy)<af (/=1,...,p),
ou bien
@ Epy)>a, (/=1...p).

Le nombre des «( satisfaisant a (1) sera dit index supérieur de E. On
dira que E est négative lorsque A(py)<0 (T=1......p).

Théoréme. Relativement au systéme
<3) E?2="(i.....3")
supposons que:
1° les f(X) = p(xv...,xn) soient réelles et continues au voisinage de 0,

» ['(0)=0, i=1,...,n,
3° /' possede au point 0 la différentielle de Stolz,
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4° E soit une variété caractéristique de lamatrice A= |la. oual k - fXkw>
5° E soit cohérente, négative et son index supérieur soit égal a r.

Cela posé il existe une famille non vide E d’au moins oon~r~! courbes

intégrales C de (3) telles que
5
1. C+—10 lorsque t—> + 00,

' ->
2. Chaque contingent (au sens de M. Bouligand) de C au point 0 fait
partie de E.

La projection de F sur la variété caractéristique G, déterminée par
les racines (ij (j=LI..... p) et az satisfaisant a (2), posséde des points intérieurs

(relativement a G) dans chaque voisinage du point singulier O.

Grace a la démonstration esquissée par JI. Kuratowski, on peut
affirmer que le nombre de dimensions de I'ensemble Z engendré par F
est au moins égal a n—r. La démonstration du théoréme s’appuie sur un
principe topologique que j'ai indiqué précédemment (Rendiconti dei Lincei
serie VI, vol. 11 (1947), p. 210—215).

13. 1. 1948. Leja F. Sur une propriété des suites de poly-
ndémes [a paraitre dans ces Annales 21 (1948)].

20. 1. 1948. Gotgb S. Une statistique comparée des travaux
publiés avant la guerre par les mathématiciens polonais et par
les mathématiciens du monde entier.

27. 1. 1948. Gorski J. Sur I'équivalence de deux constructions
de la fonction généralisée de Green.

Dans son travail ,,Sur les suites des polynomes, les ensembles fermés
et la fonction de Green (ces Annales 12 (1934), p. 57—71) M. F. Leja
a construit, a I'aide d’une suite de polyndmes de Lagrange, une fonction
Q(2) harmonique pour le domaine 2>00 contenant le point z=00. En outre,
il a démontré que dans le cas ou la frontiere F du domaine Z>0 est une
somme de continus, la fonction G(z) est la fonction classique de Green
pour ce domaine ayant son pble dans le point z=00. L’auteur démontre
que dans le cas ou le diametre transfini de la frontiere F est positif, la
fonction G(z) coincide avec la fonction généralisée de Green pour le
domaine D<».

SECTION DE LUBLIN

17. X. 1947. Bielecki A. Sur un systeme des axiomes dans
I'arithmétique des nombres entiers positifs.

Le systeme bien connu des axiomes de Peano est équivalent au sy-
steme suivant:
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1 leA,

2. xe 3seQneN,

3. X 4=13 (Sy)(yeN,x=»eqy),
4, ZeN3 seq Z-=1Z.

Les notions primitives sont 1, seq et X (I'ensemble des entiers posi-
tifs), seqZ désigne I'ensemble de tous les éléments x tels que &=seqy,
2/eZ.

7. XI. 1947. Biernacki M. Sur [I'équation différentielle
bindme.

Soit I'équation y*-\-A(x)y=0O ou n est pair et A(z) continue et po-
sitive pour tout x réel. Il existe toujours une intégrale qui possede n zéros
et le nombre n ne peut étre remplacé par un nombre plus grand.

7. X1. 1947. Mikusinski J. S. le produit de compo-
sition.
L’auteur établit quelques propriétés fondamentales du produit de

t
composition [/(t—-i)3(r)c/r. Les détails seront publiés dans le mémoire

0
»L'anneau algébrique et ses applications dans I'analyse fonctionnelle®
Annales U. M. C. S., Tome 11).

14. X1. 1947. Bielecki A. Sur une propriété des domaines
(plans ouverts.

Soit D un ensemble ouvert et connexe de points contenu dans un
plan 7t et m une droite située sur ce plan. Nous désignons par fm(Q) le
nombre de points frontieres de I’ensemble D situés sur la droite | perpen-
diculaire a m, tracée du point Q de la droite m sur le plan n, et par <pnl(Q)—
le nombre des composants connexes de I'ensemble D QL. ,

St. Banach a démontré que fm(Q) est toujours une fonction mesu-
rable, W. Wilkosz a prouvé que la fonction est aussi mesurable.
Il est évident que ¢gm(Q) est sommable lorsque fm(Q) est sommable, mais
inversement la sommabilité de ¢’,n(C) n’entraine point la sommabilité
de /m(Q). On peut cependant démontrer la proposition suivante. Si
et les fonction»  (Q) et ¢In(Ql »ont sommables, les fonctions fm(Q) et f (Q)
sont aussi sommables. (La proposition a été démontrée indépendamment
par W. Wilkosz et A. Bielecki en 1934. La démonstration de W. Wilkosz,
tout a fait différente de celle de A. Bielecki a été présentée au cours d’une
séance de la Section de Cracovie de la Soc. Pol. de math, en 1935). La
proposition ne subsiste ni pour les ensembles ouverts plans non connexes,
ni pour les ensembles ouverts connexes dans I'espace a n dimensions
pour n<r3.
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14, XI. 1947. Mikusinski J. G. Sur quelques propriétés
du triangle [Annales Univer. Mariae Curie-Sktodowska I (1946),
pp. 45—50].

28. XI. 1947. Bielecki A. Sur une condition suffisante

d'unicité des solutions d'un systeme d'équations différentielles
ordinaires du premier ordre.

Un ensemble de droites v=1,2,...,n situées dans I'espace
a n+1 dimensions, sera dit pinceau de droites, si I’ensemble des points
d’intersection de ces droites avec I'hyperplan r=I est connexe. Nous
appellerons champ de pinceaux une fonction qui fait correspondre a chaque
point P d’un domaine D situé dans I'espace a n+1 dimensions un pinceau
de droite M(P) et intégrale du champ—toute courbe xv=g>v(t), tl<t<t
qui satisfait a la condition que les fonctions pv(t) soient continues et que
le paratingent de la courbe au point P ne contient que de droites paral-
leles a certaines droites du pinceau JI(P). (Comparer S. K. Zaremba,
Sur les équations au paratingent, Bull, des Sc. Math. (2) LX, mai 1936, ou
bien O rownaniach paratyngensowych, Dodatek do Rocznika Pol. Tow.
Mat., IX, 1935. Contrairement a M. Zaremba nous n’exigeons pas ici la
semi-continuité supérieure par rapport a I'inclusion d’'un champ de pin-
ceaux). Nous appellerons enfin différence de droites £ =Avi, £v=fit,z la droite

§V=(AV—pv)r et différence de pinceaux M et 3A—I'ensemble Jf—IA
des différences de droites | et iL; ou le2l4 et IleML

Proposition. Nous supposons que le champ MO(P) est défini dans
la couche O<t <! et que toute courbe xv— 0<:t<«<:l, quiest une inté-
grale du champ 2k0(P) pour O<t<a, qui remplit I’égalité yr(0) =0 et dont
le contingent pour t=0 se réduit a une seule droite identique a I'axe de t,
soit située sur cette axe. Nous supposons encore que le champ M(P) soit
défini dans la couche O:t<l et qu'il satisfasse a la condition

M(t,x1,x2,...,xn)—JI(t,yL,y2,...,yn) QM(t,x1—yl,x2—y2..... Xn—yn),

Dans ces conditions, si la courbe xv=gfyt), O~t<<c”I, et la courbe
xv=g>I(t), O<«c2<I sont deux intégrales du champ J4(P) dont les con-
tingents pour t=0 ne contiennent qu’une seule droite Io, on aura g>I(t)~¢pl(t)
pour ()"t<c, ou c=min (crc2). En ce qui concerne la démonstration,
il suffit de remarquer que la courbe av=ie>t,(t)=y’(t)—t>J(t) est une inté-
grale du champ 2)40(P) dont le contingent pour t=0 se réduit a I'axe de t.

Comme un cas particulier nous pbtenons une condition suffisante
de l'unicité des intégrales d'un systeme d’équations différentielles ordi-
naires du premier ordre, 214(P) étant dans ce cas un champ d'éléments
linéaires. On en décjuit facilement le critére de I'unicité du a M. E. Kamke
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(Differentialgleichungen reeller Funktionen, 1930, p. 139) et d’autres
criteres semblables. Les conditions de notre proposition ne sont pas néces-

saires pour I'unicité méme dans le cas d’une équation différentielle — = f(x)
dont le second membre est une fonction continue dans <0,l).

28. XI. 1947. Mikusinski J. G. Sur I'équation différentielle
y” + A(X)y=0.

Soit A(x) une fonction holomorphe dans le cercle C:lee—al<c¢. Soit
ensuite y(x) une intégrale (non nulle) de I'équation différentielle y*" +A(x)y—0
telle que y(a)—0. Cela posé, il existe un nombre Jf=M(p)>0 tel que
si.|.1(z)|<M dans C, l'intégrale est différente de zéro dans le domaine

O<|ee—al<e-

5. XII. 1947. Biernacki M. Sur quelques inégalités.

Les suites monotones satisfont a certaines inégalités analogues a celles
de Tschebycheff et de Minkowski.

5. XII. 1947. Mikusinski J. G. Sur les fractions continués.

Si @'g%lr 80n" des réduits successifs d’une fraction continue de

la forme

on a

12. XI1. 1947. Biernacki M. Sur les aires des domaines
situés sur la sphere.

L’auteur établit une formule qui permet dans certains cas d’évaluer
les aires en question a l'aide d’'une seule quadrature.

12. XII. 1947. Biernacki M. Sur les polyndmes quasi
trigonométriques.

L’auteur appelle ainsi les expressions de la forme:

P(x) cos yIx—+bl sin 7tx4-a2 cos y2x+b2 siny2x + eee+«,, c0s /ne@+&nsin ynx
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ou O<yl<y2< ...<yn. Lorsque a, b. sont réels et N(x) désigne le nombre
des zéros de P(x) dans l'intervalle (O,ar) on a des inégalités:

hin N(M fin NGOy
500 X T r4no X n

La démonstration se trouve dans I'article: ,,Sur un probleme d'inter-
polation relatif aux équations différentielles linéaires". Annales Soc. Pol.
Math. 20 (1948).

23. 1. 1948. Mikusinski J. G. et Eyll-Nardzewski C.
Sur quelques équations fonctionnelles [a paraitre dans les Studia
Mathematica].

30. 1. 1948. Biernacki M. Sur les fonctions lentement crois-
santes.

L’auteur dit qu’une fonction f(x) positive et croissante dans I'inter-
valle ®0<a:<l est lentement croissante pour ea-»l lorsque le rapport
f(x):f(x2) ne surpasse pas A(1—x)~k ou -1>0 et

Lorsque fc=0, f(x) est dite tres lentement croissante. Une fonction
holomorphe dans le cercle |«|<1 est lentement (trés lentement) croissante
en méme temps que le maximum de module Af(r) dans le cercle |«|™r<lI.
L’auteur étudie I'effet de quelques opérations (p. ex. de I’intégration)
effectuées sur les fonctions lentement croissantes (trés lentement» crois-
santes) et il donne quelques exemples de ces fonctions (fonctions multiva-
lentes, fonctions dont I'argument est borné etc.).

SECTION DE +ODZ

10. XI. 1946. Mazur S. Sur l'espace des fonctions continues
[a paraitre dans les Fundamenta Mathematicae, vol. 35].

Szmuszkowicz H. Comptes Rendus de la littérature mathé-
matique actuelle.

17. XI1. 1946. Charzynski Z. et Otto E. Comptes rendus
sur le congres des mathématiciens polonais a Wroctaw.

17. 1. 1947. Wisniewski F. J. Une remarque relative a la
statistique quantique.

On montre que les formules de répartitions de Maxwell-Planck,
et Fermi sont des solutions particulieres d’une équation différentielle
dans I'espace statistique a six dimensions.

L’'équation cité s'obtient a partire de I'équation de Fokker pour
un espace statistique a six dimensions
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ou
¢ — désigne la densitée statistique; et APs les composantes de la vi-
tesse de propagation du courant hydrodynamique et -N--(B-f)

les composantes de la vitesse du courant de diffusion.
En admettant que la vitesse hydrodynamique de propagation est
proportionnelle au gradient de I'énergie d’une particule c’est a dire que:

on trouve I'équation cherché qui s'écrit:

si e et ¢ son indépendant des coordonnées spatiales gg.
En état d’'équilibre cette équation admet la solution particuliere

qui est identique a la formule de Planck pour i— 1, a la formule de Fermi
pour i=—1! et a la formule de Maxwelle pour i=0.

On peut donc remplacer I'espace statistique discontinue par un espace
statistique continue si on veut obtenire, les formules de Planck et Fermi.
La différence entre la théorie des quantas et la théorie ordinaire consiste
dans l'ordre d’approximation dont on tient compte.

Si les grandeurs B, T et a sont des fonctions des coordonnées spatia-
les gs on a un courant de diffusion J9 dont on déduit facilement les expres-
sions des intensitées du courant thérmique et du courant électrique.

17. 11. 1947. Marczewski E. Isomorphie des mesures dans
les corps de Boole.

6. V. 1947. Mazur S. Sur les inégalités linéaires.

L’auteur communique quelques résultats concernant les inégalités
linéaires; ces résultats ont été trouvés en collaboration avec M. W. Orlicz
et seront publiés dans les Studia Mathematica.
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17. V. 1947. Académie consacrée a la mémoire du professeur
Zenon Waraszlciewicz, décédé en 1946.

L’académie a eu lieu en présence des personnages officiels, des membres
de la Section de £6dz et des personnes invitées. Le discours sur I'activité

scientifique de prof. Z. Waraszkiewicz a été prononcé par S. Mazur.
H. Szmuszkowicz prit la parole au nom des amis et des collégues.

27. V. 1947. Janowski W. et Mazur S. Comptes rendus
de la littérature mathématique actuelle.

9. VI. 1947. Janowski W. et Mazur S. Comptes rendus
de la littérature mathématique actuelle.

23. V1. 1947. Janowski W. et Mazur S. Comptes rendus de
la littérature mathématique actuelle.

24. XI. 1947. Charzynski Z. Sur les transformations iso-
métriques de F-plan [a paraitre dans Studia Mathematica].

SECTION DE POZNAN

27. X. 1946. Witkowski J. Comptes rendus du Congrés-
Scientifique a Zurich.

Smosarski W. Sur le volume maximum des tétraédres
inscrits dans Vellipsoide.

La solution est analytique et compléte, sans faire recours aux con-
sidérations géométriques. Elle en différe de la solution connue (F. Grolle,

Ztschr. Math. u. Physik' 14 (1869), p. 378). Deux points quelconques de
I'ellipsoide satisfaisant a I'équation

déterminent un tétraédre maximum.

20. XI. 1946. Biernacki M. Sur quelques problémes extré-
maux de la géométrie.

L’auteur démontre les théorémes suivants liés avec un théoréme de
Auniann -Kneser:

1. Lorsque ALA2,...,All désigne des points arbitraires de I'espace
et que le point M varie dans un ensemble borné et fermé £, on a

Max JLA4.[;J Y Max MA..

MeE 11 7 1=1 MeE
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2. Dans les hypotheses de 1, E étant un continu, on a

Max ( // JO.) >[8(1 +"2)]_n. 1[ Max JO..
MeE "" MeE

L’auteur a remarqué qu’il existe des théorémes analogiques au théo-
reme 1, dans lesquels les points A. sont remplacés par des ensembles Z.
et les distances JfAl par les fonctionnelles ~(JfjZp.

3.-XII. 1946. Orlicz XV. Une généralisation d'un théoréme
de MM. S. Banach et S. Mazur [Annales de la Société Polo-
naise de Math. XIX (1946), p. 62—65].

Alexiewicz A. Sur les classes de Hausdorff [Funda-
menta Mathematicae 34 (1947) p. 61—65].

Cwojdzinski K. Orthoperspective — une affinité dans la
géométrie

Deux triangles et Zf, sont dites orthoperspectiviques lorsque
les droites passant par les sommets d’'un et perpendiculaires sur les cotés
de l'autre se coupent en un point (on démontre que cette relation est re-
flexive). Deux triangles orthogonalement affins sont orthoperspectiviques.

Pour que deux triangles dont les sommets ont respectivement les coordon-
nées x{, yt et Th soient orthoperspectiviques il faut et il suffit que

®i & X3 20 22 s

Si 8%+ viren
111 111

22. 1. 1947. Butlewski Z. Sur les intégrales bornées des
équations différentielles linéaires.

L’auteur considére un systéme d’équations différentielles linéaires
*) 1§1‘f ak, I"xI=fk" 1,2,...,n),

ou les coefficients sont des fonctions continues de variable complexe t

pour 111 11,/ >0 et argt=-<u

L’auteur obtient les conditions suffisantes pour que les modules des
intégrales de I'équation (*): a:), a2(t),...,.a:n(/) soient bornées a I'infini,
dans une direction déterminée. En particulier on a le théoréme suivant:
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Si argt =1 =const. et

I |«AiZ(t)|d|t] < + oo, [ J/A@)d|t] <+o00 (kI=1.2,...,n),
kol koi

les modules des intégrales Olj(t),a:2(t),....a: (f) de I'’équation (*) sont bornées
lorsque |t|->00 et argt= 0>= const.

12. 11. 1947. Alexiewicz A. Sur les arrangements des
séries infinies.

Etant donnée une série ag-|-a;a..., soit n une permutation des indices
1,2,... qui transforme cette série en une série xa +®o + ... L’auteur ob-
tient des conditions nécessaires et suffisantes pour que la permutation
n transforme chaque série convergente en une série sommable par certaines
méthodes de Toeplitz, vers la méme somme.

Butlewski Z. Comptes rendus de littérature.

5. 11l. 1947. Jarosz M. Sur l'enseignement des mathémati-
ques dans les lycées de Roumanie.

16. IV. 1947. Séance consacrée a la discussion du projet
de programme de I'’enseignement de mathématiques dans les
lycées.

23. V. 1947. Alexiewicz A. Sur la convergence suivant deux

normes.

L'étude détaillée de la notion de convergence définie par Il'auteur
dans ces Annales, 19 (1946), p. 144 et des suites d’opérations liées avec
cette convergence.

22. XI1. 1947. Krygowski Z. Emile Picard — sa vie et son
oeuvre.

Butlewski Z. Une simple démonstration de ['irrationalité
de em [a paraitre dans Colloquium Mathematicum 1].

. 5. XII. 1947. Szczeniowski S. Comptes rendus du séjour
scientifique en Suéde.

12. XII. 1947. Moscicki W. Congrés des Physiciens en
Cracovie.

24. 1. 1948. Steinhaus H. Sur le contrdle statistique d'une
production a l'aide des échantillons.
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SECTION DE VARSOVIE

11. X. 1946. Sikorski R. Une généralisation du théoréme
de Cantor-Bernstein [a paraitre dans les Fundamenta Mathe-
maticae 35].

Zarankiewicz K. Sur le nombre de points de ramification
dans les dendrites et graphes [a paraitre dans les Comptes
Rendus des Séances de la Soc. des Sc. et des Lettres de Var-
sovie, Classe I11].

8. XI. 1946. Sierpinski W. Sur une proposition de A. Lin-
denbaum équivalente a Vaxiome de choix [& paraitre dans
les Comptes rendus des Séances de la Soc. des Sc. et des Lettres
de Varsovie, Classe I11].

5. XII. 1946. Denjoy A. Sur les ensembles rangés.

24. 1. 1947. Marczewski E. Mesures a deux valeurs et
idéaux premiers dans les corps d'ensembles [a paraitre dans
les Comptes Rendus des Séances de la Soc. des Sc. et des Lettres
de Varsovie, Classe I11].

Sierpinski W. Sur une famille des ensembles linéaires
singuliers [a paraitre dans les Comptes Rendus des Séances
de la Soc. des Sc. et des Lettres de Varsovie, Classe I111],

Rasiowa H. Sur certains systemes de calcul des proposi-
tions [a paraitre dans les Comptes Rendus des Séances de la
Soc. des Sc. et des Lettre de Varsovie, Classe Il1].

7. 11. 1947. Marczewski E. et Nosarzewska M. Sur la
convergence uniforme et la mesurabilité relative [Colloquium
Math. 1 (1947), p. 15—18].

Zarankiewicz K. Sur les relations symétriques dans Ven-
sembles fini [Colloquium Math. 1 (1947), p. 10—14].

IL 111. 1947. Mostowski A. Sur les valeurs des fonctions
trigonométriques [Colloquium Math. 1 (1948)].

28. 111. 1947. Wazewski T. Intégrales asyniptotiques des
équations différentielles [a paraitre dans les Comptes Rendus
des Séances de la Soc. des Sc. et des Lettres de Varsovie,
Classe 111].



(XXIX) SEANCES DES SECTIONS 401

2. V. 1947. Tarski A. (présenté par Mostowski A)).
Un théoréme sur les nombres cardinaux [a paraitre dans les
Fundamenta Mathematicae 35].

Zarankiewicz K. Images réciproques des fonctions continues
univoques et le principe de Dirichlet [a paraitre dans les
Comptes Rendus des Séances de la Soc. des Sc. et des Lettres
de Varsovie, Classe I11].

Sierpinski W. (présenté par Mostowski A.). Sur deux
systemes d'axiomes pour les espaces abstraits [a paraltre dans
les Comptes Rendus des Séances de la Soc. des Sc. et des
Lettres de Varsovie, Classe 1],

Hadwiger H. (présenté par Mostowski A.). Remarque
sur la décomposition des ensembles de méme mesure en parties
[a paraitre dans les Comptes Rendus des Séances de la Soc.
des Sc. et des Lettres de Varsovie, Classe I11].

Nikliborc W. Quelques remarques sur le probleme de trois
corps [a paraitre dans les Prace Matematyczno-Fizyczne].

¢ 7. V. 1947. Borsuk K. Compte rendu du voyage scienti-
fique pour Princeton.

3. VI. 1947. Cech E. Exposé des principaux résultats de
deux Notes: (1) Cech E. et Novak J. On regular and combi-
natorial imbedding (Casopis pro pést. matem a fysiky 72 (1947),
p. 7—16); (2) Katétov M. On H-closed extensions of topological
spaces (ibidem p. 17—32).

Hlavaty V. Aspects nouveaux de la géométrie différentielle
des espaces réglés [voir le livre Hlavaty V. Differentielle Linien-
geometrie, Noordhoff (Groningen), 1945].

Jarnik V. Sur quelques questions de la géométrie des nombres
[Exposé des résultats contenues dans les travaux suivants:
(1) Jarnik V. Dvé pozndmky ke geometrii éisel, Véstnik Kral.
C. Spoi. Nauk 1941; (2) Jarnik V. et Knichal V. K hlavni
vété geometrie Cisel, Rozpravy Il. tf. Ces. Akad. 53 (1943),
No 43; (3) Rogers C. A. A note on a theorem of Blichféldt,
Nederl. Akad. Wetensch. 49 (1946), p. 930—935, (4) Ro-

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XX. 2G
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gers C. A. The successive minima of measurable sets [a paraitre
dans les publications de la London Math. Soc.].

Leray J. Sur I'hnomologie valuée [a paraitre dans le Bulletin
des Sciences Mathématiques (résumé) et dans le Bulletin de
la Société Math, de France (1948)].

13.VI. 1947. Choquet G. Sur des résultats récents de
M. Schwartz concernant la dérivation des fonctions quelconques.

27. V1. 1947. Choquet G. Sur l'aire des surfaces.

4. X. 1947. Sikorski R. On a generalisation of Cantor-
Bernstein's theorem [a paraitre dans le Colloquium Mathema-
ticum 1, 2 (1948)].

10. X. 1947. Sierpinski W. Remarque sur une hypothése
des Chinois concernant les nombres n“1(2"—2) [Collogquium Ma-
thematicum 1, 1 (1947), p. 9].

Sierpinski W. Sur les nombres premiers séparés.

Sierpinski W. Sur les rapports entre les propriétés fonda-
mentales des espaces topologiques [a paraitre dans les Comptes
Rendus de la Soc. des Sc. et des Lettres de Varsovie].

17. X. 1947. Zarankiewicz K. Sur les nombres triangu-
laires [a paraitre dans le Colloquium Mathematicum 1 (1948)].

31. X. 1947. Mostowski A. Remarques sur l'indépendance
de I'axiome de choix [a paraitre dans les Fund. Math. 35 (1948)].

7. X1. 1947. Rasiowa H. Sur certaines matrices logiques.

Soient E={ava2,...,a } un ensemble arbitraire composé de n éléments,
D —un sous-ensemble de E tel que 0A=D+E, F —une opération a deux
arguments appartenant a E satisfaisant a la condition:

Si a., aje E, alors F(at,aj) e E.

La classe ordonnée SDI=[*E.D.J] est dite matrice logique, E — I'en-
semble des valeurs et Z> — I’ensemble des valeurs distinguées de 3J11). Soit JF(F)
I'ensemble des expressions du calcul des propositions construites a I'aide
d’'un opérateur F d’une maniere suivante:

(1) peW(!) ou p est une variable propositionnelle,
(2) Si a,0eW(F), alors F(a,0) e 1C(F).

1) Voir A. Tarski, Der Aussagenkalkiil und die Topologie, Fundamenta
Mathematicae 31 (1938), p. 103—134.
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L’ensemble de toutes les expressions aeTP(I), qui a chaque substi-
tution des valeurs de I'ensemble E par les variables, prennent seulement
une valeur distinguée est dit systeme S(F) du calcul des propositions. On
appelle les expressions a e S(F) théoremes du systeme S(F). Le systeme S(F)
est vide, lorsqu’il ne contient aucun théoréme.

Dans le cas ou une matrice 91 satisfait a la condition que pour
tous at,a,eD on a F[a,a)eD, il existe une méthode qui permet de dé-
cider a I'aide de la matrice SU. si le systeme S(F) est vide ou non. Une
rcondition nécessaire et suffisante pour que le systtme S(F) soit vide est
qu’il existe un sous-ensemble X de E qui satisfait a la condition suivante:
fl) Si a(e X, alors a.noneD,

(2) Si at,a.e X, alors F(at,af) e X.

14. X1. 1947. Biernacki M. Sur une équation différen-
tielle.

5. XII. 1947. Sikorski R. et Marczewski E. Measures
in non-separable spaces [a paraitre dans le Colloquium Mathe-
maticum 1, 2 (1948)].

Kuratowski K. 6'w le prolongement des ensembles relati-
vement ouverts.
Soit E un sous-ensemble fixe d’un espace métrique. Posons pour
G(X)= 'X:' [e(x, X)<y(x,E-X)].
On montre que

b E-G(X)=X,
2 Si A-A2..A'n=0, on a G(X#)...G(Xn)= ().

[A paraitre dans le Colloguium Mathematicum 1].

12. XI1. 1947. Sikorski R. On the inducing of homo-
morphisms by mappings [a paraitre dans les Fund. Math. 35

(1948)].

23. 1. 1948. Sierpinski W. Sur une chaine qui se décompose
en chainons lorsqu'on lui enleve un seul chainon [& paraitre
dans le Colloquium Mathematicum].

Kuratowski K. Solution d'un probleme de M Choquet
[a paraitre dans Colloquium Mathematicum],

Il existe sur le plan un continu non dense C tel que, pour tout re-
couvrement fini par des ensembles ouverts de diameérte suffisamment
petit:

26*
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CQ(?1+62+... +GIn, ou 0(Gi)<e,
on a

Jfi(06.—G.)>l.

Ce théoreme presente une solution du probleme N. 2 de Colloquium
Mathematicum 1.

30. 1. 1948. Leja F. Sur certaines fonctions extrémales.

Soit R un espace métrique, E un ensemble fermé et compact des
points pvp2,... de A&j, aj>2 un nombre naturel fixe et <P(pl,p2, ...,pa) une
fonction non négative, continue et symétrique de a points variables dans R
s’annulant lorsque deux des points prP2,...,pa sont identiques. Soit

1) prp2,...,pn n~a
un systeme de n">a points de R. Formons le produit a Pj facteurs

et désignons par vn(E) le maximum de la moyenne [F(p®...p"]"
lorsque les points (1) varient dans I’'ensemble E.

On démontre que, si n-*<x>, la suite {vn(E)} tend vers une limite finie
®(A’TP)™0 qui sera dite I'écart de I'ensemble E par rapport a la fonction
génératrice <.

Soit maintenant u un point variable dans R et (1) un systeme de n

points variables dans E. Formons les n produits a _ jj facteurs

, /=1,2,...,»
\/

et désignons par F(u) la borne inférieure du plus grand de ces produits

lorsque (u étant quelconque mais fixe) le systtme (1) varie dans U.
1/Zn-n

On démontre que, si I'écart v(E, <P) est positif, la suite (Fn(u)}
n=a, tend quel que soit weR vers une limite finie F(u)=F(U,E, $).
La fonction F(u,E,(P) jouit de certaines propriétés extrémales. Par
exemple, 1° lorsque R est le plan, a=2 et ®(Pi,p2) désigne la distance
cartésienne des points pt et p2, alors logF(w) est la fonction de Green du
plus grand domaine connexe extérieur a E contenant le point a I'infini
(Ann. Soc. Pol. Matli. 12 (1934), p. 57—71); 2° lorsque R est I'espace de
deux variables complexes x et y, a=2 et < (Pi,p2)=||®iy2—Pi®2|, ou xt, V.
sont les coordonnées du point p(, i = 1,2, alors F(u) est une fonction homo-
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géne des coordonnées x et y du point u jouissant d’une propriété extrémale
par rapport a toutes les suites (Pn(x,y)}, ou

=« 208"+ «,, 11 n 13+ ... +flOny",

uniformément bornées dans I'ensemble E (Ann. de I’Acad. Polon, des Sc.
Techniques 7 (1945), p. 1—9).

Sierpinski W. Sur I'équivalence des ensembles par décom-
position en deux parties [a paraitre dans les Fund. Math. 35
(1948)].

SECTION DE WROCLAW 1)

5. VII. 1946. Nikodym O. Quelques recherches sur les corps
de Boole.

12. VII. 1946. Choquet G. L'aire des surfaces.

15. XI. 1946. Drobot S. Sur les équations de la théorie de
I'élasticité.

22. XI. 1946. Marczewski E. Sur l'isomorphie de mesures
séparables.

29. XI. 1946. Ingarden R. Une théorie statistique de
I'acuité de la vision 1.

6. XII. 1946. Ingarden R. Une théorie statistique de
I'acuité de la vision I1I.

10. 1. 1947. Stark M. Sur quelques problémes de M. S. Ulam.
24. 1. 1947. Steinhaus H. Sw un théoréme de M. Jarnik.

Knaster B. Compte rendu du voyage scientifique pour
Prague et Brno.

31.1.1947. Marczewski E. et Nosarzewska M. Sur
la convergence uniforme et la mesurabilité relative.

21. 11. 1947. Marczewski E. Remarques sur la mesura-
bilité absolue.

Nosarzewska M. Sur les suites convergentes de fonctions
convexes.

1) Les résumés et les notices bibliographiques concernants les commu-
nications présentés pendant les séances de la Section de Wroclaw ont paru
dans le Collogquium Mathematicum |, Fasc. 1 et 2, Wroclaw 1947 et 1948.
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14. 111. 1947. Steinhaus H. Sur un probléme élémentaire
de M. Ulam.

Moron Z. Sur la décomposition des rectangles en carrés non
congruents.

21. 111. 1947. Ingarden E. Sur l'application d'un théoreme
de MM. Carathéodory et Klein a la microscopie électronique.

28.111. 1947. Hartman S. Remarques sur les approxima-
tions diophantiques linéaires homogenes.

Perkai J. Sur la décomposition des ensembles de I'espace R"
en ensembles & diamétres diminués.

18. IV. 1947. Nosarzewska M. Evaluation de la différence
entre l'aire et le nombre des points a coordonnées entiéres des
régions planes convexes.

Warmus M. Evaluation de la différence entre I'aire et le
nombre des points a coordonnées entiéres des régions planes
arbitraires.

25. 1V. 1947. Wolibner W. Sur I'application de la loi
généralisée de la gravitation a un systéeme infini de masses placées
aux sommets d'un réseau quadratiqgue — une reproduction d'un
travail posthume de L. Lichtenstein.

10. V. 1947. Biernacki M. Sur les bornes de la courbure
des cercles ou des spheres qui passent par trois ou quatre points
d'un continu.

Mikusinski J. Sur les moyennes de la forme
13. V. 1947. Steinhaus H. Sur la loi des grands nombres.

16. V. 1947. Alexiewicz A. Sur les suites d'opérations
[a ‘paraitre dans les Studia Mathematica 10].

20. V. 1947. Choquet G. Sur un théoréeme prolongeant les
resultats de Baire et Denjoy.

23. V. 1947. Choquet G. Sur le probléme de la poursuite.

Warmus M. et Perkal J. Sur les transformations affines
des réseaux plans et spatiaux en soi avec le changement de toutes
les distances mutuelles.

6. VI. 1947. Hlavaty V. Sur l'espace réglé.
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Leray J. Sur le prolongement des travaux de Tchapliquine
sur les fluides compressibles.

13. VI. 1947. Wilkonski A. Sur [I'évaluation des modules
des racines des équations du quatrieme degré.

21. VI. 1947. Marczewski E. L'histoire de mathématique
en Pologne.

17. X. 1947. Sikorski R. Sur la définition de l'intégrale
dans les corps de Boole.

24. X. 1947. Steinhaus H. Rapport du voyage aux Etats
Unis.

31. X. 1947. Marczewski E. et Sikorski R. Les mesures
dans les espaces non séparables.

Hartman S. Sur un probleme concernant les fonctions
périodiques.

14. XI. 1947. Warmus M. Remarques sur les développe-
ments systématiques des nombres rationnels.

Steinhaus H. Sur les séries potentielles aux coefficients
aléatoires.

Steinhaus H. Sur un probleme de M. Hartman concernant
les fonctions périodiques.

28. XI. 1947. Marczewski E. Sur un théoréme de M. Ulam
et sur les ensembles absolument mesurables.

6. XII. 1947. Mikusiniski J. Sur la méthode de générali-
sation de M. Schwartz et sur la convergence faible.

12. XI1. 1947. Marczewski E. Sur un théoréme de S. Ma-
zurkiewicz concernant les espaces de variables aléatoires.

9. 1. 1948. Slebodzinski W. La geometrie textile et les
connexions affines.

16. 1. 1948. Ingarden R. Sur quelques problémes topolo-
giques dans I'optique géométrique.

30. 1. 1948. Warmus M. Sur la construction des tables de
fonctions ii grand nombre de chiffres.

Marczewski E. Une généralisation d'un théoréme de
M. Steinhaus sur I'ensemble des distances.
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CHRONIQUE ET PUBLICATIONS

LES CONGRESES ET LES CONFERENCES DES MATHEMATICIENS
POLONAIS

Du 12 jusqu’au 14 décembre 1946 a en lieu a Wroctaw
un congres des mathématiciens polonais ainsi que I'académie
consacrée a la mémoire du professeur Stefan Banach décédé
a Lwow en septembre 1945.

A coté de 44 mathématiciens polonais, 3 mathématiciens
étrangers ont pris part a ce congrés. Pendant ce congrés on
présenta 22 communications: a savoir 9 communications au
cours des séances de la section A (Analyse, Géométrie diffé-
rentielle et Mécanique rationnelle) et 13 communications au
cours des séances de la section B (Théorie des ensembles et
ses applications, Topologie et la Théorie des opérations).

Les titres et les résumés des toutes les communications
présentées pendant le Congres paraitrons dans le Colloquium
Mathématicum 1, Fasc. 1 Wroctaw 1947.

Le 29. V. —31.V. 1947 a eu lieu a Cracovie un second
congrés des Mathématiciens Polonais, ainsi que I'académie con-
sacrée a la mémoire du professeur Stanistaw Zaremba décédé
a Cracovie en novembre 1942. Parmi les 58 participants qui
ont pris part a ce congres il y avait 8 mathématiciens étrangers.

On a présenté 47 Communications, a savoir 18 communi-
cations au cours des séances de la section A (Analyse, Algebre
et Calcul de probabilité), 19 au cours des séances de la section B
(Géométrie, Topologie, Mécanique rationnelle) et 10 au cours
des séances de la section didactique.

Le compte rendu du Congrés paraitra comme supplément
aux ces Annales.

Pendant le Congrés a Cracovie le 30. V. 1947 a eu lieu la
premiere conférence des mathématiciens polonais en matiere
de I’enseignement des mathématiques dans les Universités
Polonaises.

Les deux autres conférences des Mathématiciens Polonais
consacrées au méme sujet ont eu lieu a Varsovie le 24. V1. 1947
et le 26. 1X. 1947. Les délégués de toutes les Universités Po-
lonaises ont pris part a ces conférences.
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LES CHANGEMENTS PERSONNELS AUX CHAIRES DES
MATHEMATIQUES DANS LES ECOLES SUPERIEURES POLONAISES

Dr Adam Bielecki suppléant de professeur a l'académie
des Mines avec les Facultés Politechniques a Cracovie a été
nommé suppléant de professeur de la logique mathématique
et des fondements des mathématiques a I’Université de Lublin.

Dr Jan G. Mikusinski a été nommé professeur des mathé-
matiques a I’'Université de Lublin.

Dr Andrzej Mostowski suppléant du professeur de la
philosophie de la mathématique a I'Université de Varsovie
a été nommé professeur de la philosophie de la mathématique
a I'Université de Varsovie.

Dr Wiadystaw .Nikliborc professeur des mathématiques
a I’Ecole Politechnique de Varsovie a été nommé professeur
des mathématiques a I’'Université de Varsovie.

Dr Jerzy Stupecki suppléant du professeur de la logique
a I'Université de Lublin a été nommé professeur de la logique
et de la méthodologie a I'Université et a FEcole Polytechnique
de Wroctaw’.

Dr Witold Wolibner a été nommé suppléant du professeur
de la mécanique rationnelle a I’'Université et a I'Ecole Poly-
technique de Wroctaw.

Dr Zygmunt Zahorski, adjoint a I'Université de Craco-
vie, a été nommé Suppléant du professeur des mathématiques
a I'Université de Cracovie.

Dr Eustachy Zylinski professeur des mathématiques
a I'Université de Lwow a été nommé professeur des mathé-
matiques a I’Ecole Polytechnique de la Silesie (& Gliwice).

HABILITATIONS

L'Université de Cracovie. Dr Jacek Szarski. Dissertation:
O pewnych nieréwnosciach zwigzanych z réwnaniami rdzniczko-
wymi czastkowymi. Ce travail paraitra en deux parties dans
les Annales de la Soc. Pol. de Mathématique XXI: 1) Sur
certaines inégalités entre les intégrales des équations aux dérivées
partielles du premier ordre, 2) Sur certaines inégalités différen-
tielles aux dérivées partielles du premier ordre.

Dr Zygmunt Zahorski. Dissertation: O zbiorze punktéw
nierdzniczkowalnosci dowolnej funkcji jednej zmiennej rzeczy-
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wistej (Sur I'ensemble des points dans lesquels une jonction
arbitraire d'une variable réelle n'est pas différentiable).

THESES DE DOCTORAT

L’Université et I’Ecole Polytechnique de Wroctaw:

Stefan Drobot: Sur les équations de la théorie de I'élasticité,
Colloguium Mathematicum 1, Wroctaw 1947, p. 38 (résumé).

Stanistaw Hartman: O pewnych zagadnieniach zwigzanych
z pojeciem niezaleznosci (Sur quelques problemes concernant
I'indépendance des nombres, des ensembles et des fonctions).
Une partie de résultats se trouve dans la communication:
Sur deux notions de fonctions indépendantes, Colloquium Mathe-
maticum 1, 1 (1947), p. 19—22. Les autres résultats se trou-
vent dans les mémoires: Sur l'indépendance stochastique de
familles d'ensembles (& paraitre dans Comptes Rendus de la
Soc. des Sc. et des Lettres de Wroctaw | (1948)) et Sur les
bases statistiques (& paraitre dans les Studia Mathematica 10
1948).

L’Université de Varsovie:

Zygmunt Cliarzynski: Sur les fonctions extrémales datas
les familles de fonctions univalents (a paraitre dans les Prace
Matematyczno-Fizyczne 1948).

MATHEMATICIENS POLONAIS A L’ETRANGER

Prof. Dr Wactaw Sierpinski invité’par I'Université de
Paris a donné en mars 1947 une conférence a I'institut Henri
Poincaré sur les ,,Nouvelles recherches sur I'axiome du choix”
et, invité par le Comité de Direction du Centre d’Etudes de
Logique Symbolique il a eu en mars 1947 une conférence sur
,.L'hypothese généralisée du continu et I'axiome du choix”.

Prof. Dr Hugo Steinhaus délégué par I'Université et
I'Ecole Polytechnique de Wroctaw prit part a la célébration
du 200-anniversaire de I’Université de Princeton (U. S. A)).

Prof. Dr Kazimierz Kuratowski, invinité par le Kings
College a Londres a donné en septembre 1946 une conférence
sur la situation des mathématiques en Pologne pendant et
apres la guerre ainsi qu’'une communication sur l'application
des méthodes homotopiques a la théorie des fonctions.

Prof. Dr Bronislaw Knaster, invité par le Ministre de
I'instruction Publique de la République Tchécoslovaque a pro-
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noncé en automne 1947 des discours dans les universités de
Prague et de Brno.

Prof. Dr Karol Borsuk invité par I'Institute for Advanced
Study, Princeton (U. S. A., N. J.) prit part a la conférence
sur les problémes des mathématiques, qui a eu lieu a Prin-
ceton en décembre 1946.

Prof. Dr Otto Nikodym et Dr Stanistawa Nikodym ont
passé l'année 1946/47 en France et en Grande Bretagne en
collaborant avec les mathématiciens francais et anglais.

Dr Wiadystaw Wrona est parti pour I’Angleterre dans-
le but scientifique, a titre du boursier de British Ccuncil.

MATHEMATICIENS ETRANGERS EN POLOGNE

Dr Renato Cacciopoli, professeur a I’'Université a Naples
prit part au Congrés des Mathématiciens Polonais a Cracovie
(mai 1947).

Dr Gustave Choquet, membre de [linstitut Frangais,
a Cracovie a passé I'année 1946/47 a Cracovie, Varsovie et
Wroctaw en collaborant avec les mathématiciens polonais.
Outre les cours des mathématiques a l'institut Francais de
Cracovie il a eu des cours a I’'Université de Cracovie et quelques
conférences aux Universités de Varsovie et Wroctaw.

Prof. Dr Edward Cech a prit part au Congrés des Mathé-
maticiens Polonais a Cracovie (mai 1947), et il a eu une confé-
rence a la séance de la Société Polonaise de Mathématique
a Varsovie (3. VI. 1946).

Prof. Dr Arnaud Denjoy, Paris a pris part au Congres
des Mathématiciens Polonais a Wroctaw (décembre 1946), et
passé quelques jours a Cracovie et Varsovie et il a eu une con-
férence a la séance de la Société Polonaise de Mathématique
a Varsovie (5 décembre 1946).

Prof. Dr Vaclav Hlavaty, (Prague) a prit part au Congres
des Mathématiciens Polonais a Cracovie (mai 1947) et il a eu
des conférences aux séances de la Société Polonaise de Mathé-
matique a Varsovie (3. VI. 1947) et a Wroctaw (6. V1. 1947).

Prof. Dr Vojtech Jarnfk (Prague) a prit part aux Con-
gréses des Mathématiciens Polonais a Wroctaw (décembre 1946)
et Cracovie (mai 1947) et il a eu des conférences a la séance
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de la Société Polonaise de Mathématique a Varsovie (3. VI. 1947)
et a [PUniversité et. I’'Ecole Polytechnique a Wroctaw
(7. V1. 1947).

Prof. Dr Jean Leray (Paris) a prit part au Congrés des
Mathématiciens Polonais a Cracovie (mai 1947) et il a eu des
conférences aux séances de la Société Polonais de Mathéma-
tique a Varsovie (3. VI. 1947) et Wroctaw (6. VI. 1947).

Prof. Dr Mauro Picéne (Rome) a prit part au Congrés
des Mathématiciens Polonais & Cracovie (mai 1947).

Prof. Dr Antonio Signorini (Rome) a prit part au Congres
des Mathématiciens Polonais & Cracovie (mai 1947).

PRIX ET DISTINCTIONS SCIENTIFIQUES

L’Université de Bordeaux a conféré en mai 1947 a Prof.
Dr W. Sierpinski le titre du Docteur honoris causa.

L’Accademia Nationale dei Lincei a Rome a élu Prof.
Dr W. Sierpinnski membre étranger.

L’Académie Polonaise des Sciences et des Lettres a Cra-
covie a élu Prof. Dr M. Biernacki, Prof. Dr S. Mazur et
Prof. Dr W. Nikliborc membres correspondants.

La Société des Sciences et des Lettres de Varsovie a élu
Prof. Dr E. Marczewski, Prof. Dr A. Mostowski et Prof.
Dr T. Wazewski membres correspondants.

La Société Polonaise de Mathématique, grdce a une sub-
vention accordée par le Ministére de I'instruction Publique,
a fondée pendant le Congrés a Wroctaw (décembre 1946) trois
prix scientifiqgues annuel, pour les meilleurs travaux mathé-
matiques publiées par les membres de la Société. Ces prix
ont été nommeés (afin de célébrer trois éminents mathémati-
ciens polonais décédés dans la période de la deuxiéeme guerre
mondiale): le prix de Stefan Banach, le prix de Stefan Mazur-
kiewicz et le prix de Stanistaw Zaremba.

Pour la premiere fois ces prix ont été accordés en janvier 1947
aux MM. K. Kuratowski (le prix de Mazurkiewicz, pour
le travail Théorémes sur I'nomotopie des fonctions continues de
variable complexe et leurs rapports a la théorie des fonctions
analytiques, Fund. Math. 33 (1945), p. 316—367), W. Sier-
pinski (le prix de Zaremba, pour I'ensemble de travaux
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publiés dans Acta Academiae Pontificae, Atti délia reale Acca-
demia delle Science di Torino et dans Fundamenta Mathema-
ticae 33 (1945)), et H. Steinhaus (le prix de Banach, pour
le travail Sur la division des ensembles de I'espace par les plans
et des ensembles plans par cercles, Fund. Math. 33 (1945),.
p. 245—263).

Pour la deuxieme fois ces prix ont été accordés en mai 1947
aux MM. M. Biernacki (le prix de Banach, pour les travaux
Sur les fonctions univalents et h symétriques, Bull, des Sc. Math. 69
(1946) et Sur les fonctions en moyenne multivalentes, Bull,
des Sc. Math. 70 (1946)), K. Borsuk (le prix de Mazurkie-
wicz, pour le travail On the décomposition of manifolds into
products of curves and surfaces, Fund. Math. 33 (1945), p. 273—
298) et le livre Geometria Analityczna w n wymiarach) et
F. Leja (le prix de Zaremba, pour le travail Sur le domaine
de convergence des séries des polyndbmes homogenes a deux va-
riables, Annales de I’Acad. Pol. des Sc. Techniques 7 (1939—45),
p. 1—9).

Le Ministere de Il'instruction Publique a fondé trois prix
scientifiques annuels pour les meilleurs travaux mathéma-
tiques publiés par les mathématiciens polonais dont I’dge ne
dépasse pas 40 ans. Ces prix ont été accordés pour la premiére
fois en décembre 1947, conformément a la proposition de la
Société Polonaise de Mathématique: Le premier prix a M. Z. Za-
horski, pour le travail Sur les ensembles des points de diver-
gence de certaines intégrales singulieres, Annales de la Soc. Pol.
de Math. 19 (1947), p. 66—-105. Le deuxiéme prix a M. A. Mo-
stowski pour le travail On definable sets of positive integers,
Fund. Math. 34 (1947), p. 81—112. Le troisieme prix a M. A. Ale-
Xiewicz pour les travaux: On Hausdorff classes, Fund. Math. 34
(1947), p. 61—65 et Linear operations among bounded measurable
functions, Annales de la Soc. Pol. de Math. 19 (1947) p. 140—160
et 161—164.

LIVRES ET PERIODIQUES PARUS

Annales de la Société Polonaise de Mathématique, vol. XI1X
(Krakéw 1947, Instytut Matematyczny U. J., ul. Sw. Jana 22,
p. 251-(-2). Contient 10 travaux de 8 auteurs.



414 CHRONIQUE ET PUBLICATIONS (XLIT)

Colloquium Mathematicum, vol. 1, fasc. 1 (Wroctaw 1947,
Gmach Politechniki, p. 64). Ce nouvel périodique mathématique
polonais fut fondé par M. Edward Marczewski. Le Comité
de Rédaction se compose de MM. B. Knaster, E. Marczew-
ski, il. Steinhaus et W. Slebodzinski professeurs de
I’'Universit¢ et de I'Ecole Polytechnique de Wroctaw.
M. E. Marczewski est le rédacteur en chef. Le fasci-
cule 1 contient: 7 travaux de 7 auteurs, une liste conte-
nante 20 problémes non résolus, comptes rendus des séances
de la Section de Wroctaw de la Soc. Pol. de Math, et une
Chronique.

Comptes Rendus des Séances de la Société des Sciences et des
Lettres de Varsovie, vol. 33—38, 1940—1945 (Classe I11), p. 16.
Warszawa 1946, Imprimeur-Editeur Towarzystwo Naukowe
Warszawskie.

Fundamenta Mathematicae, voi. 34 (Warszawa 1947, Semi-
narium Matematyczne U. W., ul. Hoza 69, p. 1V4- 332). Con-
tient 34 travaux de 18 auteurs.

Banach S. Mechanika w Zakresie Szkét Akademickich,
Vol. I, p. 1X4-234+7 et vol. 11, p. 320. Edition 11, réimprimée
d’aprés I'édition 1. Monografie Matematyczne vol. VIII. Spot-
dzielnia Wydawnicza ,,Czytelnik” 1947 (imprimé en Suede
dans les cadres du don du Gouvernement Suédois pour la
réconstruction culturelle de la Pologne).

Krysicki W. Jak liczono dawniej i jak liczymy dzi$, p. 32.
Wiedza Powszechna. Z cyklu ,,Matematyka dla kazdego”,
Fasc. Il, Spotdzielnia Wydawnicza ,,Czytelnik”, £édz 1947.

Krysicki W. et Witodarski L. Catki wielokrotne. Réwnania
rézniczkowe zwyczajne. Zbiér zadan, p. 157 (litographié). Ko-
misja Wydawnicza Bratniej Pomocy Studentow Politechniki
L odzkiej, £6dZz 1947.

Leja F. Rachunek rézniczkowy i catkowy ze wstepem do row-
nan rozniczkowych, p. VI11+300. Krakéow 1947, Oddziat Kra-
kowski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, Krakow, ul.
Sw. Jana 22.

Leja F. Funkcje analityczne i harmoniczne, p. 1114-271
(litographié). Koétko Matematyczno-Fizyczne U. J., Kra-
kéw 1948.
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Otto E. Geometria wykreélna, p. 297 (litographié). Komisja
Wydawnicza Bratniej Pomocy Studentéw Politechniki t6dz-
kiej, £6dz 1946.

Otto E. Matematyka wyzsza, wyktady na Wydziale Che-
micznym Politechniki £.6dzkiej, vol. I et I, p. 427 (litographié).
Komisja Wydawnicza Bratniej Pomocy Studentéw Politechniki
Lodzkiej, £6dz 1947.

Pogorzelski W. Zarys rachunku prawdopodobienstwa i teorii
btedéw, p. 80 (litographié), Warszawa 1947, Wydawnictwo
Bratniej Pomocy Studentéw Politechniki Warszawskigj.

Pogorzelski W. Zarys teorii elektrycznosci i magnetyzmu,
p. 202 (litographié), Warszawa 1947, Wydawnictwo Bratniej
Pomocy Studentow Politechniki Warszawskiej.

Sierpinski W. Zasady algebry wyzszej. Z przypisem A. Mo-
stowskiego Zarys teorii Galois, p. XII-t-437, Warszawa—
Wroctaw 1946. Monografie Matematyczne, vol. XI.

Sierpinski W. Wstep do teorii', mnogosci i topologii, p. 136,
Il édition complétée. Warszawa 1947, Panstwowe Zakilady
Wydawnictw Szkolnych.

Sierpinski W. Rachunek rozniczkowy, poprzedzony bada-
niem funkcji elementarnych, p. 267 4-XI1. Edition 11, réimprimée
d’apres I'édition 1. Monografie Matematyczne vol. XIV. Spot-
dzielnia Wydawnicza ,,Czytelnik” 1947 (imprimé en Suede
dans les cadres du don du Gouvernement Suédois pour la
reconstruction culturelle de la Pologne).

Wilkowski R. Elementy matematyki wyzszej, dla poczatku-
jacych i samoukdéw. Préparé a imprimer par S. Golgb. War-
szawa 1947, ,,Czytelnik”.

ANALYSES

Leja F. Rachunek rézniczkowy i catkowy ze wstepem do réwnarn
rézniczkowych (Calcul différentiel et intégral avec I'introduction
a la théorie des équations différentielles). Krakow 1947,
pp. VII+300.

Le livre est consacré avant tout aux étudiants de mathématiques
dans les universités polonaises. Il est divisé en 12 chapitres, dont la dispo-
sition se présente comme il suit:

La connaissance des nombres réels, de la notion de la puissance avec
un exposant réel arbitraire et des logarithmes étant supposé connue, le
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chapitre | donne un résumé rapide de ces sujets ainsi que quelques pro-
priétés des fonctions élémentaires.

Le chapitre 11 est consacré a la notion de la limite et de la continuité,
tandis que le chapitre 111 concerne la notion de la dérivée et de la diffé-
rentielle des fonctions d’une variable réelle. Dans le chap. 1V la formule
de Taylor et ses conséquences les plus importantes sont discutées. Le
chapitre V donne une esquisse sur les fonctions des deux et plusieurs
variables. 1l contient la théorie des fonctions implicites.

Les applications du calcul différentiel a la géométrie forment I'objet
du chap. VI. Le chapitre VII contient I'exposé de la théorie des séries
a termes constants et variables et en particulier celle des sériés entieres,
les formules de Taylor et Mac-Laurin pour les fonctions d’une et plusieures
variables etc.

La notion de I'intégrale indéfinie ainsi que les méthodes élémentaires
de I'intégration forment I'objet du chapitre V111, tandis que le chapitre 1X
est consacré a la notion d'une fonction intégrable au sens de Riemann.
En adoptant la définition classique l'auteur introduit les intégrales su-
périeure et inférieure de Darboux, ce qui lui permet de donner des dé-
monstrations rapides. On trouve aussi des remarques relatives a la théorie
de la mesure des domaines (au sens de Jordan), ainsi que les applications
aux divers problémes de géométrie.

La théorie des séries de Fourier et quelques remarques générales
sur les séries orthogonales sont exposées d’'une maniére trés courte et trés
élégante. L’auteur se contente de la discussion de la convergence des séries
de Fourier pour les fonctions monotones ou dérivables, tandis que — la
notion de la soinmabilité C, étant introduite — le théoréme célebre de
Fejer est envisagé comme principal dans le champ des fonctions continues.
On trouve dans ce chapitre quelques remarques sur la fonction r ainsi
que la formule de Stirling avec une démonstration jolie de M. B. van
der Waerden.

Le chapitre X est consacré aux intégrales doubles et multiples et le
chap. XI aux intégrales curvilignes et des surfaces. Les formules de Green
et de Stokes se trouvent démontrées sous des conditions assez restrictives
mais avec toute la rigueur indispensable. La formule de Green (a deux
dimensions) sert aussi de base pour la démonstration du théoréme sur le
changement des variables dans les intégrales doubles.

Les quelques types d’équations différentielles ordinaires ainsi que
le théoréme de I'existence de la solution de celles-ci, démontré par la mé-
thode des approximations successives, terminent le dernier chapitre du
livre.

L'exposé rapide (mais trés clair) a permis a l'auteur d’accumuler
dans le petit livre une foule de sujets, qui sont discutés avec la rigueur
moderne; les considérations de caractére intuitif qui précedent les démon-
strations plus difficiles ainsi qu’'un grand nombre d’exercises (avec les
les indications et réponses) facilitent la tache des lecteurs.

TF. Nikliborc.
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Dr Wactaw Sierpinski, Profesor Uniwersytetu Warszaw-
skiego, Cztonek Polskiej Akademii Umiejetnosci. Zasady algebry
wyzszej z przypisem Docenta Dra Andrzeja Mostowskiego
Zarys teorii Galois. Monografie Matematyczne, vol. XI, War-
szawa—Wroctaw 1946.

L’ouvrage de M. le Professeur Sierpinski répond a un besoin actuel
pressant, un besoin qui d'ailleurs ne date pas d’aujourd’hui car depuis
le livre de Jean Sniadecki (1783) il n’est apparement paru aucun Traité
d’Algebre Supérieure écrit en polonais et completl). Ecrit tres clairement
le livre de M. Sierpinski est accessible méme aux personnes dont les notions
de mathématiques ne sont pas étendues, par exemple il n’est pas nécessaire
de connaitre la calcul différentiel car la notion de la dérivée n’est Intro-
duite que d'une facon formelle. Contrairement a la plupart des Traités
d’Algebre étrangers l'ouvrage de M. Sierpinski contient un tres grand
nombre d’exemples et d’exercices dont les degrés de difficulté sont variés,,
ce qui est un avantage inappréciable. Le livre de M. Sierpinski, excellent
au point de vue pédagogique, contient aussi tout en étant accessible aux
étudiants de la premiére année, plusieurs développements et détails nou-
veaux ou peu connus et qui peuvent intéresser les savants.

L’ouvrage commence par un exposé assez bref mais excellent de la
théorie des permutations et des déterminants, il contient tous les théo-
remes les plus importants relatifs a ce sujet. On doit signaler une méthode
curieuse qui rameéne le développement d’'un déterminant quelconque au
calcul du déterminant de Van der Monde. Apres avoir exposé I’ancienne
méthode de Cliid I'auteur présente, pour la premiére fois dans un Traité
d’Algeébre, la méthode du calcul des déterminants de M. Banachiewicz
(dans cette méthode on considere le déterminant donné comme le produit
des deux déterminants dont tous les éléments au-dessous de la diagonale
principale sont nuis). L’auteur applique ensuite la théorie des détermi-
nants a la résolution des systémes des équations linéaires, on obtient di-
rectement la solution du probleme dans le cas général sans passer par
I'intermédiaire du cas particulier des équations homogeénes; parmi les
exemples I'un des plus curieux est celui ou I'on forme les déterminants
égaux aux nombres de Fibonacci; I'auteur s’occupe aussi de la résolution
des systémes des équations linéaires par ,la méthode des coefficients
égaux“ de Clasen (1888) qui n’exige pas I'emploi des déterminants. Apres
avoi exposé les éléments de la théorie des substitutions linéaires et les
notions fondamentales du calcul des matrices l'auteur développe, pour
la premiere fois dans un Traité d’Algébre, la théorie des cracovians de
M. Banachiewicz et son application a la résolution des systemes des

1) Parmi les ouvrages anciens on doit citer le livre ,,0 rozwigzywaniu
réownan liczebnych“ de M. Sochocki, une traduction d’Algebre de Weber
par S. Dickstein et quelques livres sur les déterminants dont le plus
grand était celui de M. Baraniecki (1879).

Keeznik Fol. Tow. Matem. T. XX. 27
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équations linéaires. L’auteur s’occupe ensuite de la théorie des nombres
complexes et il I'applique a la démonstration du théoréme fondamental
d’'Algebre par la méthode de Cauchy. Le Chapitre VIII: ,Les polyndmes*
contient d’abord la théorie de la divisibilité des polynémes d’une variable,
on démontre a cette occasion le théoreme de Taylor dans le cas des poly-
ndmes et I'on forme le déterminant de Sylvester des deux polyndmes,
on établit aussi les formules d’interpolation de Newton et de Lagrange
et le critere d'irréductibilité d’Eisenstein. Parmi les détails intéressants
nous trouvons la méthode de Runge du calcul de la valeur numérique
d’un polyndéme, la formule de A. S. Bang (1940), le théoreme d’inter-
polation de S. Bernstein et le théoréme peu connu de Chlodowski
d’'aprés lequel toute fonction continue dans l'intervalle O<ae<l y est
limite d’une suite des polyndmes a coefficients entiers. On étudie ensuite
la divisibilité des polyndmes de plusieurs variables, en particulier on expose
une méthode intéressante qui consiste a poser xi =x, xX2=x/,...,x =x0" ,
(le probléme se ramene alors au cas d’une seule variable) et I'on fait voir
que le déterminant considéré comme fonction des n2 variables est irré-
ductible. L’auteur montre ensuite qu’'une forme quadratique a n variables
peut étre réprésentée comme la somme d’au plus n carrés des formes linéaires.
Il serait souhaitable de compléter ce résultat dans une prochaine édition
par la démonstration de la loi d’inertie. Apres avoir indiqué les méthodes
de la décomposition des fractions rationnelles en des éléments simples
lI'auteur consacre le Chapitre IX a la théorie des polyndmes symétriques,
en particulier il y expose les démonstrations de Cauchy et de Waring
du théoreme fondamental et il écrit le tableau complet des fonctions symé-
triques jusqu'au 5 degré. Dans le Chapitre X l'auteur s’occupe de la réso-
lution des équations des 2, 3 et 4 degrés en appliquant la théorie a de
nombreux exemples numériques. En ce qui concerne I'équation du 4 degré
il expose, parmi les autres, la méthode de Ferrari et sa modification due
a Jean Sniadecki; ce Chapitre contient aussi une étude de la transfor-
mation de Tchirnhausen. Le Chapitre XI est consacré aux équations
bindbmes zn—1 = 0, on étudie surtout les cas particuliers ou n<J10 et n=17.
L’auteur passe ensuite (Chap. XII) a la théorie des nombres algébriques.
Aprés avoir montré que les racines d’une équation a coefficients algébri-
ques sont encore des nombres algébriques il démontre le théoréme de Liou-
ville sur I'approximation des nombres algébriques par des nombres ration-
nels et il indique une généralisation récente de ce résultat due a A. Thue
(1909). L’auteur reproduit ensuite la démonstration de Liouville de I'exi-
stence des nombres transcedants et il cite quelques résultats nouveaux
de G-elfond et de Schneider (1934) relatifs a ce sujet. Dans le méme
Chapitre on trouve aussi une démonstration de I'inégalité (a—pg~I) <g~'i
qui ne fait pas lI'usage de la théorie des fractions continues. Le Chapitre XI11
contient la théorie des corps numériques.

Aprés avoir exposé la théorie des polyndmes irréductibles dans un
corps donné et celle de I'adjonction I'auteur montre que toutes les racines
de I'équations bindme du n-éme degré s’expriment a I'aide des radicaux
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dont les degrés sont moindres que n. Dans le Chapitre XIV nous trouvons
les démonstrations de quelques impossibilités. On y démontre, par exemple,
I'impossibilité de la résolution de I'équation irréductible du 3 degré a coeffi-
cients rationnels a I'aide des radicaux carrés, il en résulte en particulier
I'impossibilité de la construction des polygones réguliers a 7 ou 9 cOtés
et de la trisection de I'angle a I'aide de la regle et du compas; on démontre
aussi I'impossibilité de la résolution d’'une équation irréductible du 3 degré
a coefficients rationnels et dont toutes les racines sont réelles a I'aide des
radicaux réels. Ce Chapitre contient cependant aussi un résultat positif?
tout nombre algébrique réel du degré ~4 peut étre construit a lI'aide de
la régle, du compas et de la parabole y=x2 L’auteur s’occupe aussi de la
quadrature du cercle et il cite le paradoxe de Banach-Tarski (1924)?
il existe une décomposition de la sphere en un nombre fini des parties dont
on peut construire un cube d’un volume arbitraire.

Dans le Chapitre XV on étudie les systémes des deux équations a deux
inconnues en exposant les méthodes de Fermat et celle de Sylvester
(le déterminant de Sylvester R(x) étant du poids mn par rapport a ses
éléments il serait facile de montrer que dans le cas ou f(x,y) et g(x,y) sont
de degrés m et n respectivement par rapport a I'ensemble des deux va-
riables R(x) est de degré mn au plus, on obtiendrait ainsi le théoreme de
Bézout). L’auteur traite ensuite dans le Chapitre XVI la séparation et
le calcul des racines des équations numériques a l'aide du théoreme de
Sturm, de la régula falsi et Celle de Newton, en appliquant cette derniere
au calcul des racines carrées. Il serait souhaitable que dans une édition
intérieure ce Chapitre puisse étre complété par la démonstration de la
regle de Descartes.

Le Chapitre XVII et les suivants contiennent un exposé d'Algebre
abstraite qui est — conformément aux tendences modernes — largement
développé. Cet exposé possede de nombreux avantages par rapport
a d’autres exposés semblables: il contient un tres grand nombre des exemples
particuliers qui rendent les notions abstraites accesibles et familieres
aux lecteurs, il n’exige que les connaissances minimes de la théorie des
nombres et il contient plusieurs renseignements au sujet des substitutions!
corps et groupes infinis. Le Chapitre XV est consacré a la théorie générale
des opérations abstraites (désignées par des symboles O et ®). Le contenu
de ce Chapitre est entierement nouveau — a ma connaissance il ne se
trouve nulle part dans les Traités d’Algebre. M. Sierpinski a eu une
idée trés heureuse d’introduire dans ce Chapitre des tableaux des opérations
analogues a la table de multiplication, il traite en détail les opérations
permutables, associatives ou distributives par rapport a d’autres opérations,
il étudie la théorie des opérations inverses ou inverses par rapport aux
inverses et la notion d’isomorphisme des deux opérations.

Aprés avoir montré (Cliap. XVIII) que toute substitution est le pro-
duit des substitutions cycliques l'auteur passe, dans le Chapitre XIX,
a la théorie des groupes, il démontre plusieurs résultats classiques et en
particulier les faits que le nombre des sous-groupes d’un groupe cyclique
est égal au nombre des diviseurs du nombre des éléments du groupe et que

27*
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la partie commune d’un nombre quelconque des sousgroupes est un sous-
groupe; du fait que le nombre des éléments d’un sousgroupe est un diviseur
du nombre des éléments du groupe il déduit une généralisation du petit
théoreme de Fermat de la théorie des nombres. Aprés avoir exposé les
propriétés des groupes isomorphes et automorphes I'auteur étudie en détail
les groupes contenant 4 ou 6 éléments a I'aide des ,,table de multiplication®
et il s'occupe aussi des groupes homomorphes et endomorphes. En termi-
nant le Chapitre I'auteur montre qu’a chaque sousgroupe du groupe sy-
métrique appartient un polynéme. Dans le Chapitre XX l'auteur généralise
la notion du corps introduit dans le Chapitre XIII, en remplacant les
nombres par les éléments quelconques et I'addition et la multiplication
ordinaires par ,l'addition et ,la multiplication* abstraites; il expose
la théorie de I'adjonction et il démontre que tout corps composé de plus
d’un éléments posséde un souscorps simple et un seul ce souscorps con-
tient (dans-le cas d'un corps fini) un nombre premier p d'éléments et est
isomorphe avec le corps de toutes restes inod p tandis que le nombre des
éléments du groupe est une puissance de p; tout corps simple infini est
isomorphe avec le corps des nombres rationnels. En terminant le Cha-
pitre l'auteur étudie en détail tous les corps composés de 4 éléments. Le
lecteur préparé par les considérations des Chapitres précédents peut aborder
la derniére partie de I'ouvrage, a savoir ,,Esquisse de la théorie de Galois*
Cette théorie considérée souvent par les étudiants comme la partie la plus
difficile d’Algebre a été exposée par M. Mostowski d'une facon claire
et élégante. Esquisse de la théorie de G-alois est subdivisée en deux parties:
,.,Groupe du Galois" et ,,Applications aux équations algébriques”. Dans
la premiere partie M. Mostowski introduit la notion du groupe de Ga-
lois G, il montre gqu’a chaque sousgroupe de G correspond un nombre du
corps X(&l;:r,,..., #n) pour lequel ce groupe est le groupe de symétrie et il
généralise le théoreme fondamental de la théorie des polyndmes symé-
triques (Chap. IX) en faisant voir que tout polynéme des variables xt
invariant par rapport aux substitutions de G appartient au corps K des
coefficients de I'équation /(a:) =0 dont les xi sont des racines. Apres avoir
étudié quelques exemples ou I'on peut déterminer le groupe de Galois G
I'auteur démontre entre autres, les théoremes suivants: si H est le groupe
de symétrie d’'un nombre 0 de S, Q est le nombre algébrique par rapport
a K dont le degré est égal a I'indice de H par rapport a G; si le groupe de
symétrie d’'un nombre Z contient H on a Z=R(G) ou E est un polynéme
a coefficients appartenant au K (théoreme de Lagrange); pour que j(x)
soit irréductible dans K il faut et il suffit que le groupe G soit transitif.
L’auteur aborde ensuite le probleme de la construction d’une équation
a coefficients appartenant a un corps K donné et dont le groupe G est
isomorphe avec un groupe donné et il fait voir que ce probleme peut étre
résolu dans le cas du groupe G symétrique lorsque K est le corps des nombres
rationnels et n premier; il montre aussi que tout corps compris entre K et X
est identique a I'ensemble des nombres de X dont le groupe de symétrie
contient un sousgroupe de G et réciproquement.
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Dans la seconde partie de son exposé M. Mostowski étudie la ré-
duction du groupe G par l'adjonction d'un nombre ® de S et le groupe
de G-alois de I'équation a laquelle satisfait &, il montre ensuite comment
on peut ramener la résolution de I'équation a celle des équations aux groupes
simples, établit la simplicité du groupe alterné pour et aborde enfin
le probleme de la résolution algébrique des équations a I'aide des radicaux.
Le théoréeme principal relatif a ce sujet est énoncé sous la forme plus com-
pliquée mais en revanche plus précise que d’habitude, car on indique une
borne supérieure de degrés des radicaux qui entrent en jeu. En appliquant
ce théoréme l'auteur obtient le théoreme d’Abel et la condition classique
pour qu’un polygone régulier puisse étre construit a I'aide de la régle et du
compas, il énonce aussi la condition nécessaire et suffisante de J. Pier-
pont (1895) pour qu'un tel polygone puisse étre construit a I'aide de la
régle, du compas et d’un instrument qui permet de tracer une courbe du
2 degré passant par 5 points donnés. En généralisant le théoreme de Holder
relatif au ,,casus irreducibilis“ de I'équation du 3 degré I'auteur établit
encore le théoreme suivant: si K est un corps des nombres réels, si toutes
les racines de I'équation /(&) = 0 sont réelles et si I'ordre du groupe G de cette
équation dans K contient un diviseur impair plus grand que 1, alors I'équa-
tion n'est pas résoluble dans K a l'aide des radicaux reéels.

L’analyse précédents de I'ouvrage de M. Sierpinski démontre la
valeur incontestable de ce livre qui traite toutes les parties importantes
d’Algeébre, qui posséde a la fois les qualités d’ordre scientifique et péda-
gogique et qui devrait étre répandu le plus largement possible, en premier
lieu parmi les étudiants.

3f. Biernacki.



Problémes

Soit E un ensemble infini fermé et borné de points du
plan, zo,zi,...,zn un systeme de n+.l points de E, Vn la borne
supérieure du produit

V(z0,...,zn) = Nn\Zi—zkl

O<«*<n
lorsque n étant fixe les z, varient dans E, wl],, un
systeme de points de E pour lequel VW (iJo,=¥WVn| suppo-
sons encore que les indices des points »?, soient choisis

de maniére que si I'on pose

A =\)l—r)o\ \Jl—rit-! o] —ty+i]...| —,
pour »=0,1,...,n,
on ait
.. <zJEn).

On sait [ces Annales, t. 18 (1945), p. 5] que les suites
n(n-H)
et JJ1x.. tendent vers le diametre transfini d(E)

de E.

n
Quel doit étre I'ensemble E pour que la suite {|/j<>} tende
aussi vers d(EV!

Probleme de M. F. Leja
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