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SUR UNE PROPRIETE DES SUITES DE POLYNOMES

par
F. LEJA (Krakow)

Soit {Pn(z)} une suite des polyndmes de la forme
@ Pn(z) —al(l)zn+al(n)zn_1+...+*an("p n=12,...
C un continu quelconque et z0 un point de C. Jai dé-
montré ailleursl) que:
/. Si une suite (1) satisfait sur C a l'inégalité
P..(2)| < M, pour n=1 2,..., zeC,
ou M est un nombre positif fixe2), alors quel petit que soit
£>0 la suite
Pn(z)
(1+«)™
est uniformément bornée dans un voisinage du point z0 (ce
voisinage pouvant dépendre de «)

Supposons maintenant que la suite (1) satisfasse sur C
a une inégalité opposée
2 IPn(2)|=>=M, pour n=1, 2,..., zeC,
ou M est un nombre positif et demandons si a chaque

e >0 on peut faire correspondre un nombre positif
tel que les inégalités

3) IP(z)| (1+<)">e»], n=I, 2.,
soient satisfaites dans un voisinage du point z(0?

La réponse est négative comme le prouve [I'exemple
suivant:

') Mathem. Annalen, t. 108 (1933), p. 517—524.

2) Le théoréme reste vrai dans le cas ou M varie avec z parcourant
C, M=Af(z), et méme dans le cas ou I'inégalité | Pn (z) | < 31(z), n—1,2
n'est satisfaite que presque partout sur C (loc. cit.).

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. 1



2 F. LEJA

Cette suite satisfait sur le demi-axe réel nonnégatif a I'iné-
galitét |Rn(2) |>1, n=1,2,..., tandis que les inégalités
[32,,(2)|(1+£)n>7], n=12,...

ne sont satisfaites dans aucun voisinage du point z—0 quel
petit que soit { >0 et quel grand que soit e>0.

2. Néanmoins je vais démontrer que:

Il. Si la condition (2) est remplie sur un continu C et
s'il existe un voisinage | z—z0| < 3 d'un point z0 de ce con-
tinu tel que

4 Pn(z)4=0 pour \z—z0 | < &
alors a chaque e >0 on peut faire correspondre un nombre
A= (e) >0 tel que les inégalités (3) soient satisfaites dans

un voisinage du point z0.

Démonstration. 1° Je dis dabord qu'il existe deux
nombres A >0 et B >0 tels que les inégalités

(5) \Pn(2)\(I+A)n>B,
ont lieu dans un voisinage du point z0.

En effet, désignons par m =m (n) le degré du polynébme
P,,(z). Daprés I'hypothése on a0 <m<n. Sim=0 on g,
d’aprés (2), |Pn(2) | (1+X)n>M pour chaque z et chaque
A 0. Si m=>0 posons

Pn(z) = Cm(z—zi")(z—22")...(z— zm).

Puisque P,,(z) 4=0 dans le cercle |z—z0 | < 4 on a
|z(—z0 6 pour i—1, 2,..., m. D’autre part, daprés (2)
on a | P,,(z0) | > M, donc

1 ! M
Cm \(20 —z1N (20— z2)...(z0 — zm)\
et par suite quel que soit z
z Z| z Dl I- %y
> ]
Pr@) =M Zq Zj Zq Z?2 Zq L
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Mais, si |z—2z0 < onalz—zl|<4 —z0| pour
i=I1, 2,..., m, donc si |z—z,| <yb
Z— 2, 7 —20
z0—Zi z—120
et par suite

Les inégalités (5) sont donc satisfaites au moins dans le
voisinage |z—z0/<j-4 pour A=1 et B—M.

2° Supposons que les inégalités (5) soient satisfaites dans
un cercle
(6) lz—z0 <.
La fonction 1/P,,(z) est développable dans ce cercle en une
série entiére

©) Pn(z)—J=" 1z Zoy n=1 2,..
Puisque
1 L+An 20/ ¢r, n=
PnU) pour|z—z0| <r, n=1,2,...
on a d'apres les formules classiques de CAUCHY
®) | | aéﬁ) v B0, H—12,...
r
Partageons la somme (7) en deux sommes
1 00 n 00
() " zZOk=£ + 27
k—0 k=0 k=N+1

et désignons par Qn(z) le polynébme
on(2) =k§0 akn)’ (z — z0)k.
En vertu de (8) on a

Z 4°-(z-zhfcl< s
K=n-f1 k=nd1 B

@+An z—z "t 1
B rn+1 z—7(

1*
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donc
1 |z—zp|. f(1 +™M)|z—201"
Qn@2) < Pn@)+ Br | r /

Mais, sur le continu C on a dapres (2) 1:|Pn(z2)|<1. M
donc sur la partie de C contenue dans le cercle
r
©) 147
on a pour n=1, 2,...
W>) | < M + (14-24)B ' 1 M +AB'
1+ A
On voit donc que la suite de polyndmes {Qn(z)} est uni-
formément bornée sur un continu passant par le point z0. Or,
en vertu du théoréme | quel petit que soit e>o0 la suite
Q@ : (1 +en n=I, 2,..., est uniformément bornée dans

un voisinage du point z0. Soient >0 et Q >0 deux nombres
tels qu'on ait

dans le cercle [z—z0 <e.

Puisque
S an-(z-Zo) dans le cercle (9)
K=n-+I
et que
1 i ___0Qnu) 1

s 4n)-(z-zhk
Vv (I+e)"  (I+e)"  (1+«)" k=n+
dans le cercle (6), on a dans le plus petit des cercles
r
14-24

B (oFy = My tsas

et |z—z0 <e [linégalité

et par suite l'inégalité
pour n=1, 2,...,

c.q f d
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3. Remarquons que les théorémes | et Il cessent d'étre
vrais dans le cas ou les Pn(z) sont des fonctions analytiques
guelconques réguliéres dans un domaine contenant le con-
tinu C. |lls cessent d'étre vrais méme dans le cas ou les
Pn(z) sont des polyndmes des degrés quelconques.

En effet, désignons par Dn le domaine balayé par le
cercle z—xi1< lorsque son centre x parcourt le demi-
axe rée' négatif —°°<x <o, par Cnle cercle |z|<n et par
Rn, Sn, Tn les trois domaines bornés définis par les formules

RN~ Dn’
$n — (Dn+i— Dn+2) Cn,
Tn="n" Dn+3,
ol Dn— Dn + la frontiére de Dn. Les domaines Rn, Sn, Tn

sont & connexion simple et chacun d'eux est extérieur aux
autres.

Or, d’apres les théoremes connus de C. RUNGE et P. MONTEL,
il existe un polynébme PnCz) remplissant les conditions sui-
vantes

IC'n danS Rn+ Tn'
[ Pn(2) — nn\<<-~ dans Sn!’.
Il résulte de ces inégalités que, si la suite (Pn(2)}

tend vers zéro en chaque point du plan et que la conver-
gence est uniforme dans chaque segment borné du demi-axe
— X <0 et dans chaque domaine fermé et borné n'ayant
aucun point commun avec ce demi-axe.

En particulier, cette suite est uniformément bornée dans
le segment — 1 <x <0. Néanmoins il n'existe aucun voi-
sinage du point z=0 dans lequel la suite Pn(z) / (I+e)n,
n=1, 2,..., soit uniformément bornée car chaque cercle
!z| <06 contient des points du domaine S,, des que l'indice

') Le degré de Pn(z) peut maintenant surpasser n.
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n est suffisamment grand et dans ce domaine on a
'P,2)| >n"— > n=12,..

Pareillement le théoréme Il cesse d'étre vrai lorsque les
degrés des polyndmes Pn(z) sont quelconques car dans ce
cas les inégalités (5) ne peuvent pas étre déduites des hypo-
théses du théoreme.

Néanmoins, s'il existe deux nombres positifs A et B
(quel grand que soit A et quel petit que soit B) tels que
la condition (5) soit remplie, alors le théoreme Il reste vrai
dans le cas général, ou les P,(z) sont des fonctions analy-
tiques quelconques réguliéres dans un domaine contenant
le continu C. Cela résulte immédiatement du fait que dans
la partie 2° de la démonstration du théoréme Il n'intervien-
nent que cette derniére hypothése et les inégalités (2) et (5).



SUR CERTAINS SYSTEMES D'INEGALITES
DIFFERENTIELLES AUX DERIVEES PARTIELLES DU
PREMIER ORDRE

par
JACEK SZARSKI (Krakdw).

Le but de la note présente est de généraliser, pour cer-
tains systemes d'inégalités différentielles aux dérivées par-
tielles du premier ordre, le résultat relatif a I'inégalité:

> ("X, y, U, obtenu par M. M. Nagumo.l)

Jenvisage d’abord un systéeme d'inégalités différentielles
a une fonction inconnue, de la forme: ‘
dZ ! / [oo *k»yptn»vn> VA dZ Toaa! /\dyz} ( 1oy fC%'

et ensuite un systéeme d'inégalités différentielles a plusieurs
fonctions inconnues, de la forme:

dzv

Je démontre aussi comment un théoréme de M. A. HAAR?)
relatif aux systemes d'inégalités différentielles découle im-
médiatement des résultats que j'ai obtenus. Jen indique
ensuite I'application pour évaluer la différence entre deux
intégrales et pour démontrer l'unicité des solutions des cer-
tains systemes d'équations différentielles aux dérivées par-
tielles du premier ordre,

*) Mitio Nagumo: Ueber die Ungleichung P> w
Japanese Journal of Mathematics, t. XV, 1938, p. 51—56.

2) A. Haar, Atti del Congresso Internationale dei Matematici, 1928
(Bologne), t. i, p. 5—10.
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Théoreme 1. Considérons dans l'espace a k+n dimen-

sions de points , XK, Vi..., yn, I'ensemble borné défini

par les inégalités:

@ xv<xv+a, (@a>0); B/AX ., xk yv..., yI™Q
v— 2n

ou B/j sont des fonctions de classe C! dans l'espace tout
entier.

Les points de la frontiére de I'ensemble (1) sont situés, par
hypothése, sur les plans xv—>v, (y=\,...,K\ xXv=Xxv + a,
(v=1,..., k), ou bien sur un nombre fini, au plus égal a n,
de surfaces Bu=0.

Supposons que pour toute suite d'indices/q, /q, (I<»r
<n), et pour tout point (Xj,..., Xk, y1;..., yn) situé simul-
tanément sur les r surfaces:

(2)

le rang de la matrice:

dB”a
3) dvi
a=1 r.
t =1 n.
soit égal a r.
Supposons que les fonctions:
4) XK, yn, u, qv,..., gn) , (v=I1,...,k)

soient définies dans un domaine D (de l'espace a2n + k + 1
dimensions) dont la projection sur l'espace de points X{ ..,
xk y1,..., yn recouvre l'ensemble (1).

Supposons ensuite*que pour tout point (X*... XK, yp..., ¥,,)
frontiere de I'ensemble (1) vérifiant les équations (2) on ait
les inégalités:

5 fv(xa, u, gj — fvxi . .
(5) (xa, yp u, qj o, yi U, qj-

v=1,.., k)

ou 2«>0 sont des nombres quelconques assujettis a la seule
condition que le point:
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(6) ,
. : dBPa  Q g dBV«
Xk, yl1y=ss Ux ql dyi'—,Qn_ /H dyn
appartienne au domaine D.

Soient u (Xj..., Xk, Yi,..., yn) etv (Xj..., Xk,yk..., ¥,,) deux
fonctions définies et possédant la différentielle totale en
tout point de l'ensemble (1) et telles que leurs éléments
de contact respectifs:

. . du du
(7) Xiooy XK Vi, p u' dyi"”  dyn
dv dv

8) Xi,..., Xk yt,..n y' v odyi'” ayn.

appartiennent au domaine D.

Supposons enfin qu'on ait dans l'ensemble (1), les iné-
galités suivantes:

(9) u Ut,..., * yi...,,yn) >v xk, vi,..., yn)

du du du'
(10) dx> ( yi””” dyf dyn

8v o1 . dv dv \ K)-
v) xk, vi,..., yn, V, dyj

Nous affirmons que, dans ces hypotheses, l'inégalité:
(12) uUi,..., xk vk,..., yn) >v(x1;..., xk y!,..., yn
est remplie dans I'ensemble (1) tout entier.
Démonstration. Supposons, par impossible, que l'inégalité
(12) ne soit pas vérifiée pour un certain point de I'ensemble (1).
Il existerait alors, en vertu de la continuité des fonctions
uetv et daprés l'inégalité (9), un point P(xi,..., Xk, Vi,..., yn)
de I'ensemble (1) tel que:
(13) u(xlt..., xk, vj,..., yn) = v(xi,..,, XK Vj,..., ¥,
et que l'inégalité:
(14) ufa..... XK, ¥Y,,.., YN) = V(Xi,..,, Xk Vi,..,, yn)
soit remplie pour tout point de I'ensemble:
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(15) XV < XV < XV, BAXi,..., xk vylt..., y,,) = 0.
v=1,., k *=1,,., n.

D’aprés (9) et (13), pour un indice v au moins, par
exemple pour v, on a l'inégalité:

(16) XV <Xil.
Nous allons distinguer deux cas:

Cas Imier. Le point P(xi,..., xk Vi,..., yn) n'est situé sur
aucune surface 5~ = 0. Dans ce cas le point (xi,..., Xk y”..., yn)
appartient a I'ensemble (15) pourvu que le point (ylb..., yn)
appartienne a un voisinage suffisamment petit du point
(vi,..., ¥,,). Donc, daprées (13) et (14), la différence.’

17)  uxp..., Xk yv...,y,) — v (Xp..., Xf, yt,..., V)

considérée comme fonction a n variables yp...,yn, possede
un minimum au point intérieur yp,.., yn. Nous avons par
conséquent:

(du\

(18) \dyjp = 'ayjp . (i=l...n).
En vertu des inégalités (10) et (11)
(19) p >l "
dv —1
20 . v,
(20) . yP

et puisque, d’aprés (13) et (18):
(21)
on en conclut que:

(22)

D’autre part le point P(xi,..., Xk, y™..., yn) n'étant situé,
par hypothése, sur aucune surface Bu—0 et en vertu de
I'inégalité (16), le point (xi,...,””™-J, x®, xp+1,..., xfk, yi...,yn)
appartient a I'ensemble (15), pourvu que x" soit suffisamment
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voisin de et remplisse l'inégalité xi: < xv. Pour une telle
valeur de xv nous avons donc, d'aprés (13) et (14):
u(Xj,..., X?, Xi>+i,..., Xk Vt,..., yn)—u(xg, Vj)
(23) X?—X9
< vNI'— Xy-v xy, X —#—xk Vi,..., yn)—v(xg, Vj)

En faisant tendre xv vers xv nous en obtenons a la limite
l'inégalité:
(24)

ce qui contredit a l'inégalité (22).

Cas 2iéme. Le point P(xi,..., Xk, Vi,..., V,) est situé sur
certaines surfaces Bu—0. D’aprés nos hypothéses sur la
frontiere de I'ensemble (1), le point P n’appartient qu'a un
nombre, au plus égal & n, dentre elles. Supposons donc
que ce soient les surfaces (2).

Nous allons démontrer maitenant que dans le cas envi-
sagé il existe une suite finie de nombres A.---, 2r, (Xfi > 0),
tels gqu’ on ait les relations:

p@-v) L
(25) L p dyr 1 p (i=1,...,n).

Or, puisque le point P est situé sur les surfaces (2) et
appartient a I'’ensemble (1), ses coordonnées remplissent les
relations suivantes:

(26) B/za(Xi,..., x&,y1,...,yn) =0, (a=l,...r).
(27) B~fe,..., xft, V1,...,V,,)>0, C*=l=a«).

Considérons une suite finie de nombres quelconques
A, e £ > Vérifiant les inégalités:

(2e) («=i....T,

. ¥ Ces inégalités veulent dire que le vecteur (0,..., 0, £],. .., Sn) est
dirigé vers l'intérieur de I'ensemble (1).
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et la droite passant par le point P et parallele au vecteur

(o.,..., 0, fi,..., fn):

(29) xv=xv (v=1,....,K); yi=yi+tN (z=1,..,n).
Nous affirmons que pour t>0 suffisemment petit les

points de la droite (29) appartiennent a I'ensemble (15). Or,

en vertu de la continuité des fonctions et des inégalités
(27), pour t suffisemment petit, on a les inégalités:

(30) Bu(x0,yj + f1j) >0, (* 4= ya).

En appliquant & la fonction B”a la formule de Peano
nous obtenons:

(31) B/Z,,(XO, yi + /fy) — BN (XO, y’) —

1&("r)pfre-w/t L

ou ea(t) désigne une fonction remplissant la relation:
lim e, (f = O

(32) >0

De la formule (31) et en vertu de (26), (28) et (32) nous
déduisons pour f>0 suffisemment petit les inégalités:

(33) B, y,+/£,)>0, (a=lL,,.,, n).

Les inégalités (30) et (33) que nous venons d’établir veu-
lent dire que les points de la droite (29) appartiennent a
I'ensemble (15) pourvu que t > 0 soit suffisemment petit. Pour
une telle valeur de t nous avons donc, daprés (13) et (14):

uCnyy + ff,) —n(x0,yP V(X0,y7T+") —V(XGC,Yy;)
t

En faisant tendre t vers 0 nous obtenons a la limite
I'inégalité:
n

(35)
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Posons pour abréger:
[d(u—v)\

(36) dyt )p & =\ dvi

D’ aprés (28) et (35) nous avons l'implication suivante:
(37) 1 bj{>0 (a=1I,..., r),3 1 an™ =>0.
i=I i=l
Il en résulte immédiatement I'implication:
(38) i bar <0, (a=l,..., 1), 0 2 < 0.

i=l i—1

En passant a la limite nous obtenons, en vertu de (37) et
(38), I'implication:
(39) bair=0, (a=1,...,r), =2 =a(f(=0.

(=1 i=l

Or, le rang de la matrice |} bai étant, par
|«
hypothése, égal a r, il resuite de (39) qu'il existe une suite
de nombres Xr, tels que:

(4°) at = J'rl' bai, i=1,..., n.

a=1

Pour terminer la démonstration de notre proposition
concernant les relations (25) il reste encore a prouver que

0, @=,.._, r). Supposons donc, par impossible, que
par exemple:
(41) <0
Puisque le rang de la matrice || bai | estégal ar, il existent
tels que:
n n (
(42) bi =1 JP bai =¢e pour ad=fi

i=1 i=1
ol: O<eetlf2i | < IzBI

D’aprés (40) nous avons alors:
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(43) §.a’\:§ S N = - "

Nous aurions donc simultanément, en vertu de (42) et (43):
n

n
(44) JT bait>0, (a=1,..., 1, Vafy<o
i=1 i=1
ce qui contredit a I'implication (37). Ainsi les relations (25)
avec <a=>0, sont établies.

Revenons maintenant aux inégalités (10) et (11). Il en
résulte, d'aprés (13), que:

Considérons dautre part une courbe de classe C! aux
équations paramétriques:
X Xp XY= Xji—-p Xyt Xyi| "y [p.»
xXk=xk, ~ yr=yT(t\...,yn=yn{t\
qui soit située sur les surfaces (2) et passe par le point
P (X,,..., Xk, yp..., yn).
Une telle courbe existe certainement, le rang de la matrice

(3) au point P étant, par hypothése, égal a r. Le long de
la courbe (48) nous avons les identités:
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n

4 —
(49) 2 ayi W\ <« + dxc* (a I,,.,, r)

En vertu des inégalités (16) et (27) la courbe (48) est
contenue dans l'ensemble (15), pourvu que t soit suffisam-
ment voisin de et remplisse l'inégalité t <

Pour une telle valeur de t nous avons donc d’aprés (13)
et (14) l'inégalité:
u(xy,... xii_ 1, fx™+ 1, xR,y I(F) —u(xg.yj
(5°)

= v (Xl>->" D Xi>+ 17eee’ xk,yjffl) — v (Xq.Y]j)

t—X?
d'ou, en faisant tendre t vers Xj, nous obtenons a la limite:

Il en résulte, d’apres les relations (25), l'inégalité:

ou encore, en vertu des identités (49), l'inégalité:

ce qui contredit a l'inégalité (47).
Nous aboutissons ainsi dans tous les deux cas envisagés
a une contradiction. Notre théoréme est donc démontré.
Théoréme Ibis.
Considérons dans l'espace a k +n dimensions I'ensemble
defini par les inégalités:
(54) <X,< +a
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ol a-<b,-M>0eta< —--—-—
| | 2M

Supposons que les fonctions fv(xi,...,xk,yv...,yn,u,ql,...,qn)
soient définies dans un domaine J de l'espace a 2n + k + |
dimensions dont la projection recouvre l'ensemble (54).
Supposons ensuite que les fonctions fv remplissent dans J
la condition de Lipschitz:

Soient enfin u(xv...,xk, yp...,yn) et v(xp...,.xk,yp...,Y,,)
deux fonctions vérifiant les hypothéses du théoréme 1 et
les inégalités (9), (10) et (11) dans I'ensemble (54).

Nous affirmons que dans ces hypothéses I'inégalité (12)
est remplie dans I'ensemble (54) tout entier.

Démonstration. Nous allons réduire le théoreme 1 bis
au théoreme 1. en montrant que les hypothéses du théo-

reme 1 bis entrainent celles du théoréme 1, si I'on pose:
k

(56) B"Xp..., xkj yv..,, yn) =y -"""—all-M"™(Xv—xV)
V—I
(57) (y=1,.,., n).
k
B/z+n(Xxp..., xk, yp..., yn) =—yfj, + Ml + bfj,— M (Xv—xv)
V—I
(/Zz=l,,.,, n).

Or, on voit immédiatement que dans notre cas le rang
de la matrice (3) est égal a r. Il reste donc a démontrer
que les inégalités (5) sont remplies. Supposons, a cet effet,
que le point (xp..., Xk, yv..., yn) soit situé sur les plans

Bwa=0, (a=1,..., r), et soit Zp..., Zr, une suite de nombres
guelconques tels que:
(58) 2,,>0, (a=l,..., 1

et que le point (6) appartienne a I'ensemble (54). En vertu
de la condition (55) nous avons alors l'inégalité:
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Mais, en vertu de (56) et (57), il résulte que: 0
our i4= et dB”a 1, tandis que M. Donc
p ur i _y-m dyfl« ' q .

en tenant compte des inégalités (58) nous obtenons de (59)
linégalité (5).
Voici maintenant comment, en vertu du théoreme 1 bis,

on obtient immédiatement un théoreme de M. A. HAAR relatif
aux systémes d'inégalités différentielles.

Théoréeme 2. Soit u(xj,..., xk yv...,, y,) une fonction
définie et possédant la différentielle totale en tout point
de I'ensemble (54). Supposons que la fonction u satifasse
aux inégalités différentielles:

du i| du
@ G o< Y dyt  + N\U\ + L h=1,., K),
ou N>0, LMO, et qu' on ait:
(61) uUj,..., 1k yL..., y,) | <C

On a alors, dans I'ensemble (54) tout entier l'inégalité
suivante:

k
(62) \u(.xlt..., xk, yv..,, yn\<< C e Nv=i"Xv +
LIN2(Cx-£v)
N\e
Démonstration. Soit C' > C, N' > N et L' > L. En

vertu de (60) et (61) nous avons.:

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. 2
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(63)
(64)
(65)

(66) —u(A... yv-M yn) < c.

D’autre part, en posant pour abréger:

C'eNv->Xv +
(67) 9>(xp..., xk, yp..., ynj —
L'l N'2(xv- _1j
=l
on vérifie immédiatement que:
(68) yn = C
(69) + N!(p\ + L.
dxv 1 dy<

Il s’ensuit des relations (63), (64), (65). (66), (68), et (69),
en vertu du théoréme 1 bis, qu’' on a les inégalités:

(70) u(xj..... Xk, yV..., V,.) < <p(Xp..., XK, Yp..., V,).
(7))  —u(xp..., Xk Y¥..., yn) < MXp..., Xk yv..., yn).

En faisant tendre C’, L' et N' respectivement vers C, L
et N nous obtenons l'inégalité (62).



SYSTEMES D'INEGALITES DIFFERENTIELLES 19

Remarque 1. Le théoréme 2 peut étre utilisé pour
évaluer la différence entre deux intégrales du systeme
d’équations différentielles de la forme:

(73) e Xk, yv..., yn, z,

ainsi que pour démontrer l'unicité des solutions du systeme
(73). Supposons en effet que les fonctions fAx..., xk yi...,yn ,
Z, 0,) soient définies dans un domaine z/ a2n+k+1
dimensions recouvrant I'ensemble (54) et qu’elles y remplissent
la condition de Lipschitz par rapport aux variablesz, gv...qgn

(74) |fvOq....,.xk yv...yn, z, g*-Mn)—fv(xu....xk yv....yn,z, gl.,...,qgn)
< lp—  z—zl)

Soient u(xp...,xf,yp....y,,) et v(xp...,xk yv...,yn) deux
intégrales du systéme (73) définies et possédant dans I'en-
semble (54) la différentielle totale et telles que leurs élé-

ments de contact (7) et (8) appartiennent a zI. Supposons
enfin qu’on ait:

(75) |u(Xp..., Xk yy...,yn) v (Xp.-xkyp.'-,yn| C.

On a alors dans I'ensemble (54) l'inégalité suivante:

(76) [u(xp...,xft,yp...,yn) —v(xp...,xfoyp...,yn) |
k
<Ce (xv—Lkv).

Ceci résulte immédiatement du théoreme 2, si l'on tient
compte du fait qu'en vertu de (74) on a:

ay UV AUV Mu—v
i=1
En particulier, lorsque C =0, les intégrales u et v sont
identiques.

Remarquons que nous n'avons point supposé que le
systeme (73) soit en involution et que nous n'avons fait

2*
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aucune hypothése sur la régularité des intégrales u et v
sauf celle d'existence des différentielles totales.

Théoreme 3. Considérons dans l'espace a n + 1 dimen-
sions de points X, yv..., yn I'ensemble borné, défini par les
inégalités:

(718) x<x<x +a (a=0); Bp (X,yv....,y,,)=>0, (y=1,...,2n).

ou les fonctions B” sont de classe C! dans I'espace tout entier.

Les points de la frontiére de I'ensemble (78) sont situés,
par hypothése, ou bien sur les plans x =£, respectivement
X—X+'a, ou bien sur un nombre fini, au plus égal a n,
de surfaces Bp = 0. Supposons que pour toute suite d’'indices
yv..., yr, (I<r<n) et pour tout point (X, y~..., yn) situé
simultanément sur les r surfaces:

(79) Bpa (X,yl,...,yn)=0 , (a=l,...,r),
le rang de la matrice:

(80) dyi
a=I,..., r
soit égal a r.
Supposons que les fonctions:
(81) fv(x, y™..., yn, uv...,un, g°,..., g™),

soient définies respectivement dans des domaines Dv de
I'espace a 2n + k + 1 dimensions dont les projections sur le
plan X, yp..., yn recouvrent I'ensemble (78).

Supposons que la fonction f, remplisse dans £)v la suivante
condition (TF) de monotonie:

Lorsque:
(82) Ui>U0Nr7,uv ! > v vuy =
uv, uv+l > u+l,..., uk > uk
alors: (TF).

(83)
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Supposons ensuite que pour tout point frontiere de I'en-
semble (78) situé sur les surfaces (79) on ait les inégalités:

(84) fr(xy,.u,, Q?)—f,fx,yhu,,, qj’l— J14 >

° dx

«=1

ou > (0 sont des nombres quelconques assujettis a la
seule condition que le point:

r

(85) X, Ysrery YN, .., UK, QIV) 44—,
appartienne a Dv.
Soient uv(x,yl,...,yn),w(x,yl,...,yn),(y =1,...,k"),2k fonc-

tions possédant la différentielle totale en tout point de I'en-
semble (78) et telles que les points:

(86) X, yn..,yn «l.. yg dy- dyn'

(87) X YVe v, WV mvke dyn’™ dyn
appartiennent a Dv.

Supposons enfin que, dans I'ensemble (78), les inégalités
suivantes soient remplies:

(88) yi>aoyn) > U, yb. _vy,)
ouv \ f duc \
(89) -a/7="|x,yl,...,yn,UL,...,Uk
(90) (v=l,... k).

Nous affirmons que, dans ces hypotheéses, les inégalités:
(92) «V(NYi..-..yn=>vv(X,yl,...,yn) r=1,...K
sont remplies dans l'ensemble (78) tout entier.
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Démonstration. Supposons, par impossible, que les iné-
galités (91) ne soient pas vérifiées en un certain point de
I'ensemble (78). En vertu de la continuité des fonctions
uv et vv et d’'aprés l'inégalité (88), il existerait alors un point
P (x, yp..., yn) de I'ensemble (88) et un indice v tels que:

(92) u™ (X, yx..... yn) — vAX,yv..., yn)

et

(93) ur(x, y™..., yn) > w (X,yp..., yn , (v=I,..., k)
pour tous les points de I'ensemble:

(94) X <x<x; Bu® yv., yn=0,6 (y=1,.., 2n).

Nous allons distinguer deux cas:

Cas Imier. Le point P appartient a lintérieur de I'en-
semble (78).
La différence:

(95) U™X,yv..., yn— Vy(x,yv..., yn

considérée comme fonction a n variables yp..., yn possede
alors, en vertu de (92) et (93), le minimum en point P
intérieur.

Nous avons donc:

(96) M M u=i.n

dyijp \ dyip

D’aprés (89), (90) et (96) nous avons les inégalités:
] Nf
Mais en vertu de la condition (W) et des relations (92)
et (93) on a:

P} (L s DM)]P e sy o0

Par conséquent nous obtenons de (97), (98) et (99):



SYSTEMES D'INEGALITES DIFFERENTIELLES 23

>
(100) dx /P dx/P’

D’autre part il résulte de (92) et (93) que pour X < X, on a:

(101) U,,(6 ¥i) — un(x, ys) V(X y) — Vi, i)
X- X X — X

d’'ou en faisant tendre x vers x nous obtenons I'inégalité:

(102)

ce qui contredit a l'inégalité (100).

Cas 2iéroe. Le point P est situé sur la frontiére de I'en-
semble (78). Il appartient alors a un nombre fini, au plus
égal a n, de surfaces B»— 0. Supposons donc que ce soient
les surfaces (79). On montre d'une fagon analogue, comme
dans le théoréme 1, qu'il existe alors une suite de nombres
Zj,..., Ir (Z, > 0) tels qu'on a les relations:

(103) ]
dyt 1P £ <X dyt

En vertu des inégalités (89) et (90) nous avons:

(104) 1P

S (Y TE) — O w AP
et d'apres la condition (TF) et les relations (92) et (93):
(105)

Il s’ensuit de (104) et (105) que:
(106)

dy.
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ou encore daprées (103):
duT—v?)
dx dyj
duy y
d¥1 «=1

Il en résulte, en vertu de (84), que:

(107)

(108)

Soit y, =vyi(x), (i=1%,.., n), une courbe de classe CI
passant par le point P et située sur les surfaces (79). Une
telle courbe existe certainement au voisinage du point P .
le rang de la matrice (80) étant, par hypothese, égal a r.

Le long de cette courbe nous avons les identités:

(109) (a=1,.., ).

Pour tout x suffisemment voisin de x et vérifiant I'inéga-
lité x < x, la courbe envisagée appartient évidemment a I'en-
semble (94). Pour une telle valeur de x nous avons par
conséquent, en vertu de (92) et (93), l'inégalité:

(no) M*>’y> — yn
X — X X — X

d'ou en faisant tendre X vers X nous obtenons a la limite:

y> ,.._,.._V/\ - y/\

(111) [ d(u\ w»
l dx

i=1

Nous avons par conséquent, d'aprés (108),:

dy( Ip
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ou encore en vertu de (109):

(113) dx p a \ dx Ip

a=1

ce qui contredit a l'inégalité (108). Nous aboutissons ainsi
dans tous les deux cas a une contradiction, le théoréme se
trouve donc démontré.

Théoréme 3his. Considérons dans l'espace a n + 1 di-
mensions I'ensemble défini par les inégalités:

(114) X<x<k+a (a=0);
a; + 31(X—ex)<y]— —MXxX—x), (i=1....n),

ouM=>0, ai<ht a<

Supposons que les fonctions fv (x, yv.,, yn, u™.., uk, g™\..,, Q. ),
(y=1,..., k) soient définies respectivement dans des do-
maines z/v de l'espace a2n + k + 1 dimensions dont les
projections sur le plan X, y”~..., yn recouvrent I'ensemble
(114).

Supposons que la fonction fv satisfasse dans z/r a la
condition (TF) et a celle de Lipschitz:

(115) | #v (x, yp uO, a)—fv(x,yitua o) < | gff'——

Soient enfin uv(x, ylt..., y,,) et w(x, ylt..., yn), (v=I,..., k), 2k
fonctions satisfaisant dans (114) aux hypothéses du théoreme
3 et remplissant les inégalités (88), (89) et (90).

Nous affirmons que, dans ces hypotheses, les inégalités
(91) sont vérifiées dans I'ensemble (114) tout entier.

La démonstration de ce théoréme découle du théoreme 3
tout comme celle du théoreme 1 bis a résulté du théoréeme 1.



SUR LES ZEROS DES INTEGRALES DE L'EQUATION
XE)(t) + A().x () =0

par
M. Biernacki (Lublin).

§ 1. Jai établi dans larticle: ,,Sur des intégrales d'une
équation différentielle du 4. ordre” que si A(t) est une
fonction continue dans un intervalle | et si 'on a 0 <A (f)
< M dans cet intervalle les longueurs des intervalles entre
les zéros consécutifs, situés dans I, d'une intégrale quelconque
de Il'équation x™Mt) + A (f)x (f) =0 surpassent sauf
pour 2 intervalles exceptionnels au plus. M. J. G. MIKUSINSKI
a établi, en 1939, un énoncé entierement analogue dans le
cas de I'équation x"'(f)+ ’\4(f) « X(f) —0: les longueurs des

intervalles surpassent 21/3 M3 et il y aun seul intervalle
exceptionnel au plus (J. MIKUSINSKI a montré que si l'in-
tégrale est oscillante pour t-*—o0,c. a. d. si elle posséde
une infinité des zéros négatifs, l'intervalle exceptionnel
n'existe pas). Ces résultats ainsi que le théoreme bien
connu de Sturm relatif a I'équation x"(t)4-24(f) + x(f)=Q
rendent probable le théoréme suivant:

,»,Considérons I'équation
1) xM ) +A@R) x(F)—0

ou A (t) est continue et ou l'on a 0 < A (f) <M dans un
intervalle 1. Les longueurs des intervalles entre les zéros
consécutifs, situés dans I, d'une intégrale quelconque de (1)

surpassent kn M~~n sauf pour (n—2) intervalles exception-
nels au plus; le facteur kn ne dépend que de n.
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Cet énoncé s’applique aussi aux zéros dune dérivée
dordre i (i—I,2...,n—1) dune intégrale quelconque de
(1), pourvu que l'on y remplace kn par le facteur k,n qui ne
dépend que de i et de n.“

Il est clair que les (n— 2) intervalles exceptionnels peu-
vent exister effectivement: cela résulte de ce que l'on peut
fixer arbitrairement (n—1) zéros d'une intégrale conve-
nable ou de sa dérivée.

Je me propose de démontrer, dans cet ordre d’idées, un
résultat partiel:

Théoreme. Si la fonction A(t) est continue et non
croissante dans un intervalle | (fini ou infini) et si Von
a0 A(N™M dans cet intervalle, les longueurs des in-
tervalles entre les zéros consecutifs, situés dans I, d'une
intégrale quelconque x(t) de I'équation:

2 xB)(t) + X()-x(1) =0

surpassent (2 +y3) M-~5, sauf pour 3 intervalles exception-
nels au plus. Si x(t) est oscillante pour t-* —oo0il y a 2
intervalles exceptionnels au plus.

§ 2. Etant donnée une intégrale x(t) de I'équation (2)
nous dirons qu'un intervalle ,est complet par rapport
a cette intégrale” s'il contient au moins un zéro do x(t) et
de chacune des dérivées x(t), x"(f), x™'(t), xw(f).

Lemme 1. Si A(f) est continue et si |A(M)! < M la

longueur de tout intervalle complet surpasse M~~s.
Pour établir ce lemme qui n'est qu'un cas particulier des
résultats connus on peut utiliser, par exemple, la formule

de Nakano-Gontscharoff*)
t t t

x(t) = x (1) 4- x (fj I dt + x"*(t) I* dt Idf+...

<0 *0 *1
t t t

t
+ x(n D(tn_i) ydf...Jdt+ydt.. Ixndf
*0 fn-2 *0 fn-1

3) H. Nakano, Tohoku Mat. Journal, 39, 1934; Gontscharoff These,
Ann. Ecole Norm. Le lemme | a été démontré par W. B. Fite (Annals
of* Math. (2), 18, 1916—17).
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ou lon pose n =5 et ou lon choisit pour t0 le zéro de
x(t) et pour tt (z—1, 2, 3, 4) le zéro de xw(t). Sila
longueur de l'intervalle complet est d on trouve ainsi

Max | x (/) | < db M. Max | x (/)
et par suite le résultat anoncé.

En tenant compte du théoréme de Rolle on déduit de suite
du lemme (1) le corrolaire suivant: Parmi les 4 intervalles
entre les zéros consécutifs d'une intégrale de I'équation (2)
ou de la dérivée d'ordre i z=1, 2, 3, 4) d'une intégrale il y

en a un au moins dont la longueur surpasse 4 M 5,

§ 3. On peut évidemment supposer dans la démonstration
que 0<A (/) <M et que les zéros de l'intégrale considérée
et de ses dérivées d'ordre i (i =1, 2, 3, 4) soient tous simples,
c'est ce que nous admettrons dans tout ce qui suit.

Lemme 2. Si A(t) est continue et ne s'annule pas il y
a au plus 3 intervalles entre les zéros consécutifs d'une
intégrale x(t) de I'équation (2) qui ne contiennent pas des
zéros de Xx(4)(1).

En effet, il résulte du théoreme de Rolle que tout inter-
valle entre les zéros consécutifs de x(7) contient au plus
un zéro de x(4)(/); en appliquant successivement le méme
théoreme on voit, d'autre part, que l'ensemble de n (n > 3)
intervalles consécutifs entre les zéros consécutifs de x(f)
contient au moins (n — 3) zéros de Xx(4)(t). Nous dirons qu’un
intervalle entre les zéros consécutifs de x(t) dépourvu des
zéros de x()(t) est ,,exceptionnel de 1 espéce" ou que c'est
un intervalle Evj)

§ 4. Nous allons considérer encore d'autres intervalles
exceptionnels: nous dirons qu’ un intervalle entre les zéros
consécutifs de x(t) est ,,exceptionnel de 2 espece" ou que
c’est un intervalle E2 lorsque:

3) Cette définition s'applique aussi a des intervalles de la forme
(—00,a) ou (b, + 00) dans lesquels x (t) ne s'annule ﬁ)as, tandis que l'on
ax(@=o ou x(b)=o0. On ne suppose rien sur le comportement de
x (t) lorsque t-> + oo.
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1° ou bien on a x(f)*x™'(t) <0 dans tout intervalle,

2° ou bien Tlintervalle contient 2 zéros de x"(t\ on a
x(t)x"(f) <0 dans le voisinage des extrémités de l'inter-
valle, tandis que x" (t) ne s’annule pas dans l'intervalle.3 Cette

définition sera justifiée par le lemme suivant:

Lemme 3. Sz A™M) est continue et positive il y a au plus
un intervalle exceptionel de 2 espéce”.

Supposons qu’il existe 2 intervalles exceptionnels de 2
espece, soit t{ t2 et tn fn+1; on peut évidemment admettre qu’
aucun des intervalles intermédiaires t2 t3,..., th_x tn n'est pas
un E2, on peut aussi supposer que lI'on a x (f) > 0 dans l'inter-
valle ij t2 (autrement il suffit de considérer l'intégrale — x (/))

Supposons, en premier lieu, que I'on a aussi x(i) >0 dans
l'intervalle tn tn+17.

On peut remarquer que tout intervalle entre les zéros
consécutifs de x(i) contient au plus 2 zéros de x™'(t) autre-
ment on obtient une contradiction avec le théoréme de Rolle,
I'équation (2) et la condition A(t) 4= o.

Cela posé, on a x™(t2) <0 et x™(tn) <O0; il sensuit que
les intervalles 2 83,..., tn_1 tn dont le nombre est impair,
contiennent un nombre pair des zéros de x™'(/), donc un
de ces intervalles, soit l'intervalle ft ft+v ne contient pas des
zéros de x™'(t) ou bien en contient deux. On peut évidemment
supposer que chacun des intervalles t2 f3,..., ti_l tt contient
exactement un zéro de x"(f). On constate alors aisément
que lintervalle ti+1 ne peut contenir deux zéros de Xx™(t),
on voit, en effet, que x"™(f) serait négative ou positive entre
ces deux zéros selon que x(f) serait positive ou négative
ans l'intervalle C s il en résulterait, en suposant par
exemple x(t)> 0, l'existence d'un minimum de la fonction
x"(t) ou la dérivée x"Xt) devrait étre positive en contra-
diction avec le fait que A(t) >0. Ainsi donc lintervalle
; ti+i ne contient pas des zéros de x"'(f). Supposons d’abord
que x(f) >0 dans tt ti+1l; si I'on aurait x"(f) <0 dans cet4

1) Nous ne considérons que des intervalles de longueur finie.
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intervalle il serait un E2, en contradiction avec nos hypo-
théses, on a donc x™(t) > o dans tt+P On voit sans
peine que l'intervalle tlIt2 contient un seul zéro zx de Xx'(t)
et de méme que lintervalle t; tt+] contient un seul zéro, soit
Z|, de cette dérivée. Désignons par px ce zéro de Xx"(t) qui
est situé le plus prées de zx du co6té droit et de méme soit
p- ce zéro de x" (t) qui est situé le plus prés de z, du coté
gauche. L'intervalle prpt contient, d’aprés le théoréme de
Rolle. au moins (i—2) zéros de x"'(t) a son intérieur; or on
a X"\t <0, x"(pi) <0, x™(f,+1)=0, x"(p,) <0, donc
chacun des intervalles tip! et ptt +! contient au moins un
zéro de x™(t) (si lintervalle t2 contient 2 zéros de x"(?)
le point Pj est situé, selon la définition d’'un E2, dans l'inter-
valle t2t3 et l'intervalle t2 Pj contient un zéro de X" (t)). On
voit ainsi que les i intervalles t2,..., fi+!1 devraient con-
tenir au moins i zéros de X" (Z) (et méme au moins (i + 2)
de ces zéros dans le cas ou  t2 contient 2 zéros de x"'(/)).
Or ceci est en contradiction avec nos hypothéses selon
lesquelles chacun des intervalles t2 t3,..., ti-itj contient un
seul zéro de x" (/) et lintervalle /+ti+] en est dépourvu.
Le raisonnement est tout pareil dans le cas ou on aurait
X(f) < 0 et par suite x™(t) < 0 dans l'intervalle ttti+71. on
aboutit de méme a une contradiction.

Supposons maintenant que l'on a x (/) < 0 dans linter-
valle tntn+p On a x" (f2) <0 et x™(fn) > 0 mais le nombre
des intervalles t2t3,..., tn-i tn est maintenant pair, comme
ils contiennent un nombre impair des zéros de x" (t) un
deux ne contient pas de ces zéros ou bien en contient
deux et il suffit de reprendre des considérations qui préce-
dent pour aboutir a une contradiction.

8 5. Nous allons voir maintenant qu'il existe certaines
relations entre les intervalles exceptionnels des deux especes.
On a d’abord le lemme suivant:b)

5 0n supg_ose toujours dans les lemmes 4—7 que A(t) est continue
et positive. Si l'intervalle de la définition de A(t) est fini, soit (k, 1), on
peut toujours le remplacer au besoin par l'intervalle (—ce, + @) en po-
sant, par exemple A(f) = A(k) pour t <k et ACf) = A(T) pour | > 1.
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Lemme 4. Considérons un intervalle A qui est excep-
tionnel de 1 espece et Fintervalle B voisin de A et situé
a droite ou a gauche de A selon que l'on a xxw > 0ou
xXXw < 0 dans A. Un des intervalles A et B est excep-
tionnel de 2 espéce.6)

En remplacant, s'il y a lieu, x(t) par — x(t) on peut
toujours supposer que x(t) > 0 dans l'intervalle A. Suppo-
sons d’abord que l'on a x()(Z) > 0 dans cet intervalle. I
résulte de nos hypo héses que x"(f) est croissante dans A
et ne posséde pas de maximum dans B (car x(5)(t) > 0 dans
cet intervalle), donc x™(t) est croissante dans I'ensemble des
intervalles A et B et s’y annule au plus une fois. Si x"'(f)
ne s'annule pas dans A et B il est évident qu'un de ces in-
tervalles est un E2. Si x"(t) s'annule dans A elle reste né-
cessairement positive dans B, donc cet intervalle est un E2 .
Si x"'(f) s'annule dans B elle reste négative dans A, donc
cet intervalle est encore un E2

Nous avons supposé que l'on a x({)(t) >0 dans linter-
valle A, si x4C0 < 0 dans cet intervalle x" (t) est décrois-
sante dans I'ensemble des intervalles A et B et le raisonne-
ment s'acheve comme tout & I'heure.

Il résulte de cette démonstration que la dérivée x™'(t) est
toujours monotone dans l'ensemble des intervalles A et B,
on obtient donc immédiatement le lemme suivant:

Lemme 5. L'intervalle B dont il est question dans le
lemme 4 est comme A exceptionnel de 1 espéce, un inter-
valle E? n'est donc jamais isolé, sauf peut-étre dans le cas
ou il est du type (b, +00).

Nous allons établir maintenant le lemme suivant:

Lemme 6. 11y aau plus 3 intervalles exceptionnels dont
les longueurs sont finies. Si ces 3 intervalles, soit t 2, t213, t3 ti
sont tous adjacents x(t) ne s'annule pas dans l'intervalle

6) Dans cet énoncé l'intervalle B peut étre l'intervalle (—ce, a) si a
est le plus petit zéro de x(t) ou lintervalle (b, + 00), si b est le plus
grand zéro de x(f), L'intervalle A peut étre du type (00, a) mais non
pas du type (b, +00), car dans ce dernier cas on aurait xx(4' > 0 dans A.
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(—o0, fj. Si x(t) posséde une infinité des zéros négatifs
1 existe au plus 2 intervalles exceptionnels.

D’aprés le lemme 2 il y a au plus 3 intervalles Ex d’aprés
e lemme 3 au plus un intervalle E2; si donc il y a au plus
2 intervalles £\ la premiere assertion du lemme 6 est évidente.
S'il y a effectivement 3 intervalles Ex les intervalles voisins
de l'un au moins de ces intervalles, soit de l'intervalle C,
sont tous les deux de longueur finie et d'aprés les lemmes 4
et 5 lintervalle C ou l'un de ces intervalles voisins est
simultanément exceptionnel de 1 et de 2 espéces; il en résulte
encore la premiére assertion du lemme 6.

Pour établir la deuxieme assertion de ce lemme remarquons
d’abord que l'un des 3 intervalles est un E2, en effet, en suppo-
sant le contraire on voit,en tenant compte du lemme 4 que
l'intervalle t283 estun E2. Supposons donc que l'intervalle tx t
soit un E2, il résulte alors du lemme 3 que les intervalles t2 83
et t3 t4 sont des Ex; on a certainement xx() > 0 dans l'inter-
valle t3ti car autrement il existeraient, d'aprés le lemme
4, deux Ejdont les longueurs seraient finies. Pour laméme raison
x(t) ne peut s'annuler dans l'intervalle (f4, + oo) et d'aprés
le lemme 5 ce dernier intervalle est un Ex ou I'on a xx(4) <0.
Cela n'est cepedant possible car si I'on a par exemple x{ (/) <0
dans cet intervalle on trouve, en intégrant, que I'on y a aussi
x(f) > 0 pour des grandes valeurs de t. Supposons mainte-
nant que l'intervalle t2 t3 serait un E2. Si I'on avait xx(4) >0
dans tx t2, l'intervalle t2 t3 serait un Ex, d'aprés le lemme 5,
et I'on aurait aussi xxw > 0 dans l'intervalle t3 t4 or nous
avons déja vu qu'il en résulte une contradiction. |l faut donc
supposer que l'on a xx() < 0 dans l'intervalle tx t2, alors x(t)
ne peut s‘annuler dans l'intervalle (—oo, tf) car autrement
il existeraient, d'apres le lemme 4, deux E2 dont les longueurs
seraient finies. Supposons enfin que c'est l'intervalle 83 t
qui soit un E2, on a nécessairement xxw < 0 dans l'intervalle
tx t2 car autrement il existeraient encore deux E? dont les
longueurs seraient finies. On voit comme tout-a-I'heure que
X(f) ne peut s’annuler dans l'intervalle (—oo, /j).
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Occupons nous maintenant de la derniére assertion du
lemme 6, supposons qu'il existe 3 intervalles exceptionnels;
nous venons de voir que ces intervalles ne peuvent étre
tous adjacents, donc l'un deux serait isolé. |l résulte du
lemme 5 que cet intervalle devrait étre un EXp et d'apres
le lemme 3 les deux intervalles restants seraient nécessaire-
ment des Ev En appliquant le lemme 4 & l'un de ces deux
intervalles on arriverait a la conclusion qu'il y a deux inter-
valles E2 ce qui n'est pas possible.

Lemme 7. Sz th t2 sont des zéros consécutifs de l'inté-
grale x(t) qui rte s'annule pas dans l'intervalle (—o0, ft) il
y a au plus 2 intervalles exceptionnels dont les longueurs
sont finies et qui sont situés a droite du point t—12

Supposons, au contraire, qu’il existe 3 de tels intervalles.
Daprés le lemme 6 ils ne peuvent étre tous adjacents et
I'intervalle  t2 ne peut étre exeptionnel. Il s'ensuit, en tenant
compte des lemmes 3, 4 et 5, que deux parmi les 3 intervalles
sont adjacents et le troisieme, soittn_i tn, adjacenta l'intervalle
<tn, + 00) ou Xx(t) ne sannule pas. Comme l'un des deux
intervalles adjacents est un E2 I'intervalle tn__| tn est un Ex dans
lequel on a xx«) > 0, car autrement l'intervalle voisin du cété
gauche serait un Ex, daprés le lemme 5. Il en résulte,

d'apres le méme lemme, que lintervalle (tn, + ce) est un Ex
ou l'on a xx{® <0, or nous avons déja vu que cela n'est
pas possible.

§ 6. Considérons un intervalle (a, b) entre les zéros
consécutifs a et b d'une intégrale x(f) de I'équation (2) ou
A (/) est une fonction continue et non croissante telle, que
0<A () <M. Nous allons voir que si lintervalle (a, b)
n'est pas exceptionnel et si x(t) s'annule pour une valeur
finie de l'intervalle (—o0, a) on a l'inégalité:

b —a=>(2+

7) Cette conclusion peut étre en défaut si l'intervalle en question est

(fn—L tn) et X(IT ne s'annule pas pour > tn. Or, dans ce cas on aurait

0 dans l'intervalle considéré et par suite Opourf >fn: ceci est
cependant impossible.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. 3
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De cette inégalité on déduit immédiatement, en tenant
compte des lemmes 6 et 7 le théoreme du § 1. Dans la
démonstration nous allons distinguer deux cas; nous suppo-
serons toujours que l'on a x(f) > 0 dans l'intervalle (a, b).

Premier cas: on a x" (a) > 0.

Si x"(a) >0,x" (f) s'annule nécessairement dans linter-
valle (a, ) ou X'(z) = 0 et xX'(t) >0 pour a<t<z. Si
X" (fl) —0(a< t)<z)et x"(f)<O pourtl< t<z onax" (fl) <0,
donc x™(t) s'annule aussi dans (a, b), cet intervalle est donc
complet (cf. § 2), d'apres le lemme | sa longueur surpasse

M>4. Nous pouvons donc supposer que l'on a x" (a) <0.
Considérons la valeur c telle, que c<a, x(c) =0, x(f) <0
pour c<t < a, et désignons par z le zéro de x (f) situé dans
I'intervalle (c, @) ou le plus grand de ces zéros, sl y en a
plusieurs. L'intervalle (z, a) contient nécessairement des
zéros de x"(f), désignons par p ce zéro (ou le plus grand
d'eux, s'il y en a plusieurs). Soit r ce zéro de xw(t) qui
est situé dans l'intervalle (a, b); si xXW(t) s'annule dans [l'in-
tervalle (c, a) soit r le zéro correspondant, posons enfin h =
Max (p, r). (Si r n'existe pas on ah—p). x«)(t) est crois-
sante dans l'intervalle (c, a) on a donc évidemment: xW (r) —
x«)(h) < o et par suite, en tenant compte de I'équation (2):

.
FA() x () df =0 donc, A(f) étant non croissante,
h, .
(3) ~N@)fx (f) df=0
h
Si nous désignons par S laire limitée par Il'ordonnée
t=h, le segment ha de l'axe ot et la courbe x = x(f) et
de méme par S' l'aire limitée par l'ordonnée t =r, le seg-
ment ar' de l'axe ot et la courbe x—x(f), l'inégalité (3)
peut s'écrire:
4) S'>5
Or l'arc de la courbe: h<<t <z, x =x(t) est concave car
nous pouvons supposer, d’apres ce qui précédé, que l'on
a x"{f) < 0 pour h<t<z il sensuit que l'aire S est plus
grande que l'aire A du triangle rectangle dont les cétés sont



SUR LES ZEROS DES INTEGRALES 35

situés sur la tangente a la courbe x =x(t) au point t=a,
sur I'axe Qt et sur I'ordonnée t=h. De méme l'aire S' est
plus petite que l'aire A' du triangle rectangle dont les cOtés
sont situés sur la méme tangente, sur l'axe Of et sur l'or-
donnée t=r"8). Il résulte donc de (4) que lI'on a a for-
tiori, A'> A et par suite r'—a=a—h. Sih—p on a
donc b—a>a—p, cad. b—a>](b—p); or, lintervalle
(b, p) est complet, nous obtenons donc, en tenant compte
du lemme 1, l'inégalité:
(5) b—a=iM~-"
Supposons maintenant ge h—r. Nous partirons de I'iné-
galité: x™(@) —x"'(p) >0, qui peut s'écrire sous la forme:
r u a u
FdufA()x(t) dt < fdujA(t)x(t) dt
P r r r
A (t) étant non croissante on peut remplacer dans cette
inegalité A(t) par "4(r) et il vient ainsi:
| gl @ | a2auu
(6) yduJd x(t) dt < | J*duJd x(f) dt
p r r r

Or x(f) est croissante dans l'intervalle (p, a), on a par suite:

f;((t) dt>(r—u) Ix(r)| (p<u<r)

r

[ Ix@dt| < U—r)[y@) ] (r<u<a).
r
En intégrant ces inégalités et en tenant compte de l'iné-
galité (6) il vient: |(r—p)2 x(r) |[<y (@—r)2 | x(r) |, c. & d.
r—p<a—r. Or, nous avons vu que l'on a: a—r< r—a < b—a,
on obtient donc l'inégalité b—a=y(b—p) et lintervalle
(p, b) étant complet:

(7) b-a=iM~~"

§) On suppose que l'intervalle (a. fe) ne contient qu'un seul zéro Z'
de x (f); dans le cas contraire cet intervalle serait complet.

3*
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Deuxieme cas: on a x"(a) < o.

L'intervalle (a, b) n'étant pas un E? s'y annule
exactement une fois, si cet intervalle contenait un zéro de
x"(t) il serait complet, on peut donc supposer que l'on a
x"(7) <0 dans tout intervalle. Des lettres c, p, r, r', h...
ayant la méme signification que dans le premier cas si h =p
le raisonnement employé dans ce cas s’applique sans modi-
fication et nous obtenons encore l'inégalité (5).

Supposont maintenant que h=r et désignons par ' le
zéro de x”(f) situé dans l'intervalle (a, b). On a visiblement
x"\p) <0, donc x"™(q") —x"'(p) > 0, I'inégalité qui peut s’écrire:

T*Uj*A (t) X () dt<0

p [
ou encore:
ru au

J*=duj*A xXdt +3auirAxdt +

p r r r

a q' u
+ (g —a) Jaxdt+j~du sAxdt<0

r a a

On constate sans peine que le premier et le dernier termes
de la derniére inégalité sont positifs, tandis que le deuxieme
et le troisieme termes sont négatifs, il en résulte que nous
pouvons supprimer le dernier terme de l'inégalité et — A (f)
étant non croissante — remplacer dans les trois premiers
termes A (f) par A (r), il vient ainsi:

u a

r u a
Jduj'xdt +fdufxdt+ (g —a)j"xdt< 0
o] r r r r
On voit comme dans le premier cas que le “premier terme
de la derniére inégalité est supérieur a y(r—p)2 | x (r) | et que
le deuxiéme terme est inférieur, en valeur absolue, a y (a—r)?

I x(r) | ; le troisieme terme est évidemment inférieur, en valeur
absolue, a (g'—a)(a—r) |x(r) |. En définitive nous obtenons
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l'inégalité: y r—p)l—y (@—rn2—(@g —a)(a—r)<o. Or,
nous avons déja vu que l'ona: a—r<r' —a <b—a, il vient
ainsi: b—a> (2+ V3)-! (fr—p), donc, l'intervalle (p, b) étant
complet:

(8) b—a>(2 +V3)"

Les inégalités (5), (7) et (8) entrainent bien [Iinégalité
énoncée au début du § 6 et par suit™ le théoréme du § 1.



UNE GENERALISATION D'UN THEOREME
DE CANTOR-LEBESGUE.

par
W. Orlicz (Poznan)

L'ensemble B de nombres réels de lintervalle <a, b> est
dit base rationnelle lorsque chaque nombre réel x admet au
moins une représentation

X =riXj + r2x2 +...+ rkxk,

ou r, sont des nombres rationnels et xI,x2,...xk appartien-
nent a B.

Si cette représentation est unique, la base est dite base de
Hamel.

En suivant la méthode de HAMEL!), on peut démontrer sans
peine que toute base rationnelle contient un sousensemble
qui constitue une base de Hamel.

Les ensembles de mesure positive de Lebesgue et les
ensembles boreliens de ll-eme catégorie de Baire fournissent
des exemples importants de bases rationnelles. On obtient
une autre classe intéressante des bases rationnelles comme
il suit: soit g>2 un nombre naturel, cltc?,...,cn (n<g, Cj<g)
des nombres naturels, I'ensemble des nombres de I'intervalle
<0,I> qui admettent au moins un développement g-adique
dans lequel les chiffres clt...,cn manquent, constitue une
base rationnelle. On voit p. ex. que I'ensemble triadique de
CANTOR appartient a cette classe; ceci montre que les bases
rationnelles peuvent étre non denses et de mesure nulle. Il
existe aussi des bases rationnelles non mesurables au sens
de Borel, telles sont p. ex. toutes les bases de Hamel, il

*)Voir: G. Hamel, Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Losun-
ggg d4e6r2 Funktionalgleichung  f (x-\-y)—f(x)+f(.y), Math. Ann. 60 (1905) p.
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existe de méme des bases non mesurables au sens de Le-
besgue. Telle est p.ex. lI'ensemble bien connu de VITALI.

Les fonctions réelles f*x), f2(x),..., f(x) sont dites liné-
airement indépendantes au sens fort dans l'intervalle (fini
ou infini) <a, si, pl,p2,...,pn étant des nombres réels
qui ne sont pas simultanément égaux a 0, la combinaison
linéaire

Pi fitx) + p2 f2(x) + ... +p,, fn(X)

ne sannule dans <a,b> que dans un ensemble au plus
dénombrable.

On obtient des exemples bien simples de fonctions
linéairement indépendantes au sens fort en considérant les
polynébmes trigonométriques

Pfi(X) —"a,,f)+ (S(k) cos ix + b-k sinix) , k=1,2,...,m

dont les coefficients a/l’, a,(2),..., a,(m), b,(l), bf\..., bfm} sont
linéairement indépendants pour i —1,2,...,m, ou les fonctions

fkM — Qk(x—[X]), ou Qfc(x) = ~anx'", k=1,2,... ou

n=20

x|<1 et les coefficients a/l’,a" ,...,a,(m sont linéairement
indépendants pour i=0,l...

Le résultat principal?) de la Note présente est la géné-
ralisation suivante du théoréme classique de CANTOR-
LEBESGUE3) sur les séries trigonométriques qui convergent
dans un ensemble de mesure positive:

Soient f(x) et g (x) des fonctions réelles définies dans
(— + °°) de période 1, linéairement indépendantes au
sens fort dans <0,I> et discontinues dans un ensemble au
plus dénombrable. Si la série

’\2/? Les résultats de cette Note ont été présentés a la Société Polon.
de Mathématique, Section de Cracovie, séance de 20. XI. 1945,

3 Coznggarer: A. Zygmund, Trigonometrical séries, Warszawa (1935)
Spéc. p. 26/.
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oo
nKnx) + bng(nx)j
n=1
converge pour chaque X appartenant a une base rationnelle,
on a lima =20, lim bn=0.
n—>00

n—>00

Ce théoreme est une conséquence immédiate du théo-
reme 1 que nous allons démontrer dans la suite.

Nous désignerons par «2,... une suite arbitraire des
nombres, par coj,<02,... une suite des nombres telle que
©n==0 et &n->+«s.

Lemme. Soit B une base rationnelle; il existe pour
toute suite partielle <lt, un nombre xeB tel que I'en-
semble des points d'accumulation de la suite

coy X + m&,—[co, X +$,.]
est de puissance du continu.

Démonstration. Convenons d'écrire xn4- x0 pour
désigner que la suite x, — [xJ, X2 —[x2],... converge vers
X0— [x(0], ou bien qu'elle n"'admet que les valeurs 0 et 1 au plus
comme des points d'accumulation, suivant que x0— [x0] >0
ou X0—[xol —0. On voit sans peine que la relation xn4-x0
équivaut a énxXn' e2ll*'. Cette remarque entraine des
propositions suivantes qui nous seront utiles dans la suite:
a) lorsque xn4-x0 et xn4-y0, on a X0=y0l+s, ou s est un
nombre entier; b) si X, 4-x®,..., x,f)4-xN', on a
HANEX<2)E... £X?)-4Ex<D)Ex<)=*... xx<ft) c) toute
suite Xj, x2,... contient une suite partielle xZ, xzj,... telle que
X,.4-x0; d) si la suite x, — [xJ, x2— [x2],... admet un nombre
fini ou dénombrable des points d'accumulation et r est
un nombre rationnel arbitraire différent de 0, la suite
rXj— [rxj, rx2—[rx2],... admetaussi un nombre fini ou
dénombrable des points d’accumulation.

Pour démontrer notre lemme, supposons que pour
tout xeB l'ensemble des points d’accumulation de la suite
cox+ —["x+ Mi, X + M, —[<% X + #/sL-+» est au plus
dénombrable. On peut admettre d’aprés c) sans restreindre la
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genéralité qu’il existe un & tel que #:.4-$, car on peut

toujours remplacer la suite d’indices I, 1>... par une suite
partielle. Soit y=rlIxl +r2x2 +... +rkxk, ou xteB et n
sont des nombres rationnels; désignons par Alt A2,...,Ak A
les ensembles des points d’accumulation des suites

>, IPXP— K. P*Pb  rpxp— K rp *PLeve P=1, 2,...Kk),
"z,y—["9 "zy—Kypw

respectivement. Pour tout ae A, on peut extraire de la
suite Zv 22,... une suite partielle ky, Kk2,... telle qu'on ait si-
multanément

y 4-a, Ok rj Xi4- al( coft. r2 X24- «2,..., 2k rk Xk 4- af,

ou aaeA/l. Daprésb)onaa=ar+al+ ..+ ak+s, s étant
un nombre entier convenablement choisi. Les ensembles des
points d’accumulation des suites akixp + Xp +

mkxP + N\ ““[\/p + 'M’-"  (P=D 2>- étant au Plus
dénombrables, on a le méme pour les suites o>t xp— [ coki xp ],
cofeixp — [a'fexpl,"™ (P =1I» 2,... k) et d'apres d) les ensembles
Alt A2,... Ak sont au plus dénombrables. 1l en résulte que
pour tout y l'ensemble A est aussi au plus dénombrable.
On obtient ainsi une contradiction, car un raisonnement
élémentaire montre qu'il existe des nombres y pour qu'ils les
points d’accumulation de la suite coZiy— [coZiy], . y—[®zy],...
remplissent l'intervalle <0,I> tout entierd). En effet, remar-
quons que l'ensemble des x assujetis aux inégalités

W—S<kX—[kX] < le—S|—S: Is’ =,-.. est

composé des tous les intervalles

§) Ce n'est gu'un cas special d'un théoréme connu, que nous allons
démontrer ici d'une fagon élémentaire. En effet on sait que E)Iesque tout
jouit de la propriété en question, voir: G. H. Hardy et J. E. Littlewood,
Some problems of diophantine approximation, Acta Math. 37 (1914?_ p. 155239,
spec. p. 181, th. 140, comp, aussi S. Mazur et W. Orliez, Sur
quelques fro riétés de fonctions périodiques et presque-périodiques, Studia
Malt_h. I9 (1940), ou se trouve une généralisation du theoreme de MM. Hardy
et Littlewood.
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ol m—0,x1, £2,... Rangeons tous les nombres rationnels
de lintervalle (0,1) en une suite ug, w2,... et désignons par

wW— - +A
orm  lintervalle------- S50 C=SNNN S+—oul<w<l—1
cot ot l (juj S S

Il existe une suite partielle kv k2,..., extraite de la suite 1, I2,...,
et des suites de nombres naturels m™m~... et,sl,s?,... telles

que "4* D<M 3 ...Pour tout y appartenant au pro-

duit de ces intervalles, les points d’accumulation de la suite
— [caZly], 2y — [coBly],... remplissent l'intervalle <O,I>.

Nous avons démontré que I'ensemble des points d'accu-
mulation est indénombrable. Mais, cet ensemble étant tou-
jours fermé, il en résulte gu'il est de puissance du continu.

Théoréme 1. Soient fAx), i=1,2,....k, des fonctions
réelles définies dans l'intervalle (—°° + °°) de période |,
linéairement indépendantes au sens fort dans I'intervalle
<0, Z> et dont les ensembles des points de discontinuité
sont au plus dénombrables.

Si pour tout x appartenant a une base rationnelle B la
suite
(1) an fiCMnx + ™ + ~"N\nx + #,)+...+a,,f) Tk(conx+&,,")

est convergente vers 0 ou bornée respectivement, les suites

1) 2 &)
an ’ an >eee» an

sont convergentes vers 0 ou bornées respectivement.

Démonstration. Posons
n (X) —a™ fi (X) + a® f2 (x) +... + a™ fk(x),
dn—Jlan'|+ |a®| 4+ |a™

et admettons d’abord que <In(x)-*0 pour tout xeB. Suppo-
sons que la thése du théoréme ne soit pas vraie. Il existe-
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rait alors une suite dindices IvI2,... telle que d.=d,

ou d>0. De plus, on peut admettre que les relations
>

1
Il|> 5,—=pk sont remplies pour k=1, 2,..., n. En vertu

du lemme, il existe un x0e B tel que I'ensemble D des points
d'accumulation de la suite

=% *0 +\ —1 1+ &it F
est de puissance du continu. L'ensemble C de ces points
de D ou les fonctions ft(x) sont simultanément continues
est donc aussi de puissance du continu. Soit (eC et dési-

gnons par k2,... une suite partielle extraite de la suite
Zj, 12,..., telle que ufef->E. On a

Pi A(f) + P2EX(F) + ... + Pkfkn)

ou|Pi|+ |p2 + .. +|Pk|=1 On aainsi Pi f/T) + p2f2(f)+
¢ + Pkffc(f)—0 pour chaque feC; il en résulte une
contradiction puisque, les fonctions ft(x) étant linéairement
indépendantes au sens fort dans <0,7>, on a

[Pi| + |p2| + ... + |pfc] =0.
Admettons maintenant que n|~i£5‘o| <n (X) | < + 00 pour tout
x e B. Soit rl r>... une suite quelconque qui tend vers + °°
et soit an = a® /r,, ,,(X) =< (X)/ m.
Pour tout xeB, on a (xX) ->0; il s'en suit d'aprés ce
qui précede que a™ -*0 pour I=1,2,...k, ce qui entraine
évidemment lim | | <+ °° pour i=1,2,... k.

On obtient le théoréme de CANTOR - LEBESGUE en appli-
quant le théoreme 1 pour n==2, //X) = cos X, /2(X) = sin X,
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»n=n, & = 0 et en prenant pour B un ensemble de mesure
positive. On obtient aussi ce théoreme d'un cas special du
théoreme 1, a savoir pour n =1, qui s‘énnonce comme il
suit:

Théoreme 2. Soit f(x) une fonction réelle de période |,
discontinue dans un ensemble au plus dénombrable et qui
ne s'annule que dans un ensemble au plus dénombrable. Si
B est une base rationnelle et que I'on a pour chaque xeB

. 00 _
nI_|>rL10 anjf(%x + #n) =0,

on a )
lim an=0.

n->00

Supposons que la relation
2 lim (ancos nx + bnsinnx) =0

n*~>00
a lieu pour tout x appartenant a une base rationnelle B.
Puisque
ancos n X + bnsinnx=7]/ak + bRcos (nx +

on obtient en posant wn=n et en appliquant le théoréeme 2
3) lim an— lim bn=0.

Si B est un ensemble de mesure positive dans <0, 2n>
nous sommes dans le cas du théoreme de CANTOR-LEBESGUE.
Supposons maintenant que (2) a lieu dans un ensemble de
Il-eme catégorie dans <0, 2n>. 1l s'en suit que I'ensemble
de tous points ou la suite {ancos nx + bnsinnx} converge
vers 0, qui est un ensemble borelien, constitue une base
rationnelle, et par conséquent on a (3); c'est le contenu d'un
théoreme de W. H. YOUNG 5).

Les exemples suivants montrent que les hypotheses dans
le théoreme 2 sont essentielles.

Il existe une fonction continue qui s'annule dans un
ensemble parfait non dense, pour laquelle la thése du
théoréme 2 n'est pas vraie.

5W.H Young A note on trigonometrical sériés, Messenger of
Mathematics 38 (1909) p. 44 —48.
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En effet, considérons l'ensemble triadique de Cantor
comme une base rationnelle B dans <a, et définissons
la fonction f(x) en posant f(x) =0 pour xeB, f(x) égale
a la distance du point x de I'ensemble B pour tout
xe<0,I>— B et prolongeons la fonction f(x) périodique-
ment sur tout l'axe réel. Posons an=1 pour n—1,2,..;
on anl_ixyoanf(3n xX) =0, x eB, puisque 3"x —[3"x] e B sixeB,
mais la relation nIig)l0 a,— 0 n'est pas remplie.

Il existe une fonction mesurable partout différente de 0,
discontinue dans un ensemble non dénombrable, pour la-
quelle la these du théoreme 2 n'est pas vraie.

Soit B une base de Hamel extraite du I'ensemble tria-
diqgue de Cantor C. On peut admettre évidemment que
leB. Si ueB, veB, ud4=Il, v4=1 u=v et si m et n sont
des nombres entiers différents, on a nu— [nu] 4= mv—[mv].

Posons:
1

n+2 bour x—3nu—[3"u], ou ueB, u=bl,
j. pour xeC, X =4=3nu— [3"u], ou ueB,
)= 7 ey
1 pour x =0,l,
1 pourxe<0,l>—C,
et prolongeons la fonction périodiquement sur tout I'axe
réel. La fonction /(x) est partout différente de 0 et discon-
tinue pour xeC. Posons an=Il pour n—1, 2,...; on a
hi_rpogn f(3"x) =0 pour tout x e B, mais la relationn_ljglg an—20

n'est pas remplie.
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KO =A(— k=12 =0 1,... K—1
(n+ kv)! k=12, n=0l,...k—1)
par

Jan G.-Mikusinski (Lublin)

v=0

Ces fonctions peuvent étre considérées comme une géneé-
ralisation des fonctions trigonométriques: notamment on a
pour k=2: 20(x) =cosx, 2!(x)=sinx. Nous nous propo-
sons d'étudier les propriétés générales de ces fonctions.

1. On a évidemment

kN(x) = kn__t(x) pour 0<r<n <Kk,
(1) k"M = —kn_r+kM  pour O<n<r<k,
K.K(X) = (—=Dvkn(x)  pour v=1,2... .

2. Si le nombre k est fixé, les k fonctions
2 kO(x), ... (x)
constituent un systéme fondamental de I'équation différen-
tielle de k'éme ordre

3) Y(it) + Y =0,
tel que
4 kM) (0)=5m*) (r,n=0,...,k—1).

Or,kintégrale générale de (3) peut s'écrire sous la forme

P ar exp [y cos™) + i IX§IN™+ Al si k est pair,

r=1

(5) k—1

2 - -
aoe_x+ arexp [ X cos—] *sin[xsin +AJ,

r=1

si k est impair.

) 8m =1 pour r—n, 8m =0 pour r#=n.
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En choisissant les constantes ar, /r d'une maniére conve-
nable, chacune des fonctions kn(x) peut donc s'exprimer
a l'aide de la fonction exponentielle et de la fonction sinus.
On a par exemple:

10(X) =e_x, I(x) = |le~*—]| el sin(-"Xx—

20(x) =sin (x —#— 3/X) |-e~x + |el sin(-"X + ],

2i(xX) = sinx, A(X)="e_*+ |elsinpj™"x— etc.

Remarquons encore que, (2) étant un systeme fondamental
de (3), il existe au moins l'une parmi les fonctions (2) pour
laquelle le coefficient ai dans (5) est différent de zéro. Cette
remarque nous sera utile dans la suite.

3. On vérifie sans peine que la fonction kn(x +y), ou y
est supposé constant, satisfait encore a I'équation (3). Comme
(2) est un systeme fondamental, il s’en suit que
(6) kn(x +y) =ki(*)'al +  +~k-i1(*),afc_i,
ou les coefficients al,..., ak_| ne dépendent pas de x. Pour
déterminer ces coefficients nous dérivons (6) r fois

k, X+y)=Kk,J,)(X)ral+... +kk_{x)eak 1L
Lorsque x—0, cette formule donne, d’apres (4) et (1), succes-
sivement pour r=20, 1..... k—1:
al = kn(y), ai =kn_Ti(y\..., an=KkI(y),
an+1=—kk_"y), an+2 =—Xkfc_2(y),..., ak_i = kn+i(y).

On est amené ainsi a la formule
(7) fen(x +y) =
ko(x)fen(y)+...+kn(x)AE0(y)—kn+1(x)AEk_i(y)——kk_x)kn+I(y).

Cette formule est facile a retenir, car la somme des
indices est dans chaque produit congruente avec n modulo k.
Le signe du produit est + ou—suivant que cette somme est
égale a n ou n+ k.

En particulier on a

10(* +y) = loW lo(y)>

20(x + y) = 20(x) 20(y) — 2i(x) 2/y),
2/x +y) = 20(x) 2t(y) + 2/x) 20(y),



48 JAN G.-MIKUSISISKI

30(x +y) = 30(x) 30(y) — 3/x) 32(y) — 32(x) 3j(y),
3t(x +y) = 3,,(x) 3j(y) + 3/x) 30(y) —32(x) 32(y),
32(x +y) = 30(x) 32(y) + 3j(x) 3i(y) + 32(x) 30(y) etc.

Les trois premieres égalités expriment évidemment les
théorémes d’addition pour les fonctions exponentielle et tri-
gonomeétriques.

En posant, dans (7), y =x on obtient les formules pour
I'argument double; cependant, en posant y =—x on peut
obtenir, pour n et k pairs, des formules qui correspondent
a la formule trigonométrique sin2x + cos2x = 1.

4. La matrice

chV’u). .., k% "(x)

() . feo(x)
()

peut étre envisagée comme celle du systeme fondamental
des intégrales du systéeme d'équations
9 Vi=V¥2,.,Yk =Yk Yk=—wyv

Pour étudier ce systétme nous appliquerons les méthodes
de mon travail ,,Sur un probléme d'interpolation pour les
intégrales des équations différentielles linéaires“ (Annales
de la Société Polonaise de Mathématiques, T. XIX, 1946,
pp. 165—205) et nous adopterons la terminologie y em-
ployée. Considérons le complet de déterminants C (p. 172)
de degré 2, formés déléments des deux derniéres lignes
de la matrice (8). Ces déterminants satisfont a un
systeme d'équations U qui, dapres le théoréme du § 5.3
(p. 201), est positif (p. 181), car le systtme (9) est du
type SCG* (p. 199). Il s'en suit que les déterminants
C sont non négatifs pour x > 0, car ils s’annulent tous

K\(X\ k'a(x) . ) .
pour x = 0, sauf k~x), ki(x) aui est égal a 1 pour x =0.

De plus, le systeme (9) est connexe (p. 193) et il en est
de méme de U2 (p. 197). Donc, tous les déterminants C
sont positifs pour x > 0.
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Considérons maintenant deux fonctions quelconques
kp(x) et kg(x). Le déterminant

_ kKp(), ka(x)
X = 0, ka(®)

est, a signe preés, égal a I'un des déterminants C, il est donc
constamment différent de zéro pour x >0. Il s’en suit que
les zéros des fonctions kp(x) et kg(x) sont simples et
ne peuvent pas se confondre. Nous démontrerons encore
que si Xj et x2 (0<Xj<x2) sont deux zéros consécutifs
de kp(x), il existe entre xt et x2 exactement un zéro de
kq(x). En effet, si lI'on avait fcg(x) =4=0 pour Xj<x<x?, la
fonction <p(x) = k(9 serait continue pour Xj < x < x2 et nulle

aux extrémités de cet intervalle. On aurait donc </© =
0 pour xx<T<x2, ce qui estimposible, car x© 4= 0.

Il existe donc un zéro de kg(x) entre xt et x2. Ce zéro
est unique. En effet, s’il y en avait deux et g2 il existe-
rait, par raisons de symeétrie, un zéro de kp(x) entre et %2
et les zéros xI; x2 ne seraient pas consécutifs.

On voit facilement d’aprés (5) que toutes les fonctions de
la suite (2) ont une infinité de zéros positifs (pour fc>2).
Comme les fonctions kp(x) et kg(x) ont été choisies arbi-
trairement, il résulte de ce que nous venons de dire que
ces zéros s'entrelacent pour chaque couple des fonctions de
la suite (2). Cette propriété est bien connue, dans le cas
k —2, pour les fonctions sinus et cosinus.

5. Ecrivons l'une quelconque fen(x) des fonctions (2) sous
la forme (5) et soit r le moindre indice positif, tel que

«ar4=0, S <o) =arexp pc Cos"Yj o ygit facilement que

F rx
ie quo{’ien{ knM e]f la fonction sin x sin £ +A.] différent

trées peu pour x assez grand et qu’il en est de méme de
leurs dérivées. Il s'en suit que les zéros de ces deux fonc-

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. 4
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tions .different aussi trés peu pour x assez grand. Si donc
XX, X2,..., est la suite croissante de zéros de kn(x), on a
lim (xn+ —xn) =--------
n—»ce o rm
Sin '
Nous démontrerons qu’on a toujours

(12) lim (xn+i —xn) =—=-----
n=ee sin
k

En effet, il existe au moins l'une fc,0(x) des fonctions (2)
pour laquelle ~=1=0. La relation (11) est donc vraie pour
cette fonction. Si l'on avait maintenant (10) avec r>2
pour quelque fonction k,(x), les zéros de knf)(x) et de kn(x)
ne pourraient pas s'entrelacer, ce qui est en contradiction
avec le paragraphe précédent.

Nous avons ainsi démontré que les distances des zéros

voisins de chacune des fonctions k (x) tendent vers ——

smk
k

a mesure que ces zéros s'éloignent vers l'infini. Ce fait est
trivial, dans le cas k—2, pour les fonctions sinus et cosinus.

6. D’aprés la formule de Taylor on peut écrire, en pro-
fitant des relations (1) et (4),

kn(x)=ivin(x)+"y!k,,(|1), ou vvfcn(x)—>r§i (nx+ Wi

kn(x) = TFfen(x) — EnCy, oll iFKI() = m  (n+fo)! 4
n+2fc

+ (42K ° <1< X

Désignons respectivement par pkn, pkn et Pkn les moin-
dres zéros positifs des trois fonctions wkn(x), kn(x) etWkn(x).
Un raisonnement tres simple conduit aux inégalités
(12) Pkn < Pkn < Pkn *

Ces inégalités peuvent servir a une appreéciation approchée
des valeurs des moindres zéros positifs de fc,(x). On a,
en effet,
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(13) pfn = ~Mn+D...(n+k), Pkn< ]/2 J/(n+])...(n+K).
L'égalité pour pkn est évidente. Pour démontrer la der-

niére inégalité pour Pkn il suffit de vérifier que le polynéme
Wikn(x) est négatif pour x = ]/2 J/(n+1)...(n+k). En effet,
en substituant cette valeur dans Wkn(x\ il vient aprés quelques
calculs trés simples

4 n+1)..(n+Kk)__,

(nd~k 1)..(?+2Kk)/
et, en vertu des inégalités 0 < n < k—1,

D’ou Wkn(x) < 0 pour k=>3.
Les formules (12) et (13) donnent
(19 1< Yo £9). (il < V2
Cette formule a été démontrée pour k=3, 4,..., mais on

peut veérifier directement qu'elle est encore vraie pour k = 2.
On déduit facilement de (14) les relations suivantes:
lim _f —1; lim :
—co Kk e’ k"0 Kk e'
Les valeurs approchées de pkn, pour les indices k < 6r
peuvent étre arrangées dans le tableau suivant:

0 1 2 3 4 5

1571 3142

1'850 3009 4'232

2'221 3345 4443 5553

2’605 3728 4’790 5’828 67853
2994 4’141 5217 6265 7'299 8324

o o1 B W DN

dy



ON A THEOREM OF HADAMARD

by
A. Zygmund (Chicago)

§ 1

The very well known result of Hadamard asserts that if

a lacunary power series
> ckz k = (2)

)
with rtk+ j/nt>q>1 has a finite and positive radius of con-
vergence, the function f (z) is not continuable across the circle
of convergence. This theorem was considerable generalized
later. In particular, we know that the function /(z) is still
non-continuable, if instead of the condition nk+1/nk>qg> 1
we merely assume that nft+ 1— nft-> + 00. In this note we
propose to generalize Hadamard's theorem in a different
direction.

The main generalization is given in this section (Theorem 1,
below). Further extensions are given in section 2.

There is another formulation of Hadamard's theorem,
bearing on lacunary trigonometric series

oo
2 5 al + 2 (akcosnkx + bksinnkx)
k=l

(e]e)

and on the associated harmonic functions

(ak COSnkX + bksin2kx) r

-+ 00
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In what follows we consider only real-valued series
(extensions to complex-valued ones being immediate), so
that c_k=ck for all k. Whenever we write the condition
nk+l/nk > q>1 we shall always mean it for k—1,2, ...
Let z—re'x, and let us assume for simplicity that |[z|=1
is the circle of convergence for (3). Then the function
u (r, X) cannot be continued as a harmonic function across
|z| = 1. For otherwise, we could also continue the conju-
gate harmonic function

v(r,x) = k°2=°1 (ak sin nkx — bk cos nkx) r"ft,

and so also the analytic function f(z) =u + zv, Or to put
it slightly differently, if the trigonometric series (2), with
its missing terms replaced by zeros, is uniformly summable
by the Abel method on an arc a<x </3 to a limit function
which is an analytic function of x, then u (r, x) is harmo-
nic in a circle j[z|<1 +¢e>0.

Theorem i. a) Suppose that the series (2) with
rik + I/nft>q > 1 zs convergent for every x belonging to a
set E of positive measure, and that the sum f(x) of (2)
coincides on E with a function <p(x) which is analytic in
an interval (a, containing E. Then the function (3) is
harmonic in a circle [z| <1 +¢e>0. Db) If (2) converges
to 0 in a set E of positive measure, then the series va-
nishes identically.

Let us first observe that nothing would be gained here
by considering instead of convergence the Abel summability,
or summability by any linear method, of the series (2).
For it is well known (see Zygmund [5], p. 120) that if a
lacunary series (2) is summable by any linear method of
summation in a set of positive masure, the series converges
almost everywhere. For Abel's summability we even have
a stronger result. (Hardy and Littlewood [2]). namely that
if (2) is Abel summable at any point it is convergent there.

Part b) of the theorem is not new (see Zygmund [6]).

We begin the proof of the theorem by a few auxiliary
remarks.
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() Letg(x) be ameasurable function defined for 0 <x <23t
Then there is a sequence of numbers hn independent of x,
tending to zero, and such that g(x + ftn) ->g(x) for almost
every x. Moreover, {hn} can be selected from any given
sequence {/<,!->(). (Auerbach [1]).

Without loss of generalite, we may assume that g(x) is
periodic of period 2jt. If g(x) is bounded (or merely inte-
grable), then, as is well known,

2jt

lim flg(x+h)—g(x)!dx =0
h_>00J:g( ) —9(X)

2jt
and so J|.g(x+.kn) — g(x)|c/z->0.
0

It is therefore sufficient to apply the familiar fact that
from every sequence of functions converging in the mean,
we can select a subsequence converging almost everywhere.
For the general case, we consider the function

X(X) =g(x)/{l + g|(X)|}, which is bounded.

(I1) Let E be a measurable set of points situated in the
interval (0, 2 ji). We can then find a sequence of numbers
\hn\-Mj and such that for almost all xeE the points x+hm
will belong to E for m > m( (x).

For let jf(x) be the characteristic function of the set E,
and let {kn} be any sequence tending to zero.. From it we
can select a sequence In such that /(x+ n)->f(x) almost
everywhere, and from {In} a sequence {ftm} such that ffx — hmf
~(x) almost everywhere. Since f takes on the values 0, 1
only, the relation /(x+ft*) f(x) implies that ffx+hm) =
—f(x) for m > mi (x).

(1) If a lacunary series (2) is summable by a linear
method of summation in a set of positive measure, then
the series 2(ak-\-bR) converges.

This is well known. (See e. g. Zygmund [5], p. 120).

(IV) Let E be a set of positive measure and situated in
the interval (0,2n). Let A be a given number greater than 1.
There is then a number p0 = g, E) such that the sum
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/(X) of every series (2) satisfying nk+dnk > q > 1, al = 0,
and  >>( satisfies the double inequality.

(4)
A“LE]_ L (ak + bk) < FR dx< a\e—l ~  (ak + bk)

E

This result is known though it has not been stated expli-
citly. Its proof is part of the proof of the theorem on p. 69 of
Zygmund [5]. Only the first inequality (4) will be needed
here, and any fixed value of A say A=2.

We now pass to the proof of part a) of the theorem.
Let E be the set of the theorem. There is a sequence {hm}-> 0
such that for almost every xeE and for all m large enough
X = hme E. Hence

<p(x+ hm) — ¢ (x— hm) _ f(x + hm) —F(x— hm)

2hm voomoes 2hm
M : sin nkh
nk (bk cos nkx—aksmnkx) nh
k=I k

As m-*°° the left side here tends to ??'(x), and so almost
everywhere in E the series Ank (bk cos nkx — ak sin nftx) is
summable by a linear method of summation to sum g?(x)
(the method applied is the familiar method of Lebesgue,
the parameter h tending to 0 being confined to a fixed
sequence of values).Let us denote the series (2) by S, and
let denote the series obtained from S by repeated
termwise differentiation. On account of (Ill), the series
A nk (ak + bk is convergent. Thus there is a set Er contained
in E and of the same measure, and such that the series S
converges in Ej to sum <’ (x). Repeating the argument’ we
see that there is a set E2 c El, such that |[E2 — |Ej| = |E],
and that S" converges almost everywhere in E2 to sum <p" (X).
Generally, there is a set EvC Ev_i C ... C Ej C E, with
'Ev| == E| and such that S(V) converges in E to sum <) (x)
Oo'=1,2,.)

Let E* =E E, E2..., so that E*QLE, |[E*|=|E| Letus
apply the first inequality (4), with A =2, to the series 5«
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and to the set E*. By rejecting a few first terms of the
series (2) which merely changes the function ¢, we may
assume that nr> ufj(X =2, q, E*). The integral in (4) is not
changed if E* is replaced by Ev. Hence

00
(A + A AaAV< 2

®) dx.

k=1
We may assume that the interval (a, /?) of analyticity of ¢
is closed. We then have a familiar inequality (a conse-
guence of Cauchy's formula for
[gNe(X) |CM. TG v (a<x-Clh)
where M and ¢ are positive numbers independent of v
Hence, denotlng by Mi another constant, and writing.

k=4 + b2)2 we get from (5) the inequality

/h yk n2v < (Afj vl ¢ v)2,
k=i k
and in particular,

(6)
Let us set v=  <bnft] = the integer part of ydnk. Then

by (6), _
yklhk”~ M~kCy/dn,) y k < 31i lhfe (2)

and so lim sup ykl™<<2~w < 1, which proves part a)
of the theorem.

The proof of part b) is still simpler, Initially the fun-
ction ¢ is identically zero, but in order to apply (w) we
have to drop a few first terms of S, so that ultimately < is
a trigonometric polynomial of order m less than n{ It is
clear that | v | does not exceed Mmv, where M is the sum
of the absolute values of the coefficients of < The first
inequality (5) thus leads to

Mknk < 43fm™
Let us assume that jg =1=0. The last inequality then gives

7.nd = 2Mm
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which on account of m<< ni is impossible for v large enough
Hence /2 *s zero, and so are all the subsequent ys. Thus
the function f is a trigonometric polynomial of order m.
Since it vanishes in a set of positive measure, it must be
identically zero.

Remarks: 1. The theorem remains valid even if the nk
are not necessarily integers, provided we keep the condition
nk+Jnk > q > 1. In the foregoing proof we only have to
modify (IV). Combining its proof with a remark that if
O<h>yMax \nk—ntl for all nfc=I=n, then the system
{einkx} is orthogonal over (—o=, + °°) with respect to the
weight function (x_1 sin hx)?2 (see, in particular, Hartman [3]
Kac [4]) we immediately get that
6a | A-ly 2 (ak + bk< j K(x) f2(x) dx / J K(x)dx

E E
<k}2(ak + bk)

provided nl > p0 (A > 1, g, E), al = 0. Otherwise the proof
remains the same.

2. The proof of Theorem 1 shows that if <p(x), instead
of being regular in (a, /3), is k times differentiable there,
then S(k) is of the class L2 Even less stringent assumption

concerning < would ensure the same conclusion.

§ 2.

Part b) of Theorem 1 asserts that if two lacunary trigono-
metric series converge on a set of positive measure, and if
their sums coincide there, then the two series are identical,
provided the exponents of the two series are the same (or,
what is the same thing, provided the joint sequences of the
exponents in both series is still lacunary). Our main purpose
now will be to show that the italicized assumption about
the exponents can be omitted.

Theorem 2. a) Suppose that two lacunary series

ik VT tnkx
(7) cke

e
k =—00 k —— 00

(nk + I/nk>q>1 nktl/nk =q=I, k=1, 2,...)
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converge in a set E of positive measure to sums fr(x),
and f2(x) respectively, and that fx(x)—f2(x) coincides
on E with a function <y(x) which is regular in an interval
(a, 199 comprising E. Then the difference

Uy, x)—urx)= VvV ,In KI
cke r

k=— o0

k=—oo

of the harmonic functions associated with the series (7) is
harmonic in a circle | z |[<I +5, e>0. b) If g?(x) =0, the
two series (7) are identically the same.

In proving this theorem we are led to consider trigono-
metric series which are differences or, what is the same
thing, sums of two lacunary series.

It is natural to generalize this notion by considering
trigonometric series which are sums of a finite number m
of lacunary series. Such series jvill be called of type m.
A series of type m > 1 need not be lacunary (take, for
example, n? =2, n'k= 2k, n"k =2k + 1, for k =1, 2, ...) though
it must possess infinitely many gaps. For taking, as we may,
the same q > 1 for the m lacunary components, and setting
qr = QU/(m+l) we see that for every integer N >0 at least one
of the intervals (Ng\, Ng-'fl), j—0, I,...,m, does not
contain any exponent of our m lacunary series, and that
Ng”™/Ngi = Q1> 1.

Theorem 2 is a corollary, for m ==2, of the following.

Theorem 3. Theorem 1 holds if the condition of lacuna-
ritv of the series (2) is replaced by the condition that (2)
is of type m.

On account of Theorem 3, also in Theorem 2 we can
replace the condition of lacunarity of the series (7), by its
being of type m.

Analyzing the proof of Theorem 1, we see that the only
properties of lacunary series we required were a) proposi-
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tion (Il1), b) its converse, asserting that a lacunary series
of the class L2 converges almost everywhere, c¢) proposition
(1V), or, rather, the first part of inequality (4) for some
A> 1. If we therefore, can prove the same results for series
of type m, the proof of Theorem 3 will be merely a repe-
tition of that of Theorem 1, and need not be gone into.

The results we need are of independent interest and will
be stated as separate theorems.

Theorem 4. If a trigonometric series

(8) S CH e|III

is of type m, and if it converges on a set E of positive
measure, then 2 |[Cn| converges. The conclusion holds if
instead of the convergence of (8) on E we assume that (8)
is summable there by any linear method of summation.

Theorem 5. If a series of type m is also a Fourier
series of the class L, the series converges almost every-
$vhere.

Theorem 6. Suppose that (8) is of type m, so that it
is a sum of m lacunary series,

(P E=ckein'"X n™Nn™>qg=>l, (j=1.2,...m)
k=_oo
and that (8) converges on a set E, |[E| >0, to sum f(x).

Then there is an integer p,,= p0(q, E,m) and a constant
A = A(g, E, m) such that

+00 r
9) swiTd
N=—co.

provided Cn = 0 for |n|< p0.
We begin with the proof of Theorem 6. It will be
based on the following lemma.

*) Theorem 5 can also be deduced from a result of Erdos, [7]. We
Prove it here because it is needed for Theorem 2 and because it easily
ollows from Theorem 4.
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(v) Given a set E of positive measure and any integer
m~, there is a positive number 6 = 6(E,m) such that
for every sum cle’PiX+c2ePiX+ ... +cme'Pm: with integral ex-'
ponents pr<p2< .. <Pm we have

m m
(W) MNCsePsX\2 dx=6\E\"*\ cs\
E s=I s=1
(12) 2csCtfeiPs-pt)x dx=-(1-6)\E\"\cs\
s-j-f E S

We shall only need (11), but it is enough to prove (10)
from which (11) follows immediately.

The inequality (10), with ¢ =1, is obvious for m —1.

Suppose we have already proved (10) for m=1, 2,..., k.
We shall show its validity for m—k. W.ithout loss of
generality we may assume that Pi~0 and that 2 | c2 | =1

Suppose that (v) is not true for m—k and for a certain
E, |[E|>0. We can then find a sequence of sums Th (x) =
Cjh e'pix + ... + ckh e'pkx, (h—1, 2,...) such that
lesh2=1 p/l=0<p? <...<pk , and that

(12) fclim j" | csheipshx\2 dx = 0.
E S
Taking a subsequence of { Th (x) } but keeping the previous
notation, we may assume that, for each s,
a) the coefficient csh tends to a limit cs*,
b) the exponent psh tends to a limit ps*.

Clearly, S| c* |[2=1 Some of the numbers ps* may be
+ °°, but not all, since pl*=0. Let Pi*<P2*< ... <Pr* be

finite, and let Pr+1*= ... —pk* = + °°(the latter category
does not exist if r=k), Since psh—ps* for s=1, 2,
r and for h large enough, (12 implies
r m
(13) c*ePsX + Csh e'psx [2dx-~0 (h-'-°°)

E s—1 s=r4-1
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If r=Kk, the second sum in the integrand does not exist,
and we get J | 2lc' epex 12dx = 0, which contradicts the

e
assumption that 2 | c* |2=1. Therefore, I<r<m. It cannot
happen that c* =c2*=...=c* =0. For that would mean

that | chr+! |2+ ... + | cht |2=1, and this, together with (13),
would contradict the validity of (v) for m<k. Hence the
sum T* =c*ePl x + ... + c* ePrx is not identically zero. Let
us take a subset El of E, | Ex | >0, such that the integral
of T* over Ej is not zero. Since (13) remains valid if E is
replaced by Ev we immediately get (using Schwarz's ine-
quality and dropping the sign of absolute value)

The integral of expipisx over Ep tends to 0, in virtue of

the Riemann-Lebesgue theorem, and since|cs |< 1,(14) im-
plies that ¥ T*dx =0, contrary to assumption. This corn-

el
pletes the proof of (v). (The assumption that the ps are

integers can be dropped, but this is not needed for our
purposes).

Let us revert to the proof of Theorem 6. We shall first
assume that each of the series Sj, and so also (8), is a

finite trigonometric polynomial. Without loss of generality
we may also assume that no two sequences(nk())/k=+i,x2,,..

have elements in common. For if an nh(l) also belongs to
any1of the sequences {nf£2)}, {ni33},..., we shift the
corresponding terms from <, S3,..., Sm to S. If after this
an nh) belongs to any of the sequences {ni¥)},....{nim}, we

shift the corresponding terms from 53,..., to S2t an(l so
on. Under these operations neither side of (9) will be
affected, bu the sequences {nkj)} will not overlap (for k=1=0),

and (9) will take the form
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(15) Cl) | A (fr+f2 +... + f\2 dx,
J=1 k E
where fj is the sum of S}. Since we anyway assume that
Co =0, we shall also have c(y =c(f = ... —0.
We write
(mw; J+0+ .+ /mldx="3 f- dx+ Ffhfj dx.
E J E h~"j E

By (IV), given any A>1 we have

@an 7%k 2< ffjdx g=12,....m),
k E

provided n™, n(2),..., Hjm) are large enough (or, what is the
same thing, provided Cn—-0 for | n| < N). We define the A
in (17) by the formula A~~1 =1— 3/4, where A is taken from (v)-
If we can prove that

(18) -(1-4 K E| 2< = F
ik hdpi E
then, by adding this to the sum of the formulas (17), and
taking into account (16), we shall get the inequality (15)
with A—413 | E | It remains therefore to prove the vali-
dity of (18) if n®,..., njm) are large enough.
Let us set

a (n) ::g 8inx dX, Qilelzm

On account of Bessel's inequality,
(19) S la(mp<+

Let us temporarily fix h and j. Two exponents and
will be called neighbors if they are distinct and if their
ratio is contained between g/f and In particular, neigh-
bors are of the same sign. Since g™"g™M—qg2=qlm q,
every Hfcl has (for j fixed) at most one neighbor nf. |If
is a neighbor of nfl, then n$> is a neighbor of n£\ Clearly
h and j must then be distinct. We write
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(20) T fthfjdx= c a (Hf¢' —n*) — )
E K, |
where summation in 2' is extended over all pairs of neigh-
bors, and in 2" over the remaining pairs k, I. By Schwarz’s
inequality,
X rfFC~" «(n?l —n") I<(Z" 4" c* IN\2" la(,,« —,,">) I)®

(21)
sy{}/\HJ')‘IZ 4_- f |C, ‘I23 erllja(nNQ) _n,(J)ﬂlZ}%(

Let us temporarily take it for granted that every integer
N can be represented no more than J times, with J inte-
pendent of N, in the form —n/’, where rtk} and n,J)) are
not neighbors. Then the last sum in (21) does not exceed
A2 |a(N) |2, where summation is extended over all integers
N admitting of at least one such representation. Clearly,
if and n/) are large enough, and and n,) are not
neighbors, the difference is always numerically
large. This fact, combined with (19), implies that the last
factor in (21) can be made arbitrarily small by assuming

and n{i} large enough. Let us asume that this factor
< <5/(m—1) (see (v)). Then, considering all possible values
h=f=j we get from (21)

22) 2 2" ch)c7)a (N™-nT) | <1 EG| 2 2 ¢
hdpj k! k 1 k r o h= k | K

It remains to consider the sum
2 2 4hc () a (mh—n" =

(23) h7j ki
— 22" c[h) ¢j-0' Jexpi(nj!'? —n0)) dx
h+j k|l
We shall say that two exponents and n() are asso-

ciates if they are extreme terms of a finite sequence of
exponents

(24)
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in which every two successive terms are neighbors. We
assume, as we may, that the sequence (24) cannot be re-
duced, that is to say that no element of it occurs twice.

Clearly every two succesive superscripts h, h', h",..., j must
be distinct. We shall prove that the sequence h=/i(),

h', h"...., h™—j does not contain more than m elements,
and that all the elements are distinct. For if we had r>m,
we would have h(s);=h(f) for s and t satisfying O<£—

Since the ratio of two consecutive terms in (24) is contained
between g™ and Qi- the ratio of the terms with superscripts

7i(s) and would be contained between g”m and q™. that

is between gi and g/2. Since g2l q ? = q, thatwould im-
ply not only h() = h(f) but also fc(sy) = km, and so, contrary
to assumption, (24) would contain two identical terms. Thus

(24) contains no more than m terms. That all the numbers
h°, h'...., hw are distinct follows by the same argument as

we have just used: if h@§) = h(f) with s < t, then 0 <t—s<m,
and we would also have k)= K(f)

In particular, therefore, h=\=j.

Let us now revert to the sum (23) and suppose that it

contains a term c7<) « (u™—n™), We shal collect in
one group the terms
(25) & et a — nft’

such that njj’ is either identical with n” or is its associate.
Since the notion of associate is transitive, two groups having
a term (25) in common are identical. In this way, we
split (25) into a (finite) number of non-overlapping groups
of terms. If a group contains a term (25), it also contains
its conjugate c”h) a (nj» — n£} since nfV and are
neighbors). Let us consider the nih) connected with the terms
of one group. They are all associates, and therefore the
superscripts h are all distinct. Suppose that they take the
values hr, h2,... hr with r<m, and that the corresponding
values of k are ki, Kk2,.., km. Then the group is of the
form
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s,t=1

Hence, it is a real number not less, by (11) than the quan-
tity '
-(I-MEIIJTICN);)?

S=1

Since no two of the distinct groups into which we split (25)
contain the same coefficient c”s), summing all the groups,

we obtain that (23) does not exceed

—((i—== /i Z=2"Z"i1=bh)i2

h, k
Adding this inequality to (22). and taking into account (20),
we immediately obtain (18).

In order to complete the proof of Theorem 6, it remains
to prove the existence of the number z/ used in the fore-
going argument, and to remove the restrictions that the
Sj are polynomials.

To simplify notation, let us write nk, n't instead of
and nf- Suppose that

N =nk— nh

where nk and nt are not neighbors, and suppose, for example
that N >0 (the case N=0 is impossible). We distinguish
three possibilities

D nt>ni>0, ({AD)O0>nk>nt, (IDnNk>0>nZ

in case (I), we have nk (1—qt D<<N<<nk- Thus nk is con-
tained between two fixed multiples on N. Hence k (and
so also /) can only take a limited number of values. Case
(1) is reducible to case (I) by writing N=n_t—n_k. Fi-
nally, in case (I11) we write N = nk + n'v, where I' —— I=0.
If, for example, nk>n'z then nk<N<nk(1 +q ), and the
argument concludes as in case (I).

Suppose now that we no longer assume that the Sj are
polynomials. The convergence of S on E implies that we

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. )
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can find a set ExCE, |Elt|>0, such that the partial sums
Sp of S are all uniformly bounded on E{ They will remain
so even if we omit from 5 any finite number of united
terms. But Sp=SIP + SP + ... + Smp. Hence we are back
in the polynomial case, and so applying (9) to Sp, with E
replaced by and making p tend to +  we obtain that
2 | Cn|2is finite. It follows that S is a Fourier series of
a function f of the class L. This function coincides almost
everywhere on E with the sum of the series Since
21C

J (f—Sp)2dx-+0, we also have
0

(26) J(/—Sp)2 dx-0, F{Sp}2 dx-> J f2dx.
E B
But in the polynomial case

i’ic-1 F{Sp} dx,
n=—p E
provided Cn—O for |n| <pl(q, E, m). Making here p->00,
and using the second relation (26) we obtain (9) in the
general case.
This completes the proof of Theorem 6.

The first part of Theorem 4, concerning convergent
series, is obviously a consequence of (9). In the second part
we assume that linear means

(27) op (X) = apo S° + apl SI + ... + apnSn + ...
() exist in E;
(I) converge everywhere in E to a finite limit as p-*»=.

About the matrix {apJ we assume only two out of the three
very well known conditions of Toeplitz (see e. g. Zygmund
[5], p. 40), namely we assume that

(28) limap,=0(p=0,1,..), as Pre-
condition (I) just stated is automatically satisfied if the

matrix {apn} is row-finite. Let us confine our attention to
this case. Then
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ap(x)= SCneinxRPI™
n

where Rps=aps + apstl + ... for s> 0 (the series here are
finite in appearance only.) We may assume that the op(x)
are not only convergent.in E but are also uniformly
bounded there. The latter property holds if we drop from
S the terms with |n|<pl (see Theorem 6). Hence

N Cn|2Rp, [n[<H ppdx = O(1),
n E

and using the properties (28) of the apn we easily obtain
that

The case of a general matrix {apn} can be reduced to
that of a row finite {apn} by a familiar and simple device
(see Zygmund [5], p. 122) and need not be discussed here.
This completes the proof of Theorem 4.

The proof of Theorem 5 is almost immediate. For as
in the proof of Theorem 6, we may assume that the m
lacunary series whose sum is S have non overlapping ex-
ponents. Then the inequality (15) shows that each of the
lacunary series is of the class L2, and so converges almost
everywhere. Hence S converges almost everywhere.

Remarks, i. The results of section 2 can also be ex-
tended to the case of not necessarily integral nk. Essential
here is an extension of (9), which will now take the form

(29) AN CNR2<AFK(X)FfXx)dXx,
n E

(see (6a)). Here f (x) is the sum of the series 2 Cne'\x
convergent on E, and of type m. It is assumed that the
as Which actually occur in the series satisfy an inequality
[An|=p0(Q, m)- Also A— A (q, E, rri). The proof of (29)
is obtained by combining the ideas leading to (6a) see
Hartman [3] and to (9). Once (29) is established, the ex-
tensions of Theorems 4 and 5 follow easily. Also the
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proof of the extension of Theorem 6 is immediate, if one
uses Kao's generalization of the theorem that lacunary series
of the class L converge almost everywhere. (See Kac [4]).

2. As the proof of Theorem 4 shows, its conclusion still
holds, if instead of the linear sumability of the series (8)

we assume that the means op (x) are bounded at every point
of E. More generally.

Theorem If linear means op(x) for the series (8) of
type m satisfy the inequality limsup op (x) > —°° at every
point xeE, |[E|>0, then 2 Cn |2 < co.

The result is known in the case m—1 (see Zygmund [6])),
and the proof in the general case is similar. For suppose
that 2 |C,,]2=+co. Then, on account of condition (T),

(30) rp = {2\Cnl as p-0o0.

By reducing E, if necessary, we may assume that there is
a constant M=0 such that ap(x)>— AfforxeE and for all
p. Then, if a(n) has the same meaning as before,

Jjop|dxCI{op+ M|+ M)dx=Jopdx +2M

== = E
==2M + %Can>in\«(n)
(31) <2M + {"Cn2Ej(In[3M{"Ma(n)[23?

Since we can always drop a finite number of terms in
(8) (possibly affecting the value of M), the last factor
2/a(n) |2 in (31) may be made as small as we please, and
this together with (30) gives

(32) I \dx=0(rP)
E
However we also have
(33) T Qodx=Ar2P T apdx==Brp-
E

The first inequality here follows from (9). The second, even
with E replaced by (0,2n), is well known for lacunary series
(see Zygmund [5], p. 216), and for series of type m follows
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immediately by splitting them into m lacunary and non-
overlapping components. By Holder's inequality,

/7 dx < (Ja 1dx)2s(F oj dx)'fs,
(= == E

and this is impossible on account of (32) and (33). Thus
2! Cn |2 converges.

The same argument shows that if a* — Max (op,0),
o~=Min (op, 0), and if (8) is of type m with 2 |Cn 2= + °°,

the relations o+—0 (Tp), op— 0 (Tp) are possible only in sets
of measure zero.
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SUR L'EQUIVALENCE DE DEUX CONSTRUCTIONS
DE LA FONCTION DE GREEN GENERALISEE D'UN
DOMAINE PLAN QUELCONQUE

par
Jerzy Gorski (Krakow)

1. Soit D un domaine plan quelconque contenant le'
point z="°° dans son intérieur et F la frontiére de D. Nous
supposerons que le diamétre transfini d(F) de F soit positif.

Dans son travail ,,Sur les suites de polyndmes, les en-
sembles fermés et la fonction de Green“. (Annales de la
Société Polonaise de Mathématique, t.XII, 1933,p.57—71)
M. F. LEJA a donné a l'aide d'une suite de polynémes la
construction d'une fonction G0(z) harmonique dans le
domaine D a I'exception du point z="°° et il a démontré
que, si la frontiere F est la somme de continus, G0(z) est
la fonction classique de Green de D avec le pble z=0°.

Le but de ce travail est de démontrer que dans le cas le
plus général la fonction G0(z) de M. F. LEJA est identique
avec la fonction de Green généralisée au sens de O.D. KELLOG
et N. WIENER pour le domaine D.

2. Voici la construction de la fonction G0(z) die a
M. F. LEJA:

Soit Co, Cj,... Cn un systeme de n+1 points différents
guelconques de la frontiére F. Formons le produit

N, ... 0=771 AN

de toutes les distances mutuelles de ces points et observons

que la fonction U(t0, ...Cn) atteint un maximum fini Vn
lorsque les points C tj,...  varient sur F. Soit
(1) h..... Vi

un systeme de n+1 points de F pour lesquels on a
Vn=V(v0,Vi,--; vJ-
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Supposons que les indices des points (1) soient choisis de
maniére que parmi les produits
Jj=|(i— m «——» » ] —— J=0,1,...n,
le z/0 soit le plus petit:
pour j=1,2,...n.
Cela posé, formons le polynéme

) En(zrf) = z—Ih, Z--V2  z-Vn

V—m V—y2 \V0—Wn
et faisons varier n. On obtient une suite de polynémes
|[Ln(z»?)} intimement liés & I'ensemble F. Dans son travail
cité plus haut M. LEJA a démontré que:

La suite {" log|Ln(z,rf) |} converge en dehors de F vers

une fonction limite
3) Um = log | Ln(z,i?) | = GI(2)
jouissant des propriétés suivantes:
1° G0(z) est positif et harmonique dans D pour
2° Lorsque z->°° la différence G0(z) —Zog|z| tend vers
la limite finie suivante:

4 G0(z) —log | z| -> Zog

3° Lorsque z tend vers un point zu de F et que z0 est
un point d'un continu appartenant a F, alors G0(z) tend vers
zéro.

Il résulte immédiatement de ces propriétés que, si F est
un continu ou une somme de continus, alors G0(z) est
la fonction de Green classiqgue du domaine D avec le pdle
z="".

3. Considérons le cas le plus générale, ou la frontiére F
du domaine D est quelconque, et soit
(5) Dj, D2,..., Dn,...
une suite des domaines jouissant des propriétés suivantes:

1° Chaque Dn contient le point z=°° et chaque Dn
fermé est contenu dans D.

2° DnCZzZDn+l pour n=1,2,...

3° Dn-+D dans le sens que chaque ensemble fermé //
contenu dans D appartient a presque tous les Dn
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4° La frontiere Fn de Dn est une somme de continus et
par suite chaque Dn posséde la fonction de Green classique.
Désignons par Gn(z) la fonction de Green de Dn avec
le pole a linfini. On sait que la suite {G,(z)} tend dans

le domaine D vers une fonction limite
nIi>r(r)1o Gn(z) = G(z), pour z«D, zt™c°,.

indépendante du choix des domaines (5) remplissant les
conditions 1°—4°.

La limite G(z) est dite fonction de Green généralisée
du domaine D avec le pdle z="".

4. Je dis que la fonction G0(z) de M. LEJA est identique
avec la fonction G(z):

G0(z) = G(z) pour zeD.

Démonstration. Considérons les fonctions de Green
classiques
(6) G/z), GUz), ..., Gn(2), ..
correspondant respectivement aux domaines (5). Les diffé-
réences
(7 Fn(z) = G0(2)-Gn(2), n=12,..,,
sont harmoniques régulieres dans le domaine D, le point
z=o00Yy compris. En effet, d'aprés (4) on a

lim {G0(z) — log |z[} = log A-,
Z->00 d (r)

lim {G,,(z) — log |z|} = log -A—,
lim £6»(2) — log [ 2[} = log ~A—
ou dCFj est le diametre transfini de la frontiére Fn de DnF
donc la différence Fn(z) = G0(z) — Gn(z) tend vers la limite
finie

logd(F)~lcalorsqque z->0-,

ce qui prouve que Fn(z) reste régulier a l'infini.
Observons maintenant que
Fn(z) — G0(z) — Gn(z) =0 pour ze Dn
car sur la frontiére Fn de Dn on a G0(z)>0 pour zeDn
et Gn(z) = 0, donc la limite
nli>r0r(1) F.(z) = Gi(z) — G(2)
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est non négative dans le domaine D. D’autre part, cette
limite s'annule en un point intérieur de D car

= log —log }

et, d'aprés un théoréme de M. FEKETEL), on a
lim d(Fn) = d(F)

ooooo

donc lim Fn(°°) = 0.

Nn->o0o0

La différence G0(z) — G(z) est identiquement nulle
dans le domaine D en vertu de principe de minimum car
elle y est harmonique réguliere non négative et s'annule en
un point intérieur de D.

) Math. Zeitschrift, t. 32 (1930), p. 108—111.



SUR LES DEVELOPPEMENTS UNITAIRES NORMAUX

par
Emile Borel (Paris)

1. Soit a un nombre réel compris entre 0 et 1. Soit b un
nombre réel et n un entier assujettis aux conditions
@ O<b<a n>2

Théoréme. Le nombre a vérifie une égalité et une seule
de la forme
(2) na=1+0D,
n et b vérifiant les conditions (1).

Soit en effet, n le plus petit entier tel que l'on ait:

3 na=>1
de sorte que l'on a:
4) (n—la<l

L'entier n est au moins égal a 2, puisque a est inférieur

a 1; si I'on pose:
(5) na—Il=»b
les inégalités (3) et (4) entrainent les conditions (1); si,
dans (5) on remplagait n par un nombre entier plus grand n,
on aurait, d'apres (3)

b'=na—1l>(m—r)a>a
et la condition (1) ne serait pas veérifiée; le théoreme est
donc démontré.

Désignons maintenant par aval,..., ak,... des nombres
compris entre 0 et'l; nous pourrons, d’apres ce théoréme, ai
étant donné, définir d’'une maniére unique les nombres a,...,
ak,... et les entiers nvnl,...,nk,... de maniére a vérifier les
égalités
(6) Hfcafc=1+afc+l; k=1,2,3,...
et les inégalités
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(7 aj > a2... > > ak > afc+l...

(8) 2<nl<n2<n3...nfc<nk+1...

car, d'apres (6) les inégalités (7) entrainent les inégalités (8) et
réciproguement. Le nombre admet donc un développement
unique de la forme:

(8) o7 = I oy g LR

dans lequel les entiers nk vérifient les inégalités (8); un tel
développement sera dit développement unitaire normal.

Il peut se présenter deux cas; ou bien, & partir d'un
certain rang les nk sont tous égaux; le nombre  est alors
rationnel; ou bien, les nk augmentent indéfiniment avec k;
les ak tendent alors vers zéro pour K infini et at est irra-
tionnel.

2. Nous dirons que a est choisi au hasard entre 0 et 1
lorsque la probabilité pour que a appartienne a un intervalle
est égale & la longueur de cet intervalle. Si nous posons,
en outre, la condition (d'aprés les inégalités (3) et (4))

(10) —=a="vy

n n—1
la probabilité pour que a soit compris dans un intervalle
dx satisfaisant aux inégalités (10) sera n(n—1) dx.

Lorsque le nombre a est choisi au hasard sous les condi-
tions (10), le nombre b défini par (5) satisfait aux inégalités

(12) O<b<"N£-|

et est choisi au hasard dans l'intervalle (11). En effet, si
p et q appartiennent a l'intervalle (11), pour que l'on ait
(12) p<b<q,

il faut et il suffit, d'aprés (5) que l'on ait

(13)

mais, si l'intervalle (12) est intérieur a (11), on voit immédia-
tement que lintervalle (13) appartient a (10); la probabilité
pour que l'inégalité (13) soit vérifiée est donc (n—1) (q—p);
cest la probabilité pour que l'inégalité (12) soit veérifiée,
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ce qui revient a dire que b est choisi au hasard dans
I'intervalle (11).

Lorsque b appartient a (11), il existe un entier m et un
seul, supérieur ou égal a n, tel que l'on ait
(14) m—1
Si I'on donne le nombre m, le nombre b sera choisi au
hasard dans lintervalle (14), c’est a dire que la probabilité
pour que b appartienne a un intervalle dx (vérifiant (14))
sera m (m— 1) dx.

Nous allons maintenant étudier les probabilités du rapport

I lorsque a vérifie les inégalités (10). Nous poserons

1 t
(15) 3 n—1 n(h—1)

le nombre t sera alors choisi au hasard entre 0 et 1. On a,
d'aprés (5):

_ _ i
(16) b=na—1=g-—y 77

et, par suite, nous pourons poser

(17)
n

Lorsque t varie de 0 a 1, le rapport X varie de 1 a 0, mais
X ne peut pas étre regardé comme choisi au hasard dans
cet intervalle.

Nous allons calculer la valeur moyenne de logx lorsque
t est choisi au hasard; cette valeur moyenne, que nous
appellerons log« est définie par la relation

Pour calculer la seconde intégrale, nous supposerons n

assez grand pour que l'on puisse négliger les termes en ﬁz
et nous aurons alors, en calculant les deux intégrales:
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(19) logh=-1+"
"et, par suite, en négligeant toujours —12:

(20)

Si nous considérons les nombres aba?,...,afdl... définis
par (6), (7), (8) et si nous supposons cq choisi au hasard
entre 0 et 1, nous pourrons considérer ak comme choisi au

hasard entre &« et met appliquer les résultats obtenus

pour — au rapport & &N remplacant dans les équations

(15) a (20) le nombre n par nk. Le nombre al étant choisi
au hasard entre 0 et 1 est certainement irrationnel et nk
augmente indéfiniment avec k; nous pourons donc utiliser
les relations approchées (19) et (20) a partir d'une certaine
valeur finie de k; pour les valeurs plus petites, en nombre
fini, la valeur de  sera multipliée par un facteur fini dont
la valeur n'a pas d'importance pour ce qui suit En d'autres
termes, si l'on pose:

(21) = « “k

la valeur moyenne de log,«t est donnée par les équations
(19) et (20) ou n est remplacé par nf, dés que nk est assez
grand, cest a dire dés que k dépasse une certaine valeur
finie h. Si donc k est supérieur a h, on aura:

) ™W=h:VI+A) (141, (142

le nombre A étant une constante indépendante de k, car
elle ne dépend que des valeurs de al’ /zb /z2,..., ph

D’aprés (6) la'valeur du produit nkak est comprise entre 1
et 2; on en conclut que, lorsque k augmente indéfiniment,
le produit infini qui figure alors au second membre de (22)
est convergent; on peut donc écrire
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(23) SW(aJ=n- A<Bk<B

les nombres A et B étant des constantes indépendantes de K.
On a également, d’apres (6):
(24) ®1(nk) = Cfeek; D<Ck<E

les constantes D et E ne dépendant pas de k.

Les relations (23) et (24) sont vérifiées avec une proba-
bilité aussi voisine de 1 que lI'on veut, lorsque est choisi
au hasard et que k augmente indéfiniment.

On sait, d’autre part, que les écarts probables par rapport
a la moyenne de la somme d'un certain nombre Kk de varia-
bles aléatoires sont égaux au produit par ]/k de I'écart pro-
bable de chacune des variables; on peut donc écrire, au
lieu de (24):
nk = eJc+'z.Vk~
la constante A étant comprise entre des limites indépendan-
tes de k.

3. Les résultats préucédents peuvent étre généralisés de
bien des maniéres; nous en indiquerons seulement deux,
mais il semble que ces généralisations sont moins intéres-
santes que le développement unitaire normal, dont la défi-
nition a un caractere particulierement simple.

Désignons par a un nombre irrationnel; il existe un
entier n et un seul tel que l'on ait

(25) na=1=xDb, b<j:

On en conclut un développement unitaire alterné (c'est a dire
dont les termes peuvent étre positifs ou négatifs), de la
forme

9 = H At njeam

dans lequel on a, au moins a partir d’'un certain rang,
27) nfc=2nk_i—1.

On peut d'autre part, développer tout nombre irrationnel g,
soit en une série a termes positifs de la forme
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(28) a==4+ L +...+L +..

"o nk
dans laquelle les nk sont des entiers croissants satisfaisant,
a partir d'un certain rang, aux inégalités
(29) nfc+1=>nfc(nft —1)
soit en une série dont les termes peuvent étre positifs ou
négatifs

(30) a=J-+-1x... =+,

ni  n2 nk
I'inégalité (29) étant remplacée par la suivante
(31) nfc+i = 2nft (nft— 1).

On peut remarquer que les plus petites valeurs que
puissent avoir les rtk dans (28) sont

nj—2,n2=3,n3=7,nd= 43, n5 = 1807, nt = 3240000,
n7 = 1013, n§ > 1026, N9 = 1052, n10 = 10104.

Il faut donc auimaximum 10 termes pour représenter
un nombre irrationnel avec une erreur inférieure a 10"~ ; il
en faut encore moins avec le développement (30).



SUR LES POLYNOMES D’'INTERPOLATION
DE LAGRANGE

par
F. LEJA (Krakéw).

1. Soit F la frontiere dun domaine plan quelconque
contenant le point a linfini dans son intérieur. Faisons
correspondre a chaque nombre n=I1, 2,..., un systeme de

n + 1 points différents quelconques £{), situés
sur F. Le systeme n-iéme sera désigné par une seule lettre f(»
1) f<"={FF" 7} n=12,...

Pour simplifier I'écriture je le désignerai aussi plus brieve-
ment par

(2) £={£, £}, n=1.2,..
Les n+ 1 polynémes
3) L™(z; ) = M +—-y’ i=0,1 n,

seront dits polynOmes de Lagrange correspondant au sy-
stéeme (2).

Portageons la frontiere F en deux ensembles disjoints
non vides Fl et F

‘F=Fl+F2 FL F2=0,
et supposons que parmi les points (2) les y =y(n) initiaux
appartiennent a Fr et les v=v(n) restant a F2 On a donc
lz+v=X")+v(nN)=n + 1

et les points
4) £0, fp..., appartiennent a
(5) ” a F2

Supposons encore que I'ensemble Fl soit fermé et que I'on ait
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lz>1, v>0. La partie (5) du systeme (2) peut donc étre
vide pour certaines valeurs de l'indice n.

Soit z un point quelconque mais fixe du plan. Désignons
par Afn’(z) le plus grand des p modules |L™(z; £)|,i=0,1,...,
P-—1, et par M™(z) le plus grand des v modules |L"(z;Ol,

i=p, p+L-.,

(6) XP(z)==max 1"n)(";M],

(7 ATn2)(z)-= r_nax \E’\(z; £) ]
T=[X...,n

La quantité M,\z) n'est définie que dans le cas v>0; siv=0
posons par définition A"2)(z) =0.

Observons que le plus grand des nombres (6) et (7) n'est
jamais plus petit que ce qui résulte de [lidentité

S LN(z;f)=1; il est égal précisément a dans le cas
ou les points (2) sont sommets d'un polygone régulier de
centre au point z. Observons encore que, si le point z
se trouve dans F et s'il est identique, quel que soit n, avec
un des points (5), on a M™(z) =0 et 31")(z) —1 et par suite
lim I/ALY)(z)==0 et Ilim 1/Af2)(z) =1
n->o00 ' n-=>00 *
Je vais démontrer le théoreme:
1. Si z) est un point de I'ensemble F? et

8) lim_ ggf]/M"Czq) <1
on a
9) lim sup :’l./Af,,}(ZO) =1

2. La démonstration sera appuyée sur un résultat anté-
rieurl) que voici: Soit E un ensemble fermé et borné de
points du plan et

(10) == g <<...fn

*) Annales de la Soc. Polon. de Mathém. t. XII (1934), p. 57 7L
Voir aussi t. XVIII (1945), p. 4—1L

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. 6
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un systeme de n+1 points différents de E. Formons les
polyndmes de Lagrange (z;0, 1=0, I,...,n, correspondant
an systéme (10) et désignons par Ln(z,E) la borne inférieure
du plus grand des modules de ces polynémes lorsque, le point
Z et le nombre n étant fixes, le systéme (10) varie arbitrai-
rement dans E

(11) L.(z, E) = inf {max |E,)(z:0) -

Désignons encore par DCEj le plus grand domaine contenu
dans I'ensemble complémentaire & E et contenant le point
z=o00 dans son intérieur. Voici le résultat en question:

IL Si le diamétre transfini de E est positif, alors la suite

{1/Ln(z,E)} converge en chaque point fini du plan vers une
limite finie

(12) lim )/Ln(z,E) =L(z,E)

jouissant des propriétés suivantes:

1° L(z,E) =1 en dehors du domaine D(E),

2° E(z,E)>1 dans le domaine D(E) et logL(z,E) est
identique a la fonction de Green classique ou généralisée du
domaine D(E) avec le p6le z=oo.

Observons que ce théoreme entraine immédiatement la
conclusion suivante: Lorsque El et E2 sont des ensembles
fermés et bornés de diametre transfini positif on a en cha-

ue point du plan

?13) P P L(z, Ej) > L(z,E)) si EVEL
On peut prouver que si Eic E2 et si le diametre transfini
de la partie de la différence E2—E" contenue dans le domaine
D(Ej) est positif, alors L(z,Ej) = E(z,E2) dans le domaine
D(EY).

3. Démonstration du théoreme I. Désignons par 6 la di-
stance du point donné z0 a I'ensemble Fj. Puisque F{ est
fermé et que z0 n'appartient pas a Fj on a $>0.

1° Supposons d’abord qu'il existe une infivité des syste-
mes (1) dont tous les points appartiennent a Ft et soient

oUHj<n<,..
ces systemes. Alors M~z — 0 pourn =nl, n2,..., ce qui
assure que I'hypothese (8) est remplie, et d'apres (6) et (11)
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~n)(z0) =Nifx 1 Ln(Z0>N 1 > Ln(z0A)
pour n=nx, n2,.. Par suite
. . >
Ilrp_ﬂ%gp 4/M zV) L(z ,FJ
ce que entraine l'inégalité (9) car d'aprés le théoréme Il on
a L(z,Fj) = 1 dans le domaine D(Fj) et le point z0 appar-
tient a ce domaine.
2° Supposons maintenant que v = v (n) = 0 pour presque
tous les n. D'aprés I'hypothése (8) il existe un nombre po-
sitif O<1 et une suite croissante d'indices rix < nl < ..

telle que
(14) X2)™N)<0" pour n=nl n,.,
Considérons la suite ou n =nl n2,..., et posons
(15) lim inf v(’1i2 = a

k->00 nk
Il est clair que 0 <a< 1 En rejetant en cas de besoin un
nombre fini on infini des termes de la suite on peut
supposer que
(16) Jm

Admettons tout d’abord que «=0 et soit En celui des
points du systéeme (5) dont la distance au point donné zl
est la plus petite, c'est-a-dire

<\zo~Cj! pourl= /z+l,... «.
Alors
|20 —fn| + |20—Fj|<2|z0—
et par suite

pour ) =/« ~+1,..., n,

ce qui entraine l'inégalité

k=0
Mais, d'aprés (7) et (14) on a pour n=nx n2
!

2v-1
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et par suite
(2" 0)" pourn=nint.

Soit ©i un nombre quelconque remplissant la condition

O<<O!<1. Puisque on aura, en rejetant en cas de
besoin certains termes initiaux de la suite
p—1

(17) N pour 71=7%, 17,....

n=0
Je dis que la distance |[z0—fn|, ou N=nv n2,..., satisfait
a l'inégalité
(18) |20 —fn|={ —0j)| n=nln2....

En effet, dans le cas contraire on aurait |z0—fn| < (1—0 )"

pour une valeur np de n. Puisque |z0—£k| >0 lorsque £k
appartient a Fj, on a pour fc=0,l,..>w—1

et par suite
1-01
1 + 0j pour n—rtp, c=0,A, A,
z0—ik . — 1—01
g ' 1+0!

ce qui entraine pour n—np l'inégalité
—i £o_ fk

incompatible avec (17).
Il sensuit que tous les points  du n-iéme systeme (5), ou

(19) n=nl,n2,..,
satisfont aux inégalités
|z0—1J > 1j, ou = (1—=0j) j=0.
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Désignons pa R le diamétre (proprement dit) de I'ensemble
Fj 4<F2; alors lorsque est un point quelconque du systeme

(4) on a

et
n-i n z0—1j n-iozo  fk
n=0

pour i =0, —1, don% en vertu de (6)

e z0 ~k _

|3 I pour f=0,1
et par suite
(20) 1/AI” (z0) > "I B @,F) |n

Faisons tendre n vers l'infini par les valeurs (19)

Comme i ->0 et [ 1 le membre droit de (20) tend
d'aprés le théoréeme Il vers la limite £(z0,Fj) donc
lim sup (20) > L (z"FJ
n-+00
et l'inégalité (9) est démontrée car L(z0,F)> 1.
3° Il reste a examiner le cas ou les inégalités (14) sont

satisfaites et la limite (15) est positive. Soit r un nombre
guelconque remplissant la condition

o<r<¢d
Désignons par F/r) la partie de F située en dehors du cercle

|z—z0|<r,

par F2(1) la partie de F contenue dans ce cercle, par //r=/zr (n)
le nombre de ceux des points du n-iéme systeme (2) qui
sont situés sur Fj(r) et par vr = vr(n) le nombre de ceux des

points (2) qui sont situés sur F2(>.
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Je dis que la limite
(21) lim inf V*(nkL
v nft
ne peut pas étre positive quel que soit r=0.
En effet, supposons que la limite (21) soit positive pour
chaque r> 0 et désignons par s le nombre positif

(22) s = (1—0) j

et par C la partie de F contenue dans la couronne circu-
laire

S<1z—2z201 <.
Les ensembles C et F2 sont disjoints et on a F—
—FY+ C+ F2 1 En changeant convenablement les indices
des points du n-iéme systéme (2) on peut supposer que ces
points se répartissent comme il suit:

(23) 20, N apartiennent a F(p
(24) + Lo NNs-i ., a C,
(25) a FY)

Le systeme (24) peut naturellement étre vide si /«r =ys,

Soit rj un nombre quelconque remplissant la condition
0<<Fj <& Formons la suite

(26) rl r r3,..., ou ri+1=(1—0)-|,

posons IiEn inf [vrl(nj 'nft] = al et soit une suite partielle
~-00
de la suite {nft} pour laquelle
lim ["'r,(nlft):nlfc] = al.
k->00
Posons ensuite lim inf [vr,(nifc) : nifc] = a, et soit {n} une suite
partielle de la suite {nlfc} pour laquelle
kl~|>r610 [r (n):n2k] = a2

et ainsi de suite.
La suite diagonale {nkic} des suites {nc}, {ndc},... est

manifestement une suite partielle de {nk} et on a
(27) ‘!im [v 1(nkk) o nfefe] — a( pour z =1, 2,...
—>00
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Comme la limite (21) est positive pour chaque r=0, les
nombres sont positifs pour chaque i—1, 2,... lls ne
croissent pas avec i car étant r,->r,+! on a vr((n) > "rf+1(n)

pour chaque i et n, donc af tend vers une limite
(28) lim a = a, au a > 0.

Soit r un des nombres (26), s la fonction de r définie par
la formule (22), n un terme de la suite {nftf} et un point
quelconque de systéme (25) correspondant a la valeur choisie
de n. Dapres (7) on a

(29)

ou
P-re<1 p-s—1 n
fc=I EJ | k—pr : fc—ps

Dans le cas ou le systeme (24) est vide on doit poser J2=I-
Puisque la somme des vs produits

rf z-"k
/3, J—v, "1, H,
(fetn 1

est quel que soit z égale a 1, l'indice j du point  peut étre
choisi parmi les valeurs ps, 7ZLi+1 n de maniére qu'on ait

1
(30) h>

Je dis qu'on a
(31) A>

En effet, lorsque le point fi appartient au systeme (23)
on a |z—— > r donc étant |z—— <s on a

,\k—/\j | > |ZO“‘Ak [—1 Z—IJ i=r—s = (1+0)]

IIr

et

20 )

Nk <i+@
ce qui entraine les inégalités

AR 1—0
= 1 — 1-7—<« = J—
Ci—£k pour k=0,1,...,—1
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et par suite la premiere des inégalités (31) est varie.
D’autre part, lorsque Sk appartient au systéme (24) on a
s < \z0—ffc <r et

< 1z0~~M + |z0—ffc|]<<s + r=(3—0) j
donc

—tk —
S 1=0 pour k=",...,/zs—1,

ce qui entraine la seconde des inégalités (31).

Observons maintenant que Z« =n + 1 —vret /zs— [zr z=
vI—Vs donc les relations (14) et (29) —(31) conduisent a
I'inégalité

Vr — Vs
n

= — |
Faisons tendre n vers l'infini par les valeurs nn, n22, n3,...
dans I'nypothese que r soit égal a r.. Alors

— > ai , «+1 , Vvs -> 1)

n n
donc l'inégalité précédente prend la forme

/ 20 V- /1—©\
\I+0/ \3—0/

Faisons maintenant tendre i vers linfini par les valeurs
1,2,.... Puisque az->a ou 0<a<1, on obtient

1+0) CO
Mais, cette inégalité est fausse car elle est équivalente a la

suivante 0“ > ng “donc la limite (21) doit s'annuler

pour une valeur positive de r.
Soit r un nombre positif plus petit que 0 et tel qu'on ait

lin. inf 0.
k

~> 00 1k
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Désignons par N”™\z() le plus grand des modules | L,\za, f)
ou i=0,1,., W—1, et par NM\z0) le plus grand des mo-
dules |Ln°(z0; 1) |, ou i=pr, Wi+1,..., n. 1l est clair qu'on a
lzr = p. et par suite N"2)(z20) < M (z0) donc d'aprés (14)
N~ (20) < 0" pour n = nlt n2,... En appliquant la partie 2°
du raisonnement précédent on trouve

Iirrr|1_>sgé) tF/nF]l> (20) > L (20, Fgr)) > 1.

Mais, le nombre ~N'(zq) est égal au plus grand des deux
nombres
J7XI)(z¢) et max £) |
i=H,..., lir -1)

dont le second devient plus petit que 1 pour tous les
n =nl n2,..., ce qui résulte de (14). Par suite

Iim> sup iF/MA(zo) > L(z0, F(r) > 1

et le théoreme est complétement démontre.



UN THEOREME SUR LA LARGEUR DES ENSEMBLES
CONVEXES

par
S. STRASZEWICZ (Warszawa)

Soit E un ensemble de points du plan euclidien. On nomme
largeur de E le minimum de la distance de deux droites
d'appui paralleles de E. La note présente a pour l'objet
la démonstration du théoremel):

Si I'ensemble convexe E est contenu dans la somme de
deux autres ensembles El et E2 sa largeur A est au plus
égale a la somme Aj + A2 des largeurs respectives de E! et E2

Pour le montrer, enfermons E;(i= 1,2) dans une bande
Bt limitée par deux droites paralleles a distance A, Si les
bandes Bl et B! sont paralleles, l'inégalité A7SA3H- A2 est
évidente, supposons donc qu'elles s’entrecroisent et désignons
par At "2 y43, Al les sommets consécutifs du parallélogramme
P ainsi déterminé, de telle maniére, que Ax A3 correspondent
a ses angles non obtus et que la droite Al A2 appartient a Bb

Les points Ak n'étant pas intérieurs a I'ensemble convexe
E, il existe pour chaque Ak une droite ak passant par Ak et
ne contenant pas des points intérieurs a E. Nous distin-
guerons trois cas possibles (abstraction faite du cas trivial,
ou E serait contenu dans un des ensembles Ej et E2).

I.  Aucun coté du parallélogramme P n'est disjoint avec
Iintérieur de E. Chaque droite ak n'a alors avec le péri-
metre de P que le sommet Ak en commun, et les quatre

" Cest A. Lindenbaum, qui a attiré mon attention sur ce théoreme
paraissant presque évident, mais dont la démonstration, quoique simple,
n'est point immédiate. Il semble bien, que, généralement, l'inclusion
ECE] +E2+... + En entraine l'inégalité X X1+X2+...+Xn, mais je n'en
connais pas la démonstration. Cf. ces Annales tome XVI (1937), p. 198.
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droites ak déterminent un quadrilatere Q, enfermant E,
circonscrit a P. Soient M4, M2,M3, M4 les sommets de Q, la
notation étant choisie de telle maniére, que sur le périmétre
de Q les At et les se succedent dans l'ordre Ml Al M2A2,...
Désignons par hx h2 h3 hi les hauteurs de Q abaissées des
sommets M4, M2, M3, M4 respectivement sur les cotés M2 M3
Mj M4, M4, M2 M3, Soit par exemle hi hd et, par suite
h? h3 La largeur de Q, et a plus forte raison la largeur
A de E ne dépasse alors la plus petite des longueurs  h, c.a.d.

Q) ASamin (Zip h2)

Considérons maintenant les perpendiculaires di, d2 abais-
sées du point Al sur les droites M4 et M2 M3 respective-
ment. Comme la droite M4 passe par l'intérieur des
angles non obtus des droites Al Al et yf3A4 la distance d!
du point Ar a la droite M4 est plus petite, que la distance Al
de A! a la droite yI3A4, dI<XI;, de méme d2<k2, donc

2 dl + d2<Al + A

Or, si un point décrit le segment M2, la somme de
ses distances aux droites M4 et M2 M3 varie d'une fagon
monotone, puisque c'est une fonction linéaire des coordon-
nées de ce point, dans un systtme de coordonnées conve-
nablement choisi; par suite

(3) min (hj, h2) Sdj + d?
Des inégalités (1), (2), (3) on tire
4) a<Al+A

IL Un seul coté du parallélogramme P, p. ex. A3 Al est
disjoint avec l'intérieur de E.

Les droites ap al et t!3 Al déterminent alors un triangle
T enfermant E, dont nous désignerons les sommets par
M4 M2, M3, en conservant l'ordre des points A{ et M;
adopté plus haut.

Soient hj et h? les hauteurs de T relatives aux sommets
Ml et M2, et dp d2 les distances du point Al aux droites
Mi M3 et Ml M3 respectivement. On a, pour les mémes
raisons que plus haut, les inégalités (1) et (3); l'inégalité (2)
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est aussi Vérifiée, puisque maintenant dj —AlL d2<X2, donc
on retrouve dans ce cas l'inégalité (4).

. Il'y a deux cotés adjacents du parallélogramme P
qui sont disjoints avec l'intérieur de E.
Supposons d'abord, que ce sont deux cotés renfermant

un angle ydeP, p. ex. M3 Al et A4 Av Soient M2 le point

d’intersection des droites al? et A4 Av M3 celui des droites
al et A3 Al et hu h2, h3 les hauteurs du triangle yl4 M2 M3
correspondant respectivement aux sommets A4 M2, M3 .

Comme AN AL AN et comme l'ensemble E est con-
tenu dans le triangle considéré, on a

A"Shj < min (h, h3)

D'autre part, les distances du point yl? aux droites A 3Ad
et Al A} étant Ai et A2 il vient

min (h2, h)™NAj + A
et par suite
A< Aj+A

Si les cotés en question renferment un angle aigu de P,
le raisonnement analogue conduit a la conclusion

(5) ASAI+A)

I'égalité n'étant pas exclue, car on ne connait pas dans ce
cas la plus petite hauteur du triangle considéré.

La démonstration est ainsi achevée. Il est a remarquer,
que les cas Il et Ill pourraient étre traités comme cas limi-
tes de I, quand un ou deux des sommets du quadrilatére Q
tendent vers les cotés de P. Mais alors on narriverait
d'abord quau résultat plus faible (5).

La démonstration precedente permet de reconnaitre les
conditions dans lesquelles peut se présenter I'égalité A = Aj+ A2
On voit sans difficulté, que cette égalité n'a lieu que dans
les cas suivants.

a) La décomposition E = EEI|+EE? est produite par une
droite située dans une bande de largeur A contenant E.
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b) L’ensemble convexe E est contenu dans un triangle
isocéle ABC, dont l'angle C au sommet est =y, et contient

lui méme I'ensemble convexe limité par le contour ABHL
MNKA (cf. la figure), ou M est un point du triangle tel,
que sa distance a AB égale les hauteurs AH et BK, HL
et KN sont des arcs des cercles aux centres en A et en B,
enfin ML et MN sont les tangentes menées du point M
a ces cercles. Les ensembles EEIl et EE2 sont alors déter-
minés par deux droites paralleles a BC et a AC passant
par un point quelconque de AB.



o LES MATHEMATIQES ]
A L'ECOLE DES TRADUCTEURS DE TOLEDE

par
Francisco Vera (Buenos Aires)

Les connaissances mathématiques de I'Occident latin dans
la premiére moitié du XH-e siecle étaient si modiques et
lamentables que I'histoire des sciences exactes pendant une
telle période n'est que I'histoire de son ignorance. Elle fait
un vif contraste avec fa situation des autres disciplines qu’on
cultivait avec succés et spécialement la philosophie. On 'y
suivait le chemin tracé en Xl-e siécle par Saint Anselme et
bifurqué en Xll-e par Guillaume de Champeaux défenseur du
réalisme et son rival Abélard, I'amant tourmenté d'Héloise
qui ont donné origine a un systeme de pensées d'ou sorti-
rent les discussions publiques de la collectivité des maitres
et des disciples.

La philosophie d'Aristote a recu alors le nom de Scola-
stique ou science des écoles et Paris s'est converti en un
paradis de délices: le Parisius quidam paradisus
deliciarum comme chanta Jean de Necker. Un grand
nombre d'étudiants de toutes les nations qui ont passé des
arts libéraux a la Philosophie et de celle-la a la Théologie
y est accouru: gloire de l'antique Lutéce depuis 1150, année
dans laquelle on dictait & peine dans la colline de Sainte
Génevieve quelques cours du quadrivium pour les
copistes.

Bologne était alors un autre centre scientifique. On y
cultivait le Droit qui ne tarda pas a annuler l'attachement
aux arts, car les juristes obtenaient des emplois bien rému-
nérés, tandis que I'étude du quadrivium était plutbét une
curiosité intellectuelle qu'une profession lucrative.
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Enfin — et c’est un phénomeéne intéressant dans I'histoire
de la pensée humaine — a c6té de la Théologie et du Droit
apparait d'abord a Salerno et ensuite a Montpellier une
discipline de caractére pratique: la Médecine, faisant partie
de la Physique qui se rapporte a I'homme quant a la matiére
et le mouvement. De tes études respectives sortiront plus
tard I'Anatomie et la Physiologie.

La Théeologie, le Droit et la Médecine c'taient les
sciences cultivées dans la deuxieme moitié du XH-e siécle
en France et en Italie o0 — comme nous l'avons dit — on
ignorait absolument les Mathématiques, puisque les splen-
deurs débiles de Lorraine, de Chartres et de Saint-Victor
se sont éteintes. Ces écoles ont été absorbées par ITJni-
versité de Paris récemment fondée ou les Sentences de
Pierre Lombard et les disputes des réalistes et des nomina-
listes ont attiré l'intérét des étudiants.

Et pourtant les Mathématiques non seulement ne sont
pas mortes, mais au contraire elles devaient repousser avec
de nouvelles forces grace au travail dune autre grande
nation du monde latin: de I'Espagne. Dans ce temps quand
le croisement de la civilisation orientale et occidentale a
divisé I'histoire scientifique du Moyen-Age en deux époques
distinctes, la seconde d’entre elles sort de I'Ecole des Tra-
ducteurs de Toléde. Elle a été fondée par le Grand Chan-
celier de Castille Don Raimundo (f 1152), nommé arche-
véque environ 1130, date a laquelle I'Ecole a commencé ses
travaux, au moment ou la conquéte de Tolede par Al-
phonce VI a facilité¢ le croisement des deux civilisations:
orientale et occidentale. Ce croisement a été d'abord favo-
risé par la persécution almohade, qui a obligé beaucoup de
savants, de musulmans et d'Hébreux de sabriter dans la
ville de Tajo, et ensuite par la réforme de Cluny, dont les
moines en apportant en Espagne la culture frangaise ont
influé sur la littérature espagnole, surtout sur I'épopée et
le roman chevaleresque.

Toléde était dans ce temps-la un vrai foyer scientifique
dans lequel venaient les hommes de tous les pays attirés
spécialement par les arts magiques qu'on supposait y pou-
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voir apprendre mieux qu'ailleurs. ,Les clercs — a dit Eli-
pando — vont a Paris pour étudier les arts libéraux, a Bo-
logne les codes, a Tolede les diables et nulle part les
bonnes coutumes.” Mais outre les alchimistes et les nigro-
mantes étrangers qui cherchaient a connaitre les secrets de
la pierre philosophale, I'élixir de la vie et la faculté divi-
natoire venaient dans l'antique capitale wisigothique beau-
coup d’hommes de l'autre co6té des Pyrénées qui sentaient la
pure inquiétude du savoir désintéresse.

Les uns et les autres sans distinction de race, avec
I'esprit de tolérance qu'exige le développement scientifique
ont contribué a la splendeur de I'Ecole dans ces moments
bien funestes de I'histoire de I'Espagne. Les Pedros, les
Rodrigos et les Pelayos ont travaillé a cété des Abderrah-
manes, des Yehudas, Adlalas et Garifes sous la direction de
Domingo Gundisalvo (f 1151) de Segovia, qu'on peut con-
sidérer comme précurseur de la nouvelle Scolastique puisque
de ses jours se conservait encore le sédiment platonico-
augustinien et on tendait en méme temps aux grandes syn-
théses qui devaient s'ensuivre.

Tous ces hommes ont réalisé le travail méritoire de tradu-
ire en latin qui avait alors la valeur oecuménique les gran-
des oeuvres des auteurs antiques dont les traductions
étaient soumises a un double procédé: d'abord un juif ou
mozarabe faisait la traduction dans le grossier langage vul-
gaire ou en latin barbare, et ensuite les savants linterpre-
taient dans l'idiome culte du Latium dans lequel il devait
se répandre a travers toute I'Europe.

Quelques traducteurs ont abandonné I'anonymat et parmi
eux, en ce que concerne les Mathématiques, les Espagnols
Esteban Arnaldo et Juan Hispalense, les Anglais Athelard
de Bath et Robert de Chester, les Italiens Gérard de Cré-
mone et Platon de Tivoli, le Flamand Rodolphe de Brujas
et un certain Hermann, de nationalité douteuse qui ont
secoué les éternelles mathématiques assoupies de I'Occident
latin, qui ont alors appris pour la premiére fois le raisonne-
ment abstrait.
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La Géométrie réduite a une collection de recettes, pas
toujours exactes, a été connue par les ElIéments d'Euclide
dont la premiére version est due a Athelard de Bath avec
ses propres commentaires, et la seconde a Gérard de Cré-
mone qui a traduit non seulement les livres XIV et XV
inclus, dont le caractére apocryphe est déja démontré, mais
aussi les Commentaires de Abulabbas el Fadl Abenatim
el Nairizi connu en Occident comme Anarice, contenant
une grande quantité d'intéressantes observations.

Si grande qu’était l'impression produite par l'oeuvre
euclidienne une plus grande encore a causé la Trigonométrie
dont I'Europe n’avait aucune idée. Elle savait de la Géo-
métrie a la fin des fins le peu qui s’est conservé de Boéce
et de Saint Isidore de Séville, ainsi que les recensions de
Gerbert et n'ignorait pas l'existence d'une Géométrie théo-
rigue sans connaitre son contenu. Mais dans la Trigonométrie
l'ineptie du monde latin était absolue, puisque elle n'était
pas considérée comme science autonome mais dépendante
de I’Astronomie et dans les premiers temps d’'une maniére
incompléte a travers les Sphériques de Théodose et La
science des étoiles d'Albatenio, les deux oeuvres tra-
duites par Platon de Tivoli, et ensuite de la version du
traité sur 'Astronomie d'Alfragano faite par Juan His-
palense. Tandis que la traduction correcte de ' Almageste
de Ptolémée n'a pas été connue jusque 1175 dans la version
de Gérard de Crémone qui contre sa coutume a daté son
oeuvre nous permettant ainsi de fixer exactement lI'année
de son introduction.

La traduction du livre de Tabit sur les transversales est
aussi de Gérard, un autre sur la Géomérie élémentaire des
trois fils de Abenmusa Abenschacher et les Eléments
astronomiques du Sévillen Chéber Benaflah, dans
lesquels on trouve le théoréme fondamental de la Trigono-
métrie sphérique, ce qui prouve que les musulmans espagnols
avaient déja rompu le lien d'union entre I'Astronomie et la
Trigonométrie et cultivaient cette derniere a la marge de son
application a la connaissance du ciel.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. 7
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D’autres traductions dont on ne doit pas oublier sont:
le Traité du Globe de Costa ben Luca par Esteban
Arnaldo, le Quadripartito de Ptolémée par Platon
de Tivoli, et les Figures sphériques de Menelao par
Gérard de Crémone qui a aussi traduit en latin les
Données dEuclide, la Mesure du cercle d’Archiméde
et les Coniques d'Apollonius.

On doitenfin a I'Ecole de Toléde I'introduction de I'Algébre
par la version du Cheber u Almocabaladu Joarizmi,
faite par Juan Hispalense, qui contient quelques types
d’équations du second degré résolues par des méthodes géomé-
trigues que Leonardo de Pisa a transféré dans son fameux
Liber Abbaci, ce qui donna origine a la croyance que
le mathématicien italien a été l'introducteur de I'équation
du second degré en Europe, mais il est déja prouvé que
Leonardo la connaissait” par la traduction latine aussi de
Platon de Tivoli, du Sépher hibbur hameixiha
uehatixbd&ret — livre du traité de la mesure et du
calcule — du juif catalan Savasorda sous le titre de Liber
Embadorum, oeuvre qui surpasse toutes les antérieures et
beaucoup de postérieures jusqu'en pleine Renaissance.

Tel est le résumé de ce qu'ont fait dans le domaine des
Mathématiques pendant la seconde moitié du XH-e siécle
les bien mérités traducteurs de Tolede grace auxquels la
premiere renaissance mathématique du Xlll-e siécle a été
possible.



SUR UN SYSTEME D’EQUATIONS FONCTIONNELLES

par
M. Paul Montel (Paris)

1. Soit f(x) une fonction de la variable réelle x; dési-
gnons par

2/h[ = f (x+h) —f(x)

I'accroissement de f pour I'accroissement h de la variable
et soit

dh, Jni[f] = = dhl[f(x+h2)] —
On a
zIftj zljjj — z/ft2-
On définit de méme
oZ, J>», ..JJ/1 = j», [J., ,.. JI/]].
La différence d'ordre n, , a une valeur in-

dépendante de l'ordre des accroissements hv h2,...,hn.
2. Tout polynébme /(x) de degré n—1 vérifie I'’équation
~hs e ~hnlf] — 0.
Réciproquement, on a le théoréme:

Théoreme. Si la fonction f(x), continue de la variable
réelle x, vérifie le systeme d'équations fonctionnelles

zZhl e Jm=0,
~k2  -*kn—0O,
h o
dans lequel le rapport  (i,j = 1,2,...,n) est irrationnel, /(x)
est un polynbme de degré n—1 au plus.
7*
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La condition est évidement nécessaire. D'autre part, I'hy-

X by -
pothése que J- est irrationnel est indispensable pour que la

condition soit suffisante. Supposons en effet que l'un de
ces rapports soit rationnel; on peut toujours supposer que

hn
ce rapport est 7- puisque les accroissements sont interchan-

geables. Alors hn et kn sont des multiples entiers d'un
nombre &. Il suffit de prendre pour f(x) une fonction continue
périodique de période co pour satisfaire aux équations (1).

Démontrons que la condition est suffisante. Soit d'abord
n—1. La fonction f(X) admet les périodes et fcj dont le
rapport est irrationnel; on en déduit

/(X + plil + gfcl) = /:(x),

p et g désignant deux entiers. Or, on peut choisir ces entiers
de maniére que la période phy+qgky soit aussi voisine qu’on
le veut de n’'importe quelle valeur de X, par exemple de
x0—X. On en déduit, si la fonction est continue,

f(xoy=f"x)
et f est une constante.]

Soit encore les équations

= zljtt = C2,
Cj, C2 désignant des constantes. La fonction f(x+h)—f(x)
vérifie, quel que soit h, les équations

c'est donc une constante, égale a f(IT) et
7 (x+h) =f(x) + KM,
quels que soient X et h: donc f(Xx) est une fonction linéaire
de X. Si C2 ou C2 est nul, f(x) est une constante et C2 ou Ci
est nécessairement nul.
Supposons établi que le systéeme

(2) JKIZik...



EQUATIONS FONCTIONNELLES 101

C désignant une constante, admette comme solution un
polynéme de degré n—2 et montrons que le systéme

|:44_4:0.

obtenu en remplacant dans le précédent n par n+1 a comme
solution un polyndme de degré n— 1. Comme la proposition

est vraie pour n=1, elle est générale.
Soit
= ah_ , ———z/klz/f2... a4 /]
on a

Ahjif<g) =0, dkn[<] —0

hn . . o .
et, comme r~ est irrationnel, on en déduit, en désignant par

C une constante,

Jhlz/h2... ~hn_i 4klak 4k, 1—C.

Or,
A ... A x 4AKl4k 1im 4Ahn—O0,

donc C est nul et
4ht4ha... 4hn_14kl4ka m 4k, 2=C.

On démontrerait de méme que la nouvelle constante C
est nulle et que

4 4n1 4hn_1 4kl4k? m. 4kn_3 =c,
etc.; finalement, on obtient
Z1hI™NhY eee C..
On a de méme
4h) e 4h"™14k14k2 1" ~kn-1 =0,
4h,,4h? e+ 4kn 4kl4k2... 4‘f<n—l ==0,

donc

4h, ' o0 "I Akn'I::C;
or,

z/[,0 we Ahn /A, m Nhn-1~= 0,
donc

AhiNh o AN 1 NKn-2==C
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et ainsi de suite jusqua

z/hIn,2... z/fn_2z/fcl=C.

On établirait de la méme fagon le tableau

z/hjZ/hj... Ahn_3AKIAKT  Akn_| 0,
AhIAR — Ahn_3AKIAK!... Akn 2=0,

AhIAht «¢ Ahn_ ~fc2---C'
etc. jusqu a
ANANANAN L AKn—Z =0,
AN ARGANAN — Ak, , =C
et
Ah3 Ahi Aki m, A= 0
Aht AKIAK s A\ _0=c.
On a donc
AN "ITA-1=0
AKnAKIAKI m+ Akn_i=C,
et

z"Mol Jfca... dkn | —C2

Nous aboutissons ainsi au systéme

z/hl 3hs...

z/fl_gfe2... dkn_l=c2
Posons

X n—1

on aura
zN z™N e M, [9] — 0O,

k,k2...k, .
z/fl Z)k2... z/fn_1 [g]=Cc2-Cl

par hypothése, g(x) est un polynédme de degré n—2; donc
f(x) est un polynéme de degré n— 1.

En particulier, si ht—7i2=... hn=h et kv=k
—k, on voit que les équations
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zInfi=o, O=O
1-
caractérisent, si  estirrationnel, un polynéme de degré n—I1).

3. Soit /(z), une fonction analytique de la variable com-
plexe z et h, k, | trois périodes indépendantes, c'est-a-dire
telles qu'il n'existe entre elles aucune relation linéaire a coef-
ficients entiers p,q,r de la forme

ph+qgk+rl=0.
On sait que, si f(z) vérifie les équations fonctionnelles
zl)i=0, Me==0, z// =0,

f(z) est une constante: c'est le théoréeme de Jacobi. On en
déduit aussitdét que la solution du systeme
= z/ft —C, 2J(=C3

est une fonction linéaire puisque /'(z) vérifie le systéme
précédent. Tout polyndbme en z, de degré n—1 satisfait
a I'équation

"h, Mh, eee Ahn~0>
quels que soient hv he,...,hn. Réciproquement, on a le

Théoreme. Si la fonction analytique f(z) vérifie le sys-
teme d'équations fonctionnelles

dhl ~h? ~h,, — °-

(4)
A 77w A =0,

dans lequel les périodes ht, kjt Is (i,j,s—1,2,... n) sont in-
dépendantes, /(z) est un polyndbme de degré n—1 au plus.

La condition relative aux périodes est indispensable. Si,
en effet, un seul groupe était formé de périodes dépendantes,
on pourrait toujours supposer qu’il s'agit du groupe hn, kn, In ;
ces nombres appartiendraient a un réseau de périodes ayant
pour base < et ¢0' et toute fonction analytique doublement

*Z). Cf. Paul Montel Sur quelques extensions d'un théoreme de
Jacobi, publié a la mémoire de L. Lichtenstein, (Prace Matematyczno-
Fizyczne, pp. 315— 329, 1936).
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périodique de périodes @ et A satisferait aux équations du
systéme (4).
Nous démontrerons la proposition par récurrence. Suppo-
sant que toute solution du systeme
A1 AR N AI-1 ==,
Akl ~k2 o ~kn—l ~= 0,
Ah Al2.1 ~n-1 ==

est un polynéme de degré n—2, nous en déduirons que toute
solution du systéeme (4) est un polyndme de degré n—L1.
Comme la proposition est vraie pour n=I, elle sera générale.
Partons du systeme (4) et suivons la méme marche qu'au
numeéro précédent. Soit

. zlzny o

Ahn[<p] =0, Akn[<p] =0, Z/zn[9] =0,

et, comme les périodes hn, kn, In, sont indépendantes,  est
une constante. On établira comme précédemment le tableau
des égalités

44— Z[fel z/f2...z/fn_j z/zj ZIz2.++Ain_T=0,
A4hl z/z02..Z1z.n 1 ZIfl z/™.-. 2/ ZI0 2122...z/1zn 2= O,
22V Z1z2..ZIzn L z/fel z/™.-. 2/ jtNj Zlzi =0>
JALzI>2...z/fin_1Z[fclz/k2...z/jn_1 =C;

ensuite,
Ahl z/z,2-+« Ahn_x AKTAK2... Akn_x=0,

Ahx~h2-"~hn_ 1 Mk ~Mk2U-~Nkn 2 ’
2/z2.12/z0...z/hn_1Z/K =0,
Z/h1Z/z,2...z/hn_1 =Cr

On établirait de méme les équations
z/kl z/k2...z/ftn 1 = C2,

Ai2---Ain_x  C3,

f'(z) vérifie donc le systeme (5); c'est un polyndme de degré
n—2 et f(z) est un polynéme de degré n—L.
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Si l'on suppose hj =h2=...=hn=h; ki=kl—..=kn=Kk;
li—I2— — = h, k, | désignant trois périodes indépen-
dantes, on retrouve le systeme

A=0 X=0 J1"=0)

4. On obtient des résultats un peu différents pour les
fonctions de plusieurs variables. Soit, par exemple, f(X,y)
une fonction continue de deux variables réelles vérifiant le
systeme fonctionnel suivant

A In...zlfn—0,
(6) A A--A=0
A A-A=°
dans lequel on suppose que est défini par I'égalité

BW=FfX+Vy+V)—/(X,y), h=nx+1Tj,
et que les périodes h,, Kjt Is sont strictement indépendantes,
c'est-a-dire que le corps de périodes quelles définissent
posséde des périodes infiniment petites dont les directions
sont denses dans tout angle du plan. On peut énoncer
le théoréme suivant:

Théoreme. Toute fonction continue de deux variables
réelles vérifiant le systeme (6) est un polynédme dont le
degré par rapport a I'ensemble des variables ne dépasse pas
(n—21) (n+ 2).

2

Le polyndme est arbitraire si son degré ne dépasse pas
n—1: sinon, \;)I est soumis a des conditions et, lorsque ce
degré dépasse j (n—1), les directions des vecteurs-périodes
sont aussi soumises a des restrictions. Ces conditions
n'agissant que sur les directions, on peut toujours déterminer
les grandeurs des périodes de maniére a assurer leur stricte
indépendance.

La marche de la démonstration est semblable aux pré-
cédentes.

) loc. cit.l), P- 318,
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5. Considérons enfin une fonction f(z,z) analytique de
deux variables complexes et les accroissements
[1—f(z + h,z+h")—1(z, 2),
h="+i%, h="+I",
(0 désigne le vecteur-période défini, dans l'espace a quatre

dimensions, par ses composantes "2 %»Vi- 1l faut alors
introduire le systeme
Jj,"» =0 (r=1234,5)

et supposer que les périodes @. , @] , &5, t , U soient
strictement indépendantes, c’est-a-dire que le corps de périodes
défini par tojl)ti>y2),0>s7),coj4),<lu) posséde des périodes infini-
ment petites dont les directions sont partout denses dans
I'espace a quatre dimensions ou sur des variétés a trois
dimensions.

On obtient alors un théoreme entiérement semblable
a celui qui concerne les fonctions de deux variables réelles



SUR UNE FORMULE EXACTE, CARDINALE ET
CANONIQUE DES TENSIONS INTERNES ET SUR
L’EQUATION CARDINALE, CANONIQUE DU
MOUVEMENT DES FLUIDES VISQUEUX

par
Godofredo Garcia (Lima)

Dans un travail publié dans les ,Actas de la Academia
Nacional de Ciencias Exactas Fisicas y Naturales de Lima“
sous le litre ,Ecuationes exactas y soluciones exactas del
movimiento y de las tensiones en los fluidos viscosos®,
jai fait une révision des équations de la Mécanique des
fluides en obtenant des équations complétes pour les dé-
formations et les mouvements finisl).

Maintenant je me propose de donner au probléme une
forme cardinale et canonique. Je me borne a n’'étudier
qgue le cas du mouvement plan et je trouve les formules
complétes des composantes normales et tangentes des ten-
sions internes pour les déformations finies. Jobtiens en-
suite I'équation exacte du mouvemént qui comprend, comme
cas particulier, celle de M. Hamel, lorsque les déforma-
tions et les mouvements sont petits.

Tensions internes dans un fluide.

La formule vectorielle exacte que jai trouvé pour déter-
miner les tensions dans les fluides visqueux et compressibles,
lorsque les déformations sont finies, est:

T=n[p+ divp+ (gradp)j—

«

1)

¥ Actas de la Academia Nacional de Ciencias Exéctas Fisicas y Na-
turales de Lima, Ano X, vol X, fasciculos 1l y IV.
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Mouvements plans.

Les cosinus des angles formés par la tangente et par la
normale avec les axes du systeme des coordonnées sont:

__Px __Py __ Py PX
2 =7 =) =X 7,
(2 cosa, o' coS oT 5 cosa, > coso 5
La composante normale de la tension est:

dpy 1

dy 2Z

dPxdPx  dPydPy\
dx dy +dx dy JPXPdp2

La composante tangente de la tension est:

ou
| =—Spy Sp™

3 iix 8y
L’équation complete du mouvement relatif d'un fluide vis-
queux et compressible est:

(4) Q"+2xpK Q+xp’ Q + [QXI V—WQ =—-— grad/'?+J

L__7F _

ou Xp est le vecteur caractéristique de la vitesse angulaire,
P la densité du fluide, /3 le potentiel de la force interne et

J le vecteur d’accélération des forces qui agissent.
En introduisant la variable canonique vectorielle:

) P=Q +JAQ

on peut réduire I'équation (4) a la forme canonique:
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(6) PP+ V AP=— | grad /3+J.

La dérivée substantielle est exprimée par:

0 A _dp—~gr ;. §65> - -dBRyAQ’

et l'accélération par:
(8) 7 = grad U + 70

ou U est le potentiel de gravitation et Jo I'accélération d'une

force non-conservative.
Nous définirons une généralisation de la célébre fonction

dHelmholtz par:
©) H

L'équation du mouvement relatif (6) prendra alors la forme
suivante:

(10) + rotpAp + vApP-VA Q X'grad p =—gradH+70.

En introduisant l'opérateur vectoriel dans I'équation (10)
on obtient :

(12) +rot(rotpAp)-l-rot*"Apj—rot"AQXgradp) =

=rot Jo.

En tenant compte du fait que:

ou it, (i=1,2,3), sont les verseurs fondamentaux d'un systéme
ortogonal et Tik les composantes de la tension et en répré-
sentant par

s~d[p—y divp —j (gradp)?)
12 Hy
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la fonction généralisée d’Helmholtz pour les déformations
et les monvements finis, ou P est la pression et v le coefficient
de viscosité, on pourra écrire I'équation (11) sous la forme:

(13)

= —gradHO+" A2p-N">XA2P 4

n est le verseur parallele a la normale. Le laplacien du

vecteur p est: N N

A2 P =érad divp—rotrot p.
et I'équation de continuité est:

dt ¥ O div Q'—0.
E[foLp]_ ™M2tp+iarot[;AT] + dr
a) dt\ q_J_’ F © e F
+ rot [v AQ Xgrad p] = rot Jo
dQ v v €

C'est I'équation d’Helmholtz pour le mouvement relatif
du fluide en forme cardinale canonique.

Mouvements plans.

Pour les mouvements plans I'équation vectorielle (13)
est équivalente aux deux équations scalaires suivantes:

8pr  [8py - =F gP*  8pyl
8t L8 -'*Pz+'-pay
(14) _ E I
8x +ell W

8p
+ 18rcosa- + aIA—Lcos cosan+J0x,



FLUIDES VISQUEUX 111

sy IM MI - -f
gt L8x 8yl pPX+rpx+r(x—
(14) shl v ispy
+1lr fccos™ +;
+ jI'" cos A, + cos | A pij

cos bn+J0y
dans lesquelles r est la composante de la vitesse angulaire
par rapport a l'axe z.
Si I'on introduit la fonction de Stokes <
(15) p=_<p=_8* , =p =8®

les équations (14) prendront la forme:
8*y Cx A2p> —ktrx—71X"N2 —y =

8t 2 X L 8y 8xJ
= N Vao__ "
8x Q™M y ox 9
06) 8<p
=_7_ VAT __. w43
8y ag—><
Posons:
07) K="A20y + NS AN,

ou la lettre | désigne le logarithme naturel.

En différenciant la premiére équation (16) par rapport
a la variable y et la seconde par rapport a la variable X
et en l'ajoutant multipliée par (—1) a la premiére, on ob-
tient:
8A20 DI~NAN [ BN 8A21)] .
8t D[x,y] T 8y y 8 J+
(18)
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En dérivant le vecteur Q du potentiel d'un déplacement y

on a:
Q = grad/, vV=—g-

L'équation (18) se transforme alors en I'équation suivante:
3A20 D[O, A20] _ _ Dly, A20] v A
r

& D [x,y] T
v DIO,K] = 8Jix __ 8Jy
2e D[xy] 8y 8x

qui est I'équation du mouvement dans les coordonnées car-

tésiennes.
Coordonnées isomeétriques.

M. G. Hamel a introduit les coordonnées isométriques
qui permettent de réduire le probléme aux équations différen-
tielles ordinaires. En effet, la fonction de la variable com-
plexe est: co=m(z), ou z—x +iy. En désignant par ¢
et Z les coordonnées isométriques on aura
(20) a)—(p + ix.

Cette formule et les équations de Riemann-Cauchy
permettent d'introduire dans le probléme les coordonnées
isométriques.

Remarguons maintenant que:

8<0 2
(21) E= g

SE 8E
81 = Ba’ Ne=—Eb

La composante normale de la tension sera:
22 [<>2, 2 2. 2

E2

22 .
@2) f8lpi 80 8Ipj80 80

“VLeR 8z 8z gp TANH
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2 2 2,2

E2pt

tandis que le composante tangente sera:
t,—-e[ 30 30  878lp] , 8®8Ip] A. !
a8y b8*+8p8y + 3z 8X —Az
En posant:
t 8lp28™ 8Ip28AK&
(23) — 8p 8p + 8 8x

on obtient enfin I'équation dans les coordonnées isométriques:

1 3A> O(o,a‘o) , f 30, 30)
E 8t + 1a3®» + b az JA2Ct

-Dt/.AN) 87 ,3z) A
_r D2 "+rla3*+63"JAz +

@) L AL M

+ | a2 + b2l he—Sh-

1 pBak 8J0y\8<p /84, J/Oy)Byl
~E 1 8&p 8X J8y 1 3z p J8X]"

Cette équation est compléte et détermine les solutions
exactes lorsque les mouvements et les déplacements sont
finis.

On en obtient, comme cas particulier, lequation de
M. G. Hamel: 1°lorsqu’'on considére le cas, ou J0=0;
r=0; X*=0, 2°lorsqu'on a, a c6té de r=0, K*—0, les
relations:

34* 8 Joy. 8JOX__ 8Joy
8<p 8% 8% 8<p
qui définissent les équations de Riemann-Cauchy.

L'équation (24) conduit a une révision des solutions de
I'’équation de M. G. Hamel. On en déduit aussi des équa-
tions différentielles ordinaires qui permettent de déterminer
les déformations et les mouvements finis.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. 8



ON A SET OF INTEGERS NOT DEFINABLE BY MEANS
OF ONE-QUANTIFIER PREDICATES

by
Andrzej Mostowski (Warszawa)

1. This note is a sequel to my paper ,On definable sets
of positive integers*“l) quoted below as D. For explana-
tion of symbols and notations the reader should refer to
section 1 of D. Quotations like D 123 mean: theorem
1.23 of D.

We shall assume that conditions jSj and R2 given in
D 6.1 are satisfied. As it was mentioned in D 6.23 and
D 6.31 this assumption implies the fact that P” is the class

of general recursive n-adic relations and is the class
of general recursive functions.

Let R™ be the smallest finitely additive field of sets
such that R D P™ + Q[n}. It follows from D 218 and
D 231 that R? C P?3 Q"-

It will be proved that R™ y*P”. Q™ i- e> that there
exists a set A which belongs to P2n). but does not be-
long to

For a clearer explanation of the meaning of this result,
we have to remember that for every set of Pj™ there is

a definition of the form

@ Epngh,p,q)eRf

with a general recursive Rx For a set of there is,
likewise, a definition of the form

(2) En2Zp~™(Nn,p,q)6R7]

with a general recursive R2.  For the sets of R™ the gene-
ral form of definition is

¥ Fundamenta Mathematicae, vol. 34 (1947), pp. 81 — 112
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(3) En{$ (77p [(rt, p) e -..,np [(rt, p) e £f],

Eq[(n, a)eSJ, ...,2q[(n, g) e S},
where $ is a Boolean polynomial (i. e, a logical sum of
logical products) of its arguments and jR;,..., Rk S, are
general recursive sets.

Hence for the set A, whose existence will be proved
below, a definition of the form (1) and a definition of the
form (2) exist but no definition of the form (3) can be
applied.

We remember here that if a set B simultaneously admits
definitions of the forms En[77p (n, p) ¢jRJ and En[A()(it, p) eT?2]
with general recursive Rv R2 then B is itself a general
recursive set?).

These theorems are quite analogous to the following
well known results concerning projective sets: if a set B
is an A-set as well as a C™-set, it must be Borelian;
but a set which is a PCA-set as well as a CPCA - set
does not necessarily belong to the smallest (denumerably
additive) field of sets over A + CA.

2. In the subsequent proofs we shall make much use of
the primitive recursive function s(k,n) defined in the follo-
wing manner: we first define an auxiliary function t(Jc,n):

=n, t(k+ I,n) =s2Wk,n)]
and then put s(k,n) = sz[t(k,n)], where sl(n) and s2(n) are
determined by the equation
n = 2s’(n) (2s2(n) — 1).
The following theorem exhibits the usefulness of this
function:

2. 1. For any finite sequence of integers rv r2,...,
there is an integer n such that s(k,n) =rk for k=1, 2,..., h.

3. In this section we shall prove two lemmas (3.3 and
3.4) complementary to the theorems given in section 2 of D.

Zg S. C. Kleene, Transactions of the American Mathematical Society,
vol. 53 (1943), p. 53; E. L. Post, Bulletin of the American Mathematical
Society, vol. 50 (1944), p. 290; D 551.
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3.1. If f(ni) is a function of class then the set
W =Ein [i <f(rri)]

is of class Pj.5:

Proof. Evidently

I <f(m) =Sh[(h="Ff(m)): (i <h)]
Anh [(h=/(m))->(i<h)].

Since the sets Eh,mi [(h=f(m)) *(i</i)] and Em>i [(h=f(m))->
->(i < h)] are of classes P> and Qk\ it follows from these
equivalences for k=0, that W is of class P® and Qk} (cf-
D 2. 16). If k=0, we obtain WeP[2)-Q\)\ i. e,, We p?'+ (?)
in view of D 5.51.

3. 2. Every function f(rri) of class P/’!' is general recur-
sived). x

Proof.4) By definition D 5.1 the set

If = Ehm[l =f(m)]
belongs to Pjl'll. Since
(Zzn) elf™~nNh [(h =T (m))-+(=h)]
and the set of (h, I, m) satisfying the condition in square
brackets is of class Qt), D 2.16 entails IfeQf2. Hence by
D5.51 If e P+ Qj2) =P,2, i.e., fisageneral recursive function.

3.3. If Me p~+2] and either (i) k< 1 and fePk'l) or (ii))k>I

and fePfc, then the set
P=EnmInikfmU Oe
is of class Pi"+1).

Proof. Let us first consider the case k—0. By defini-
tions D 13 and D 15 there are decidable propositional
functions X,y) and yj(X,y) such that
4) (n,m,iyeM=1-cp(n,m, i), J=TF(m)M-y>(,m").

The propositional function y*(x, y) defined as
V (X, y)-nu[u<x”rip(u, y)]

3) A similar theorem is valid in the theory of pro*'ective sets. if the
eometric image of a function f is an analytical set, this function is Borelian.
ee, e ¢, K. Kuratowski, Topologie I, Monografie Matematyczne,

Warszawa 1933, p. 253.

4) I owe this proof to a remark of Professor K. Kuratowski.
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is decidable again and satisfies the conditions

®) = =
(6) I- NXXiy [y*(X i,y) s y*(x2,y) -* Xj = x2].
Now define y)as

2jy*(z, y}-nx [x<z-*9?(jc,y,2)1};

using (4), (5), and (6) we can easily prove that this propo-
sitional function is decidable and defines P. Hence PePo'"+])
and our theorem is proved for k=0.

Consider now the case k=0. As the set M is of class

+2), there is a set N e Q" such that

(n, m,DeM =2j [(nh,m, i, j)eN]

and consequently
(7 (n,zn)eP = 2. [(n,m,,)) eNJ.

If (tt, m)eP, there is for any :<f(m) an r; such that
(tt,zn,z,r) e N. By 2.1 there is an r such that s(i, r) =r- for
I <f(mi) and hence

(8) (n,m,i,s(i,r)) eN for i<Zf(zn).
This proves that
(n,m)eP->2r [(,, M, i, s (i, 1)) eNJ.

Conversely, if there is an integer r for which the for-
mula (8) holds, then n.<f{m}2j[(n,rn,i,j)eN]-, therefore the
equivalence (7) evidently yiblds: (n,mi)eP. Hence
9 (n,m) eP=2rni<f(m) [(n,m,i,s (i, r))eN],

If k=1, the set of (n,zn,z',r) such that

(n,zn,z,s(z, r))eN
is by D 5.33 of class P~+3). By 3.2 f(m) is a general recur-
sive function. Since our theorem has been already proved
for k=0, the set of (n,m,r) such that

77i0(m) [(n,zn,z,s(z,r))eN]

is of class P'n+2). By (9) and D 2.16, PePn+l), which proves
our theorem for'k =1.

If k=1, we rewrite (9) as
(10) (n, m)eP2rlliz <f(zrz)-> (n,m,i,5(i, r))eN],

The set of (n,zz1,r) satisfying the condition in square brac-
kets is of class Q7™ by 3.1 and D 5.33. Applying D 2.16
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and remembering that fc>l, we conclude from (10) that
PePfc+l).

Theorem 3.3 is thus proved. Applying de Morgan's laws
we obtain:

3.4. IfM.eQk+2} and either (i) k < 1 and fePKk'}} or (ii) k>I
and fePk"[, then the set

Q=E,,mR<f(m)(w)eM]

is of class

4. Let us now consider the smallest field of sets over
P*"+Q{"\ Denoting this field by R{"\ we obtain from D 2.12

and D 2.17 the following theorem.
41 PeK!" if and only if there is an integer k and sets

Mk, Nv..., Nk eP[n) such that
(11) P = (M1-N1) + (M2—N2) + ---+(Mft—Nf).
We shall also need the following theorem due to Kleeneb)-

4.2. There is a function F['} universal for the class P{]
and such that the set
(12) N.JIneFNMfo)]

is of class Pj"+1).

Define now the function T("} by the formula
(13) TRAmM) = "<S2(m)[FIn’ (s(2i-1,s1(m)))--FIn)(s(2i,sl(m)))].
We shall prove that

4.3. The function is universal for the class K" and
the set

(14)
is of class P{"*D: J*)

Proof. Since (s(j,m.y) eP” for j=1,2,...,2sz2(m)—1, 4.1
and (13) entail TA(m)eR" for every integer m. Let us sup-
pose that P’e R'f, i.e., that (11) holds for some Mr..., MK,
Nv...,NkeP™\ As the function F” is universal for P{"\ there
are intégrés rv r2,...,r2k such that

5 S. C. Kleene, L c.l), p. 47.



ON A SET OF INTEGERS 119

(15) NAFACrA, for 7=1,2,.., k.
By 2.1 there is an integer r such that s(j, r) = r- for7=1,2,..., 2k.
Putting m=2r(2k + 1) we obtain s2(m) =k + 1, sl(m)=r and
s(7,s1(771))=s(j,r) ““ry’for /=1,2,..., 2k. Therefore in view of
(13) and (15)
Tn) (m)=27i<fc+1 [N (r,,. ") — =<k (Mf-N,) =P.
The function Tj"l is therefore universal for the class R[>
We shall now evaluate the class of the set (14). For
this purpose we observe that by 4.2 there is a set BePgn+
such that
neFn)(k)"~2:/(n,k,2)eB.
Applying (13) we have
neT-n-(m) =
(16) =2 <Mm){2'p[(n,s(2i—I,s1(7n)),p)eB]*
BrQ[(n,s(2z,s1(m)),q) non eBI}
N2 (m)2'p/7qU(n>s(2i—I,Sj (m)),p)eB]-
' [(n,s(2z,s1(m)),q) non eB]}.
In this formula it is legitimate to invert the order of quanti-
fiers 2p and Ilg (since one member of the inmost conjuction
depends only on p and another only on Q):
ite Tjn) (m) =
@7y ="M 7Mp{[(n,S(2-1,Si(m)),p)gB]-
[(n, s (21, si (m)),q) noneB]}
The formula (16) proves that the set (14) is of class P2+1).
Using (17), D 2.16 ;and 3.4 we obtain that this set is also
of class ™"+1) which proves our theorem.

14, R™MAPZ-g2\

Proof. Using 4.3 and Cantor diagonal theorem, we notice
that the n dimensional set
A = £,M(1«, p) non eTin)(p)]

is different from every T/ (q) and therefore it does not
belong to RIn. By 4.3 and D 212 we further obtain that

AeP2'-Q2\ q.e. d.



REMARQUE SUR LES ESPACES TOPOLOGIQUES
DENOMBRABLES

par
MIROSLAV KATETOV (Praha)

On sait qu'un espace régulier absolument fermé est
(bi)compact (P. Alexandroff et P. Urysohn, Mémoi-
re sur les espaces compacts). D’autre part, il est facile
de trouver d'exemples des espaces semiréguliers (cf. M. H.
Stone, Applications of the Theory of Boolean Rings to
General Topology, Trans. Amer. Math. Soc. 41 (1937),
375 —481) qui ne sont pas compacts tout en étant absolu-
ment fermés. Or, la question s'impose si la semirégularité
héréditaire suffit pour assurer la (bi)compacticité d'un espace
absolument fermé. Je n'ai réussi de résoudre ce probléme
que pour des espaces dénombrables.

Tout d'abord, je rappelle quelques définitions connues.
Tous les espaces considérés sont des espaces topologiques
de Hausdorff.

Un espace P s'appelle régulier s'il existe pour tout xeP
et tout_voisinage G de X un ensemble ouvert H tel que
xeH, HQG. Unensemble G GP sappelle régulierement
ouvert si G=1IntG. P sappelle semirégulier si chaque
voisinage d’'un point arbitraire contient un voisinage régulie-
rement ouvert. On dit que P est semirégulier d'une maniéere
héréditaire si chaque sous-espace de P est semirégulier.

Un espace P s’appelle compact (,,bicompact“ chez Alexan-
droff et Urysohn) si l'on peut extraire un recouvrement
fini de tout recouvrement ouvert de P. Un espace P s'appelle
absolument fermé s'il est fermé dans n'importe quel espace
(de Hausdorff) SOP.
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Je fais l'usage des théoremes suivants connus [pour B v.
M. Katétov, Uber H-abgeschlossene und bikompakte Raume,

Cas. mat. fys., 69 (1940), 36 —49].

A. Pour qu'un espace P soit absolument fermé, il faut
et il suffit que tout recouvrement ouvert de P contienne
des ensembles Gj ...Gn tels que 2G} =P.

B. L’intersection d'un systtme monotone des sous-espaces
absolument fermés d’'un espace quelconque n’est pas vide.

C. La fermeture d'un sous-ensemble ouvert d'un espace
absolument fermé est absolument fermée elle-méme.

Exemple 1. L'espace Pt se compose des points du plan
+), m=I, 2,..., n==1,+2,... et de

am= 0), amn

deux points at+ et a~. Les points am, amn possedent des voi-
sinages usuels; les points at+ et &~ possédent des voisinages
Gfc + a+ou, respectivement, UNa~, Uk étant I'ensemble
des points amn tels que m>k, n>0 et étant I'ensemble
des points amn tels que m >k, n< 0. On voit aisément
que Pj est semirégulier et absolument fermé (en vertu de A),
mais il n'est pas compact.

Théoreme. Tout espace P dénombrable absolument
fermé et semirégulier d'une maniére héréditaire est compact.

Démonstration. Supposons, en effet, que P ne soit
pas compact. Alors il existe un ensemble infini M C P tel
que pour tout XeP nous avons X non e M—X. Rangeons
les points de P en suite [aj. Il existe un voisinage ouvert
H de al tel que MH est fini. P étant semirégulier, il existe
un ensemble régulierement ouvert G, tel que a~"GCH.

Posons Qj = P—G = P—G,; en vertu de C, est absolu-
ment fermé, M — Qx est évidemment fini, ar non e

Supposons maintenant que nous avons déja construit des
ensembles QfcQP (fc—1,... n), tels que (1) Qk  Qt+i> (2)
ak non e Qk, (3) M— Qk est fini, (4) Qk est absolument fermé.
Si antl non e Qn, posons Qn+l =Qn. Si a,*l ¢ Qn, nous pou-
vons, a cause de la semirégularité de Qn, démontrer par le
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méme raisonnement gu'il existe un sous-espace Qn+l C Qn
absolument fermé, tel que M—Qn+| est fini et ant1 non eQn+1.

Ayant construit les ensembles Qn pour n—1, 2,... nous
avons une suite monotone {QJ des espaces absolument
fermés. Alors, en vertu de B, HQn n'est pas vide ce qui
constitue une contradiction, car an non eQn

On pourrait attendre que la semirégularité héréditaire
entraine, pour un espace dénombrable, sa régularité. L'e-

xemple suivant (cf. E. Cech and J. Novak. On regular

and combinatorial imbedding, Cas. mat. fys. 72 (1947), 7—16,
exemple 3) montre que cette hypothese est fausse.
Exemple 2. L'espace P! se compose des points du

plan am= 0), amn= , m,n=1, 2,... et du point

a. Les points am, amn possedent des voisinages usuels (donc,

des points amn sont isolés dans P2). Le point a posséde des
voisinages Uk— Z + a, ou Uk se compose de tous les points
amn tels que m >k et Z est tel que la somme des ordonnées
de tous les points appartenant a Z est fini. |l est facile
de voir que a est le seul point irrégulier de P2 Soit main-
tenant Q C P2 Si a non ¢ Q, alors Q est régulier et a for-
tiori semirégulier. Si aeQ, soit V un voisinage de a dans
Q. Il existe évidemment, pour tout m tel que ameV—am,
des points zmk ¢ V, zmk  a, tels que (1) zmk->am, (2) la

somme des ordonnées des points zmk est < ) Désignons

maintenant par Z l'ensemble composé de tous les points
zmk et des points am et posons U=V —Z. Alors, aeU CK
U est régulierement ouvert dans Q. Donc, Q est semiré-
gulier, ce qui prouve la semirégularité héréditaire de P2



REMARK ON ~-COMPLETENESS

by
J. Novak (Brno)

Let {(%} (te5DI) be any family of metrics in a set P. A se-
quence {x,} (xneP) is W-convergent, if it is pe-convergent for
any A-fundamental sequences are defined accordingly.
P is called *-complete, if every SOI-fundamental sequence is
ail-convergent. If P is not ail-complete we can enlarge P by ad-
joining ideal limits, thus obtaining a set Pm. If 9)1 consists of
one element only, Pm is notoriously ail-complete. The gene-
ralisation to a countable ail is trivial. For an uncountable HU,
however, | give here a counter example. This seems to
contradict an assertion made by M. Deuring (Algebren,
1935, p. 94, Satz 2, viz. 2I0Tn = 2Im).

Let P be a set of the symbols ars, where r and s are
positive integers. Let 91 be the family of all sequences
I—NnnN2... of positive integers. We are going to define
the metric P,n.... as follows:

(™rs, Ar's) | fntn:™ Cr's) |
where is the one-to-one map of P into the set of
complex numbers such that
fat— M =71 + is for sSnr

(ars) =y +y for s>nr

There are 2X' different metrics P,in,... in the set P and
—2different metric spaces (P, Pni,,...). Now let

ai,.Nars.  for I (1)
be any point sequence in P. Two cases are possible:
1° There is an index Kk such that rt=k for i=1,2,... with

exception of a finite number of I In this case
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lims,=00. Let «=/?!, n2,... be any element in 911. Then
lim (ars)=1li_m (afes.) =y "since st=nk for

nearly all i. We deduce from this that (1) is a 9ft-fun-
damental sequence.

2° There is no index k=r, for almost all i. In this case,
we may choose a subsequence (a”,j from the sequen-

ce (1), where the indexes r' are different from one

another. Let cf=sr, for i=r" and c(=1 for i r;

then /C[Ci... (arsr) = (r' + isr).

Hence e(C,... (ar,$r,, ar,s,) > |r"—r"|>1 provided r'=hr".
The sequence (1) does not satisfy the Cauchy's condition
in the space (P, pCiCj...) and it fails to be 9ft-fundamental.

We arrive at the following statement:

The sequence (1) is Ml-fundamental if and only if F—k
for all but a finite number of indexes .

According to this statement we may denote by Ak
k—1,2,3,..., all ideal limits of 9ft-fundamental sequences (1),

where r;=k for nearly all i. We obtain the space Pm
by adjoining the elements Ak to the space P. In Pm, the
sequence of ideal limits is 9ft-fundamental. Indeed,

Qi(Ak, A,)—‘ k_]1 for all metrics Qi, teM. On the other

hand, there is no element in Pm, to which the sequence
converges. Consequently Pmm”~Pm-



EXTENSIONS OF GENERAL ALGEBRAS

by
Samuel Eilenberg (New York)

1. Introduction. The theory of group extensions and
factor sets has been shown (Eilenberg and Mac Lane [3] to
be closely related with the so called cohomology theory of
abstract groups. Analogously Hochschild [4] has shown that
extensions of associative algebras connect with the cohomo-
logy theory for associative algebras. A similar fact was also
established for Lie algebras (Chevalley and Eilenberg [2]).

The purpose of this note is to present a theory of
extensions for some general classes of algebras including
associative and L.ie algebras as special cases. The factor-
set relations obtained should be useful in designing cohomo-
logy theories for other kinds of algebras.

2. Abstract forms. Let Xj...., Xn be n distinct symbols. The
concept of a monomial of order n in the symbols XI...., xn
is defined by induction as follows. If n =1 then Xt is a
monomial of order 1. Assume that monomials of order <n
have been defined. Let X\,..., Xp, Xj,..., X" (p+qg=ri) be a per-
mutation of the symbols xIt...,xn, let m' be a monomial
of order p in X',,..., Xp and let m" be a monomial of order q
in the variables x'i,...,x". Then (m m") is a monomial of
order n in the variables xlI,...,Xn.

Let F be a field which will be kept fixed throughout
the discussion. Denote by M the set of all monomials of
order n in the symbols Xxr,...,.xn. A function L which to
each monomial me M assigns an element Lm of F will be
called an abstract form of order n (over the field F) in the
symbols Xj,...,.xn. If we identify each monomial in with

the form Lm such that L™ = 1 and = 0 for m'A m then
we can write
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(2.2) L=SLmm, LmeF.
mtM

Notice that it is required for all the monomials occurring
in a form to have the same order n and involve the same
n symbols.

Let A be any algebra over F, i.e. A is a vector space
over F and a bilinear multiplication (aja2)e A for at,a,fA is

given. Given a monomial m of order n in the'symbolsxi,...,xn
and given elements alt...,aneA we substitute a, for in the
inductive definition of the monomial m and obtain an
n-linear function m(al,...,an) with values in A. Using formula
(2.1) we find that each abstract form L of order n defines an
n-linear function L(ai,...,a,,) with values in A. If L(al;...,an) =0
for all arguments al,....,ane A then we say that the algebra
A annuls the form L.

A representation R of the algebra A in the vector space
V (over F) consists of two bilinear functions (av)eU and
(va)eU defined for aeA and veV. If m is a monomial as
above and ax,...,aneA and veV then m(ax,...,ai_\, v, ai+l,...,an)
S n) is a well defined element of V. Similarly if L is an
abstract form of oder n then

(2.2) L(ai,...,ai_1, v, ait+l,..., an) zZ™\n

is an element of V and gives a function linear in n—1
arguments in A and one argument in V with values in V.
If (2.2) is zero for all values of the arguments and all i=1,..., n
then we say that the representation R annuls the form L.
Note that this condition results in n “identities upon the
representation R. These need not be distinct in view of
possible symmetries in the structure of L.

Forms of order 1 are rather trivial in nature. Henceforth
it will be assumed that all forms and monomials have order 1.

3. Extensions of algebras. Let A be an algebra and V
a vector space both over the same field F. We shall regard
V as an algebra in which (vjv2) — 0 for any Vj,v2eV (or
shorter: V2 =(0)). An extension of A by V is a pair (E, <)
where E is an algebra over F containing V as a subalgebra
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and ¢p:E~"A is a homomorphism of E onto A with kernel V.
Two extensions (£\, g") and (E2 2 of A by V are equivalent
if there is an isomorphism t. ~El such that riv) =v
for each veV and that 2 ="z.

Given an extension (E, ¢?) of A by V, consider elements
aeA ,veV. Select eeE so that <ple)—a. Since E2=(0) it
follows that (ev) and (ve) are both independent of the choice
of e (subject to the condition g?(e) =a). We define

(av) = (ev) , (va) = (ve)
and thus obtain a representation R of A in V. Two equi-
valent extensions induce the same representation.

In the sequel we shall assume that A,V and the repre-
sentation  are given, and we shall study extensions (E,g>)
of A by V realizing the given representation.

Given an extension (E, <) as above construct a linear map
fj :A-+E such that <) is the identity map of A onto itself.
Then for ax,a2e A define f(ax,a2) e E by the formula

(rilaj T(a2)) — t;(372) + /(ai,al).

Applying ¢ to both sides we find that g’/(al,a?) =0 so that
/(al,a2)el/. The function f is bilinear and is called the
factor set of the extension (E, %) relative to the representa-
tive function 1.

If 7 is replaced by another representative function 7 then
n=1+h

where h: 4->IZ is a linear map. Conversely every T of the
form 7+ h is a representative function. If f denotes the
factor set relative to {| then
N (ata2) +f(ai, a,) =(77(a,) 7(a2) = (1 (a2 + h(a") (17 (a2) + h (a2))

= (M (ajn(a2) + (77(ai)h(a2)) + (Jita 11 (a2))

=T (atal) + f(al,a) + (a] h(a2) + (h (aj a2).
Consequently

f(aj,a2) —f(al,a?) = (alh (a2))—h (a{a2) + (h (at) a2).
If we define the bilinear function dh (called the coboundary
of h) by the formula

(<5h)(ai,a2) = (alh(al)') — hialal) + (h(aj)a2)
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then
f—f = »h.

Consider now the totality of all bilinear functions on A
with values in V. Two such functions are called equivalent
if they differ by a coboundary. The preceeding argument
shows that the factor sets of an extension (E, <p) constitute
an equivalence class.

We shall show that two extensions (Ep and (E2, <) of
A by V are equivalent if and only if the corresponding
equivalence classes of factor sets are equal. Indeed if
is a representative function in (Eb 9%) and r: Er ~E? esta-
blishes the equivalence of the two extensions then % =
is a representative function in (E2, ¢2) and and tj2 have
the same factor set. Conversely assume that the equiva-
lence classes of factor sets of (Ep and (E2, ¢2) are the
same. The representative functions and % can then be
selected so that the corresponding factor sets are equal.
Any element e e E} can uniquely be expressed as

e= (a +v aeA vev.
Define
te) =1t2(@) +v.
A direct computation then shows that r establishes the
equivalence of (Ep epf) and (E2, ™).

Suppose that A, V, the representation R and the bilinear
function f of A in V are given. Let E be the vector space
of all pairs (a, v) for aeA, veV. Define a multiplication
in E by setting

([aj vj [a2 Vv]) = (tai a2], [vj a7] + [a! v2] + f [av al])
and identify the elements veV and (o, v) eE. Then E is
an algebra over F and V is a subalgebra of E with V1 — (0).
Further define
0 (a v) — a, N (@) = (a, 0).

Then < is a homomorphism of E onto A with kernel K and

[®l (8) v] — (&, 0) (0, v) = [o, (av)] = (av),

[v @] =(0,V) (a0) =[o, (va)] = (va),

V(aj 7 (a2 = (ab o) (a2, 0) = [a! a2, f (ab a2)] =-

(at @2, 0) + [o,f (ab a2)] = ij(ala2)+f (ap a2).
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The first two formulas show that extension (E, 99 realizes
the given representation R. The last formula shows that f
is the factor set corresponding to the representative
function ).

Summarizing we have

Theorem A. The equivalence classes of extensions (E, <j)
of an algebra A by a vector space V corresponding to a
given representation Rof Ain V, are in a 1—1 correspondence
with the equivalence classes (modulo coboundaries) of bilinear
functions on A with values in V.

Following the procedure indicated by Hochschild
[4, § 6] the totality of equivalence classes of extensions
(E, ) can be made into a vector space (over F). The
correspondence of Theorem A is then an isomorphism.

4. Indentities on factor sets. As above let (E, 9) be an
extension of the algebra A by V. Assuming that both A
and the representation R annul an abstract form L, wath
conditions must the factor sets satisfy in order that E also
annul L? The answer to this question is contained in
Theorem B below. Some preliminary definitions are needed.

Let L be any abstract form in the symbols Xp..., Xn and
let f be a bilinear function with arguments in A and values
in V. We define an n-linear function

fL(ax,...,an), ax,...,aneA
with values in V as follows.

If m is a monomial of order 1 then
(4.1) L=0.

Assume now that fm is defined whenever m is a monomial
of order <n. Suppose now that X\,..., xp, Xf,..., X" (p + g =ri)
is a permutation of xl,...,xn and that m = (m'm") where m'
is a monomial of order p in Xj,..., Xp, while m" is a monomial
of order q in X'[,...,x§. Let then a'p..., ap, a'/,..., a" be the
corresponding permutation of ab..., an and define

fm (al;..., an)=m" (a\,..., ap) fm,(ai....a") +
(4.2) + f(m'(a'p...,ap), m" @@p.-.., a")) +

+ fm,(al,...,ap) m" @@'',...,a")

where for convenience some parentheses were omitted.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. 9
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Having defined fm for all monomials consider an abstract
form L — S Lmm and define
(4.3) fL =2Lmfm.

If fL is zero (for all values of the argument) then we say
that the function f annuls the form L.

Theorem B. Let (E, <?) be an extension of the algebra A
by the vector space V inducing the representation R. Let
f be a factor set of this extension relative to some repre-
sentative function y. Let L be any abstract form of order n.
The algebra E annuls L if and only if A, R and f all
annul L.

Proof. Let
(4.4) ei="Na)+vi, a™, v(eF,i=l,...,n
We first prove the following basic formula.

L (eb..,,e,) —V[L (aL..., an)]+fL(aj,..., a,,) +

r : :
S L{/al,...,a|_1, Vi, ai+l,...,an).
i=l
Observe that 1/2 = (0) implies that L (..., v,\V],...) =0 for
i, further t] (@ v=avandvi?(a) =va. Hence the mul-
tilinearity of L implies

L(el,...,.en) = L[?7(al),...,9j(an)] + £ L (a™ManV, a(+l,...,a,,)

Thus (4.5) reduces to the foIIowmg special case
(4.6) L h (ai),..., V(a,)d =»?[L (ab..., an)]+/L (ap..., a,,).

In view of (4.3) it suffices to prove (4.6) When Lis a
monomial m. If m has order 1, (4.6) is trivial. Assume that
(4.6) has been proved for monomials of order <n. Suppose
now that xj,..., Xp, X'i,..., X{§ (p + g = n) is a permutation of the
variables Xj....xn and that m = (m m") where rri is a mono-
mial of order p in X'p..., Xp while m" is a monomial of order g
in Xj',...x". Let ai,.., ap, ai,..., a0 be the corresponding per-
mutation of ap..., an. Since (4.6) holds for L—m and L —m"
we have

m h (aj),..., (a)]=zn (1) (,aj,..., 1] @) m" (y @"),..., ij (@")J
—v[m' @p..., ap)] y[m" (a'pa‘)] + rt(m (@p..., aj,)) fm,(a’p..., a")
+ fm. (@j.....ap) (M (a'p..., a"))

(4.5)
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=T7(m ap) m (aj,...,a") + f(m (@b..., ap\ m'(av..., a"))
+ m (a\,..., ap) fm, (a'i,..., a") + fm, (@'p..., ap) m (ay,..., a")

= 7?(m (ap..., ary) + fm{al,...,al)

as required by (4.6).

Having proved formula (4.5) the proof of the theorem
follows easily. Suppose that A, R and f all annul the form L.
Formula (4.5) then implies that E also annuls L. Assume
now that E annuls L. Setting Vj=... =vn=0in (4.5) we find

! (L (al,..., an)) + fL (aj,..., an) =0.
Applying ¢ to this formula gives L (a"..., an)—0 so that A
and f both annul L. Formula (4.5) then implies
J? L (ab..., af_L vj; aitl,,.., an) =0.
i=1
Setting —v and —0 for j=4=i we find
L(al,...,ai_l,v, ai+i,..., an) =0 for i = n.
Hence the representation R annuls L.

5. Coboundaries. As a corollary of Theorem B we prove

Theorem C. If the algebra A and the representation
R of A in V both annul an abstract form L then for every
linear mapping h: A-+V the coboundary <h annuls L.

Proof. Let (E, %9) be an extension of A by V inducing
the representation R and such that with a suitable repre-
sentative function 77 the factor set is zero. By Theorem B,
the algebra E annuls L. If we replace the representative
function by 1] =rj+h then the factor set relative to 7 will
be <h. Hence <th annuls L by Theorem B.

A direct proof of Theorem C follows from the general

formula
("h)t (ab. - an)——nh|[L(al,...,an)] +

+ i)L(al,...,a._i,h(a), al+i,...,an)
i=lI
proved by the same method as (4.5). If now A and R
annul L, both terms on the right are zero and (dh)L—-O.

6. Examples. In the examples that follow, the multipli-
cation in an algebra will be written as a2 without paren-
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theses, except in the case of Lie algebras where we shall
write [ap a2).
Commutative algebras. Let
L = (%! x2) — <X2 Xj).
Algebras that annul the form L are called commutative.
They satisfy the condition
al a2 — a2 al-

A representation R of A in V annuls L if and only if
av =va.
fL (a’a?) =f (alt a2) —f (a2, at)
hence the factor sets that annuls L are characterized by
Kap a?2) = /(a2,al).
Associative algebras. Consider the form
L = [Xj (x2 x3)] — [(Xj x2) x3)].
An algebra A that annuls L is called associative and is
characterized by the identity
a" (a, ad) == (aj a2) a3
A representation R of A in V annuls L provided
al (a2v) = (a3a2) v, at (va2)=(alv) a2, (val)a2=v (at a2).
Further
fiXai' a2 a> —aif (a2 a2) +/ (at,a2a3) f(aba2) a3 f(alaz aj)
so that the factor set that annuls L are characterized by
the identity
f(a2 a3) + f(apa2a3) —f (araz a3) + f (al; a2) as
Lie algebras. Consider the abstract forms
Ll = (Xj x2) + (x2x",
L2 = [(x, x2) x3)] + [(x2 x3) xJ + [(x3X!) x2].
An algebra A annulling L! and L* is called a Lie algebra.
It is characterized by the identies
[al(a?] + [a2,aJ — O,
[[al; aZ], a3] + [[a2 &3], a] + [[a3 aj, al] =0

Further
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the second of which is called the Jacobi identity. A repre-
sentation R of A in V annuls L! and L? provided
av + va=0,
[al,a?] v == at (a2v)—al (ajv).
A factor set f annuls L! and L2 if and only if
/(al’a?) +/(a2,al)=0,

f(aba2) a3 + (a2, a3) at + f (a3, aja? + f ([ab a2], a3)
+ f ([a2 a3, aj) + f([a3, aj, a2) = 0.
Jordan algebras. Consider the abstract forms
L' = (Xi x2) — (x2 Xj),
L2 = [(Xj (x2 x3) x4] + [(Xj (x3 x4)) x2] + L(X] (x4 x2) x3]
— [Ox X2 (*3 *«).| — [(*1 X3) (X4 *2)] — [(*1 X& CX2
An algebra A annulling LI and L? is called a Jordan algebra
(Albert [1]) and is characterized by the identities
ala2=alai
[a (ata2)]ad + [a(a2ad)] al + [a (a3ad)] a2
= (aad) (a2a3) + (aa?) (a3a,) + (aal) (& a2).
A representation R of A in V annuls L! and L?

provided
av —va,

ai[(a2a3) v] + a2 [(a3ad) v] + a3 [(a] a2) v]
= (ala?) (a3v) + (a2a3) (arv) + (a3ad) (a2 v)
= [al (a2ad)] v + a3 [al (a2 v)] + a2 [al (a3 V)].
A factor set f annuls L! and L2 provided
f (ab a2) = f (a2, ad)

and
fla (ata2), a3) + f[a (a2a3), a,K+ f[a (a3 an, aZ]

+ aj f(a,al a3) + a2 f (a, al a3) + a3f{a, at a2)
+ aj [af (a2 a3)] + a2[af (a3, a~] + [a3 [a T (ab a2)]
= f (aab a2 a3) + f(aa2 a3 aj) + f(aa3, at a2)
+ (aad) f (a2, a3) + (aa2) f (a3, aj + (aa3) f(ab a2)
+ (aja2) f(a, a3) + (a2a3) f (a, ad) + (a3aj) f (a, a2).
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DEUX PROPOSITIONS DE LA THEORIE DES GROUPES
DE SUBSTITUTIONS

par
Sophie Piccard (Neuchatel).

Soient mMD 2 et n>m deux entiers. Soit G un groupe
transitif de substitutions des éléments 1, 2,..., m et soit S
une substitution ne faisant pas partie de G, dont les éléments
font partie de I'ensemble E={1, 2,..., n}. Nous désignerons
par le symbole {S} I'ensemble des éléments permutés par S.
Tout élément de I'ensemble S fait partie d’'un cycle d’'ordre > 1
de 5. Posons E'— {{, 2,..., m}, E\A~{m+ 1., n} On a
E—E' + E". Supposons que {S} DE".])

Nous dirons que la substitution S et le groupe G sont
connexes si tout cycle de S qui contient au moins un élément
de l'ensemble E" contient également au moins un élément
de I'ensemble E'

Lorsque la substitution S et le groupe G sont connexes,
nous dirons qu’ils sont imprimitifs s'il est possible de dé-
composer I'ensemble E en une somme de k ==:2 sous-ensjembles
Ej, E2... Ek disjoints deux a deux, tels que El=E2= ..
= EKk>12) et que, quels que soient les indices i et |

1 ==Kk), si T=S ou si T est une substitution
quelconque du groupe G et si T transforme au moins un
élément de E; en un élément de Ejt alors T transforme tout
I'ensemble E; en E;, et nous dirons que la substitution S et le
groupe G sont primitifs dans le cas contraire. Si 5 et G
sont imprimitifs, les ensembles E!! E2,..., Ek sont appelés
les systemes d'imprimitivité de G et de S.

1? Quels ﬂue soient les ensembles A et B, le symbole A Z) B, de méme
que le symbole BrA, exprime que A contient B ou que B est un sous-
ensemble de A, et le symhole & J)B, le méme que le symbole B CE A,
exprime que B n'est pas un sous-ensemble de A.

2) Quel que soit I'ensemble A, le symbole A désigne la puissance de A.
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Si {S} —{1, 2,..., n} —E, nous dirons que la substitution S
est imprimitive si on peut décomposer I'ensemble E en une
somme de r > 2 sous-ensembles Ew, E[_,..., E(f\ disjoints
deux a deux et tels que E() =ER) =... =E()>1 et que, quel
que soit l'indice i (1 <i<r), ou bien la substitution S trans-
forme I'ensemble Ew en lui-méme et alors Ew se compose
de la totalité des éléments de certains cycles de S, ou bien
il existe un indice ™, tel que I<j<r et que S trans-
forme Ell en Ei), et nous dirons que la substitution 5 est
primitive dans le cas contraire. Si la substitution S est
imprimitive les ensembles E(l), E(),..., E() sont appelés les
systemes d'imprimitivité proprement dits de la substitution 5.

Remarque i. Quels que soient les entiers m > 2 et
n>m, si G est un groupe transitif et primitif de substi-
tutions des éléments 1, 2,..., m et si S est une substitution
connexe avec G, dont les éléments sont des nombres de
I'ensemble {1, 2,..., n}, les nombres m + 1,.., n étant tous
permutés par 5, alors si la substitution 5 et le groupe G
sont imprimitifs, la substitution 5 est imprimitive et tous
les nombres 1, 2., m font partie dun méme systeme
d'imprimitivité de la substitution 5.

En effet, supposons que S et G sont imprimitifs et soient
Eb E2,..., Ek (k>1) les systemes d'imprimitivité de S et G.
Soit Ef un quelconque de ces systétmes qui contient au
moins un élément de I'ensemble E'= {1, 2,..., m}. Montrons
que Ej ne saurait étre un vrai sous-ensemble de E'. En
effet, supposons le contraire. Alors il existe un indice
J I, lei que 1<]j<k et que Ej contient aussi au moins
un élément de E'. Soit g un tel élément de E' qui fait
partie de Ej et soit p un élément fixe quelconque de E'
qui appartient a E, Comme le groupe G est transitif, il
existe (au moins) une substitution T de G au transforme
p en g. Mais alors, comme E; et Ej sont deux systémes
d'imprimitivitét de G et de S, T doit transformer tout
ressemble E- en Ej et on doit avoir EyCE', puisque Te G.l)
Deux cas sont maintenant possibles.

A !'&Quels_ que soient I'ensemble A et I'élément a le symbole a e A
[aé A] exprime que a est [n’est pas] un élément de A.
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1°, Ou bien E'—Et+ Ej.

2°. Ou bien E' ="Ei + Ej. Dans ce dernier cas, il existe
(au moins) un élément r de E' quiéEt + Ej. Soit Eh le sy-
steme d'imprimitivité de G et S qui contient r. Comme
le groupe G est transitif, il existe (au moins) une substitu-
tion T' de G qui transforme p en r. Et comme Et et Eh
sont deux systéemes d'imprimitivité de G et de S, T' doit
transformer Et en Eh. Et comme T’e¢ G, on a EhCE.

Deux éventualités peuvent maintenant se présenter.
Ou bien E'—E; + Ej + Eh; ou bien E y*E; + E] + Eh et
alors il existe un quatrieme systeme d'mprimitivité de G
et de S, soit E,, tel que E,(-E'. Et ainsi de suite.

Il existe donc en tout cas un entier u>2, et U systemes
d’'imprimitivité E{ Ej,..., de G et de S, dont la somme est
I'ensemble E'. Donc le groupe G est imprimitif, contrai-
rement & notre hypothése sur ce groupe.

Donc, si le groupe G est primitif, I'ensemble Et ne sau-
rait étre un vrai sous-ensemble de E'

Il peut arriver que E,—E'. Mais tel n'est pas forcé-
ment le cas et, si Ety*"E’ Et contient alors au moins un
nombre >m. Soiz t un tel nombre. Toutes les substitu-
tions du groupe G laissent fixe t et doivent donc trans-
former I'ensemble E; qui contient I'élément p de E' et qui
constitue un systéeme d'imprimitivité de G et de S en cet
ensemble lui méme. Or, quel que soit I'élément q de E',
comme le groupe G est transitif, il contient (au moins) une
substituion T qui transforme p en q. Et comme TeG et
de ce fait transforme I'ensemble E, en lui-méme, on a
qeEt Donc EiT>E'"

On voit donc bien que, si le groupe G est transitif et
primitifl) et si G et 5 sont imprimitifs, la substitution
est forcément imprimitive et I'ensemble E' tout entier fait
partie d'un systeme dimprimitivité de S. Il peut dailleurs
constituer tout ce systtme ou n'en étre qu'un vrai sous-
ensemble.

1)Donc en particulier, si G est le groupe symetrique ou le groupe
alterné des substitions des éléments 1, 2,... m.
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Notations. Quel que soit le cycle C—(cl1c2... ¢() d'une
substitution S et quels que soient les éléments c, et c; de C
C
nous désignerons par le symbole c,c;
C
le plus petit entier positif, tel que i + cc.=]j (mod /).
On a, en général,
C C C C
CfCJ*CjCi et on a, en tout cas, c,cy + CjCi=I.

Remarque 2. Soient m > 2 et n > m deux entiers.
Soit S une substitution des éléments *) 1, 2,...,' n qui con-
tient chaque élément de la suite *) dans un cycle d'ordre
> 1 et qui contient, dans chaque cycle comprenant au
moins un nombre > M, au moins un nombre < m. En
outre, S peut contenir des cycles composés uniquement
déléments de la suite 1, 2,..., m.

Soit s = (& (&mr_i+1... bmr),
ou bm +1,..., bmt_+1 sont des nombres de la suite 1, 2,..., m,

mT sont des entiers > 1 et r est un entier > 1
On peut toujours choisir les notations de fagon a avoir bl — 1.

Supposons que la substitution S est imprimitive et que
tous les nombres 1, 2,... m font partie dun méme systeme
d'imprimitivité de 5.

Il existe donc on entier m' > m, diviseur de n, et tel que
n—km, ou k est un entier >2 et E={1, 2,..., n} =E(l) +
EQ + ... + EN ou E()=EQ = .. = E(f)>1, les ensembles
E(l) E®,..., Em sont disjoints deux a deux, et, quels que
soient les indices i et j (1 <i<Kk, 1 <j<Kk), si la substi-
tution S transforme au moins un élément de I'ensemble EI
en un élément de I'ensemble E(}), alors S transforme tout
I'ensemble Ew en Ei). Enfin un des ensembles E(l) contient
I'’ensemble {1, 2,..., m}.

On peut toujours choisir les notations de fagon a avoir
E(>=>{1, 2,..., m).

Alors, si la substitution S transformait au moins un
élément de Ew en un élément du méme ensemble, S trans-
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formerait tout I'ensemble Ew en lui-méme ce qui impliquerait
que Ew se compose de la totalité des éléments de certains
(mais non de tous) les cycles de 5. Mais alors S ne saurait
contenir au moins un élément de la suite 1, 2,..., m dans
tout cycle qui contient au moins un nombre > m, ce qui est
contraire a notre hypothése sur 5. Donc 5 ne saurait trans-
former un nombre de Ew en un nombre du méme ensemble
et, par conséquent, aucun cycle de S n’est formé uniquement
déléments de I'ensemble E(l). chaque cycle de S contient
au moins un nombre < m ainsi qu'au moins un nombre >m
et un élément <m est toujours suivi, dans un cycle de 5,
d’'un nombre > m.

Posons mo=0. Soient C*Cbj b2... CT={bnT_+l
...bm) les r cycles de 5 et soient biX—bmi_+i, bi2...bis,
ou Sj désigne un entier > 1, les éléments du cycle C,
(i=lI, 2,.., r). Alors, comme tous les nombres 1, 2,..., m

font partie d'un méme systeme d'imprimitivit¢ Ew de S, on
doit avoir

| CI Cl Cl Cl Cr
D \ bnb12.....bnbltt, b2lb =2 2 b2Xb2s', brbrt,...,
brbrSr,

En effet, nous avons vu que S ne saurait transformer un
élément de I'ensemble Ew en un élément du méme ensemble.
Et comme Em est un systétme d’imprimitivité de la substi-
tution S, il existe un second systeme d'imprimitivité, soit
E@) pour fixer les ideés, tel que S transforme Ew en E<). Si
la substitution S ne posséde que les deux systemes d'impri-
mitivité Em et E), elle transforme nécessairement E(» en Em
puisque tout élément permuté par S fait alors partie soit
de Em soit de £<) et que tout cycle de S contient au moins
un élément de chacun des deux ensembles E(l), E(2), de sorte

que S transforme au moins un élément de E() en un élément

de Ew. Or Ew et E<Q sont deux systemes dimprimitivé
de S et, par suite, S transforme bien E<Q en E(l) Supposons

~¥) Quels que soient les entiers &, b.... Z le symbole D (, b,..., ])
désigne le plus grand commun diviseur des nombres a, b,..., I.
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maintenant que la substitution S posséde un nombre k>2
de systemes dimprimitivité. Alors, si la substitution S
transformait au moins un élément de I'ensemble E[J en un
élément de Ew, elle devrait transformer tout I'ensemble EU
en I'ensemble Ew, ce qui impliquerait que I'ensemble E™*' + £()
se composerait de la totalité des éléments de certains (mais
non pas de tous) les cycles de S et qu'il existe des cycles
de S qui ne comprennent aucun élément de la suite 1, 2,..., m,

ce qui est contraire & notre hypothese sur S. Donc S ne
saurait transformer un élément de E(2) en un élément de E(1).

D’autre part, S ne saurait transformer un élément de E() en
un élément du méme ensemble, sinon S devrait transformer
tout I'ensemble E{}} en lui-méme, ce qui impliquerait que El)
se compose de la totalité des éléments de certains cycles
de S, cycles qui sont dépourvus d'éléments de E(l), ce qui
est contradictoire. Il existe donc un troisieme systéme
d'imprimitivité de S, soit EB), pour fixer les idées, tel que S
transforme Et) en E{3} Si 5 posséde en tout trois systemes
d'imprimitivité, on voit sans peine que S doit alors trans-
former E4) en E(). Et si k>3, on démontre sans peine par
'induction, que l'on peut toujours ordonner les systéemes
d’'imprimitivité de la substitution S en une suite Em, E{2},...,
Elk}, telle que 5 transforme Ew en E(), en E(),..., EK en E().
Il s'ensuit que l'ordre de chaque cycle de S est k ou un

/ Cl cl Q2 C
multiple de k et que D \bnbl2,..., bnbiSt, mx,'b2xb22,..., b2Ib2s,
Cr \

m2,..., btibti,..., bribrSr, mrj =k=>I, c. g. f. d.

Quatre lemmes. Le but du présent travail est d'établir
deux proposittions dont la démonstration sappuye sur les
quatre lemmes suivants:

Lente Z.1) Quels que soient I'entier n > 2 et la substitution
S (de classe paire) de degré n+ 1 portant sur les éléments
1, 2,..., n+1 et contenant I'élément n+1 dant un cycle

) S. Piccard: Surles bases du groupe symétri?_ue et les couples
de substitutions qui engendrent un groupe régulier, Librairie Vuibert,
Paris, 1946, lemme 6, page 16.
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d'ordre > 1, en composant < avec les substitutions du groupe
symétrique Sn (alterné 2In) des substitutions des éléments

1, 2,..., nh, on obtient le groupe +, ou le groupe 2h+1

Lemme Il (de Hoyer)). Soit m un entier > 2, soit Gt un
groupe de substitutions des éléments 1) 1,2,..., m qui contient
le groupe alterné des substitutions de tous les éléments 1)
et soit S un cycle qui contient certains mais pas tout les
éléments de la suite 1). Alors le groupe G2 engendré par
S et Gj contient la groupe alterné des substitutions de tous
les éléments de I'ensemble {1,2,..., m} + {S}.

Lemme 111.3) Quel que soit I'entier n > 2 ainsi que les
r(2<r<n) nombres &, a,...,, ar (dont a{ est le plus petit)
de la suite 1, 2,..,n si D (@2—al a3—a"...,al—avn) =1,
en composant la substitution S=(1,2,...,ri) avec le groupe
symétrique Ar des substitutions, des éléments ap az,..., ar, on
obtient le groupe symétique ®n des substitutions des élé-
ments 1,2,...,n.

Lemme 2E.4) Quel que soit le nombre pair (impair) n >3
ainsi que les r(3<r ni) nombres al,a2,...,ar, dont al est le plus
petit, de la suite 1,2,..., n, si D (a2—abaj—alt...,ar—aitn)=l,
en composant la substitution 5=(1, 2,..., n) avec les substi-
tutions du groupe alterné Br des substitutions des éléments
ab a2,...,ar, on obtient le groupe ®n (2In).

Proposition i. Quels que soient les entiers m > 2 et
n>m, si G est le groupe symétrique des substitutions des
éléments 1, 2,..., m, quelle que soit la substitution S des
éléments 1, 2,...«, connexe et primitive avec G, si {S}=3
=>{» —— ZL_ ,en composant S avec les substitutions du
groupe G, on obtient le groupe symétrique @n des substi-
tutions des éléments 1, 2,..., «.

2) P. Hoyer: Verallgemeinerung zweier Sétze aus der Théorie der
Substitutionengruppen, Mathematische Annalen, Bd 46, 189, p. 539 et
suivantes.

3) S. Piccard: Sur les bases du groupe symétrique..., Paris, 1946,
corollaire 7, p. 18. _ _

) S. Piccard: Ibid, Corollaire 8, p. 19.



142 SOPHIE PICCARD

Démonstration. Soit G un groupe et S une substitu-
tion qui satisfont les conditions de la proposition 1
Comme S et G sont connexes, tout cycle de S qui contient
au moins un élément de l'ensemble E" = {m + I,...,n{ con-
tient aussi au moins un élément de I'ensemble E'— {1,2,
Soient Cl5 C2,..., Cs les cycles d'ordre > 1 de 5. Chacun de
ces cycles contient au moins un élément de I'ensemble E'.
Soit a, un élément de E' qui fait partie de C,, i—1 2,..,s.

Si s=1 et si E' C {S}, la proposition a démontrer résulte
du lemme Il de Hoyer.
Soit encore s=1 et soit E'(Z {S}, Mais alors S se com-

pose d'un seul cycle qui permute tous les éléments 1,2,...,n
et, comme G et S sont primitifs, d'aprés la remarque 2,
(A A S
D \12,13,...,2d m, rv =1 et, par conséquent, d'apres le lemme
I1l, en composant 5 avec les substitutions du groupe G, on
obtient le groupe O,
Soit, a présent, s> 1. Le groupe symétrique G contient
la substitution T =(al a2... a5). On 12 peut toujours choisir
les notations de facon a avoir a; = 1.

Soit 5 = (bn bl2... bim) (b2l b22... b2m)... (bsi bS2... bsm)
ou biX=ai, et mi>1, quel que soit iI=1,2,...,s.

Soient an=bn, a.2,..., a;,. les éléments de I'ensemble E'
qui font partie du cycle Cf de S. Onaa, 1 i=12,..,s.

Comme S et G sont primitifs, on a, d’apres la remarque 2-

asl as,s, mj — 1 Posons S'=TS. On a
S'= (bnbl2... bimt b2l b22... b2mt... bsl bs2... bSm) et d’apres(*), on a

(ALAI AL 1 ( Ci Ci
D \allal?,anaB,...,aila’,n/ = |,puisque |D\allal,...,aualli m
c* c’ ] ( C1

a2i a22»--, a2l a2,s, m2,..., aslas2,..., aslasls ,msl D \anal?,...,
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Cj C2 C!
analli W], THj + a21a22,..., m2 + a2lau2, ml + m2 ,..., ™ +
CS Cs
+ml+,...,+ 151+ asjas2,.., M+ M + ... + ™s-| + aslas,.
\ / 5L s' &
tnl + 7 + ... + Mlsy— D \ah al2,...,a2l aiUi, an a21,..., an a22,...,
s' s' % ~
all a2u2>-"> all asl> all as2’"" allasus’ n/
et, par conséquent, daprés le lemme Ill, en composant

S' avec les substitutions du groupe G, on obtient le
groupe Sn.

La proposition 1 est donc démontrée.

Proposition 2. Quels que soient les entiers m>3 etn>m,
si G est le groupe alterné des substitutions des éléments
1, 2,..., »z et si S est une substitution des éléments 1, 2,...,
n, connexe et primitive avec G et qui contient chacun des
nombres 7«+1,..., n dans un cycle d'ordre > 1, en composant
la substitution S avec les substitutions du groupe G, on
obient le groupe symétrique ®n des substitutions des élé-
ments 1, 2,.., n, si S est de classe impaire, ou l'alterné
3In des substitutionsdes éléments 1, 2,..., n, si la substitu-

tion S est de classe paire.

Démonstration. Soient G un groupe et S une substitution
qui satisfont aux conditions de la proposition 2.

Supposons d'abord que 5 ne permute pas tous les éléments
de l'ensemble E'={1, 2,..., t?}.

Soient Cj, C2,... Cs les cycles d'ordre >1 de S. D’aprés nos
prémisses, chacun de ces cycles contient au moins un élé-
ment de lI'ensemble E'.

Si s=lI, la proposition a démontrer se réduit au lemme Il
de Hoyer.

Soit s>l et soit a, un élément de l'ensemble E' qui fait
partie du cycle C;, i=l, 2,..., s.
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Si s est impair, la substitution T=(ala2... as) fait partie
du groupe G, la substitution S'=TS comprend un seul cycle
d'ordre >1,}ST ={S} et d aprés le lemme Il de Hoyer, en
composant S' avec les substitutions de G on obtient le
groupe ®n ou le groupe SI,,.

Si s est pair, soit a un élément de E' qui n'est pas per-
muté par S. Un tel élément existe, d'aprés nos hypotheses,
la substitution T' = (aala2...as) appartient au groupe G, la
substitution S"—T'S comprend un seul cycle d'ordre >1 et
on a {£"} —{<S}+{a}. Si an’est pas le seul élément de E' que
laisse fixe la substitution S, la substitution S" engendre avec
G le groupe ®n ou le groupe ?In, daprés le lemme Il de
Hoyer. Et si E'— {5} = {a}, la substitution (aa”j) qui fait
partie du groupe G engendre avec S" le groupe ®n ou le
groupe g[, d'aprés la proposition 6, p. 21, de notre livre cité

Sur les bases du groupe symeétrique.

Supposons maintenant que {5} D {1, 2,..., n}. Comme Set G
sont primitifs, si la substitution S contient un seul cycle
dordre >1, la proposition a démontrer résulte alors du
lemme IV. Et, si S contient plusieurs cycles dordre >1,
soientCp C2,..., Cs ces cycles. Chacun d’eux contient au moins
un élément de I'ensemble E'. Soit a; un élément de E' qui
fait partie de Ct (i=1,2,...,s). Si s est impair, la substitution
T = (ai a,..., as) apartient au groupe G, la substitution S'=TS
est circulaire, de degré n et, comme G et S sont primitifs,
il ressort de la remarque 2 et de la définition de S' que

iJLJL JL \
D\121 Im, n/ — 1. Donc, d’aprés le lemme IV, en

composant S' avec les substitutions du groupe G, on obtient
le groupe ou le groupe 2in.

Et si s est pair, donc > 2, deux cas sont a distinguer.

1. s=2. Donc S—CL C2 Comme m>3, que S et G sont
connexes et que {S}Z>£", I'un au moins des cycles C,C2
contient au moins deux éléments de £' et chacun des cycles
Cl C2 contient au moins un élément de E'= Soit Ct=
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(& b2... b, — O*l Peut toujours choisir les
notations de facon a avoir bie E' et & e E'. Supposons, pour
fixer les idées, que Cl contient plus d'un élément de E' et
soit i le plus petit entier >1, tel que b E'. La substitution
(b,, bt ft) fait partie du groupe G etona R= bt S=
= (bibz,...,bi_Ifiifi2,...,fiv). D’aprés le lemme Il de Hoyer,
R engendre avec les substitutions du groupe G le groupe
symétrique ou le groupe alterné des substitutions des éléments
de I'ensemble {1,2,.., m} + {"P2,...,fiv}. Soit Gj ce groupe.
Les seuls éléments de la suite 1,2,...n qui ne sont pas
permutés par les substitutions de Gj sont bt, bi+v...,bu. Siv
est impair, C2eGIl,C2 S=Cl! et Cl engendre, avec Gp le
groupe symétrique ou le groupe alterné des substitutions
des éléments 1,2,...,n, d' apres le lemme Il de Hoyer. Sup-
posons que Vv est pair. Alors (J"bJ C2eGr et on a
S=(b203,...,bu). Si u>2, cette derniére substitution engen-
dre, avec les substitutions de Gv le groupe <Sn ou le groupe
2n, d'apres le lemme 1l de Hoyer, car b; est un élément
du cycle (b2, b3,...,bJ qui est permuté par certaines substi-
tutions du groupe Gv Et, si u=2, donc i =2 et Ct=(bl b2),
le seul élément de la suite 1,2,...,n qui n'est permuté par
aucune substitution de Gj est b? Donc, d'aprés le lemme |,
en composant S avec les substitutions de Gp on obtient le
groupe ®n ou le groupe 2In.

2. s est pair 4. Alors le groupe G contient la sub-
stitution T'=(ala2... Ss-j), la substitution S"— T'Sse com-
pose de deux cycles d'ordre >1 dont ' un est Cs, {S"'} = {5},
S" et G sont primitifs et on est ramené au cas 1

La proposition 2 est donc démontrée.

Corollaire i. Quels que soient les entiers m>2 etri*rn,
si G est le groupe symétrique des substitution des éléments
1,2,..., m et si S est une substitutions des éléments 1,2,...n,
connexe avec le groupe G et telle que {S}*{m+1,...n}, mais
que {1,2,...,m} CIS, en composant 5 avec les substitutions
du groupe G, on obtient toujours le groupe symétrique des
substitutions des éléments 1,2,..., n.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. 10
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C'est une conséquence immédiate de la proposition 1.

Corollaire 2. Quels que soient les entiers m>3etn>m,
si G est le groupe alterné des substitutions des éléments
1,2,...,m et si S est une substitution de classe paire (impaire)
des éléments 1,2,..., n, connexe avec G, telle que {S}z){m+1,
... N} mais que {l,2,...zn} (X {S}, alors en composant S
avec les substitutions de G, on obtient toujours le groupe
alterné (symétrique) des substitutions des éléments 1,2,...,n.

C'est une conséquence immédiate de la proposition 2.



SEQUENCE APPROXIMATIONS TO INTERIOR
MAPPINGS

by
G. T. WHYBURN (University of Virginia)

1. Introduction. As is well known, the limit mapping
of a uniformly convergent sequence of interior transforma-
tions need not be interior, although, if the domain space is
a locally connected continuum, it mustl) be quasi-monotone.
Indeed, a sequence of homeomorphisms of a sphere S onto
itself may converge uniformly to a mapping which is con-
stant on a hemisphere of S. In this paper we first charac-
terize those uniformly convergent sequences of mappings
on a locally compact space which converge to interior
mappings. Next we consider mappings which are approxi-
mately interior in the sense that the image of the e-neigh-
borhood of any point contains the ~-neighborhood of the
mage of that point and uniformly approximately interior
sequences in which this condition is satisfied for any given
«>0 with ¢ dependent only on « provided we go far
enough along in the sequence. It will be shown that this
latter condition is satisfied in case of a sequence of interior
mappings on a locally connected continuum converging uni-
formly to a light mapping. Since by our first theorem,
uniform approximate interiority implies that the limit
mapping is interior, we thus verify independently and ex-
tend the known result that the limit mapping of a uniformly
convergent sequence of interior mappings on a locally con-
nected continuum is interior provided it is light.

We shall consider continuous mappings /(x) of a separable
metric space A onto open subsets of a separable metric

*) See the author’s gaf)er: Topological analog of the Weierstrass double
series theorem in the Bull. Amer. Math. Soc., vol. 50, (1944), pp. 242—245.

10»
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space B. Such a mapping f(A) = Bo is interior provided the
image of every open set in A is open in Bo (or, equivalently,
open in B), and is light provided that f“(y) is totally
disconnected for each yeB0. For any subset Bl of B, by
f—1(Bl) we mean the set of all xeA such that /(x)eBj, so
that jF’(Bi) is the same as the usual f~ (Bg-Bj). For any
r=0, F/x) denotes the set of all y such that q(x y) <r,
where (? is the distance function in the appropriate space.
We shall say that f is interior on a subset "0 of A provided
that for each xeA f(x) is interior (rel. B) to the f image
of every neighborhood of X in A. A region in a given
space is a connected open subset of that space.

2. Theorem. Given a sequence of mappings fn(A) —Bn(ZB
where A is locally compact, converging uniformly on an open
subset U of A to the mapping f(x). In order that f be
interior on a compact subset A) of U it is necessary and
sufficient that for any «>0 a and an N exist such
that for n> N

Kn{UK()I}D[f(x)],
for all xsAo, where on->0 with 1/n.

Proof. To prove the sufficiency, clearly it suffices to
show that f[Ka(x)] D V\[f(x)], where we suppose e small

enough that Ve(x) is compact and contained in U. To this
end let geVt[f(x)J. By hypothesis for each k we can
find an integer nk and points pke VJjx), gke V1k(g) with
gk =f, (pk). Without loss of generality we can suppose the
points pk chosen so that pk->p&V*(x). By uniform con-
vergence this gives /k(pt)™/(p); and since /nfi(pk) = <k
and gk->q, we have
f(p) =0

Accordingly /(rjx)] D Fs[f(x)].

For the necessity proof, let e > 0 be given (again so that
P'e(x) is compact and contained in U) and let xe.<40.

Then since f is interior at x there exists a ¢&x=0 such that
(i) flv™M]DV3ix[fMI
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Since by uniform convergence

(1) limf,[Re/2(x)] = fLyel2 (x)],
it follows that if 0> 0 is given there exists an integer Nx
such that if N>Nkx

(ny  Va{n ()] 3D F38x [f (x)J 1 K25x [fn (X)].

By equicontinuity of the sequence fn on U, there exists an
integer Ix and an r, 0 <r <c/3, such that if N> Ix and

P£K-(X),
(V) tn(p)Crj/n(x)].
Accordingly, by (111), if Nn>PX=NX+ Ix and p £ VI(x),
(V) vi{fn[Ve (P)]} D Ve {f[KE2 (x)]} D rax [fn (x)J D
DP\[f,,(p)].
Now let us cover ™0 by a finite sum VT(xJ + ...

+VTm(x_) of the neighborhoods V.(X). Let N—%PXI,
<5=min[<5\1J m. Then if p is any point of Jo, we have
p£VTk (xk) for some k. Whence by (V), if n > N,

I7{f. K{El)oo[/ (p)] DK, P

since 5 < ¢
xk

Corollary. Suppose A is locally compact and that the
sequence of mappings fn(x) on A into B converges to the
mapping f(x) on A, the convergence being uniform on each
compact subset of A. Then in order that f be interior it
is necessary and sufficient that for any compact subset Ao
of A and any £~>0, a $=0 and an N exist such that for ri>N

Kn{fnl KWI}3/[fn(x)],
for all X£A0, where on-+0 with 1/n.
3. Theorem. Let f(A) =B0QB be an interior mapping,

where A and B are separable and metric, Bo is open in B,
and A is locally connected. Then if R is any region in B,



150 C. T. WHYBURN

any conditionally compactl) component Q of f \R) maps
onto R under f.

Proof. Suppose not. Then since, by local connectedness,
Q is open in A so that /(Q) is open in B, there is a point
yeR—f(Q) which is a limit point of f(Q). Then if ylLy2,...
is a sequence in f(Q) converging to y and xneQ-f~1(ytf),
a subsequence (x,,.) of (x,,) converges to a point XxeA. By
continuity of f, f(xX)—y. But this gives xsf~I(R) so that
xeQ. This is impossible since then f(.x)=yef(Q).

4. Approximately interior sequences. A sequence of
mappings f,,(A)QB will be said to be uniformly approxi-
mately interior on a suset /10 of A provided that for any
e>0 there exists a <5>0 and an N such that for any n~>N
and any XxeAl

f..[K(X)]1Drs[/n(x)].

We show first that when yl0 is compact, uniform appro-
ximate inferiority on y40 is equivalent to a corresponding
point property on ™40

Theorem. Let the sequence of mappings fn (A) =BmCB
converge uniformly on an open set Uc A and let Ao be a
compact subset of U. If for each xe Ao there exists a &X=>0
and an integer Nx such that for n>Nyx, fnW\(x)] = [fn(x)],

then this sequence is uniformly approximately interior on Ao.

Proof. We have to show that for e>0 there exists
a <5>0 and an N such that for each n=N

() UK(@E)IDK[/n(p)l, p o
To this end for each xe”40 let dx and Nx be so chosen that
(my fnpamy o Ifn (x)j, n = NX

By equicontinuity of the sequence fn (which results from
uniform convergence) there exists a0>0, o<y, and an integer
Ix such that for n>2Zx

") A set Q is_conditionally compact provided every infinite subset of
Q has a limit point in the space containing Q.
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(1n f,[FO(x)]1CKS8X[fn(x)].
Then if p£Vi(x) and n> Nx + Ix,

(V) f[K (p)] D fi [K2(*)1 D V2xIfnto] D [f, (p)1
since fn(p) C VSt [fnto] by (l).
Thus for each xeA we have determined a dx=0, an

integer Px— Nx + Ix and a neighborhood Koto of X such
that for any peV”x) and any rt>Px,

(V) £X(P)IDMF..(P)].
By the Borel Theorem, a finite collection of the neighbor-
hoods covers 240 say

| ro(x,)DN

Define N = S Px,, § = min [¢X]] J.

Then for any p£A, we have p£ V,(xn) for some m. Accord!
ingly, if Nn>N we have Nn>Px ano thus by (E)

fn [re(p)l D V m‘[/,, (p)I D V& [fn (p)L
because &Xm==%<5 and this is (i) which was to be proven.

Theorem. Let the sequence of interior mappings fn(A) =
Bn C B converge uniformly to the light mapping f(x) on
an open subset Wj of A where A and B are locally com-
pact and locally connected. Then the sequence is uniformly
approximately interior on any compact subset Ao of W..

Proof. Let x£™0 and ¢=>0. Let 17 be a conditionally
compact region in A about x such that UC Vx(x) C W

and Q{f[F(17)],f)x)}—2d>0. Let ¢ be so chosen that
LDsto C R, where R is the component of Vd(y) containing
y —f(x). There exits an integer N such that if n> N
fn[F (17)]"RQ[F(U)-Vd (y)] =0 and fn(x) £ Vt(y). Then
if Qn is the component of B—fn[F(77)] containing fn(X)
and Un is the component of ¥~Qj containing x, we have

Qn D RD r (y) D r§[f,(x)] and Un c u c K.to.
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Since fn is interior, by § 3, fn(Un) — Qn. Whence

UK ()] D f,(U,) = 0OnD Vz[fnM] for all n>N.

Accordingly, by the preceding theorem, (fn) is uniformly
approximately interior on

5. Since uniform approximate interiority of the sequence
on y40 clearly implies the condition employed in the theorem
of § 2, we have the

Theorem. Suppose A and B are locally compact and
locally connected and that the sequence of interior mappings
fn(x) on A into B converges to the light mapping f(x) on
A, the convergence being uniform in each compact subset
of A. Then the sequence fn(x) is uniformly approximately
interior on each compact subset of A and f is interior on A.



ON THE COMPACTIFICATION OF
TOPOLOGICAL SPACES

by
M. H. Stone (Chicago).

In 1937 the writer published a detailed discussion of the
problem of compactifying a topological spacel). Later, but
independently, CECH discussed the same problem with the
aid of very much simpler methods?). Continued investiga-
tion of the problem has since shown that further simplifi-
cation is possible, at least on the expository level. In this
note we offer modified proofs which we have developed
and used in connection with our lectures during 1942 and
subsequently. The modifications result primarily fom empha-
sizing the gemetrical features of Cech’s methods.

To compactify a topological space is to imbed it in
a compact Hausdorff space as an everywhere dense part of
the latter. Since any part of a compact Hausdorff space
is completely regular, only completely regular spaces can be
compactified. Our goal is to show that any completely
regular space does have a compactification — indeed, that
there exists a distinguished compactification /S(X) which has
some curious characteristic properties. In reaching this goal
we shall obtain some incidental results concerning the con-
nections between general topological spaces and completely
regular spaces.

) M. H. Stone, Transactions of the American Mathematical Society
41 (1937), pp. 375-481.

2) E. Cech, Annals of Mathematics, 38 (1937), pF. 823-844. Cech's
methods, which we also developed indepedently, would not have served
our purposes in the cited Transactions ipaper, since we were concermned
there with the completely general problem of adjoining limit points to
a topological space.
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We shall follow CECH in making systematic use of the
cartesian product, but we shall insist more than he does
upon its geometrical aspects. As is well known, the cartesian

producta ‘I?AXa of the topological spaces Xa, ae A, is formed by

imposing a standard topology upon the totality of selections
{ xa} consisting of one point xa from each factor Xa Here
Xa is called the a coordinate of the point We shall
not repeat the detailed description of the standard topology,
not the elementary propositions concerning cartesian pro-
ducts in general. It will be useful, however, to recall a few
facts concerning projections. If B is any non-void part
of A, the operation PB of suppressing from the selection { xo}
all those coordinates corresponding to indices outside B
yields a point of the cartesian producta(%Xa. Thus PB maps

the full cartesian product onto the latter partial product.
This mapping is easily seen to be continuous and open.
We call PB the projection of J*Xa on When there

is no danger of confusion, we may write PB in place of PB. In
case B = A, the projection PB is the identical mapping. At
the other extreme, when B consists of a single element 3,
we see that the projection PB carries (3<]j into its /S-cobr-
dinate, x ; under these circumstances we may write Pp
or P? in place of PB-

The totality of bounded continuous real functions on
a topological space X will be denoted by C(X). Choosing
a suitable class A of indices a, we shall index the members
of C(X) as fa The smallest closed interval Xa containing
the range of fa is bounded and hence compact for each
a in A. Corresponding to any non-void part B of A, there
is a mapping FB which carries the point X of X into the
point {fa(x)}, aeB, of the cartesian product ? As is

well-known, the latter product is a compact Hausdorff space.
Our first observation is then as follows.
Theorem i. The mapping FB of X into the compact

Hausdorff space PXa is continuous. It is one-to-one if and
only if the functions fa, aeB, in C(X) constitute a sepa-
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rating family for X (in the usual sense that whenever Xx{
and x2 are distinct points of X there is some a in B such
that fa (xj) X fa(x2). It is a homeomorphism if and only
if X is a T0-space in which the open sets (x; s<fp(x)<f),
fisB, constitute a sub-base for the open sets.

Proof. In the cartesian product P Xa the sets ({xa};

s< x?<t,asB), fie B, constitute a sub-base for the open
sets. They are carried by the inverse FB~l into the sets
(x; s<fj(x) <f), PeB. Consequently every open set in the
cartesian product is carried by FB_ 1 into an open set in X;
and FB is continuous. The conditions for FB to be a one-
to-one mapping or a homeomorphism are then evident.

The results of Theorem 1 immediately yield two corol-
aries.

Corollary 11. If X is a completely regular space, then
the mapping F — FA is a homeomorphism.

Proof. We merely observe that a completely regular
space X is a Hausdorff space in which the open sets
(x; —t<fa(x) <f), as A, “constitute a base for the open sets.

Corollary 12. If X is a compact Hausdorff space
F(X) is compact.

Proof. Since X is necessarily completely regular, Co-
rollary 11 shows that F is a homeomorphism. Therefore
F(X) is compact too.

As a preliminary to our further results, we now note
a simple lemma. We use the symbol X to indicate the
composition of two functions or operations: if <) and S7
are two functions, then J’2X” is the function x defined
by putting Z(1) =4>[S7(E)] whenever the latter expression
has meaning.

Lemma. If then Fr =PB\FB; in particular,
f?7=PBXF3B for every 0 in B.

Proof. The point x in X is carried by FB into the point
{f.,(X) ), aeB, in the cartesian productaEB’X; and the latter

point is carried by Pr into the point (fa(x)}, aeT, in the
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partial productaI:FXa. On the other hand, X is carried by

Fr directly into this last point. When T consists of the
single element /?, the general relation assumes the particular
form indicated above since Fr reduces to f°.

We shall now show that, so far as the continuous
mappings of a topological space X onto completely regular
spaces are concerned, we may replace X by its image
F(X) = F/X).

Theorem 2. Let H be a continuous mapping of a topo-
logical space X onto a completely regular space Y. Then
there exists a continuous mapping G of F(X) onto Y such
that H=Gy”F. Indeed, if Z is any compactification of Y,
the mapping G may be extended to a continuous mapping
of the closure of F(X) onto Z.

Proof. There is no loss of generality in supposing that
Y has a compactification Z—or even that Y is an every-
where dense part of a compact Hausdorff space Z. Indeed,
Corollary 1.1 shows that Y has a homeomorphic image in
a compact Hausdorff space; and this image is everywhere
dense in its closure, which, being compact, is a compati-
ficaton of both Y and its image. Taking Z as indicated,
we note that the formula g”™"H, geC(Z), defines a function
faeC(X). We may therefore attach the resulting index a
to the function g, so that fa =g, X H; and we may denote
by B the totality of indices so employed. If H(X) —y, then
FB (X) ={0a(y) },aeB. Thus the mapping GB which carries
zeZ into {ga(z)}, aeB, has the property that Fg— G™H .
By Corollary 1.1 above, GB is a homeomorphism. From
the Lemma we now see that H=G'%F where G = GB~\P B
is a continuous mapping of some part of the cartesian pro-
duct ?Xa onto Z. Clearly GB 1(Z) contains F(X) and is

compact. It follows that the closure F (X)~ is carried by
G onto a compact set IF such that YCIFC Z. Since
Z=y-CIF-=1FCZ, we have G[F(X)“]=Z, as we
wished to prove.
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We have already remarked in the proof of Theorem 2
that Corollary 1.1 provides for every completely regular
space a corresponding compactification. We now discuss
the compactification problem in greater detail.

Theorem 3. If X is a completely regular space, then
the closure of F(X) in the cartesian product ’>X is a

compactification of X. Every bounded contlnuous real
function on X can be continuously extended over this
compactifications).

Proof. X is homeomorphic to F(X), for which the clo-
sure F(X)~ is a compactification. To imbed X in F(X)_,
we simply »replace the point F(x) in F(X) by the point x.
The resulting space /S(X) can also be thought of as being
constructed by adjoining to X all the points of F(X)~—F(X).
The relation fa=P«'X.F was established in the Lemma.
It shows immediately that fa can be continuously extended
from X over all of /?(X); the desired extension coincides
on F(X)_—F(X) with P*, since this projection carries
F(X)_ continuously into X,,.

Definition. The space ~{X") constructed above will be
called the distinguished compactification of X.

Two very interesting properties of the space /5(X) are
discussed in the theorems presented next.

Theorem 4. If H is a continuous mapping of a comple-
ely regular space X onto an everywhere dense part Y of a
compact Hausdorff space Z, then H can be extended to a
continuous mapping of fi(Xf onto Z4).

Proof. This theorem is the immediate result of specia-
lizing Theorem 2 to the case in hand: since H=GXF and G
carries F(X)~ continuosly onto Z, the desired extension of
H from X to /3(X) coincides on F(X)~—F(X) with G.

3) Stone, loc. cit., Theorem 79; Cech, loc. cit., pp. 831—832
) Stone, loc. cit., Theorem 83,
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Theorem 5. If Z is a compact Hausdorff space contai-
ning, X as an everywhere dense part and if every bounded
continuous real function on X has a continuous extension
to Z, then Z is homeomorphic to P(X} by a mapping which
leaves the points of X fixedb}.

Proof. Let H be the identical mapping of X onto X CZ.
Referring to the proof of Theorem 2, we note that the
assumption concerning Z leads to the identity B = A. Hence
the function G constructed there reduces to G — G”, and
carries F(X)~ homeomorphically onto Z. From the proof
of Theorem 4 we now see that there is a homeomorphic
mapping which takes (X) onto Z J X and leaves the points
of X fixed.

With a view to treating the case of a normal Hausdorff
space X, we now make the following observation, in which
two sets are described as strongly disjoint if and only if
their closures are disjoint.

Theorem 6. If Z is a compactification of the completely
regular space X such that sets strongly disjoints in X remain
so in Z, then every bounded continuous real function on X
has a continuous extension to Z; and Z is homeomorphic
to /12(X).

Proof. For any open set V C Z, let Xa(V} be the bounded
closed set of real numbers fJ.V}~ CXa, asA. If the open
sets VV..., Vn have a common point, then X, (f71) Cl... D
X/Cn) D XJFi A ...PIFJ37*0. Since Z is compact the set

Z.(2) Loy Xa(V} must therefore be non-void. Let us suppose

that s and t are two numbers in Za(z) such that s<t. If
e is any positive real number such that s+ e<t—e, the
two sets (x;fa(x)Ss +e), (x;f,,(x)"f—e) are closed and
disjoint in X—and hence strongly disjoint in Z. On the
other hand any open set V which contains z must contain
points Zi and z2 such that |/,(zj) —s |<e, | /a(z) —1 <e€;
and z is therefore a point common to the closures of the6

6) Cech, loc. cit., pp. 831—832.
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two sets indicated above. This contradiction shows that
Za(z) consists of a single real number, ga(z). The function
ga thus defined is an extension of for, if X is any point
in X and V any open set in Z which contains X, we have
fa(x) e Xa(F) and hence ga(x) — fa(x)- The function ga is
also continuous. If e is any positive real number and z(
any fixed point of Z, there must exist an open set Vo such
that zoeVo and XJUq) C [ga(z0) —e, ga(z0)+e]: for otherwise
every setXJV), zQe V, and hence also the set Za(z0), would
contain a point outside the indicated open interval about
ga(z0). If z is any point of Vo we now have ga(z) e Xa(\V(0)
and hence |g,,(z2) — g.,(20) | < e, as we wished to prove.

Theorem 7. If Xo is any closed subset of a normal
Hausdorff space X and if Zo is the closure of Xo in fi(X),
then XX0) is homeomorphic to Zo by a mapping which
leaves the points of Xo invariant).

Proof. Let Xx and X2 be strongly disjoint subsets of
Xo. we prove them to be strongly disjoint in /S(X) also
and hence in Zo so that Theorem 6 is applicable here.
Since Xj and X2 have [disjoint closures in Xo, which is a
closed subset of X, they also have disjoint closures in X.
The fact that X is normal therefore implies the existence
of a function feC(X) which assumes the value 0 every-
where in X! and the value 1 everywhere in X2 There is
a continuous extension g of f to A(X). The closed subsets
of /2(X) where g assumes the values 0 and 1 respectively
are disjoint and contain the sets Xx and X2 respectively,
Hence Xi and X2 are strongly disjoint in /5(X).

By combining Theorem 7 with results which we have
recently submitted for publication elsewhere we can now
obtain the Lebesgue-Urysohn Extension Theorem.

Theorem 8. If Xo is any closed subset of a normal
Hausdorff space X and if f0 is any bounded continuous
real function on Xo, then f) has a continouous extension
f on X.

*) Cech, loc. cit., p. 834.
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Proof. By the preceding theorem f0 has a continuous
extension g0 on Zo, the closure of Xo in /3(X). It then
follows that g0 has a continuous extension on /3(X): indeed,
we have shown in a forthcoming paper that any continuous
real function defined on a compact part of a topological
space can be continuously extended to the whole space,
provided only that the bounded continuous functions on
the whole space constitute a separating family for the given
parti).

") Stone, ,The Generalized Weierstrass Approximation Theorem*,
to appear in the March-April, 1948, number of the Mathematics Magazine.



INTORNO ALLA TEORIA DI UNA CLASSICA
EQUAZIONE A DERIVATE PARZIALI
DELLA FISICA-MATEMATICA.

Nota di
Mauro Picone (Roma).

Siano D un dominio limitato e regolare del piano (x,Y)
e PbP2,...,Pp, un numero y di punti situati sulla frontiera
FD!) di D; é classico e riceve importanti applicazioni il
teorema seguente:

I. Se la funzione u (x,y) ¢ armonica e limitata nel campo
AND —FD, essa risulta identicamente nulla in D se lo e su

FD-’EP.-
i=1

Non mi risulta che a questo teorema siano state date
notevoli estensioni, né ai seguiti procedimenti dimostrativi
una semplicita ed un rigore analitico che ad essi conferiscano
un assetto da potersi ritenere definitivo.

Mi propongo, con questa Nota, di indicare talune estensioni
del teorema enunciato, considerando le soluzioni dell’equa-
zione, in n variabili reali xb x2,..,, xn (n > 2),

(10) + —d§/+ c(xy x2,...,xnMHu =0,

~i Mk
essa pure classica nella Fisica-matematica, estensioni che mi
lusingo di aver qui conseguito con procedimenti dotati di
quel tipo di semplicita nel quale é calebrato artefice il mio
amico Wactaw Sierpinski, a cui o0so dedicare il
presente scritto.

*) Lavoro eseguito nell'istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo,

g Mi sia permesso di adottare locuzioni e notazioni che, da tempo,
Uso nei miei trattati d’Analisi.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. ].].
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1. Un teoremagenerale. Sia A un campo (cioé un insieme
aperto di punti) dello spazio euclideo Sn) an(n”™2) dimen-
sioni, del cui punto generico P indicherd con X2,...,Xn
le coordinate cartesiane ortogonali e v(P) una funzione2)
di P definita in A. Diro che v(P) assume in un punto Po
di Fz4 il valore f0, se riesce

lim v(P) (su A) = f0.
p->p.

Sia f(P) una funzione di P definita su Fyl, scrivendo
v(P) (su F™) = KP),

intendo significare che in ogni punto P di F/4, la v(P) vi
assume il valore f(P). Diro che v(P) ¢ infinitesima o nulla
su Fz4, se essa assume in ogni punto di FM il valore zero.

Siano c(P) e g(P) due funzioni di P definite in un in-
sieme di punti B contenuto in yf+F”l e contenente A, dird
che una funzione v(P) é, nell'insieme B, soluzione dell'equa-
zione

1) Jv + c(P)v = g(P),

se essa € continua in B e vi e dotata delle derivate parziali
seconde che compaiono in 4v, in tutti i punti di B in cui
si possa parlare di tali derivate (e quindi in tutti i Spunti
di A), verificandosi in tali punti I'equazione (1). Cid posto,
dimostrero il teorema:

II. Supposto il campo A limitato, di diametro 0, fissati
su F/I, u punti Pif P2..P" , e, corrispondentemente, p
numeri positivi alt a2,..., fdi somma a, una soluzione u(P),
in A, delVequazione omogenea (l0) ¢ ivi identicamente nulla,
se, per n>2, si ha

) u(P) /7 B-pai (su N = 09,
(3" a<n—2, c(P)(inA)<
e, per n =2,

2) Supporro sempre, tacitamente, reali le funzioni che considerero.
3) Designo con PQ la mutua distanza fra due punti P e Q di
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2 uP) log BH)  I(SUFA) =0,

s2. .5 a(l—a)
(3" a<l, CP)(inA)< ~ M 7
ove e designa il numero di Nepero.
Dimostrazione. Si ponga
r, 7z 0=0Wb2,...,/*),

e, dette X[\ x*,..., X, le coordinate di Pit

Nk = xk—xk 0=1,2,..../*; fc=1,2,..., n),
ed inoltre

n —Ti ar per n>2,

= [log (ed/r)]“", per n=2,
W~=n (p)

t7(P) = u(P)/a>(P).

La funzione t7(P) riesce continua nel dominio A + F/l e
identicamente nulla su FA Avro dimostrato il teorema se
dimostrerd che la U(P) ¢ identicamente nulla in A. \\/)
verifica, in A, l'equazione

Tre~U o 2= reecEES - (I T et )i ==0O"

(4) . ‘
avendosi, ivi,
VIiyldox Y VY dildmi
famiaxx +fai€idxk' dxk
e quindi
per N>2,
G ,
2> per [|—2.

11*
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Si ha dunque sempre in A, per le ipotesi del teorema
(6) z/™ + c<»<0.

Se U non fosse identicamente nulla in A + FA, vi sarebbe
dotata di minimo assoluto negativo o di massimo assoluto

positivo che dovrebbero essere assunti in punti di A. Ora,
in ogni tale punto, risulta, in virtu della (6), nel primo caso

JL7>0 (aj.)((lj (/> +c<)U =0,
e nel secondo
JF<O zi+ca)U <0,

il che contraddice alla (4).

Il teorema dimostrato costituisce ovviamente una cospicua
estensione del teor. | e ci0 si pud dire anche del seguente

suo caso particolare.
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I11. Sia A limitato, di diametro 0, e

< (N—2)2452, per Nn>2,

¢y (nA) - _ 1/4<52 , per n=2,

detti Px, P2,...,Pi.punti di FA, una soluzione, in A, della(19) ,
ivi limitata, & identicamente nulla in A se lo & su

FA-"; p,.

Dimostrazione, Sono verificate le ipotesi del teor. I,
quando si ponga,

. ern=2,
g =a=..= P
per n =2.
2. Alcuni corollari del teorema generale. — Un punto

Po di Fz4 si dira ordinario rispetto all'equazione (l0) se:

1°) si puo determinare un intorno H di Po (cioé un campo H
contenente Po) tale che c(P) sia superiormente limitata in
HA, 2°) comunque si prescriva un numero poitivo o, si puo
costruire un particolare intorno | di Po, di diametro minore
di a e tale che, per il campo 1A sia sempre risolubile il
problema ordinario di Dirichlet relativo all’equazione (l0),
cioé, assegnata arbitrariamente una funzione /(P), continua
su F (M), esiste sempre una funzione continua in/y4 + F(Zzl),
con quella coincidente su F(L4), soluzione, in IA, della (l0).

Se, per esempio, Po € un punto isolato di F*4, ed essendo
c(P) definita in Po, esiste un intorno Ho di Po tale che c(P)
sia holderiana in H0A, il punto Po & ordinario rispetto
all'equazione (l0). Infatti, fissato, comunque, un intorno H
di Po, tale che H+FH sia contenuto in HOA, la c(P) ri-
sultera holderiana nel dominio limitato H+FH e quindi
ivi dotata di massimo valore, che indicherdo con M. Fissato
un numero positivo d minore della distanza di Po da FH,
tale da aversi

.1 <(nN—2)2/4d2, per n>2,
(7) M|<l1/4d, per n=2,
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per ogni intorno circolare | di Po, di centro in Po e di dia-
metro minore di d, & risolubile, in virtu del teor. Ili, il
problema ordinario di Dirichlet per la (I0), ed anzi esso
ha una soluzione che possiede in I, tutte le derivate par-
ziali dei primi due ordini continue.
Se, come secondo esempio, A & un campo rettangolare
di punti estremi inferiore P'(x\, X2,..., xXn) e superiore
P"(xj, X2,..., x"), & cioé la totalita dei punti di Sn) le cui
coordinate verificano le limitazioni
xk<xk<xk (k=1,2,...,n),

e ¢ (P) e definita in A +E<4 e vi ¢ hélderiana, ogni punto
di Ftl e ordinario rispetto all'equazione (l0). Detto, infatti,
M il massimo valore di ¢ (P) in X-bFX fissato un numero
positivo d verificante la (7), comunque si consideri un in-
torno rettangolare 1 di Po, di diametro minore di d, il pro-
blema ordinario di Dirichlet per la (10) e per il campo
IA e risolubile, in forza del teor. Ili,4) ed ha una soluzione
che possiede, in IA, tutte le derivate parziali dei due primi
ordini continue.

Cio posto, andiamo a dimostrare il teorema:

IV. Sia Po un punto di FA ordinario rispetto adequazione
(10) e, per una soluzione u(P), in A, della (l0), esistano un
intorno J di Po ed un numero positivo a(<n—2, per n>2,
<1, per n—2) tali che la u(P) assuma su J-FA—~Po i valori
di una funzione f(P), continua su J-FA, e si abbia

o [u(PpPOP J (sit x/ v per Nn>2,

8 _ ey _
lim [u(P)-(log-=1 j (su X)=0, per n=2.

allora la u(P) assume in Po il valore f(P0).

4) La funzione di Green G (P,Q), relativa al campo IA e alle
equazioni ~u—0 (in 1A), u=0 [su F?L4)], possiede invero quelle pro-
prieta con le quali é applicabile il teorema di Fredholm per le equa-
zioni integrali di seconda specie di nuclo G (P, Q) c(Q) e di campo IA
d'integrazione. Cfr. M. Picone. Alcuni teoremi di convergenza nella
sommazione per rettangoli delle serie multiple e applicazione al problema
di Djrichlet [Scritti matematici offerti a Luigi Berzolari, Pavia (1936)].
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Dimostrazione. Detta 0 la minore fra le distanze di Po
da FJ e da F77, detto M l'estremo superiore di c(P) in HA,
consideriamo un intorno | di Po di diametro d minore di 0 per
il quale si abbia

per n>2,

per N—2,

tale che per il campo I|A sia risolubile il problema di
Dirichlet relativo all'equazione (10). Un punto di F(IA)
appartiene o a I*FA o ad A. Sia /*(P) quella funzione di P
cosi definita su F(L4):

= f(P) se P appartiene a J'FA,
1*(P) :
— u(P) , se P appartiene ad A.

Tale funzione riesce continua su F(M). Sia u*(P) la
soluzione, in 1A, della (10) che assume su F(M) i valori
di f*(P). Si avra, in virtu delle (8) e della continuita della
u* in IA + F(lA),

[u(P) —u*(P)].?0P [suF(L4)] =0, per n>2,

[*(P)—u*(P)j » (log-j="]  suF(/X)[=0, pern=2

donde, per il teor. Il, u(P) coincidente con u"(P) in IA,
e pertanto

lim u(P) (su A)—Ilim u*(P) (su A) = f(PJ).

pr-Po p7po

Osserviamo che la dimostrazione esposta fornisce quelle
dei seguenti teoremi:

V. Sia Po un punto isolato di FA, ordinario rispetto
allequazione (10). Se, per una soluzione u(P), in A, della
(10) esiste un numero positivo a (< n—2, per n>2; <1, per
n—2) per cui risultano verificate le (8), essa e soluzione
della (10) anche in A+Po.
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V1. Una soluzione, in A, della (l0) é dotata di tutte le
derivate parziali dei due primi ordini continue, in ogni
campo di A, in cui c(P) e holderiana.

3. Un perfezionamento al teorema generale. — 1 risul-
tati del n° prec. consentono di dimostrare il seguente teo-
rema nel quale si perfeziona il teor. II:

VII. Supposto il campo A limitato, di diametro 0o,
fissati su FA i v punti distinti Qb Q2,--> ordinari ris-
petto adequazione (l0), e corrispondentemente v numeri
positivi pu PZ,..., Pv’ P punti arbitrari PI,P2,..., Pp., distinti
dai precedenti, e corrispondentemente p numeri positivi
04, a,,..., . di somma a, una soluzione u(P), in A, della
(10) é ivi identicamente nulla se, per n>2, si ha

* P_
(9) u(P)JIQP /7p? (suK4)=0, Pj <n—2 a<n—2,
i=1 i=1
CP)<a(n—2—a)
e per n =2,

(9" u(PS7-5 {jog S 53 'I\Iog €0 } 1(su K4) =0,

N<], «<1,
c(P)<a(l—a)/k52

Dimostrazione. — In virtu del teor. IV, le (9) e
(9") equivalgono, rispettivamente, alle 2) e (2").

4. Teoremi di unicita per un problema di Dirichlet gene-
ralizzato.

Vili. Supposto il campo A limitato, di diametro 0, siano
date due funzione f(P) e g(P) del punto P, definite, rispet-
tivamente, su FA e in A, una funzione <p(Q,P), dei due
punti Q e P, definita per Q in A e per P su FA; siano
pure dati v punti distinti Qn Q2,..., Qv, di Fy4, ordinari ris-
petto adequazione (l0), e, corrispondentemente, v numeri
positivi PIt P2,...,PV, ciascuno minore di n—2, per n>2,

minore di 1, per n =2, p punti arbitrari P*, P2,..., P?, di FA
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distinti dai precedenti, e, corispondentemente, p numeri po-
sitivi 04, a2,...,a , la cui somma a sia minore di n—2, per

n>2, minore,di 1, per n—2. Se

< a(n—2—d)lo? , per n>2,
< a(l—d)/a2 per n =2,

non pud esistere piu di una soluzione v(JP), in A, della (1),
verificante le seguenti equazioni in ogni punto P di FA,

v p.
(10) Jim Usaans (suJ) =/(P),

per n>2,

(su A)—f(P), per n=2.

Dimostrazione. — La differenza u—v'—Vv" di due
soluzioni, in A, v e V", della (1) verificanti, su FZI, le
equazioni (10) o (10") e una soluzione, in A, della (10) veri-
ficante le (9) o (9.

IX. Con le notazioni del teor. prec., non puo esistere

piu di una soluzione v(P), in A, della (1), verificante le
seguenti equazioni in ogni punto P di K4

(su A)=f(P), per n>2,

lim (su A) = f(P),

Q—>P
per n =2,

se sussiste il teorema d'unicita per il problema ordinario di
Dirichlet, relativo all'equazione (10) e al campo otte-
nuto da A aggregandogli quelli fra i punti Qj di K4 che
sono isolati.



REMARQUES SUR LE TRAVAIL PRECEDENT
DE M. MAURO PICONE

par
F. LEJA (Krakbéw).

Le théoréeme 1l du travail précédentl) est tres remarquable.
Observons que I'équation différentielle

@ Ju + c.u= y | +cu=0,

ou la fonction c=c xn) = c(P), définie dans un do-
maine borné A de frontiere FA2), n'est pas assujettie a
la condition c(P) < 0 dans A, peut admettre dans A plusieurs
solutions continues dans A + FA s’annulant sur FA — et
que le théoreme Il assure l'unicité de ces solutions sans qu’on
suppose qu'elles soient bornées ni que c(P) 0.

Je me permets de remarquer que ce [beau [résultat de
M. Picone peut encore étre généralise comme il suit:

1° Dans le cas n—2 le théoréeme reste vrai lorsqu’on
remplace dans son énoncé le nombre 0 par 0/e, ou ¢ désigne
maintenant le diamétre du domaine A augmenté par un
nombre positif arbitrairement petit. Alors les hypothéses
(2™) et (3") du théoreme Il seront remplacées par les sui-
vantes:

@ u(P)+ 77 (log =0 sur R43), ol rj=PP,

3) c(P) < o e dans A, a<1,

") M. Picone, Intorno alla teoria di una classica equazione a derivate
parziali délia Fisica-matematica [Annales de la Soc. Polon. de Matheé-
matique, t. 21 (1948), p. 161]. _

2) Je me sers des notations de M. Picone,

3) Clest-a-dire, le membre gauche de 'équation (2) tend vers zéro
lorsque le point P, variable dans A, tend vers un point quelconque de FA.
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dont la premiére est équivalente a (2") et la seconde est
plus faible que (3"). La thése du théoremell dans” le cas
n—2 peut étre déduite des hypothéses (2) et (3) sans
changer la démonstration de M. P icone.

2° Les hypothéses (2') dans le cas n>2 et (2") dans le
cas h—2 peuvent étre remplacées par d'autres, plus faibles,
sans changer la thése. Désignons par c6(P) la fonction

lorsque n > 2,

«(P) =
lorsque n — 2,

ou r,=PP; et a est un nombre positif; désignons encore
par ¢ la quantité suivante dépendant de a

- — lorsque n > 2,
0 d
aQ.~ ¢ lorsque n =2
02
et supposons que
o<a<n—2 dans le cas n > 2,
o<a<l dans le cas n—2.

La quantité c est donc positive. Je dis que:

Si u(P) est une intégrale de I'équation différentielle (1)
dans le domaine A et si

2 N =° §"rf4
et
(3) c(P) <c dansA,

alors u(P) est identiguement nulle dans A.

Pour prouver cette proposition il suffit dappliquer le
raisonnement de M. Pic one dans la démonstration de son
théoreme Il. La fonction v(P) = u(P): <w(P) est continue
dans le domaine fermé A + FA, s’annule sur FA et satisfait
dans A & I'équation
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il suffit de prouver qu'on a

4) o T c(P) <0 dans A.
Or, sin—2on a
i i
zZ/w+a(l—a) W T yv~2 =0, oU
=l ( 10"~)
donc étant dans le domaine A 0<r, <4 on a
e)<rf iog 40

et par suite dans A

z/w + a(l 52--42 *V<0" = z/« + c,<0<0,
<

d'ot l'on déduit l'inégalité (4) en vertu de I'hypothése (3).
Pareillement, si n>2 on a

(n—2—a)s W' +4=ny,

1
A 0+ « ou", =7,

et comme r, < 0 dans le domaine A on a dans A
| « Y<A = Ad + c-u™0
0 ITi |
d'ou l'on déduit, comme plus haut, (4) en vertu de (3).

Observons que I'hypothése (2) donnée plus haut est plus
faible que I'hnypothése (2') respectivement (2') de M. Picone
car sia=al+ ..+ onaa>a|

AN+



STIELTJES INTEGRALS CONSIDERED AS LENGTHS

by
Karl Menger (Chicago).

The Stieltjes integral
b

/(x)dg(x) or briefly, dg
a a
is defined as follows: We divide the interval [a, b] into
a finite number of intervals
a—Xg X Xn_i xXn b
We call max. (x,#1 —x;) the norm of the division.
Moreover we select a number x,* in each interval [x,-,X,+1]
and call

J?E(*) [9(xi+]) —g(x,)]

the Stieltjes sum associated with the above division and the
above selection of points x,*. If there exists a number from
which the above Stieljes sums differ arbitrarily little provided
that the norm of the division is sufficiently small, but re-
gardless of the selection of the x,* in [x;,xi+l], then we
call this number the Stieltjes integral

ffdg.

If in each interval [x(,x,+1] we select the initial point,
i. e, set x,*=xi, then we obtain what we may call the

left-side Stieltjes sum

ST(xt") (g(*i+i) —
associated with the division of the interval [a,b]. If there
exists a number from which these left-side Stieltjes sums
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differ arbitrarily little for every division of sufficiently small
norm, then we call this number the left-side Stieltjes integral.

In a paper ,What curves have length?*l) we subsumed
this left-side Stieltjes integral under a general concept of
length. In fact, the above integral is the length of the
interval [a,b] derived from the distance

(*) <Kxy) =f(x) [9(y) —9(X)]
for every two numbers X,y of [a,b]. The question arises
under what conditions a ’'given distance yields a left-side

Stieltjes integral as length. The answer is contained in the
following remark.

In order that the length of the interval [a,b] derived
from the distance <5(x,y) be a left-side Stieltjes integral with
whose integrands the distance is connected by formula (*),
it is necessary and sufficient that

1) <Bxy)*Xy,z) + <5(yX)*<5(x2) = d(x,y) *d(y,x)
for every three numbres x, y, z of [ab], and

2) if <5(xy) =0 and 4 (x,z) 4= 0 then

<5(x2) * <5(y,w) = <5(y,z)

for every four numbers X,y,z,w of [a,b].

The necessity of the conditions 1) and 2) is an obvious
consequence of formula (*). In order to prove that the
conditions are sufficient, let <5(x,y) be a distance satisfying
the conditions 1) and 2). If <3(xy) =0 for every two ele-
ments X,X of [a,b], then the metric is associated with the

integral J0dg for any function g. If d(x,y) =0 does not
a

hold for every X and vy, then let X0 and v0 be two numbers
for wich ¢ (x0,v0) 0. For each u we define

g(u) =d (x0, u),

fo (=& x0)/dxou) if d(xou) O
| (u, VOS5 (X0, V0) if G (x0, u) = 0.

Fundamenta Mathematicae, t. 35 (in print).
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Now let y and z be any two elements. We claim that
(v.2)=f(y)'[9@)—g V)]

where f and g are two functions just defined.

K d(xo0,y)=£0O, then

fy): [9@—agWl=— ' (*0. 2) — 0 (X0, y)J.

The expression on the right side is <5(y,z) by condition 1).

If <5(x0>y):=:0> then

fy) 9@—gy)I= -

The expression on the right side is <5(y,z) by condition 2).



THE HOMOTOPY TYPE OF A SPECIAL KIND
OF POLYHEDRON

by
J. H. C. Whitehead

1. Introduction. It is explained in [1] how the homo-
topy type of a (finite) simply connected, 4-dimensional
polyhedron can be described in terms of co-homology.
Such a polyhedron may be regarded as a special case of
a connected polyhedron, K, of at most rt + 2 dimensions
(n>2), such that nr(K)=20 for r=1,..., n—1 We shall
describe such a polyhedron as an A2 —polyhedron. The
object of this note is to show how the results in [1] may
be extended from 742 —polyhedra to An—polyhedra for
any n> 2. Actually the situation is much simpler when
n>2 than when n.=2. The only modular co-homology
groups which we need are the groups H\K, 2), for r—n, n + 2.
The products and ,,Pontrjagin Squares” in the co-homology
ring are replaced by thel) ,,Steenrod Squares®

(1.1) % = xun_2xeHn2(K,2),

where xsHn(K,2\ We proceed to explain this in greater
detail.

2. AB- co-homology systems. We replace the co-homo-
logy rings defined in [1] by simpler systems, which we call
AR- co-homology systems. Let H°, Hn, Hn+l, H+2 be addi-
tive Abelian groups. We shall confine ourselves to finite
complexes and therefore assume that each of these groups
has a finite number of generators, H being cyclic infinite.
It will be convenient to define H— 0 for all values of

¥) See [4], § 6.
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>r"0, n,n+1,n+2. We introduce another group?), z/*(2H"+1),

which is the image of 2H"+1 in an isomorphism, z/*, and
define Hn(2) as the direct sum

Hn(2) = H? +
We do not regard z/* as uniquely determined by the
system, but we do postulate a uniquely determined homo-

morphism
J:Hn(2)->Hn+1,

such that z/ 1(0)=f/2 and z/z/*=l. We also define

as the natural homomorphism onto the summand H2 C H"(2).
Finally we postulate a uniquely determined homomorphism,

v H(2)H"+2(2) = H2+2,

which may be arbitrary. By an t!2? —co-homology system,
H, we mean a set of groups, Hr, Hn(2) (r=0,1,...) together
with homorphisms, z/,y,y* of the kind just described.

Let H, H be two 'AR—co-homology systems. By a proper
homomorphism, . H->H, we mean a map such that f|Hr
f| H"(2) are homomorphisms into the corresponding groups,
Hr, Hn(2), and

T =df, fy?*=yf, fy*==y*,
where zLYy,y* mean the same in H as in H. If £ H-*H
satisfies all these conditions, except possibly fy* =y*f, we
shall call it a (zL y)~homomorphism. If is a
proper homomorphism such that f\HT is an isomorphismj3)
onto Hr for each r, then f will be called a proper isomor-
phism of H onto H and H properly isomorphic to H.

The groups in an An— co-homology system, H, will often
be defined in terms of co-chain groups, Cr (r=0,1,...; Cr=0
~ D) If A'is any additive Abelian group, then mA is the sub-group con-
sisting of all elements atA such that ma = 0 and Am is the residue group
A—mA m >0) | - |

3) In this case f| HnSZ) is also an isomorphism onto (Cf. Lemma 2 in
[1] and Lemma ! below).

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. 12
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if r>n+2). These are free Abelian groups of finite rank,
which are related by a co-boundary operator, <5:Cr Cr+l,

such that <3<5=0. In this case Hr is the residue group
HI—ZI—bCr~1 (r=>0, dC_1=0),

where Zr=4¢ '(0) and Zr="bCr | if 1<r<n. Also H° is
cyclic infinite. The group H"(2) is the group of n-dimen-
sional co-homology classes mod. 2. Let xe Hn(2\ x'ex and
let dx'=2y, where y'eZ"+l. Then ZIx =y, where yeHn+l
is the co-homology class containing y'. If zeH", Z'ez, then
Z' is an absolute co-cycle and yz is the mod. 2 co-homology
class containing z'.

Let Cr=Cr(K) be the group of r-dimensional co-chains
in a simplicial An—complex K. Then /* is defined by (bl).
In this case the An—co-homology system, H=H(K), will
be called the co-homology system of K. Let K, L be two
AR—complexes. Then any map, T K-+ L, induces a proper
homomorphism, f*: H (£) ->H (K). We shall also say that f
is a geometrical realization of /*.

Our main theorems are:

Theorem i. Any An— co-homology system is properly
isomorphic to the co-homology system of some An - complex.

Theorem 2. Two AB- complexes are of the same homo-
topy type if, and only if, their co-homology systems are
properly isomorphic.

Theorem 3. If K, L are A, — complexes, then any proper
homomorphism, f*: H(L)-+ H(K), has a geometrical reali-
zation, f:K—L.

It follows from Theorem 4 in § 6 of [1] that Theorem 3
implies Theorem 2. In the following sections we indicate

how Theorems 1 and 3 follow from arguments used in [1],
with certain modifications.

3. A lemma on realisability. LetH, H be A2— co-homo-

logy systems, which are defined-in terms of systems of co-
chain groups, C={Cr}, C={Cr}. A co-chain mapping,
g:C->C (i. e. a family of homomorphisms, g: Cr->Cr, such
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that <5 =<5g), obviously induces a (z/,”) —homomorphism,
f:H-+H. We shall also say that f is realized by g.

Lemma i. Any (z/, homomorphism, can be
realized by a co-chain mapping, g:C C.

The proof is similar to, but simpler than the proof of .
Lemma 4 in § 2 of [1].

4. Reduced complexes. We shall deal with (cell) com-
plexes, as defined in [1], which have simplicial sub-divisions.
By a reduced A-n—complex, K, we shall mean one which
satisfies the following conditions, in which Kr stands for
the r—section of K.

a) K° consists of a single 0-cell, e°, and Kr=K° if r<n.

b) Kn=¢° + e" + ... + em, where ¢" =e° +¢e"=S" is an
n— sphere,

c) Knti =Kn+e"tl + ... + where e+l (1<i<t<m)
is attached to 5" by a map, E"™1 15", of degree a,
where 0l,...,0i are the coefficients of n-dimensional
torsion (i. e. «!>1, |ai+l, ot 0), and =e'+
= Sfll is an (n+1) —sphere. Thusg,"+1 (i</) is bounded
by S"taken ot times and e"+1,....e”, are principal cells
(i. e. cells which are open sub-sets) of Kn+\

d) Each (n + 2) —cell is attached to K"+1 by a map of the
form En+2->Kn + S"+1 + ... + Sn+l. Thus e"+1 (i<f) are

principal cells of K.

In the above definition we may have m=0,t=0o0r!1=0
in which case the n-cells, the bounded (n+ 1)—cells,
e"+l (i<t), or the (n+ 1) —spheres, SP+1, are absent from K.
An argument similar to the one in § 15 of [1] shows that

any A,—complex is of the same homotopy type as some
reduced complex.

5. The group 3m+l(Kn+l). Let usnr(Snql) (r>n=>l)
be represented by a map X: (Sr, p0)->(Sn, q0) and aenn (X,x()
by a map p: (Sn, q0)-* (X, x0), where X is any space and

12*
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p0, g0, X0 are base points. Let u-aeitr (X, x0) be the element
represented by the map4) yZ: S'-*X. Obviously

(5.1) (u+v)-a—u-a+va [uuvC (S",q0)]
If r<2n—1thenb)
(5.2) u-(at+b) =u-a+u-b [a, bQ itn(X, x0)J.

Letr=n+1>3. Thenr<2n—! and 2u=0. Therefore
it follows from (5.1) and (5.2) that u-2a=0. Let G be the
residue group nn(X,x0)—2in(X,x0) and let aeG be the
residue class containing a given element aexn (X, x0). Since
u-2a=0 a homomorphism, u:G-#inn+l (X,x0), is defined by

(5.3) ua=u-a

Let fkixk(X,x0)-*Jtfc(y,y0) be the homomorphism, which is
induced by a given map f:(X, x0)™ (Y,y0). Then fna and
fr(u+a) are represented by /y: Y and /.(yz) = (fy) Z.Sr Y.
Therefore

(5.4) fr(u-a) = u-/na.

Let H=an(Y,y0) —2itn(Y,y0) and let u:H->itn+1(Y,y0) be
defined in the same way as u: GN?tn+1(X, x0). Let fn:G-+H
be the homomorphism induced by fn. Then it follows
from (5.3) and (5.4) that

(5+5) fn+l (ua) = u fna.

Now let X—Kn (n>2), where K is a reduced complex.
First assume that t =0, i.e. that

Let bi be a generator of atn+1(S"+l). Then “n+i(Kn+l) is
the direct sumo)

4) Cf. [5], p. 303. N.B. our u+a is Freudenthal’s au.
5) See [3], Theorem 9, p. 268. S

6) In dealing with )sg)aces X and YCLX such that the injection homo-
morphism, in:r(Y) -> rr(X), is an isomorphism into, we shall often refer
to wr(Y) as «r(Y).
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%n+1(Kn+l) = Irn+1(Kn)+

where (bj,..., b)) is freely generated by bv..., b,
Also
K'=S" +...+S"

and Jin(K"™) is freely generated by av...,am, where a, gene-
rates Jin(5,n). Let u be the non-zero element of ’n+i(5n) and
let V;=u+a, Since n>2 it follows from (8+1) below and
induction on m that Jntl(Kn) is the direct sum of the
cyclic groups, of order 2, which are generated by vv...,vm
Thus we have

nn+1(r+))=K+B,

where V is the module, which is freely generated, mod. 2,
by Vj,.., vm and B= bt). Moreover V = uxn(Kn).
Obviously G =nn(K")—2 (Kn) is a free ,,mod. 2 module*,
which is freely generated, mod. 2, by a!,...,.am. Therefore
u:G-+V is an isomorphism onto. Let us make the natural
identifications® of jtn(Kn+l) with Hn—Hn(Kntl) and of
BC%,,+1(r+l) with Hn+l = Hn+1(Kn+l). Then G becomes
Hn(2) =Hn—2Hn and nn+1(Kn+l) is the direct sum

(5-6) n+tl(r+l) = uHn(2) + Wn+l,
Now consider the general case, in which

Kntl = KOl + e"+1+... + e"+\
where }
KO+l = Kn+Sht+I+...+S"+1

and de"+l =o0;a, Then %n+1(Kn+l) is generated by vi,..,, vm,
bp..., bz, subject to the (complete) set of relationsg)
2v,=0, Ovj=u-(oja;)=0(i=I,..,,m; j=1,..., 1),

) B% the natural homomorphism, h:r.r(X)-+ Hr(X) we mean the one
in which corresponding elements are represented by the same map,

Sr->X, when the standard r-sphere, Sr, has been given an orientation.
In case h is an isomorphism (into), the natural identification will mean
the identification of each af«r(X) with haeHr(X~).

§) See [2], Theorem 3, p. 420.



182 J. H. C. WHITEHEAD

where v(,  are defined, as above, in terms of K"\ Also

where
K'+l=Kn+ e"+1 + ... + e"+],

and
nn+1(r+l) =nn+1(™+1) + B,

where B = (bl,...,b;) means the same as before. Moreover

is generated by vv...,vm subject to the above
relations. As before, let /in(Kn+l)=im(K"+1). Then ~In(2) =
Hn(Kn+1) — 2Hn(Kn+l), since there is no (n—1)— dimensio-
nal torsion, and H,,(2) is generated by al,...,am subject to
the (complete) set of relations

2a;=0, ayay=20 (z=l,....m; j—1,..0).

Also u:/fn(2)->Jin+1(Kn+l) is given by ua, =Vi. Therefore u
is an isomorphism onto Jin+1(K[+1) and (5.6) holds in the
general case.

We now state these results in a form which is invariant
with respect to the homotopy type. Let P be an —
complex, which is not necessarily reduced. Then Pn+l is of
the same homotopy type as some reduced complex of at
most n+1 dimensions. Let Hr—Hr(Pntl) (r=n, n+1)

and let

hr:nr(P"+1)->tfr
be the natural homomorphism. Then hn is an isomorphim
onto and hntl has a right inverse, K:Hn+l->an+l (Pn+l)
(i. e. hn+lk=I). Thus hntl is onto and k is an isomorphism
into. Let Hn(2)=Hn(Pn+t1,2) —Hn—2Hn. Then hn deter-
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where u: G-*nn+1(Pn+l) is given by (5.3). Then w is an
isomorphism into and nn+l (Pn+l) is the direct sum

nn+1(Pn+l) = + B,
where W.=wHn (2) and B =k Hn+|.

As in [1] we define Hr in terms of the chain groups
Cr=jtr (Pr, Pr_1) and the homology boundary operator d — |fi,
where (S: Cr+1->nr (Pr) is the homotopy boundary operator
and j is the natural homomorphism j : nr(Pr)-> Cr. Let ceCn+2
and let fic=w@c + b, where &ceHn(2), bskHn+l. Clearly
the map defined by c->0c is a homomorphism, O :Cn+2-Hn(2)
Since 2Hn (2) =0, whence 0 (2Cn+2) =0, and since each ho-
mology class in Hnt2 (2) — Hn+2 (P, 2) contains but a single
cycle, mod. 2, it follows that O determines a homomorphism

(5.7) T Hn+2(2)->Hn(2).

The group Hr (2) is the character group of the co-homology
group H1(2)—H\P, 2) (r=n, n + 2) and we have:

Theorem 4. The homomorphism 7*:H"(2) -> Hn+2(2),
given by (1.1), is the dual of 7. That is to say if xeHn(2),
zeHn+2 (2), then x(yz)=(y*x) z.

This is a simplified version of Theorem 5 in [1]. The
proof, including a modified version of § 8 in [1], is the same,
with the complex L in Theorem 5 of [1] replaced by the
complex Ne+2, which is defined on p. 311 of [4].

6. Proof of Theorems 1, 3. Theorems 1 and 3 now follow
from simplified versions of the proofs of Theorems 1 and 3
in [1]. In particular the final stage in the proof of Theorem 3
can by simplified as follows. Let K, L be reduced AB—
complexes and let /*:H(L)->H(K) be a proper homo-
morphism of the co-homology system of L into the co-
homology system of K. According to Lemma 1, f* can be
realized by a co-chain mapping, g*:Cr(L)->C\K), and the
problem is to realize the dual chain mapping, g:Cr(K)->-
Cr(L), by a map f:K”™NL. Let f* denote the family of
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homomorphisms, /*: Hr(K) HI(L), - HS(K, 2) »1 HS(L, 2),
(r=0,...,n+2; s—n, n+ 2) which are induced by g. The
final stage in the proof of Theorem 3 in [1] is the proof that,
with the notation used in [1], fy—yg~O. In the notation
used here this is equivalent to f*y—yf* =0. But this is the
dual of the given relation —/*/*=N0.

7. The case xn+1(K)=0. Let K be an A?-complex such
that fint1(X) =0. We shall show that the homotopy type
of K is determined by its Betti numbers and torsions and
shall show how to construct a normal form for complexes
of the same homotopy type as K.

Since tr(K)=0 for r=lI,..., n—1 the natural homo-
morphism 3in+1 (K) ->Hn+l is onto8. Since Jn+l (K) =0 it
follows that Hnti—0. Therefore there is no (n + 1) —
dimensional torsion and it follows that Hn+2 is a free
Abelian group. It also follows that fiCn+2 — xntl (Kn+l)
whence y in (5-7), is onto. Therefore its dual, y* is an
ismorphism into. Let [ap...,ap] be a basis for H\T) and
let ¢, =Vy* a;eZ/n+2(2). Since y* is an isomorphism the ele-
ments Cp..., cp are linearly independent, mod. 2. Since
H?2+2 is a free mod. 2 module there are elements, cp+l,...,
C(™MH2+2 — Hn+2(2), such that [cp..., cq] is a basis for H2+\
| say that there is a basis, [cj.....cq], for Hr+2, such that

c, is in the residue class cf (i=l,..., q). For let s=>0 and
if s> 0 assume that there is a basis, [cp..., CS, ep..., eq_g],
for Hn+2, such that qsq (i=l,...,s). If s<q let c's+lecstl

and let c's+ti= c+e, wherell) ce(q,..., q), ee(ev..., eq s).
Let e = ke\, where e\e(el,..., eq_s) is a primitive element,
i. e. e\ is not of the form le" for any e"s (ep..., eq_s) and
Z>1. Then €'j is an element in a basis, [e'p..., €'q_§], for
(ep..., eq_s). If k is even, then c'stl =¢c, contrary to the
hypothesis that ~tv...,cq are linearly independent, mod. 2.
Therefore k=1 (mod. 2) and cstl =c + e\e cstl. Then

8) See [6], p. 314 or § 5 above. In this section Hr = HT (K), HT — Hr (K).
1) (Xj.. xk) denotes the sub-group generated by q,.... xk C Hn+2.
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[cx,..., Cs, cstl, €2,...,e'q_§] is a basis for Hn+2 and the asser-
tion follows by induction on s.

Since Hntl =0 one sees from the normal form of the
incidence matrices Jthat Hnt+l is the direct sum of cyclic
groups, generated by elements, bi,...,b(, whose orders are the
coefficients of n-dimensional torsion, Let oh be
odd, a.=2Qi if i=h and let [af+l,...,am] be a basis for the
free Abelian group Hn Then [ah+j,...,am] is a basis for
Hn(2), where (i=h+1,.,/) and a = pajeH?
(j = f+I1,... m). By the preceding paragraph there is a basis,

(g>m—hi), for Hnt2, such that 7*aftfj=c- The
numbers m—t and ¢ are the nth and (n+2)nd Betti numbers
of K. Therefore the structure of the co-homology system
and hence the homotopy type of K are determined by the
coefficients of torsion and the Betti numbers. Moreover we
have defined a normal form for the co-homology system of K.
A geometrical model of this, constructed as in the proof of
Theorem 1, in [1], is a normal form for complexes of the
same homotopy type as K.

8. Note on homotopy groups. Let A, B be sub-groups
of an additive Abelian group, G, and let +.G-*A,y:G-+B
be homomorphisms such that Z|Z=1, ZB—0, p|B=1. Let
C=Z_1(0)np—1(0).

Lemma 2. The group G is the direct sum G—A +B + C.

Since ZZ =7 we have Z(g—Zg) =0 for any geG. There-
fore g=12g+ g'=a+g', where asA, g'«Z_1(0). Similarly g'=
b+c, where beB, cep_1(0). Since Zg'=2zb=0 it follows that
csZ_1(0), whence ceC. Therefore g=a + b + ¢, where asA,
bsB, ceC. Ifa+ b+c=0, then a=Z(a+b+c)=0 b—p
(b + ¢) =0, whence G—A + B + C and the lemma is proved.

Let P=X uY be a topological space, which is the union
of arcwise connected, closed sub-sets, X, Y, with a single
common point pl. Let G =1r(P), A=inr(X), B=jnr(Y),
where 1:nr(X)-+nr (P), j :nr(Y)->-nr(P) are the injection homo-
morphisms and pl is the base point for ar(P) etc. Let
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Z" G-*nr(X), p'; G-*itr(y) be the homomorphisms induced by
the maps f:P->X, g:P-+Y, such that fY =p0, f|X=1,
g X=p0, g/ Y=1. Then A=iA" G-+A and p—jp’ obviously
satisfy the conditions of Lemma 2. Also Ah—1 and p'j—0»
whence i, j are isomorphisms into.

Let Y be an n-sphere, Sn, let r<2n—1 and let 3ts(X,p0)=I
if I<s<r—n+1 Then it follows from Theorem 8(a), on
p. 265 of [3], that any element, geG, is expressible in the
form g—a+b (asA, bsB) Therefore
(8-1) nr(P) = zjtr(X) + j nr(S").

Let X, Y be arbitrary and let P be identified with the
sub set (XX p0) G (pixY) C XXY by identifying each point
xeX with (x,p0) and each yeY with (p0,y). Then it may
be verified thatll)

(8-2) C~ztr+l (XxY,P).
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QUELQUES PROPRIETES DES ENSEMBLES RANGES

par
Arnaud Denjoy (Paris).

Dans la premiére partie, encore seule parue, de mon livre
I'Enumération transfiniel},. j'ai donné une place importante
a la notion de rang d’'un élément a d'un ensemble ordonné E.
Si C(a, E) est la section commencante?) de E admettant a
pour dernier élément,

1° le rang de a dans E, si ce rang propre a a existe, est
identiguement défini par le type d'ordination de C(a, E),
indépendamment du mode d'ordination des éléments de E
ultérieurs a a; l'application conforme de E sur un ensemble
semblable conservera le rang de a.

[L’ensemble des nombres n/(n + 1), n prenant toutes les
valeurs entieres positives, suivis de 1 et des nombres
supérieurs a 1, le tout étant ordonné dans le sens des gran-
deurs croissantes, est un ensemble possédant un premier,
un second, un N, un W élément, mais non pas un (0>+ I)e
élément],

*) L’Enumération transfinie Livre |. La notion de rang (Gauthier-
Villars, Paris, 1946). Dans cet article, la simple référence ,,Enumération*
désignera cet ouvrage.

2) Jappelle sections commencante, finissante, moyenne d'un ensemble
ordonné E, des parties ordonnées selon la loi de E, savoir C, D, I, telles que:

1° si a est dans C et si @, appartenant a E, vérifie a’<a, a' est dans C;

2° sib est dans D et si b', appartenant a E, verifie b’ >b, b’ est dans D;

3°sic et dsont dans I (c < d) etsi, h étant dans E, verifie c < h < d
h est dans /. o , ,

Il n'est pas exclu que C et D soient identiques a E, mais par convention,
il ne saurait en étre ainsi de I, qui ne doit étre ni commencante ni
finissante.

Je réserve le nom de segment aux sections commencantes C formées
des éléments antérieurs a un élément a de E, et j'écris C = S(a, E).
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2° Pour que ce rang ait une existence déterminée, il faut
et il suffit que C (a, E) soit dissemblable a toutes ses sections
commencantes.

Si cette derniére condition est satisfaite quel que soit a,
je dis que I'ensemble E est rangé (Enumération, p. 120 —134).

Les ensembles bien ordonnés sont rangés. Mais on définit
aisément bien d'autres especes d'ensembles rangés.

Par exemple (Enumération, p. 122—123), P étant un
ensemble parfait linéaire totalement discontinu, u... ses
intervalles contigus énumérés, si sur le segment Un on place n
points, I'ensemble total Rr ordonné dans le sens des abscisses
croissantes est rangé.

Il est visible que deux sections de 1?] ne sont pas appli-
cables l'une sur l'autre & moins d'étre identiques et appli-
quées identiquement.

On obtient comme il suit un second exemple d’ensemble
rangé, mais non bien ordonné (Enumération, p. 122—133).
(O) désignant I'ensemble des nombres ordinaux de Cantor,
ordonnés dans le sens de la croissance, soit d n un nombre
transfini croissant avec la valeur absolue de son indice
négatif entier (—n), B_n un ensemble bien ordonné semblable
au segment S(a>0~n, O) de co0_n dans (O), et R2 I'ensemble
£ B _n, la sommation étant ordonnée dans le sens des indices
négatifs (—n) croissants. R2 est rangé et non bien ordonné.
Il reste rangé si on le fait précéder d'un nombre fini
d’éléments ou méme d'un ensemble semblable a la suite des
entiers positifs. Il serait toujours non bien ordonné.

Enfin, M. Sierpinski a montré que tout ensemble
ordonné peut étre regardé comme un sous-ensemble d'un
ensemble range.

Si un ensemble est rangé, toutes ses sections, commen-
cantes, finissantes, moyennes sont elles aussi rangées. En
conséquence, il n'est pas possible qu'un ensemble rangé E
possede une section S composée de la réunion d’ensembles
H_n semblables entre eux et se succédant semblablement

aux entiers négatifs croissants. Car S—S H_n (n>I) est
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semblable a sa propre section Sp=SH_n (n>p); S n'est pas
rangé. E ne l'est donc pas non plus.

Sans qu'un ensemble E soit rangé, certains de ses élé-
ments pourraient étre regardés comme ayant un rang dé-
terminé dans I'ensemble. Il suffirait pour cela que la sec-
tion C(a E) ne flOt semblable a aucune de ses sections
commencantes.

Par exemple, sur lintervalle in (I/(n+1), Ilri) plagons un
ensemble R" semblable géométriquement a Rt, ayant pour
dérivé un ensemble Pn intérieur a in (nSrl). Ajoutons le

point 1 & J? 7?". Pour I'ensemble E obtenu (ordonné dans le
sens des abscisses croissantes), la seule section commencante
C(a,E) dissemblable de toutes les autres correspond a a=lI.
En particulier S(1,E) = SR" est non rangé. L’élément 1 de
E peut étre regardé comme ayant un rang détermine dans E,
et cest le seul dans ce cas.

Certaines propriétés des ensembles bien ordonnés appar-
tiennent a tous les ensembles rangés. Il est intéressant de
les rechercher.

Un ensemble rangé est dissemblable a toutes ses sections
commengantes, mais il peut étre semblable a certaines de
ses sections finissantes.

Un ensemble bien ordonné infini posséde cette derniere
propriété. Si lI'on en retranche une section commencgante
finie quelconque, la section finissante restante est semblable
a l'ensemble total.

Si I'ensemble est semblable a S (@“,0), c0" est indécompo-
sable quel que soit a ordinal et toutes les sections finissantes
de I'ensemble lui sont semblables.

Généralement, X étant un ordinal transfini, si Q est le
plus grand et premier reste de Z S (X,0) est un <(co“ O)
suivi de ®a, o“+l,..., suite semblable a p. Si nous désignons
par D(a,E) la section finissante de I'ensemble E, section
débutant par I'élément a, et si E est identique a S(Z, O),
D (), E) sera ou non semblable & E selon que <Zcoa ou au
contraire /?><»*.
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0a est le plus grand nombre indécomposable inclus dans X.
Donc pour un ensemble bien ordonné infini, toutes ses
sections finissantes (y compris I'ensemble Iui-méme) anté-
rieures a l'une delles sont semblables a I'ensemble.

Au contraire un ensemble simplement rangé peut étre
dissemblable a toutes ses sections finissantes. Clest le cas
de l'ensemble

Théoréme I. — Un ensemble rangé est dissemblable a
toutes ses sections non finissantes.

Il s'agit de démontrer le théoréme pour les sections
moyennes, puisque par définition un ensemble rangé est
dissemblable a toutes ses sections commencantes.

Une section moyenne | est précédée par une section
commencante C et suivie par une section finissante D.

Si l'ensemble rangé E était semblable a sa section
moyenne |, [l'application conforme A (conservant le sens
des inégalités ordinales entre les éléments correspondants)
de E sur 1 appliquerait D sur une section finissante Di
de Z et la section commengante C+Z de E, complémentaire
de D, sur une section commencante Zt de Z Zj étant com-
plémentaire de D! par rapport a Z, D] section finissante
de C+Z s'appliquerait par A sur une section finissante
D2 de Zv En répétant le raisonnement, on mettrait en évi-
dence dans Z une section finissante formée d'une suite d'en-
sembles semblables & D et se succédant dans un ordre
semblable a celui des entiers négatifs décroissants.

Donc, E présenterait une section moyenne non rangée.
D ne serait pas range.

Corollaire. — Un ensemble rangé ne peut étre décom-
posé en deux sections complémentaires semblables (I'une
commencante, l'autre finissante) que d'une seule maniere
au plus.

Supposons au contraire que E rangé soitCj+ Dj et C2+D? |
Cj et C2 étant deux sections commencantes, D{=E—
et Dl—E—C? étant finissantes. Si Cj et C2 ne sont pas
identiques, soit par exemple CX<C2 Cl—Cl— Dl1—Eh
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(Dj > D2) est une section moyenne J de E. Celui-ci est
Cj-I-J+ D2 Soit M2 I'application conforme de C? sur D2, A2
applique Cj section commencante de C2, sur K section com-
mencante de D2, et J section finissante de C2 sur H, section
finissante de D2 D? étant une section finissante de K
est une section moyenne de D1—J+ K+ H. Donc K n'est
pas semblable a Dx, qui est rangé si E I'est. Donc Dj n'est
pas semblable & Cp contrairement a I'hypothése.

Une somme bien ordonnée d'ensembles bien ordonnés
est un ensemble bien ordonné. Examinons si une somme
rangée d'ensembles rangés est elle-méme rangée?

Le sens de la question posée est celui-ci: Soit $ un en-
semble rangé, et a un élément variable de <€. Remplagons
a par un ensemble rangé Ea etordonnons E— S Eg alpha-

bétiquement, c'est -a-dire dans l'ordre présenté dans  par
les deux indices a et b si les éléments comparés y, 0 de E
appartiennent y a Ea, ¢ a Eb, dans l'ordre présenté par y

et 0 dans Ea si y et ¢ appartiennent tous deux a ce méme
ensemble Ea
La proposition énoncée en toute généralité serait inexacte.

Tout dabord une famille rangée d'ensembles bien or-
donnés n'est pas nécessairement rangée.

En effet, soit *> identique (ou semblable) a Pour un
point a de [lintervalle un contigu a l'ensemble parfait P,
si a est I'un des (n—1) premiers éléments de situés sur
un soit Ea fini et ordonné; si a est le n élément, soit Ea
semblable a la suite des entiers positifs croissants. E est
semblable a celle-ci sur tout segment un; E n’est pas rangé.

Si les Ea sont finis, I'énoncé devient-il exact? Nulle-
ment et en voici un exemple.

Considérons lI'ensemble G ainsi formé. Sur l'axe des X,
soit P un ensemble parfait totalement discontinu d’extré-

mités a, b, d'intervalles contigus énumérés uu u2
Sur Tlintervalle o(O<CO<Il) de l'axe des 0, soit ¢ Ilen-
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semble des points (r=1,2, 2t ). Etablissons

entre les points de e et les segments contigus un une cor-
respondance conservant l'ordre géométrique. Les points de
seconde espece X de P correspondront aux points O de
0—e3).

Soit uk le segment correspondant a Qk. Sur uk placons

r points et soit G I'ensemble total obtenu, X étant un
point de seconde espece de P, soit Cx (G) la section com-
mencante de G formée des éléments de G dabcisse infé-
rieure a X; m étant un entier positif quelconque, soit
0'—0/2™ et X' correspondant a O' sur P; Cx/ (G) est sem-
blable & Cx (G). Car a deux points 0, 0/2 de e correspon-
dent deux contigus portant le méme nombre r de points
de G. G n'est pas rangé.

Réciproquement, x et X' étant deux points de seconde
espéce de P (x> x") correspondant a deux points 0, O' de
0—e, si les ensembles Cz (G), C2 (G) sont semblables, je

dis que 0 =0'-2m, m étant un entier positif.

Nous pouvons en effet distinguer dans C? (G) une suite
de groupes de rp points portés par des segments Up con-
tigus & P et cela par la réglé suivante: les up étant tous
a la gauche de x, uj est le dernier contigu portant rn—:1
point de G; u? est entre U\ et x le segment contigu por-
tant le nombre minimum r2 ({2=>ri) e points de G. Gé-
néralement up+i est, entre up et x, le segment contigu
(évidemment unique) portant le nombre minimum rp+l de
points de G. La suite des entiers rp est croissante.

Si uk correspond au point Op de e, si Op = (2r— I)/2fcp,
k'p est le plus petit nombre k tel que le point Ok— (2r — I)/2f
soit entre O'_i,et 0, car rp et kp varient dans le méme sens.

3) Voir par exemple mes Lecons sur le Calcul des coefficients des
séries trigonométriques, 2¢ partie, p. 94 (Gauthier-Villars, Paris, 1941). '
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Il est évident que la suite rp doit étre la méme pour
deux points X, X' donnant deux sections commencantes
Cx (G), Cx (G) semblables.

Soit

0 =2~ni+2~"2+...+2
On a évidemment kp=np et 2rp— | = 2np_ni+2np_n2 + ...
+ 2np~np~! +1.

En conséquence les deux suites rp et np—n, se déter-
minent l'une l'autre. Pour que Cx (G) et Cx (G) soient
semblables, il est nécessaire que les suites Itp—nv et np—n,
correspondant respectivement a O et a &' soient identiques.
Donc O =0'-2ni_n'l

Cela posé, modifions G en G' de la fagon suivante.
Soit s une suite de points & de e, telle que &-l&i+i
croisse indéfiniment. Deux suites infinies quelconques
s, s" incluses dans s sont non homothétiques.

Soit U" la suite de contigus & P correspondant, a 0.
Sur tous les un nous ajoutons un point & G (ce qui ne
change pas la condition de similitude des sections Cx, Cx, )
sauf sur les u-' ou nous réduisons uniformément G a un
seul point. Je dis que l'ensemble obtenu G' est rangé.

Si G' n'est pas rangé, s'il existe une section commen-
cante C (G') semblable a une de ses propres sections com-
mencantes C', tout nombre X de seconde espece sur P et

dépassé par au moins un point de C, définira une cection
CX(G") semblable a une section C/(G") avec X'<X.

Les nombres 2~™ ne sont pas tous dans s. Si 2_? est
étranger a s, soit 0" le premier point de s supérieur a 2-"1
On peut supposer le point de G' situé sur u" inclus dans
C (GY). Soit O un point de a — e situé dans l'intervalle
2~?ia 0-. Si O a l'expression écrite plus haut, la partie de
Cx (G') située entre l'intervalle U\ et X est caractérisée par
les mémes suites rp r,..., ou np gue ci-dessus. Si

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. 13
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Cx, (G") est semblable a Cx (G'), xIx sera donc une puis-
sance de 2. Mais les intervalles U] devraient se correspon-
dre dans les deux sections. Les points correspondants O”
formeraient deux suites incluses dans s et homothétiques
avec un rapport 2m. Cela est impossible. Donc G' est
rangé.

Si maintenant on identifie I'ensemble dj avec G', et si,
a étant un élément de un=uk, on prend Ea=a si un est

différent des u- et Ea formé de r + 1 éléments quand a est
'unique élément de G' situé sur un=uj, on reconstitue

I'ensemble G accru d'un élément et d'un seul dans chacun
de ses segments contigus. L'ensemble E— S Ea est non rangé
tandis que I'ensemble <J>sG' est range.

Ainsi, une somme rangée d'ensembles finis nest pas
nécesairement rangeée.

Cette conclusion négative peut donner de l'intérét a la
proposition suivante.

Théoreme Il. — En doublant chaque élément d'un ensemble
rangé, on obtient encore un ensemble rangé.

Doubler les éléments de I'ensemble ordonné E signifie
pour nous: adjoindre a tout élément a de E un élément a + |,
la somme E' de tous ces éléments étant ainsi ordonnée:
1° a+ i est le conséquent de a dans E'; 2° si a<b dans E
a+i<b dans E'

Montrons que, si E est rangé, E' l'est.

Sinon une section commencante Sj de E' serait semblable
a une autre section commencante S de E'. Soit A' l'appli-
cation conforme de Sj et de S2 Je dis que tout élément
c + i de O] sapplique sur un élément d + i de S2 En effet,
si ¢ a un précédent dans E, et si I'on considere le précédent
de celui-ci, et ainsi de suite, la chaine s'arréte a un élément
Cj ou bien initial pour E ou bien limite du coté antérieur
(de Cj). Si c—ck, ¢ + i est le (2k)e terme de E' en commencant
par cb Si A' applique c! de Sj sur dl de 5%, A' applique

C+ i sur le (2k)e terme de S2, a partir de du savoir dk + L
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Finalement, si Sj et SI sont respectivement Sj et S? dé-
barrassés des éléments a + i, A' applique Sj sur S Donc
SI=S? et par suite E' est rangé.

Les raisonnements seraient les mémes pour établir que
I'on peut remplacer tout élément d’'un ensemble rangé par
un nombre fixe p déléments ordonnés; on obtient encore
un ensemble rangé. On aurait la méme conclusion en
effectuant ces opérations seulement sur les éléments de E
doués d'un précédent, ou seulement sur les éléments doués
d'un conséquent, ou seulement sur les éléments limites d'un
coté déterminé, ou seulement limites bilatéralement.

Si les Ea étaient non seulement finis, mais bornés, serait-
on assuré que I'ensemble E= S Ea serait rangé en méme
temps que l'ensemble  des a?

Cela n’est pas vraisemblable. Reprenons les notations
adoptées pour la définition de I'ensemble G. Si un corespond
aOr=2ni+ ..+ 2~"p, etsi 2 <n<2] +, plagons sur un un

élément ou deux selon que K+ nt+ ... + np est impair ou
pair. 1l semble que I'ensemble obtenu soit rangé. Mais
en ajoutant, soit un, soit deux éléments a ceux qui sont
ou a celui qui est, sur un, le nouvel ensemble obtenu a trois

éléments sur chacun des un. Il n'est donc pas rangé.
Quand, les ensembles Ea étant tous rangés, Il'ensemble
9) est bien ordonné, ou quand O étant rangé, tous les Ea sont

semblables entre eux, (ce qui généralise le théoréme II),
alors, l'ensemble SEa est lui aussi rangé.

13



THEORIE D'IMMERSION D'UNE Wm DANS Whn ¥)

par
V. HLAVATY (Bloomington Ind.).

1) On sait bien que la connexion de M. WEYL est con-
stituée par les coefficients?)

1) ={x } + Qfx + Qx — Qa
les symboles de Christoffel j se rattachant au tenseur

gXp.—gp. du rang n, connu aux transformations

(2 gox = gxMf, (/>0 fonction arb. de position)
pres, tandis que le vecteur Qp. subit la transformation
3) Qi = Qlx—

ou, bien entendu, ¥ désignent les coordonnées curvilignes
de l'espace Xn en question. Cet espace, doué de la con-
nexion (1) sera désigné par Wn
Nous disons qu'un tenseur (T) est du caractére K si,
pendant la transformation (2), il change d'apres
(M= MA

Sa dérivée covariante Vp.(T) n'est pas en général du carac-
tere k, mais la dérivée généralisée

(4) Vi(T) = V() + KQ

est de nouveau un tenseur du caractere k. Ainsi, par
exemple, gxp. est un tenseur du caractere 1 et sa dérivée
covariante généralisée

(5) ¥ xw=0

I'est & son tour.

7

semestre d'été en 1948. L’étude plus détaillée sera publiée plus tard.
£; Les indices ?recs parcourent les n symboles I, 1I, I1,...
") Les indices latins a, b, ¢, d, e, f prennent des valeurs 1, 2,..., m.

*) Compte rendu des conférences tenues a la Sorbonne pendant le
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2) Supposons n 3 et imaginons donné, dans Wn, un
espace Xm a m dimensions, moyennant des équations para-
métriques
(6) L i), IEm<n—1L
Les vecteurss)

@) Ta =", Ta..a= VaTa...a

(dont seulement Ta ne dépendent pas du choix des para-
métres) définissent un espace linéaire— I'espace osculateur —

adjoint au point P considéré et désigné par Em , ous NetN
est le plus petit nombre entier qui jouit de la propriété

suivante: Chaque vecteur Ta a pour w> N est une combi-

naison linéare des vecteurs Ta8 (y = 1...., N). Bien en-

tendu Em et sa dlmen5|onallte ms sont des notions intrin-

N
seques. Dans ce qui suit nous supposerons que EmN soit iden-
tique a l'espace linéaire tangent de Whn au point considéré P.

Cela posé, nous pouvons trouver dans Emx (x —2, 3,...,N)

I'ensemble de mx — rnx_\ vecteurs unité MBx4) qui sont
mutuellement orthogonaux, du caractere — | et de plus

i

normaux aux espaces Enm (y=1 2,.., N, x >y, Emiétant
X

I'espace linéaire tangent de Xm). L'espace linéaire Nn _

contenu dans Em' et défini au moyen des vecteurs Max, sera

dit le (x— 1) - ieme espace normal de Xm Cet espace
ainsi que sa dimensionalité nx_j, sont des notions intrinse-
ques. Pour simplifier la notation, nous écrirons souvent

Alai au liéd de Ta
4) Les indices ax, bx, cx, dx, ex, fx parcourent des valeurs

a L mx . (Ne pas confondre avec les indices
a, b,.... qui parcourent toujours des valeurs 1.... m).
S S
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3) Désignons par A, B, C, D, E, les indices qui prennent
les valeurs 1, 2, 3,..., n. L'ensemble des fonctions

(8) rl = «<P

constitue une connexion (par rapport aux transformations
des parametres Tf et par rapport aux transformations des
vecteurs Ma , x =2, 3,..., N). Cette connexion sera dite
connexion de Frenet, ou F-connexion. Elle peut étre dé-
composée en N connexions rb*c (y =1,..,N). En parti-
culier I'ensemble des fonctions r”X constitue une connexion
de M. Wey!l dans Xm Cest par cette raison que nous

désignons notre Xm par Wm. Si l'on introduit le symbole
Fc de la dérivée covariante par rapport aux connexions (1)

et (8) et le symbole correspondant Fc (voir I'équation (4))
on trouve

) F: =0

et

(10) F* 9.4B-0.

Parmi les fonctions (8) il y en a qui sont des composantes
tensoriellés, a savoir F bxicl et Nous poserons

(n) Kix/-+‘=r"™,Kbxtlc-”=r;:+il, (x=i,....nm—i)
de sorte que
(12) K bx¢ =— Kaxtlt\ x=12,..,N-1).

Si (T) est un tenseur (aux indices grecs et latins), F* (T) sa
dérivée covariante, nous désignerons par D" (T) le tenseur
gue l'on obtient en supprimant dans F" (T) toutes les fonc-
tions (11). Cela posé, nous obtenons de (9)

(L3)]r: mr
x=1,...,.N, k,n/»+"=k,;« =o.

5) gAD sont des composantes contrevariantes du tenseur gBC=gAlL
On a en particulier gaxby =gaxhy _8axby poury,x=123,.. N; x-f-y"3.
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Ce sont les formules de Frenet pour une Wm dans Whn. Les
tenseurs (12) qui y interviennent, sont dits les tenseurs des

courbures de Frenet de la Wm en question. En particulier
K a*h c*+1 est dit le tenseur de la x-ieme courbure de Frenet

de Wm. On voit immédiatement que Kab(? =Ka b(2 (resp.
KaXbCX+l, X—2,..., N—1) est du caractére% (resp. du ca-

ractére 0)

(14) Kab? = Kab(? Kax b cx+> = Kax b
x=2,.., N.

4) Si m=|, est forcément un espace linéaire et par
conséquent on peut trouver un tel paramétre s pour lequel6)
(15) N =0,

a savoir

(16) s=Je - QIF— <l F di\

Ce parametre, dit l'arc de est défini aux transformations
7 's=CiS + c2 (cp €2 constantes, 0)

pres. En posant

(18) o & =XV

on obtient de (13)

(19) fs M-=~ K& M™ + M
x=1l..... N,K,=K,. =%

Ce sont les formules de Frenet pour une courbe dans Whn .

5) Imaginons maintenant deux espaces Wm et "Wm, donnés
moyennant des équations paramétriques

(20) e =(p (M»2,e.1),s =y (V, vim, v )
et supposons quils aient un point P en commun. Con-
struisons une correspondance biunivoque entre Wm et "Wn

(21) 2
et posons WCY) =>p (r¢). Si

) Sim—1, on a nix|i—mx-f-1 avec m— etx—1.. N—L
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dy* _  d’V
drf.. difi  drf.. dy
nous disons que Wm et '"Wm ont en P le contact intérieur

d'ordre r (cette notion étant intrinséque). Si Wm et 'Wn
ont en P le contact intérieur d’'ordre r on a aussi

(22) en P, (s=lI,...,r),

(23)

s=1 2...r
Si N='N, on déduit de (23) que la supposition
(24) Mg = "Xy 7) en P

ne restreint pas la généralité du probleme. Cela étant on
trouve en partant de (23) et (24)

a) Ka_ibCi="Ka_IbCi enP
(25 b)D, ..D. Ka °*='D*a ..'D* 'KB “‘enP
s=3,...,rs i+1
Dans le cas métrique, ce résultat est bien connu pour m = L
6) Désignons par resp.QchyID, sesp.IF™/* le tenseur

de courbure de la connexion (1), resp. (8), resp. ¥bx . En
introduisant les tenseurs

K., A=
=K..»-n < »+d; k., C,t
20’ + Atk —+ik,,+/-)
+ 0: <+, 2B cxt L+
xy=1,..N)
nous avons tout d'abord
(27) Qob, ‘y= % ~chadx + 2 Kax[ch\  (x,y =1,...,NX

D’autre part on déduit sans difficulté les conditions d'inté*

1) Si I<C N, i parcourt des valeurs 1, 2,..., r. Sir >N, i parcourt
des valeurs 1, 2,..., N. La méme remarque est valable pour les équa-
tions (25).
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grabilité des équations (13) sous la forme

(28) <XKp,. =33 *=1..N,
ou 1
<) = (1-M V[AId®

7) Les équations (26) — (28) ont beaucoup d’applications.
On peut s’en servir par exemple en étudiant la possibilité
d'immersion d'une Wm dans Wn. Nous nous contenterons
de citer au titre d’exemple un résultat au moins: Choisissons
un ensemble des vecteurs Xa linéairement indépendants, un
autre ensemble des vecteurs Xa (U=m+ 1, m+ 2., m¥
mutuellement orthogonaux et normaux aux vecteurs Xa et
désignons par Zv un vecteur qui jouit de la propriété sui-
vante: Si m* <n, le vecteur Zv est normal aux vecteurs Xa, Xa:
si m*=n, le vecteur Zv est une combinaison linéaire des
vecteurs Xa. Cela posé, nous disons qu'un domaine D de
W,, est général d'ordre (m2, m*, nr) si pour chaque choix
des vecteurs Xy Xa on peut trouver au moins un vecteur
Zv tel que

(30) RANYX?X» X, Z' 0 en D.

Cela étant, on peut se servir des équations (26)—(28) pour
démontrer le théoréme suivant: Si m* est la dimension de

I'espace osculateur Ig (p=3,4,.) et si le domaine D de
IFn qui contient notre Wm en question est général d'ordre
(m2, m*, m*), la condition nécessaire et suffisante pour que
soit N>p est: Il y a au moins un vecteur VA(A=1,...,, n)
tel que

(31)
ou g prend une valeur au moins de p — 1, P- Si au con-
traire N = p8), on a nécessairement m* =n.

8) Une autre application des conditions d'intégrabilité
est livrée par I'étude des invariants du contact extérieur

Y . . \ y N L]
s) Nous n’excluons pas ici a priori le cas ou I'espace Em”™ nest pas
identique a I'espace tangent linéaire de Wn, (mN<n).
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de deux Wm: Nous disons que deux espases W.m et "Wm
ont un contact extérieur d'ordre r au point commun P si
en P

(32) E='E, p=12,., r, N~ N.
Dans ce cas on peut poser, sans restreindre la généralité
(33) Xp='"Xpen P, p=12,..,1

Cela étant, introduisons des tenseurs Q en partant du ten-
seur Qcba—=:d

H) Qcbaxy— COChaxy, Qazbtaxdy—

(34)

b) Qeu...ercfyi,, = M°u ...

s=12, ;U..V,zt xX,y=Il...r.

On a en particulier
S
Oe'+ *echy, dy =F Q e'"echax dy’ Qecbax dy Fe Qcbafy
B s 1 * § s 1
s=2,3,...

Les formules (34) a) et (35) montrent clairement la dépen-
dance des tenseurs Q, s =0,1,... et du tenseur Qgbaxdy 1 Ces
tenseurs interviennent au théoréme suivant: Si 115 et "Wn

ont en P le contact extérieur d'ordre r et si I'on pose (33)
on a

0 dy , 0 dy
a) Qczbtax Qcxbtax en p
(36) S d , S d

b) Qeu avczbtax 'y — Qeu evczbtax y

s=12,...; U.vV,Xy,zt—12,..,r

et en particulier
0 dy /0 dy

Qcbax Qcbax en P
(37) <« s—1 dy *s 1 dy
b) Fe Qe-"ecbax ‘Fe Qe''ecbax

s s—1 1 s s—11

s=12.;xy=12..,r
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Par conséquent, les tenseurs Q peuvent étre envisagés
comme ,,invariants du contact extérieur”. Bien §9ntendu, si

I'espace ambiant est sans courbure, les tenseurs Q sont tous
égaux a zéro. D’'autre part, I'équation (37, a) est intimement
liée aux équations fondamentales de Gauss, Coddazi
et Kuehne.

9) Manisfestement, les conditions d'intégrablité (28) me-
nent aussi aux théorémes dexistence. Nous n'en citerons
qu'un seul: Les tenseurs Ka*hc*+1 satisfaisants aux équations
(28) (et leurs dérivées) et les tenseurs gah , Qa définissent
univoquement (a moins des conditions initiales) une Wm
analytique dans IF,,.

*

10) Une Wn dans Wm peut étre donnée moyennant des
équations paramétriques
(38) <= (@ ,C?.,Cmt
En substituant de (38) dans (6), on obtient les équations
paramétriques de la IFm en jeu dans W

(39) f = <v(C) .

La théorie d'une Wn dans Whn est la méme que celle d'une
Wm dans Wn. C'est par cette raison que nous désignerons
des éléments de cette théorie par des lettres allemandes,
correspondantes aux lettres latines de la théorie d'une W
dans Wn. Ainsi par exemple *+19) désigne le ten-

seur de la premiere courbure de Frenet de la IFm dans V\én ,

est un des vecteurs unité de son espace osculateur ®n

etc. — La théorie d'une dans Wnm est analogue a celle
d'une Wm dans Wn. Pour sen servir, nous employons des

§) Les indices allemands a, 6, ¢, b, e, f. parcourent les symboles
L 2., m

Nous nous servirons aussi des indices allemands az, 67, cz. bz, ez, fz
qui parcourent les symboles mz_j 4~ 1, Wz_i + 2., mz, ou mz est la

dimension de I'espace osculateur de la IFm dans Wn. En particulier
nous poserons aussi (q =a, Iq =b et ainsi de suite.
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lettres allemands soulignées-. Ainsi par exemple -x+110)
désigne le tenseur de la premiere courbure de Frenet de la
IFm dans est un des vecteurs de son espace 0Scu-

lateur Em? et ainsi de suite. Remarquons encore que l'on
a manifestement

11) Une des équations fondamentales de la théorie d'une
TFm dans Wnm et dans Wh est

(41)

Il s’ensuit immédiatement: Si 99=1 on a

et de plus, si 9 =1 on a aussi 99=1 En tenant compte
de (41) et des équations qui en résultent par dérivation
covariante, on peut étudier avant tout le contact de deux
Wn dans Wm et IFn: Imaginons donnée une Wn et une 'TFm
dans Wm qui ont un point P en commun et pour lesquelles
99=19191="1 SilFmet'Wn ont en P le r-ieme espace
osculateur en commun

(42)

et si l'intersection de 6 et E ne se réduit en P qua les-

pace tangent commun' © ='® de IFm et Wm, les deux va-
riétés

a) ont en P le contact extérieur d'ordre r dans IFn de
sorte que l'on peut introduire — sans restreindre la géné-
ralité — les relations analogues a (33). Cela étant on obtient

0) Nous écrirons simplement a, b,... au lieu de a, 6,... D'autre part
les indices bz, cz, bz, ez, fz parcourent les symholes tnz_j -f- 1,
z

thzl -j-2...mz, ou ntz est la dimension de [I'espace osculateur
de la IFm dans Wm,
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a) =

(43) b) ®B..®8 « =@, .  ®@xlb
S s

x+1 X-4-1
X=23,..,1 s=34,..,1 S™"X+1.
b) D’autre part les deux variétés ont en P le contact
extérieur d'ordre r (resp. 91) dans Wm, si
et de plus on a

a) ~| en P )
(44)
b) S i-f—1®—1 1 ’ s i-f-1 ?-CI
s=34,..,r.

12) Si m=n—1, nous écrivons simplement My, Hah au
lieu de et Kan et de plus, si m=m—1, nous pouvons
introduire les abréviations correspondantes en écrivant sim-
plement 2R®, gjf et 8 pour Wtm, Za et Eab"- Dautre
part, toujours pour m=m—1, nous poserons

v ! m4-2
Ny 4p m4-1b

En suivant l'analogie d'une courbe sur une surface, nous
introduirons le vecteur de la torsion géodésique

(45) £B=tFab<TOb
qui satisfait a I'équation
<46) £8 =8 + (0B,

da>
ou @ est l'angle de M et iilij et coa—"77. D’autre part, on
trouve

(47) WU — Qb0 + H®hacosm= £a2b +  Sth coseo,
ou

U7ba=@®b irch;, Qba Qchac, h=H*a.
L’'équation (47) généralise I'équation bien connue dEnneper.

) Si r"$R, i parcourt des valeurs 1, 2., r. Sir> R i parcourt
des valeurs 2, 3,..., 91, sSti-f-I.
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En effet, si Wn est asymptotique dans Wm (c'est-a-dire si
» =-"le long de la Wm en question), (47) se réduit a

(48) IFba-Qba==£b£0==2a1

et cette équation méne immédiatement (pour m=2, nt=l,
n— 3) au résultat bien connue dEnneper. Quant au tenseur

delad premiere courbure de Fren et d'une asymptotique
IFn_2 sur IFI™! dans Wh, il satisfait a I'équation suivante
(49) I3N=27N,

Ici '$ob est le tenseur de la premiére courbure de la "Whn_2
2

qui est I'intersection de I'espace géodésiquement prolongé,
avec TFn_i. L'équation (49) généralise le résultat bien connu
de Beltrami sur la premiéere courbure d'une asymptotique
sur une surface.



SUR L'ESTIMATION STATISTIQUE

par
Maurice Fréchet (Paris)

Dans notre rapport sur ,L’estimation statistique des pa-
rametres” en cours d'impression dans les Comptes Rendus
de la Session de linstitut International de Statistique (tenue
a Washington en Septembre 1947) nous avons mis en évi-
dence les divergences qui séparent partisans et adversaires
de I'emploi (contesté) de la formule (incontestable) de Ba-
yes-Laplace. ¥

Quand on peut employer celle-ci, on peut apres I'obser-
vation d'un échantillon, former un intervalle ou doit se trou-
ver le paramétre, avec une probabilité déterminée, pour
I'ensemble des observations ayant donné le méme échan-
tillon.

Dans linterprétation des intervalles de confiance telle
gu'elle est donnée par Neyman, le coefficient de confiance
ne prend la signification d'une probabilité que quand il
s'agit de toutes les observations qu'elles aient ou non donné
un méme échantillon.

Les deux probabilités ont un sens tout a fait différent
et ne répondent pas au méme probléme — bien que comme
I'a fait observé M. H. Cramer, on puisse répondre aussi au
second probléeme au moyen de la formule de Bayes-Laplace,
mais au prix dune réduction de la précision obtenue, car
on ne peut, partant du second probleme répondre au premier.

Les adversaires de l'emploi de la formule de Bayes-
Laplace objectent que la formule est illusoire, parce que la

*) Nous répétons ici que, contrairement a Bayes, LaPIace a donné,
et en plusieurs endroits, la formule générale ol figurent les probabilités
a priori non supposées égales. Il a ensuite montré le parti qu'on pourrait
en tirer quand elles sont égales.
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loi de probabilité a priori est inconnue. A cela, les parti-
sants de cet emploi répondent que, méme lorsque cette loi
n'est pas completement connue, on a quelque renseigne-
ment sur elle, qui donne, a son tour, par I'emploi de la
formule Bayes-Laplace, quelque renseignement sur la loi de
probabilité a posteriori. Par exemple, plusieurs auteurs ont
démontré que si la loi de probabilité a priori satisfait
a quelques conditions assez simples, la loi de probabilité
a posteriori relative a n observations devient a peu prés indé-
pendante de la loi a priori quand ce nombre d'observations
est assez grand.
Résumé.

Nous allons montrer qu’on peut obtenir un résultat de
cette nature sans supposer que le nombre d'observations
est grand. Nous nous limiterons, — pour étre plus clair sur
le principe, — au cas ou le paramétre & déterminer est la
probabilité inconnue P d'un événement aléatoire E. Il s'agi-
ra de déterminer un intervalle | ou se trouve P avec une
probabilité au moins égale a un nombre positif donné 1—e,
cette probabilité de P étant calculée pour l'ensemble des
échantillons de n épreuves ou le nombre R de répétitions
de E est égal a un nombre donné r. L’application directe de
la formule donne un intervalle bien déterminé, si I'on suppose
par exemple qu'il se limite a droite & 1, quand on connait
la loi de probabilité a priori P. Mais cet intervalle dépend
de cette loi. Nous voulons montrer que si, a havance, on
a des raisons de penser que P n’est ni voisine de zéro ni
voisine de l'unité, ¥ alors on peut former un intervalle |
(encore relatif a 1—e) qui est indépendant de la loi de pro-
babilité a priori de P (pourvu que s soit inférieur a un
certain nombre & également indépendant de cette loi a priori).
Et ceci étant vrai, méme si n n'est pas grand, nous simpli-
fierons l'exposé en commencgant par le cas de n=1.

Cas d'une épreuve. — Considérons le cas ou, dans une
épreuve future, il y a une probabilité a priori F(p) pour

~*) Nous donnons ici une interpretation intuitive d’une condition plus
précise qui sera donnée plus loin, dans le texte.
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que, dans cette épreuve, la probabilité aléatoire P d'un
évenement E soit inférieure a p. Alors, d'aprés la formule
de Bayes-Laplace, la probabilit¢ pour que P > & dans la
catégorie des seules épreuyes ou E s'est produit est égale a

TPdF(p)
(0

TPdAF(p)
0
Appelons intervalle de sécurité“ pour P relatif a la
»probabilité de sécurité“ 1—s, un intervalle (<o (e), 1) tel que
I'on ait {Prob[coe) <P <1 quand E s'est réalisé]} >1—e
C'est a dire

FpdF(p) > (1—e) I pdF(p)

o

co(e)
ou
1 co(e)
e IPdF(p) > IpdF(p).

0 0

Comme le second membre est toujours au plus égal
a o)+ F(ole]), on voit quon peut prendre co(e) <@
si I'on a

(1) JpdF(p) > F(e).
0

En excluant le cas ou il y a une probabilité a priori
positive que P soit nul, c'est a dire en supposant que F(e)
tende vers zéro avec € on voit quil y a toujours une va-
leur ¢F telle que (1) soit vérifié pour e<eF. On aurait donc
un intervalle de sécurité (e, 1) indépendant de F. Seule-
ment cette valeur eF dépend de la probabilité a priori
F(p) de P. De sorte que, I'on saura bien qu'il existe des
valeurs de e> 0 pour lesquelles on peut prendre (e, 1)
comme intervalle de sécurité correspondant a la probabilité
de sécurité 1 —e, mais, si lI'on ne sait rien sur F(p), on ne

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. 14
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saura pas pour quelle valeur de e, il en est ainsi. On peut
tourner la difficulté de la facon suivante.

Supposons que pour au moins un nombre #>0 et une
fonction de répartition F(p), on puisse prendre pour inter-
valle de sécurité correspondant a la probabilité de sécurité
1—f£, Tlintervalle (e, 1), quelle que soit la valeur positive
e <&. Appelons maintenant J® la famille de telles fonc-
tions F(p). Alors, si sans connaitre exactement la loi de
probabilité a priori de P, on sait assez pour affirmer qu’elle
appartient a Jq, on peut aussi affirmer qu'il existe un nom-
bre & indépendant de F(p) dans 7-a pour lequel l'intervalle
e <P <1 estun intervalle de sécurité relatif a la probabi-
lité de sécurité 1—e, c'est a dire qu'on a pour e < &

2 l—e<Prob[s<P <1 quand E s'est réalisé],
ce qui se traduit par

3) EfpdF(p) > 5 pdF(p), pour £ < .
0 0
Mais cette condition, que F appartienne a n'a pas

un sens intuitif simple. Nous allons donc, au prix dune
réduction éventuelle du champ de validité, chercher a pré-
ciser son sens intuitif.

Considérons un nombre a entre 0 et 1 et une fonction
de répartition G(p), continue a l'origine. Nous appellerons
famille Q, la famille des fonctions de répartition F(p) telles
que F(p) < G(p) pour p<a

Je dis que la famille Q appartient a Tq pour & conve-
nablement choisi. En effet, on a, pour £ <a

> a[l—F (a)] = a[l—G (a)].
Donc (3) sera vérifié si I'on a
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(@) a[l—G(a)]>G(s) avec a>s.

G(s) tendant vers zéro avec e, il existe un nombre positif
& indépendant de F dans Q tel que les deux inégalités (4)
soient vérifiées pour e <

Or la condition F(p) < G(p) (ou G(p) > 0 avec p) pour
p <a, réalisée par la famille Q, a un sens intuitif évident:
la probabilité a priori pour que P soit petit doit étre uni-
formément petite pour les lois de probabilité de la famille Q.

En résumé et pour dire les choses en gros, toutes les
fois que, sans connaitre la loi de probabilité a priori de
P, on est assuré qu'il est peu probable que P soit petit, on
pourra prendre (g, 1) pour l'intervalle de sécurité correspon-
dant a la probabilité de sécurité 1—e.

En appliquant ce résultat au cas ou l'on remplace E par
I'événement contraire, on voit que lI'on pourra écrire
(5) 1—e <Prob [0<P <1—e quand E na pas lieu]
toutes les fois que l'on peut affirmer qu'il est peu probable
que P soit voisin de 1. Ou, plus précisément, soit H(p)
une fonction de répartition continue pour p=1 et 3 un
nombre >0 et <1, alors si CH est la famille des fonctions
F(p) telles que F(p) > H(p) pour p >/, il existe un nombre
<0, indépendant de F dans El, tel que l'on ait I'inégalité (5)
pour s<c, toutes les fois que la loi de probabilité de
P appartient a 74.

Cas de n épreuves. On pourrait traiter directement de
maniére analogue le cas de n épreuves. On peut aussi le
ramener au cas précédent en remplacant P par la probabi-
litt Pr=CnPr (1—P)n_r qu'a un événement E de probabilité
P (constante dans n épreuves) de se réaliser r fois dans
n épreuves. Pr est donc la probabilité que se réalise I'évé-
nement ET exprimé par I'égalitt R=r ou R est le nombre
de répétitions de E dans n épreuves. On a alors comme
précédemment
(6) 1—fi< Prob [« <Pr<1 quand R=r]
pour «<#,. (#r étant un nombre indépendant de F dans Qf)
lorsque la fonction de répartition Fr(x) de Pr ne sort pas
de la famille Gy c'est a dire reste pour X <ar au plus égale

14
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a une fonction de répartition Gr(x) continue pour X =0,
ar et Gr étant indépendant de F dans Qr.

Mais il vaut mieux interpréter cette condition au moyen
de la fonction de répartition F(p) de P.

Observons dabord que la fonction de p: C,,pr(I—p)n_r
croit dabord, atteint son maximum pour x=f=ﬁ décroit

ensuite. Deés lors I'égalité
xX=c;Pr(i-P)n-r
est impossible pour X=>Tr, ou

f(i-/r-r
et pour x <Tr a deux solutions en p:
Pt(x), p"(x), avec 0 < p'e(x) p"(x) < L

De sorte que
(7 Fr(x) = Prob [Pr < x] = F(pr(x)) + 1—F(p"(x)) *)
et d'autre part l'inégalité

£ <Pr

(qui est impossible si I'on prend e>Tr) est équivalente
pour £<Tr a:

pr(«) < P <p'r(e).
De sorte que (6) est équivalent a
1—e < Prob [p'(f) <P < Pr(e) QuandR=1] (poure< <Tr).
D’autre part, d'aprés (7), l'inégalité
Fr(x) < Gr(x) pour x < ar
a pour conséquence
F(p'r(x)) < Gr(x) et
1—F (p'(X)) < Gr(x) pour x < at
ou
F(p) < Gr (Cr, pTan~r} = gr(p) pour p <7
1—F(p) < G, (C: pr Qn_r) = 1—hr(p) pourp > f
avec p <pr(ar) <f dans le premier cas
p>p"(ar)>f dans le second cas

" Plus précisément, il faudrait ici remplacer F(pr(x)) par F(pr(x)+0).
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d'ou:

F(p) < gr(p) pourp < pt (af) =#. < f et

F(p) > hr(p) pour p > p"(«r) =
et les fonctions gr(p), hr(p) sont > 0, non décroissantes, < 1 et
tendent respectivement vers zéro et 1 quand p->0 ou p->I
(en supposant O<r<n).

En résumé, soient deux nombres >0, $ <f, fit>1f et
gr(p), hr(p) deux fonctions de répartition, continues respec-
tivement pour p—=0 et p=1 et Qr la famille des fonctions
F(p) telles que )
®) E(p) < gr(p) pour p<fir<f

F(p) > hr(p) pour p=>
Si sans connaitre exactement F(p), on sait que F(p) appar-
tient a Qr, alors il existe un nombre & indépendant de
F dans QT tel que
(9) 1—s<Prob[pr(e) <P < p"(«) quand R=r] pour e < $r.

On a bien un intervalle de sécurité p'r(e), P,(£) Qui est
indépendant de la loi de probabilitt a priori de F(p)
dans Qt

Par exemple pour n=2, r=I, pT(x) et p'i(X) sont les ra-
cines de

Xx=Clpg=2p (1—p) ou 2p2- 2p + x=0

On a dans la famille
1+]/1—2e
1—«< Prob <P< 5 quand R=Il, n—

pour « <<#r.

Ces conditions (8) se traduisent encore intuitivement
par I'hypothese que, sans connaitre exactement la loi de
probabilité a priori F(p) de P, on sait assez sur cette loi
pour affirmer que la probabilité a priori que P soit voisin
de 0 ou 1 est uniformément petite pour toutes les lois de
probabilité de P qu'on peut admettre comme possibles dans
le cas considéré.



SUR LA SYMETRIE DES NOMBRES DERIVES
APPROXIMATIFSI)

par
VOJTECH JARNIK (Praha).

Tous les ensembles dans cette Note sont des ensembles
de nombres réels; pPA signifie la mesure lebesguienne exté-
rieure de A. Dans la suite. M va désigner un ensemble
mesurable et f(X) une fonction réelle et finie, définie et

. I\I [(2«) —/(X0)
mesurable sur M. Nous posons g (x, X0) — -y - et nous
désignons par Ex[U(x)J I'ensemble de tous les X jouissant
de la propriété V(x).

Théoreme 1. Soit

N+=E Ooe Hmap g(x,x0)|= + 00),

N_=E u(xoe M, Iim)aﬁ_\g (X, X,,) | = + 00).

Alors on a p(N+—N_) =p(N_—N~"—Q.
Ici, I'équation Iirr_1>aP+ g (x,x0) | = + 00 a la signification

suivante: Il existe un ensemble A tel que
Lir;b+h~l PIEX(xd <x< X0+ h xnoneZ)]—0,

lim | g (x, X0) [ — + oo.

X €A
On a une définition analogue pour !(im <'0;1p|g(x, x0) | = + oo.
->1 X0 —

Le théoréme 1 n'est pas ,vide“, car on sait quil existe
méme des fonctions f continues pour lesquelles p N+ > 02).

), Cette getite Note a été redigée pour les Fundamenta Math, et
envoyée a S. Saks en été 1939, mais le manuscrit n’est pas probablement
arrive au lieu de destination, la guerre ayant éclaté immediatement apres.

Voir V. Jarnik, Sur les nombres dérivés approximatifs, Fundam.
Math. t. 22 (1934), 4— 16.
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A étant un ensemble et X] un nombre, posons

/1, (A; x0)— Iri]m SLip h-1 p [Ex (x0 < X < x0+ h, xe "4)],
->0
(A;x0)=Ilimsuph-1p[Ex(xX0—h<x<x0, xeX)].
h->0 +

Introduisons encore la notation suivante: Pour XoeM,
—o005S¢c + 00 soit V+(c; x0, /) la borne inférieure de
tous les &0 auxquels il n'existe aucun ensemble BCM
tel quexllér%fg (X, X)) =c, A+ (B;xD)=a. On définit

X

V_(c; x0, f) d'une maniére symétrique en remplacant x0 +
parz/_, x0—. On peut regarder F+(c;x0, f) comme un ,,poids*
du nombre ¢ considéré comme un nombre dérivé de f au
point x0 du co6té droit; V_ a une signification analogue pour
le coté gauche. Les nombres V+, V_ sont 0 et SS 1

Théoréme 2. Il existe un ensemble P C M tel que

p.P—0 et que xoe M — P, —oo”™c”™ + oo entraine
V+(c; x0, /) —V_(c; x0, ).

Pour démontrer ces théorémes on a besoin du lemme
suivant:

Lemme. Soient donnés sept nombres n, a fi, r, s, R,
S, o Nn>0, R<r<s<5, 0<fi<a<l. Soit
1) Q—Q(nafirsR,S)

I'ensemble de tous les points x0e M jouissant des proprié-
tés suivantes:

(2) lim sup h~l [Ex(x0<x<x0+,
h 0+ + h,xeM, r<g(x, x0) <s)] >4

(3) h-1fi[ExX(x0— h<x<x0, xe M,
R<g(X, x0) <S)] <fi pour0 < h<n“l

Soit enfin
4 r = max(|Ef.

Alors pQ =0.
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Démonstration. Supposons que UQ = 0 de sorte
gu'il existe un point x0eQ tel que

®) lim X-=" [Ex(x0<x<x0+X xeQ)]=1
A->0+

Choisissons un tel point x0 qui sera fixe dans la suite.
Désignons par ¢ le premier membre de (2) et posons

(6) t= —a), £=-%-<pT,

de sorte que

@) a<9’=l, O0<e<r, 9—s— — 2r=a.
Selon (5). et selon la définition de % il existe un Sj tel que
0< <n“letque 0<h< entraine

8) [Ex(x0<x<Xq+ h,xeM, r<g(X, x0)<s)]<h((p+ e),
(9) MA[Ex(x0 <x <x0 + h, xeQ)]> 7i(l—«).

Selon la définition de < il existe un nombre (O<hl<d))
tel que

(10) MA[Ex(x0<x<x04-hv xeM, r<g(x,x0) <s)J=> (9—).

Selon (10), (8), (7) on a

M4 [Ex (xg+h, (1 —t) < x < Xg+hp xeM, r<g(x, x0)<s)]>

>hj(<kp—e)— (L—t)(P?+¢) =>ht(rg—2e) =2ehx
L'ensemble Z de tous les points x de lintervalle x0 +
+ h{(1—1t) <x<x0+ ht qui nappartiennent pas a l'en-
semble Ex(xeM, r<g (x, x0) <s) est mesurable; (11)
donne donc
(12) hZ < (r—2e)hj.
(9) donne
(13) AEX(X0+ (1 —t) hj <X <Xg + hj,xeQ)] >

>/ —e)—hj(1—t) = hj (t—e¢).

Vu la définition de Z, (12) et (13) montrent qu'il existe
un point X! tel que
(14) x,+(l—ohi<Xj<x0+ XjeQ, r<g(xb x0)<s.

Il s’ensuit (voir (14), (10), (7), (6))
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Xo<*1<x0+n \
I[E\(X0<x<Xp X6M, r <g (X, x0) <s)]
fi [Ex (X0 <x< X0+ h},xeM, r<g(x, x0)<s)]—t/1]>
= hi (<p—e) — hli= h, a> a (xj — x0).
On en déduit une contradiction comme il suit: Soit
(voir (4))
(16) x0<x<xXt— T (xj—x0), xeM, r <g (X, x0) <s.
Alors on a (voir (16), (14), (4))
f(xfi) —f(X) =F(Xj) —F (x0) — [f(x) — T (x0)] <
<sXi—X0)—r(X—Xo) =r(Xf—x) + (s—1r) (X} —x0) <
<r(Xj—x)+(s—r)T-1+(Xj —X)"S (Xxj —X),

FC*i) —F(X) >r (Xj—x0) —s (x — xt#) =
=s(X]—x) —(—n Xj—x0) =
>s(Xj—X)—(s—1r)*T-1 (Xj—X) R (xt—x).

Chaque point x, satisfaisant a (16), est situé dans l'en-
semble
Ex (X —(xj —x0) < x < xltxeM, R<g (X, xj <5).
Mais Xie Q daprés (14) et, dautre part, 0 < xt—x0 <n_1;
donc, d'aprés (3) (ou l'on écrit Xj au lieu de x0) et (4),
fi[Ex(xt<x<XpxeM, r<g(x,x0)<s)]S
SsTi[Ex(Xj—(xj—x0) < x<Xp xeM,R<g(x, Xj <S)] +
+ fi[ExX(xx—T (Xxj—x0) x<x0]<
<ISX—x0O+T(X—x0) <a(Xj—X,,);
mais ceci est en contradiction avec (15).
Démonstration du théoreme 1. Soit xoeN_—N+;
alors il existe un nombre rationnel s> 0 tel que
A= |hIIT>I OSLpr h-1 fi[Ex(x0<x<X0+h, xeM,\g (x, x0) | <s)] > 0.

Choisissons trois nombres rationnels a, fi, S de sorte que
0<j5<«<ANI, $>S, <a—fi.

On a xoeN_, donc
Aimohf-l fi [Ex (xX0—h < x < x0, xe M\ g (x, x0) | < 5)] —0.
() -[-
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Donc, si n est un nombre naturel assez grand, on a

h-1 /z [Ex(x0—h <Xx<X0, xeM, |g (X, X0) | <S)] <Y’

pour O<h<n-1,

On a donc (voir (2), (3)) x0e Q (n, a fi, —s,5,—S,S), et les
conditions du lemme sont satisfaites si I'on pose r——s,
R=—S. Donc, I'ensemble N_ — N+ est contenu dans la
somme d'un systéme dénombrable d’ensembles de mesure
zéro, donc /J (N_— N+) =0 et, par raison de symeétrie,
aussi  (N+—N_) —0.

Démonstration du théoréme 2. On sait que
I'on a, pour presque tous les xeM,
a7 r+(+oo; x,/)=1Z_(+o0; x,/) =

= X,f) =lz_(—os; X,f),
la valeur commune étant 0 ou 13). Vu ce fait et par raison
de symétrie il suffit de démontrer l'assertion suivante:

Soit I'ensemble de tous les points x e M auxquels il
existe un nombre fini ¢ de sorte que V+(c; x, f) >
>V_(c; x, f); alorsp =0

Soit xue . alors il existe un nombre fini ¢ et deux
nombres rationnels a, 3 de sorte que
(18) y+(c;x0,f)=a=>">y (c;x0,f).

On a donc O</3<a<l. |l existe ensuite deux nombres
rationnels R, S, ou R<c<S§, tels que

lim sup h~Ip[Ex(x0—h<x<x0,xeM,R<g(x,x0) <S)]<fi;
h->0+

il existe donc un nombre naturel n tel que (3) est satisfait.
On peut choisir ensuite deux nombres rationnels r, s de
sorte que R<r<c<s<S et que (4) soit satisfait. On
tire de (18) que (2) soit satisfait, d'ou x0eQ (n, afi,r, s R,S).
L’ensemble est donc contenu dans la somme d'un systeme
dénombrable d'ensembles de mesure zéro, d'ou = 0.

3) En effet, soit P I'ensemble de tous les points x e M pour lesquels
un au moins parmi les nombres (17) est <1. Alors la derivée approxima-
tive de f existe et est finie presque partout dans P. Voir A. Denjoy.
Mémoire sur la totalisation..., Annales Ec. Norm. (3) 33 (1916), 127—222,
voir surtout pp. 208 — 209.



SUR LA NOTION DE LIMITE TOPOLOGIQUE
D’ENSEMBLES

par
CASIMIR KuratowSKI (Warszawa).

Etant donné un espace pourvu de la notion de limite
d'une suite de points, on définit la convergence et la limite
topologique d'une suite densembles Au A2,..., An,... de la
fagon suivante:

On définit dabord les notions de limite inférieure
(Li An) et de limite supérieure (Ls AJl) en convenant que

Nn=oo n=oo

peLi ~,lorsqu’il existe une suite de points pb p2,..., pn,...
telle que
(1) p = limp,, et pne An (pour n suffisamment grand),

et que p e Ls An lorsqu'il existe une suite d’entiers  k2,...,kn,...
et une suite de points pkl,pk2,...,pkn,... telles que
2 fcl<fc2<..,, p=1Ilim pk et pt e A .

Lorsque les limites inférieures et supérieures sont iden-
tiques, la suite est dite convergente et la valeur commune
de ces limites est nommée limite topologique de la suite
{™n}; en symbole:

") Les notions de limites inferieures et supérieures sont entendues dans
cette note au sens topologique. Il ne faut pas les confondre avec les
mémes notions entendues au sens de la théorie des ensembles, que l'on

définit par les formules

oo oo

et

respectivement. . - . .

Pour des renseignements bibliographiques concernant les limites
topologiques, voir par exemple mon livre Topologie I, p. 152, Monogr.
Matem. 3 (1933).
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(3) Lim An=Li zdn=Ls An

n=oo n=oo n=oo

La notion de limite topologique d'ensembles étant ainsi
définie, la famille de tous les sous-ensembles fermés d'un
espace donné X—famille que je désignerai (2 )L—peut étre
congue comme un espace pourvu de la notion de limite2).

Dans le cas particulier ou X est un espace métrique com-
pact, I'espace (2 )L peut étre métrisé par la distance de
Hausdorff et il devient alors compact3). Son étude est ainsi
un chapitre de la théorie des espaces compacts. Clest
dailleurs le seul cas ou l'espace (2 )L a été étudié d'une
facon détaillée. Cependant, comme la définition de la limite
topologique se laisse exprimer en termes de la limite de
points (et sans avoir recours aux notions métriques), il parait
intéressant d’étudier les propriétés de la limite topologique
et de l'espace (2')L pour les espaces X ayant la limite pour
terme primitif. Tels sont les espaces que j'appelle espaces
L* topologiques et qui — comme je me propose de montrer
dans cette note — se prétent surtout a I'étude de I'espace (2' )L.

1. Espaces -L* topologiques. Rappelons d’abord qu'un
ensemble X est dit un espace L* lorsqu'on a fait correspon-
dre a certaines suites {p,,} de ses éléments un élément
p=Ilimpn de fagon que les conditions suivantes soient

réalisées:{)
1° si lim Pn~P et kl<k2< .., on a lim pk =p,
Nn=00 n n

=00

2° si, pour tout n, pn—p, on a lim pn—p,

3° si toute suite partielle de la suite {pn} contient une
suite partielle qui converge vers p, on a nlirgg pn = p.

2? Jajoute I'indice L pour distinguer le symbole (2A)i du symbole 2X
employé pour désigner I'espace de tous les sous-ensembles fermes, bormés
et non vides d'un espace métrique, metrisé par la distance de Hausdorff.

Voir F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914,
Chaf. VIII, § 6, et mon livre cité, p. 89. .

) Voir F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin 1927, p. 150. Cf. T.
Wazewski, Fund. Math. 4 (1923), p. 229.

") Voir Topologie I, p. 76.
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Désignons, comme d’habitude, par A la fermeture de
I'ensemble A, c.-a-d. I'ensemble composé de tous les points
a de la forme a=1lim pn, ou pneA. On constate facilement
que e

M+B=24+B, (p)=(p), 0=0.

Cependant, la condition

4° A=A,
que l'on postule dans les espaces nommés topologiques,5)
n'est pas nécessairement vérifiée dans les espaces L*. Tel
est par exemple l'espace de toutes les fonctions réelles
de variable réelle, la limite étant entendue dans le sens
habituel du mo6tE A désignant I'ensemble des fonctions

continues, on a A™A. (Un autre exemple sera envisagé
au Ne2).

Nous appelerons espace L* topologique tout espace L*
satisfaisant a la condition 4°. Un grand nombre de pro-
priétés des opérations Li, Ls et Lim, établies jusqu'ici poul-
ies espaces métriques, restent valables pour les espaces L*
topologiques.6) Citons en celles qui interviendront dans
la suite:7)

1. Lim An = Lim An

71=00 n=o0o

2. SIANNA, on a LimAn=A.

n=oo

3. Sikj<k2< on a Li An G Li Akn efLsAk QLs An.

n=oo n=oo n=oo n n=co

4, Li An=11 LsAknG SLiAkn = Ls An,

n=oo n=oo n=eo n=oo

5 Voir p. ex. Alexandroff-Ho.pf, Topologie I, Berlin, Springer,
1935, p. 31.
G)pVoir Topologie I, § 25 ou Hahn, Reelle Funktionen 1, § 17
Leipziq_ 1932. o ) _ o

7) Toute propriété des opérateurs Li, Ls et Lim, établie pour les es-
Paces L* topologiques, appartient a ces opérateurs entendus au sens de
a théorie des ensembles.  Car tout ensemble (d'éléments arbitraires) peut
étre congu comme espace L* topologique, en considérant comme conver-
gentes seules les suites dont tous les termes sont identiques a partir d’un
Indice suffisamment grand; les limites topologiques (inférieure et supé-
rieure) coincident alors avec les limites de la théorie des ensembles.
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les opérateurs U et S s'étendant sur toutes les suites {fc,}
croissantes.

5. UANnGLsAn

n=oo n=oo

6. Ls (An+Bn) = Ls An+Ls Bn.

n=oo n=oo n—oo

7. Li™n+LiB,,GLiUn+B,,).

71=00 n=oo ti=oo

Les formules 6 et 7 impliquent aussitot la suivante:
8. Lim (An+Bn)=Lim An+Lim Bn,

ti=oo ti=oo

les suites {An} et {Bn} étant supposées convergentes.
9. SiIAnQBn on a LiAno LiBn et Ls An LsBn

n=o0o n=oo 71=00 ti=oo

2. Espace (2X)L. Théoréme 1. X étant un espace L*
topologique, la notion de limite topologique d'ensembles
confere a l'espace (2 )L le caractere d'un espace L*.

La limite topologique étant un ensemble fermé d'aprés 1,
elle fait correspondre a toute suite convergente d'éléments
de I'espace (2’ )L un élément de cet espace.

La condition 1° est une conséquence directe de 3,5 et
(3) La proposition 2 entraine 2°.

Resté a établir 3°. Dans ce but, admettons qua toute
suite d'indices kr< k2< ... corresponde une suite mi < m2<...
telle que
w ' ,Iriﬂj Akmn =A.

Il s'agit de montrer que A = Lim”™4n, c.-a-d. que (cf. 5):

71=

_ N
5) L8 AG-4GLIM

Soit peLs An. 1l existe donc, d'aprés 4, une suite kx< k2<...

telle que pe7ll_=!)g\4fc. Soit mx< m2< ... une suite satisfaisant

a la condition (4).

et par conséquent peA. Cela prouve quenl__%OAn GA.
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Soit, d'autre part, peA. Soient kx<k2< ... une suite
arbitraire croissante et < ml< ... une suite correspondante
assujettie a la condition (4). Il vient d'apres (4), (3) et 3:

A= Iﬁ:'(r)% Akmn:nl;s,c,'a‘kmn CnlfgoAkn
g& par conséquent peLsAkn. Cela implique que penl__OiOAn,
apres ‘4. e -

La deuxieme partie de la formule (5) se trouve ainsi
établie, c. g. f. d.

Remarques. 1) Dans les espaces IA non topologiques,
c.-a-d. qui ne satisfont pas a la codition 4°, la limite
topologique d'une suite convergente d'ensembles fermés
n'est pas nécessairement un ensemble fermé.

Considérons, en effet, comme espace L* I'ensemble des
nombres ordinaux f < c02, la limite lim étant définie
comme suit: "m0

Nous admettons comme condition nécessaire pour la
convergence de la suite L} sa convergence dans le sens
de la théorie des nombres ordinaux; cette condition est aussi
suffisante si la limite est inférieure a c2. Cependant, nous
n'admettons I'égalité lim = c02 que dans le cas ou les termes

n=oo

de la suite {£,,} appartiennent pour n suffisamment grand
a I'ensemble: (co, co-2,..., co-m,..., c02).

Posons An=(n, co + n, co-2+ n,...). Les ensembles An
sont fermés (pour n> 1) et constituent une suite convergente:

h':'g(} An=(a>, co-2, co-3,...), tandis que coZeh_:ig& A,
ce qui prouve que l'ensemble h_:%\ An n'est pas fermé.

2) Dans l'espace (2X)L la condition 4° peut étre en défaut.
Tel est, en effet, le cas ou X désigne I'espace des nombres
rationnelss).

Théoréeme 2. E étant un espace L* topologique et A
et B deux sous-ensembles fermés et disjoints de cet espace,
on a I'homéomorphie

) Voir Topologie 1, p. 157, remarque.
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(6) (2a+b)1 = (2a) 1X(2b)1,

la multiplication étant entendue dans le sens cartésiendfl
Nous établirons au préalable la formule suivante:
(7 Li + Bn)c Li An+ Li Bn+Ls AnrLs Bn

n=oo n=oo n=oo n=oo n=oo

Soitpe[Li (/In+B,)—Ls An'Ls B,1 Il s'agit de montrer
que

(8) pe (Li An+ Li Bn).
On peut admettre, par raison de symétrie, que p non-e
Ls Bn. En posant p—Ilimpn et p,eG4n+Bn), on a donc

n=oo

pn non-e Bn pour n suffisamment grand; par conséquent pne An
et finalement peLi An [cf. (1)].

La formule (8) et partant (7) se trouvent ainsi vérifiées.

Afin détablir la formule (6), faisons correspondre a tout
couple densembles fermés X CA et YcC B leur somme
F(X,Y) =X+Y.

X+Y étant un sous-ensemble fermé de I'ensemble A+B
et tout sous-ensemble fermé Z de z4+B étant de la forme:
Z=X+Y ou X—ZA et Y=2ZB, la fonction F établit
une correspondance biunivoque entre les espaces (2; LX(2B)L
et (2a+h)I.

La continuité de la fonction F étant une conséquence
directe de la formule 8, reste & démontrer que la fonction
F est bicontinue, c.-A'd. que la formule
(9) Lim (Xn+Yn) =X+Y, ou Xn, XCA et Yn YCB,

n=0G

entraine

_ 9)Le produit cartésien X X Y se compose de tous les points z = (X, y)
ol xe X et yeY, la notion de limite étant définie par I'équivalence:
z=lim zn) = (x=1lim xn et y=1lim yn).

=oo n=oo

Il est & remarquer qu’une formulzocénalogue a (6) est vérifiée aussi par
I'espace fonctionnel Yx. Cf. ma note Sur la topologie des espaces fonc-
tionnels, Ann. Soc. Pol. Mat. 20 (1948), p. 315.
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(10) Lim X,,=X et Lim Yn=Y,

n=00 Nn=00
ou encore: que

(11) LancXanXnet Ls YnGg Y G Li Yn

n=co n=00 n=00

Il vient daprées 6, (3) et (9):
Ls X; + Ls yn = Ls (X,, +yn) =LimXn+y,)=X+Y,

n=00 n=co n=oo
d'ou

Comme XnG A, on a Ls XnG A (cf. 9) et comme AB=0
n=00

(par hypothese), la formule (12) entraine Ls XnG XA G X.
n=00
De fagon analogue, Ls YnGy.

n=oo

Les premiéres parties des doubles inclusions (11) se
trouvent ainsi établies. Elles impliquent que

(13) LsXn-Lsyn =0,

n=oo

puisque XG A, YGB et AB—0.
Rapprochée de 7 et (7), la formule (13) donne I'égalité

LixXn + L|y,, = Li(Xn—+wyn)

n=00 n=o0o

et celle-ci implique d'aprés (3) et (9):
LiXn+Liyn=X+Y, dou XGA-UXn+ B-UYn

n=00 Nn=00 n=00 n=00
et finalement X G Li Xn, puisque XB=0. De fagon ana-
logue, yGL.iyn

n=oo

Les formules (11) se trouvent ainsi démontrées comple-
tement.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. ]_5



ESPACE POURVU D'UNE METRIQUE DEFINIE
AU MOYEN DE L’ECART TRIANGULAIRE ET LES
ESPACES METRIQUES GENERALISES

par
St. Gotab (Krakow)

Le probléme de l'existence des arcs géodésiques dans les
espaces métriques (au sens de M. Frechetl)) et les espaces
plus généraux (p. ex. au sens de Cohn-Vossen?) ou
»presque métriques” au sens de M. Menger3)) a pu étre
abordé grace au fait que dans ces espaces la fonction-écart
g(p, ) de deux points p, q satisfait a la condition:

p(p,a) =0 = p=a. (1)

Cette propriété de la distance de deux points permet
d'introduire la notion d'arc simple et la notion de la norme4)
d'un polygone orienté. 1l en résulte, par conséquent, la
notion de la longueur d'un arc.

Par contre, pour les espaces généraux, dans lesquels la
distance q(p, q) ne remplit pas la condition (1), il est a priori
impossible d'introduire une notion rationnelle de voisinage
d'un point et de rendre I'espace topologique. Il faut souligner
gue les espaces dans lesquels la condition (1) n'est pas satis-
faite, interviennent dans diverses applications. L’existence
des espaces possédant les courbes isotropes est la raison
pour laquelle nous considérons les espaces ne remplissant
pas la condition (1). D’autre part le calcul classique des

~ " M. Fréchet, Sur quelques E)oints du calcul fonctionnel. Rend. d.
Cire. Matem, di Palermo 22 (1906), 1—T4.

2% S. Cohn-Vossen, Existenz kiirzester Wege. C. R. Acad. S,
URSS 3 (1935), 339—342. . o

3) K. Menger, Metrische Geometrie und Variationsrechnung.  Fund.
Math. 25 (1935), 441—458. _ .
4 Quant a la définition de la ,,norme” voir le travail de M. Menger
cité plus haut.
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variations a fourni une série de problémes (p. ex. le pro-
bleme de Newton de la surface de révolution réalisant
la plus petite resistence dans le mouvement rectiligne dans
le sens de l'axe de révolution ou bien le probleme de
Bonnet de la détermination par deux points d'une courbe
ayant le plus petit moment d’inertie par rapport & un troi-
sieme point donné) qui conduisent a une fonction qui a des
singularités sous le signe d'intégrale ce qui conduit aux
espaces métriques ne remplissant pas la condition (1). Il
s'ensuit qu'il est tout naturel de s'occuper de espaces de
cette sorte.

Il arrive souvent, que la métrique d'un espace, qui ne
satisfait pas a la condition (1), est une métrique ,distordue*
c’est & dire possédant par sa nature méme un ,support* qui
est un espace topologique. Dans ce cas on peut considérer
dans ces espaces les arcs, définir la longueur des ces arcs
(au sens de la métrique distordue) et traiter les problémes
relatifs & I'existence des arcs géodésiques.

Le sujet de ma note se rapporte a un exemple de l'espace
a deux dimensions, dans lequel la métrique est définie a
l'aide de Técart triangulaire introduit par M. F. Lejab).
En liaison avec ce probléme je démontre un théoréme sur
I'existence des arcs géodésiques isotropes sous conditions
assez générales.

§ 1. Un espace est appelé espace métrique si a tout couple
de points p, q correspond d'une fagon univoque une fonction
2 (p, q) (dite ,,écart” ou ,distance”) satisfaisant aux conditions
suivantes;

1) e(p.q)>0 si py"*q

2) e(p,Q)=0 si p—q 12)
3) Q(p.g) =Q(q,p) pour tous les p,q

4) Q(p,a) +Q(a,r) > C(p,r) pour tous les p,q,r

5 F L ejla, Sur une constante liée a chaque ensemble plan fermé et
sur son application. C. R. Ac. Sc. Paris 197 (1933), 21—22. La notion
d'écart d'un ensemble introduite dans ce travail a l'aide de la ,,distance
triangulaire” joue un rble important dans la recherche du domaine de
convergence absolue des séries a deux variables.

15*
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Dans le cas ol nous rejetons le postulat (4) (dit postulat
de triangle), I'espace est dit semimétriquety.

La notion du point ,intermédiaire” entre deux points qui
figure dans des nombreuses géométries comme notion pri-
mitive, a été défini par M. Menger’) pour les espaces
métriques au moyen de la condition:

g est intermédiaire entre p et r signifie:

P(p,a) +P(a.r) =Q(p,1).
On en profite, en particulier, pour définir les arcs géodési-
ques.

L'espace est dite convexe, si pour chaque couple de points
p,r il existe un point g, différent de p et de r, intermédiaire
entre p et r.

M. Menger a introduit8) une généralisation des espaces
métriques auxquels il a donné le nom d’'espaces presque
métriques. Pour ces espaces la fonction non négative (?(p,q)
remplit les -conditions suivantes:

1) p(p,p) =0 pour tous les p

2) A chque nombre ¢ =0 corespond un ¢=0

tel que Q(p, q) <0 implique P(q,p) <« pour

tous les p, Q.

3) Il existe une function z/ (x) définie et conti- , X
nue pour les X >0 ayant les propriétés
suivantes:

J(O)=0 , J(x)=0
P(p,r)<p(p.q) +p(a.r) + Min [p(p,q),p(q.r)J.
A {Max [p(p,q),P(qg,r)]} pour tous les p,q,r.
Il est vrai que M. Menger ne suppose pas explicitement
I'inégalité:
P(P,g)=0 pour p q, ()
il résulte cependant de ses raisonnements ultérieurs qu'il
fait cette hypothése implicitement, puisque sans elle il lui

6) W. A. Wilson, On semimetric spaces. Amer Journ. of Mathern'
53 (1931), 361373, _ _
) K. Menger, Untersuchungen Uber allgemeine Metrik. Mathern.
Ann8.) 100 51928), 75— 163.
L cd).
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serait impossible de définir la norme d'une suite de points
ainsi que la longueur d'un arc simple. L'inégalité (5) n'est
pas la conséquence des postulats (4); on peut donner I'exemple
d’'un espace remplissant les postulats 2), 3),4) de M. Fréchet
et qui ne satisfait pas au postulat 1). Nous donnons plus
bas un exemple trés simple d'un tel espace a une dimension.

§ 2. Exemple. Envisageons tout d'abord un systéme de
repére cartésien sur une droite et soit X la coordonnée d’'un
point mobile. A c6té de la métrique primitive euclidienne
p(X,y) — ' X—Y |, nous introduirons une métrique nouvelle dis-
tordue e*(x,y), définie comme suit. Envisageons le plan
euclidien auxiliaire rapporté a un systeme cartésien d'axes
(x,y) et tracons les bissectrices des angles entre les axes
des coordonnées. Les axes et les bissectrices divisent le
plan en 8 régions numérotées comme le montre la figure
suivante:

AY

Nous posons ensuite
G*(xy) =sx+ y (6)

ou &2=j2=1 et ou les signes e[) sont définis comme suit
+ dans les regions

»e

1 1
1 N 2
1 2
1 1

oo oo

+ 1 !

3,6 8

4,5, 7 ,

35 g (")
— 4,6, 7
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Nous omettons le calcul facile qui montre que l'on a

2* (X,—x) = {*(—x,x) = 0 pour tous les x (8)
et que la métrique ainsi définie satisfait a tous les postu-
lats de M. Fréchet a l'exception du postulat 1). Il est

intéressant de noter qu'en appliquant a la métrique Q* le
procédé intégrale de Burkill pour trouver la longueur de
F intervalle (on peut prendre pour norme la distance dé-
finie au moyen de la métrique primitive) nous obtenons
pour la longueur de l'intervalle la longueur euclidienne,
c'est a dire | X—Yy |. En utilisant, par contre, la norme basée sur
la métrique (?*, on obtient pour certains segments (x.y < 0)
la longueur-inférieure différente de la longueur-supérieure9)-

§ 3. Soit un espace rendu topologique au moyen d’une
métrique remplissant les postulats de Fréchet ou de
Cohn-VVossen. Soit une autre métrique Q, définie dans
cet espace et ne remplissant pour le moment que les deux
conditions suivantes

J9(p,p) — 0 pour tousles p 9)
| 0(p,gq) > 0 pour tousles p, g. (10)
Nousn’admettons ni lepostulat 1) ni les postulats 3) et 4)
qui sontremplis par lesespaces (D)0). Commenotre es-
pace possede un support métrique satisfaisant a la condi-
tion (5), il est possible de definier la notion darc simple.
Supposons maintenant que notre espace soit convexe et
que la métrique Q soit continue, c'est a dire qu il subsiste
la’ relation suivante:

et qn_QDo(pn1<?n)-*?(p1q)’ (11)

ou la relation pn-+p est définie, bien entendu, au moyen
de la métrique primitive.

~0) Pour la definition de la Ion_?ueur-supérieure et de la longueur-infé-
rieure d'une courbe voir le travail de M. Menger, Uber die 'b-Metrik
undt'b-BogenIange. Ergebnisse eines mathematischen Kollogiums (Wien),
Heft 7 (1936), 13—14 ou bien l'ouvrage de M. L. M. Blumenthal, Dis-
tance~Geometries. The University of Missouri Studies. Vol 13 (1938), p. 90.

0) Les espaces métriques de Fréchet désignés auparavant par (E) ont
été désignes plus tard par la lettre (D).
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Nous allons introduire maintenant la notion I(p, q):
I(p, g) — l'ensemble de tous les points X jouissant de la

propriété;
Q(p. ) + Q(x, ) < Q(p, Q). (12)

Dans le cas ou la métrique remplit le postulat de triangle,
I'ensemble Z(p, q) est identique a l'ensemble de tous les
points intermédiares entre p et g complété par les points
p, g. L’ensemble Z(p, q) est en général plus vaste.

L'ensemble Z(p, q) n'est pas vide, puisqu’il contient les
points p et . Dans le cas q=p l'ensemble Z(p, p) n'est
pas nécessairement identique a p car la propriété (5) n'est
pas supposée.

Théoreme. Si lI'ensemble

N i(p>q) (!3)
(p- <)
n'est pas vide, tous les couples des points différents p et g

peuvent étre joints par un arc géodésique isotrope.

Démonstration. Soit a un des points qui appartiennent
a I'ensemble (13). Nous avons donc

(?(p, @) + £>(a, q) <e(p,q) pour tous les p,q. (14)
Je dis que l'on a
p(p, a) = E2%a p) =0 pour tous les p. (15)

En effet, il suffit de poser dans (14) q—p et de profiter
des hypotheses (9) et (10) pour obtenir la proposition (15).

Nous allons montrer que chaque point p~a peut étre
joint par une géodésique isotrope avec le point a.

La marche du raisonnement est analogue a celle appliquée
par M. Mengerll) dans la démonstration de I'existence
des arcs géodésiques dans les espaces métriques complets
joignant deux points quelconques d'un sous-espace fermé
et convexe. Une différence essentielle consiste dans ce que
dans notre cas I'ensemble des points X remplissant la condition

e(p, x) + e(x, q) =e(p, q) (16)
peut ne pas étre borné. Dans ce cas, pour effectuer le

“y 1. C. 7).
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choix du ,,point milieu” entre deux points, il faut se servir
de la métrique primitive satisfaisant au postulat (5).

Ainsi chaque point p~*a sera joint avec le point a par
un arc simple de longueur q(p, @), c'est a dire par un arc
géodésique isotrope.

Considérons maintenant la somme des arcs géodésiques
G, 0 G2, ou Gy est l'arc géodésique isotrope joignant p avec a,

G2 est l'arc géodésique isotrope joignant a avec (. Si
Gin G2=a, la somme Glu G? représente l'arc géodésique
isotrope cherché joignant p avec Q.

Supposons maintenant que Gj n G2 renferme plus que le
point a. Comme l'ensemble Gt G2 est fermé et p™q,
on aura un point beGin G2, bien déterminé, qui sera le
plus éloigné du point a. Désignons par Gj* resp. par G2*
les parties des arcs Gx resp. G2 ayant les extrémités p,b
resp. b, g. Alors Gj* w G2* sera un arc simple joignant p avec (.
Sa longueur est égale a zéro, puisque la longueur de chaque
G* est nulle et que les longueurs des sous-arcs passedent
la propriété dadditivité. La somme G* G2* est donc un
arc isotrope cherché et notre théoreme est ainsi démontré.

§ 4. A titre d'application, considérons l'espace a deux
dimensions dans lequel la métrique distordue est définie au
moyen de I'écart triangulaire. En désignant par (xb x2) les
coordonnées cartésiennes d'un point du plan euclidien réel,
nous posons (avec M. Leja)

9(p,a) = mod pip2 Pi 92— 9i P2 17)
Qi ¢

Cette distance peut étre appelée ,distance triangulaire“
entre les points p,q. Elle est égale au double de l'aire du
triangle (op ), ou o est I'origine du systeme des coordonnées
cartésiennes. La métrique ainsi définie ne remplit pas les
postulats de Fréchet ni méme les postulats de Menger
ni enfin ceux de Cohn-Vossen; elle remplit cependant
les hypotheses (9) et (10) ainsi que les conditions de conti-

nuité et de convexité.
Remarquons que la distince Q ainsi définie est invariante
par rapport aux transformations centro-affines et unimodu-
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laires, c'est a dire par rapport aux transformations de la
forme:
f Xi = aXl+ fix? an| =1
[ X2 =yxI + 6x2 u yo\ L (18)
L'espace rendu métrique au moyen de la formule (17)
est un cas spécial de I'espace finslerien F2. En effet, il existe
une triple infinité (003) des courbes jouissant de cette pro-
priété que les trois points arbitraires pltp2,p3 d'une courbe
de la famille peuvent étre rangés de facon que
0(Pi,P2) + 9( 2,P3) — 9 (Pi>Ps)- (19)
Les équations des courbes de la famille envisagée sont les
suivantes:
*1 =*1 + Af
X2 =x2 + F*
La distance d'un point arbitraire p de l'origine o (0,0) étant
égale a zéro, le point o est un point singulier de notre espace
F2 dans ce sens, gqu'il ne possede pas d'indicatrice. Tous les
autres points possédent ses indicatrices, qui ne sont pas
d'ailleurs difficiles a déterminer; il suffit de tracer le faisceau
des rayons issus de p et de marquer sur chaque rayon le
point g, tel que l'on ait Q(p,q) =1 Le lieu géométrique
de tous les points ¢ ainsi obtenus, formera l'indicatrice du
point p. Dans le systéme cartésien les équations paramé-
triques de l'indicatrice du point p(pv p2) seront:

(20)

Xj P + _ GosO
pl sin O -p? cos O | 21
X2 = P2 + sin O ‘ ( )

pl sin 0—p?2 cos O |
ou O est la mesure euclidienne de langle entre le rayon-
vecteur et l'axe des xP Les équations (21) représentent,
comme il est facile de le voir, le systtme de deux droites
paralleles a la droite op. Nous aurons

F—| Xj A2—x2 Aj (22)
en désignant par .

F (xj, x2; A], A2)

la fonction fondamentale de la géométrie F2
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Notre espace finslerien est localement une géométrie de
Minko w ski d'une nature trés simple. On peut démontrer
que si l'indicatrice d'une géométrie de Minkowski se compose
de deux droites paralléles, alors pour un couple donné des

points p, q tel que le vecteur pgq n'est pas paralléle aux
droites de lindicatrice, il existe une infinité des arcs géo-
désiques joignant g avec p. La condition nécessaire et
suffisante pour qu'une courbe C soit une géodésique consiste
en ce que pour tout point arbitraire m de la courbe C chaque
rayon du contingent de Bouligand (contingent unilatéral
orienté dans le sens de parcours p-+q) au point m, trans-
porté parallelement au point o comme origine (o désigne
l'origine de l'indicatrice) rencontre cette droite de l'indica-
trice qui est coupée par le rayon issu de o et parallele au

vecteur pg.12)

Bien que dans chaque plan local de Minkowski les rela-
tions (quant il s'agit de la question des géodésiques) sont
simples le probléme analogue dans I'espace finslerien prend
un aspect tout a fait différent. Au point de vue analytique
notre cas est completement dégénéré parce que la fonction de
Bolza Ft (nous la désignons par G) s'annule identiquement

=0 (23)

a cause de l'identité
(24)

Les équations dEuler-Lagrange n'étant pas dans ce cas
de deuxieme ordre le probléme ne posséde pas des extré-
males. Comme la longueur d'une courbe donnée par l'inter-
médiaire des équations paramétriques

Xi = boX2'= x2N (25)

12) La démonstration de ce théoréme n'a pas été publiée.
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est définie au moyen de l'intégrale (lebesguienne)
)
= 3> | dt, (26)

il est évident, que pour chaque courbe a tangente (sans
points angulaires) cette longueur est positive dans le cas
ou les points p, g ne sont pas situés sur le méme rayon
issu de o. D’autre part la métrique de notre espace remplit
les conditions du théoréeme du § 3. On constate sans peine
que, p, g étant deux points arbitraires, I'ensemble. | (p, q) se
confond avec de parallélogramme (fermé) pqp'q, ou p' dé-
signe le point symétrique au point p par rapport a 0. Le
point 0 appartient donc a chaque | (p,q). En appliquant le
théoréme du § 3 nous en concluons que les points p,(
peuvent étre joints par une géodésique isotrope. Cette géo-
désique se compose de deux segments po, 0g, dont les
équations dans le systeme cartésien sont linéaires. On peut
aussi trouver les lignes a tangente joignant p avec ( dont
la longueur est plus petite que le nombre positif e donné
a l'avance. Ces lignes doivent nécessairement parcourir
a travers de voisinage du point o.



L-S-HOMOTOPY CLASSES OF LOCALLY SIMPLE
CURVES

by
Marston Morse (Princeton)

§ 1. Introduction. It is perhaps appropriate in this place
to respectfully salute Wactaw Sierpinski as a mathe-
matician to whom the Polish School and the world of ma-
thematics owes much, and to offer the results of this paper
in his honour.

The topological notion of a locally-simple, sensed, closed
curve (written L-S-curve) in the plane of a complex varia-
ble z, and the concept of the L-S-deformation class of such
a curve have proved useful in the study of interior trans-
formations F of a region G in the z-plane into a u>-sphere,
and in particular in obtaining new relations between the
zeros, poles and branch point antecedents of F and the
classical oder q and angular order p of an L-S-image g of
the boundary of G. See Morse p. 91. The angular order
p of g has an extension in the notion of the difference
order of an arc with fixed end points, useful in the cha-
racterization of deformation classes of interior transforma-
tions F with prescribed domain G and prescribed zeros,
poles and branch point antecedents. See Morse and
Heins, p. 56. Sequences of meromorphic models F from
different deformation classes lead to non-normal families
of Montel and exhibit covering phenomena related to
Picard’s theorem.

There remains the as yet undisclosed generalization to
the case where F maps a region on an arbitrary Riemann
surface into the iv-sphere. The theorems of the present
paper have an intrinsic geometric interest, and in addition
prepare for deeper function-theoretic studies. L-S-homotopy
classes of L-S-curves on an orientable surface S of arbitrary
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finite genus will be determined. Models of the classes will
be given together with topological invariants numerically
characteristic of these classes.

The reader is referred to the Princeton monograph of
the author for references to Kiang, Kuratowski, Stoi-
low, Whitney and G. T. Why burn, and further refe-
rences to Morse and Heins.

§ 2. L-S-curves and homotopy classes. The surface
S shall be a 2-dimensional orientable manifold, without
boundaries, and of arbitrary finite genus. Our closed cur-
ves will be classes of mappings into S of a circle C
X +iy=el& Let f be a continuous mapping of C into
S in which the point e® in C has the image f(0) in S
It is sufficient to suppose /(0) given for 0 S©S2:r, with
if@)=7(2it). Then f can be extended in definition so that
/(0 + 2n)™/(0).

Any sense-preserving top. (topological) mapping of C
onto C is represented by a mapping < of the 0-axis onto
itself with 99(0 + 2Jt) =99(0) + 2n, and 9 continuous and
increasing. For such a 9 the mapping ftp of C into S will
be said to be equivalent to f. A closed sensed curve g is
the class of all mappings of C into S equivalent to one
such mapping f. We write feg.

An arc on S is similarly defined as a class of equiva-
lent mappings of an intervall OSOS1 into S. To define
an open arc on S one uses an open interval for 0. These
definitions are understood made on open as well as closed
surfaces.

A sensed, closed curve ¢ in S will be termed locally
simple (L.S.) if for some f in g there is a positive constant
e so small that the image under f of any subarc k of C
with length s <e is simple (i. e. the top. image of k under f).
There then exists a constant el =0 so small that any subarc
of g of diameter on S at most et is simple. Such a constant
e, will be called a norm of local simplicity of g. Cf. M, § 18.

The homotopy class (g) and L-S-homotopy class [g]
Let J be the intervall OS=/S=1, t the ,time”. A deforma-
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tion of g on S is defined by a continuous mapping D of
C xJ into 5 in which the image of a point (e!0,/) in CxJ
is a point D(@,f) in 5 such that for some f in g

2,1) D(0,f)=D(0+ 2Ir,f)  D(0,0) = f(0).

We also refer to D as a deformation of f. For fixed t in
J, the mapping D(O,t) of C into S determines a curve
g*, termed the deform of g at the time t. The ordinary
homotopy class of g on 5 will be denoted by (g). In defi-
ning the L-S-homotopy class [g] we admit only those defor-
mations of g for which the deforms gf possess a norm
et of local simplicity independent of t in J. If g is null-
homotop we write (g)=0. Models for the L-S-homotopy
classes [g] will be determined together with a numerical top.
invariant of [g] characteristic of [g] and termed the S-or-
der p of g.

§ 3. The case of the z-plane E. Let g be a L-S-curve
(always sensed and closed) in a z-plane E. The angular
order p(g) in E has been defined as follows. Let f in g be
a mapping of the circle C into E. Then p(g) is the num-
ber of revolutions of a complex vector f(o + e)—f(0) as Q
increases from 0 to 2n, with e > 0 so small that the subarcs
of g for which Q <0< 0 + e are simple. It will presently
appear that the generalization of p(g) for g on a surface
S of arbitrary genus will depend in its definition upon the
genus of S. For this reason we term the angular order p(g)
the E-order of g, and the generalization on S of the E-order
the S-order of g. The E-order p is to be carefully distin-
guished from the classical order q(c) of g with respect to
a point z=c¢ (c not on g).

Let m be a non-null integer, and Cm a curve obtained
by tracing C (zn) times in C's positive or negative sense,
according as m>=0 or m< 0. Let C° represent a figure
eight. With this understood we state a theorem of Morse
and Heins, cf. M, p. 120.

Theorem 3,1. Let g be a L-S-curve in a z-plane
E with E-order p. Then [g] =[Cm] if and only if p=m.
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Use will be made of another definition in the plane,
cf. M, § 33. An O-deformation of a L-5-curve g which
does not intersect z=0, is an admissible deformation of
g in which gf never intersects the point z=0.

We also need the notion of the product of two sensed
regular curves h and k. Cf. M, § 30. Suppose that h and
k are positively tangent at a point P. Then hk shall sym-
bolize a sensed closed curve obtained by tracing h in its
positive sense from P to P, then Kk in its positive sense
from P to P. If h and k are positively tangent at several
points, several such products are thus defined. In the appli-
cation this is the case, but the choice of the particular
point of contact is immaterial. In tracing hk we suppose
that a parameter O increases from 0 to 2ji, so that hk may
be regarded as given by a class cf equivalent mappings of
C into E.

Theorem 3.2. Let g be a L-S-curve in the z-plane E,
with z=0 not on g. Let p be the E-order of g, and q its
classical order with respect to z=0. When p=q, g can
be Q-deformed into C9. When p~q, g can be O0-defor-
med into a product CqCf ¢ in which C, is a positively
sensed circle of radius less than 1, internally or externally
tangent to C according as g and p—q do or do not have
the same sign. For proof see M, § 33.

With Cj tangent to C the condition in the theorem that
Ct be interior to C is superfluous if one takes account of
the condition on a product hk that h and k be tangent in
the same sense at P. By convention Ct is sensed counter-
clockwise, so that when p—q <O, Cf q has a clockwise
sense. If q=>0, Cq has a counter-clockwise sense so that
Cf~q must be externally tangent to C in order that Cq and
C?~9 have a tangent with a common sense. Similarly, when
d(p—qg) =0, Cf g must be internally tangent to C.

§ 4. Sa top. sphere Let P be an arbitrary point of -S.
Let F be a top. mapping of S-P onto a complex z-plane E.
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The region S-P of S with its points represented by their
images z in E will be called a coordinate system [P,FI-
Let g be a L-S-curve on S. Corresponding to a mapping
/eg of C into S there will exist a transformed mapping Ff
of C into the z-plane. For /eg the class of mappings Ff
are equivalent and will be termed the transform F(g) of
g in the system [P,F)- The E-order of F(g) in the z-plane
will be denoted by p(P, F, g).

Lemma 4.1. Taken mod. 2 the order p [P, F,¢] is inde-
pendent of the choice of P not on g, and of the top. map-
ping F of S-P onto the coordinate z-plane.

We begin by proving (a).

(@ Taken mod. 2 with P fixed, p(P,F,g) is indepen-
dent of F.

Let Fi be a second top. mapping of S-P onto the z-plane E
There then exists a top. mapping T of E onto E such that
Fi=TF. If T is sense-preserving it is deformable into
the identity trough a continuous family Tf (0 < f < 1) of top.
mappings of E onto E. It is clear in this case that

(4.1) p(P,TTF,g) =p(P,F.9) . (0<f<])
so that (a) is true when T preserves sense. If T inverts
sense, let R be the transformation X'=—X, y'=y of E
onto E. Then

(4.2) p(P, F,9) = —p(P, RF, g) = — p(P, Fi, G)

so that (a) is also true when T inverts sense.

It follows from (a) that no generality is lost in the proof
if we suppose S a 2-sphere in a euclidean 3-space. Let
P and P, be distinct points in S not on g. Let F and
Fi be stereographic projections of 5 from P and Pt respec-
tively onto a complex z and zt-plane. Thus P is represen-
table by z=oc in the complex z-sphere, and Pi by zt—o00
in the complex z,-sphere. In the z-plane suppose that
P 4s represented by z=c. There exists a 1—1 directly
rconformal transformation <p:Zi=<p(z) of the z-sphere onto
the Zj-sphere in which points z and z, correspond which
epresent the same point of S. In particular 9?(c) =oo0.
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Let g(c) be the classical order of g relative to the point
z=c in the z-plane. By virtue of a Corollary in M, p. 78
(4.3) p(P,F,9) — p(I\,Fl,g) =2q(c).

Thus the two orders on the left of (4.3) are equal mod. 2.
The lemma follows from (4.3) and (a).

Definition. When S is a top. sphere the S-order p(g)
of any L-S-curve g on S is taken as the value of p(P,F,9)
mod. 2 in any coordinate system [P,F] in which g lies.

Theorem 4.1. When S is a top. sphere the S-order
of g is invariant under any admissible deformation D of g.

Suppose that under D, g is replaced by gf at the time t.
It is clear that the interval [0,1] for t is the union of a se-
quence llt...In of non-overlapping closed intervals so small
in length that for t in Zit (k—1,...,n) gf lies in a single
coordinate system [Pk, Fk]. But in a single coordinate sys-
tem the E-order p(g*) is independent of t. Moreover as
one changes from one coordinate system containing g to
another the S-order of g is unchanged according to Lem-
ma 4.1. Theorem 4.1 follows.

Theorem 42. Let S be a top. sphere and g a L-S-
curve on S with S-order p. Let T be an arbitrarily sensed
simple closed curve on S. Shen [g] =[T] or [Z12] according
as p=1 or 2, mod. 2. Moreover [P] 7" [P].

Suppose that g has a transform gi =F(g) in the z-plane
of a coordinate system [P,F]. If m is the E-order of gt in

this z-plane, it follows from Theorem 2.1 that [gl] = [Cm] on E.
On the complex z-sphere C can be admissibly deformed
into a great circle Co, and Co can be admissibly deformed
into C”’1 by a rotation about a diameter. Hence [Cm] = [C m]].

Set Iml=n. If n=0, Ch=C is a figure eight, and can
be modeled by a product CC~\ where Ct is a positively
sensed circle on E externally tangent to C at some point P.
It is clear that on the z-sphere one can deform C~! through
a family of circles all tangent to C at P, into C as a final

image. Hence [C]=[C] on 5.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. 16
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If n=1 or 2, C" is our final model of [g] on S. If Nn>2,
write Cn=Cn_“C2 Holding fast a suitable point P of C
and a tangent common to Cn2 and C, C' can be admis-

sibly deformed, as in the preceding paragraph, into CC~I

so that
(4.4) [Cn""2CY) =[Cn_2CC;]] [on 5].

But the E-order in the z-plane of Cn_2CC~' is n—2 so that

by Theorem 2.1
[Cn*2C2]==[Cn""2] [on S],

By additional reductions of this sort if h—2>1, it is seen
that [C"]=[C] or [CY, according as n=1 or 2, mod. 2.

The reduction to T or T follows from the fact that any
simple closed curve r on S can be admissibly deformed
into any other such curve. That T cannot be admissibly
deformed into T is a consequence of the invariance of
S-order under admissible deformations. Cf. Theorem 4.1.

It may be noted that the sense of orientation of S plays
no role in the above, and that any L-S-curve is in;the same
L-S-homotopy class on a top. sphere as the oppositely sen-
sed L-S-curve.

§ 5. Sa top. torus. To obtain a model for the univer-
sal covering surface of S use will be made of the complex
z-plane E and a group G of translations of E

(5.2) w=z+n+im [pnm=0,+1,+2,..].

Images of z under a translation R in G will be termed con-
gruent to z under G. If congruent points of E are identi-
fied and appropriate neighborhoods assigned to the resul-
tant point classes, E will reduce to a surface of genus 1,
so that M can serve as a model for S. The universal co-
vering surface of is E.

A top. mapping of onto S can be represented by
a locally top. mapping A of E onto 5 in which a point
z in E has an image A(z) in S such that A(z') =A(z) if
and only if z and z' are congruent under G.
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Let g be a L-S-curve on S, and feg a top. mapping of
the circle C into S. Let (z0) be the class of congruent
~-antecedents of /(0). For any point a in (z0) there exists

a unique continuous mapping (pa of the O0-axis into M
such that

(5.2) Ya(o) =a A<pa(@)M(0).

There exist integers ng and mg independent of a in (z0) such
that for every O

Pa (0 + 20r) =<¢a(0) + ng + imyg.

That is, there exists an element R" in G such that
9%a(0 + 2n)H=_Raga(0).
It is clear that (> and Rs both depend upon A and would
in general be different if A were admissibly changed.

If Rs is the identity |, the mapping <a defines an arc
that is both closed and L. S. in E, and in this case g belongs
to the null-homotopy class (g) =0. If RST=I the line seg-
ment joining a to Re(a), parameterized by O running from
0 to 2ji, has an ~4-transform ha on S which is an L-S-curve
for which (ha) = (g).

Definition. Let S be a top. torus and g a L-S-curve
on S. The S-order p(g) of g is the number of revolutions
of the complex vector a(t? + e) —pa(q) as Q increases from
0 to 2it with e=0 so small a positive constant that each
arc defined by <a for g <0 < p4- e is simple.

That p(g) is independent of a in (z0) is immediately
clear. That p(g) does not depend upon the mapping A of
E into S or upon the choice of g in [g] is affirmed in the
following theorem.

Theorem 5.1. The S-order of an L-S-curve on S is
independent of the top. mapping A of E onto S used to
define the A-antecedents cpa of [the mapping feg, and of
the choice of g in its L-S-homotopy class.

16*
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The proof of this theorem and of the following theorem
can be easily inferred from proofs to be given when the
genus of S exceeds 1, and so will be omitted here.

In § 2 the product hk of two regular, sensed, closed
curves has been defined. We shall here need the notion
of the product HK of a sensed line segment H and a re-
gular closed curve K which is positively tangent to H at
some inner point P of H. This product is obtained by tra-
cing H from its initial point to P, then tracing K from
P to P, and finally tracing H from P to the terminal point
of H. As HK is traced we suppose a parameter O increa-
ses from 0 to 2it.

In the following theorem the L-<S-homotopy class [g]
will be said to be modeled on E by any L-S-arc or curve
y on E for which [X(y)] =[g]. Similarly (g) will be said to
be modeled by y if (A(y))=(g). It should be understood
that y here stands for a class of mappings <, and AM for
the class of mappings A<p. The mapping 9 should be defi-
ned for O<0<2jt and A[?(0)] = A[g?(2jt)].

Theorem 5.2. Let S be a top. torus and g a L-S-curve
on S with S-order p. If (g)==0 then Cp on E models [g].
If (g)7°0 and p—~0, any line segment hg of minimum length
among segments modeling (g) will model [g]. If (g) O
and py™O. [g] will be modeled by a product hgCp where
is a positively sensed circle on E contacting hg at an inner
point. No two of these models are models of the same
L-S-homotopy class on S.

As in Theorem 3.2 it follows from the definition of
a product HK that Cp lies on the right or left of hg accor-
ding as p<O or p>=0.

§ 6. S of genus o=>l. The universal covering surface
of S will be modeled by an H-plane (H=hyperbolic). This
H-plane will be represented as by Poincare by the region
M[|z| <1] in a z-plane. Arcs of circles orthogonal to the

»principal” circle |z|=1 represent H-lines. H-lengths along
rectifiable™arcs are given by the integral
ds

.11_/\_y2 (z=x+1y)
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where ds is the differential of euclidean arc length along k.
There exists a circle b orthogonal to the principal circle and
of such a radius that the successive images bn, Nn=0,1,... 4a,
of b under the rotations

01l

(6.1) z'=ze ’ (n=0,l,...,4a)

intersect with exterior angles of n/2a. Let kn be that arc
of the circle bn between the intersection of bn and bn
which is nearest z=0 (n=l,...,40). The arcs kK,....k taken
in circular order bound an H-polygon Il on M. which is
symmetric with respect to w=0 and invariant under the
rotations (6.1). We shall include in Il only those pairs of
arcs kn, kntl for which n=1 mod.4, and only one of the
4a vertices of Il.

There exists a discontinuous group G of directly con-
formal transformations R of M onto M where, apart from
the identity I, R is a fractional linear hyperbolic transfor-
mation of M onto M with two fixed points on the princi-
pal circle |z]=1, and such that the images R(IT) cover M
without exception, and when Rt==R2, RMT) and R2(n) do
not intersect. Images of z in M under any R in G will be
termed congruent to z under G. If points of M which are
congruent under G are identified and appropriate neighbor-
hoods assigned to the resultant classes of points, M. will
reduce to an orientable surface Mp of genus p which can
be taken as a top. model for S. The universal covering
surface of Mp is M. Cf. J. Nielsen.

Given an arbitrary R in G there are two points F/R)
and F2(R) on the principal circle |z|=1 such that for any
z in M, the nth iterate Rn(z) tends to F2(R) as n-*oo, and
R_n(z) tends to F*R). The points F(R) ano F2(R) are the
fixed points of R. The sensed H-line on M with limiting
end points Ft(R) and F2(R) is called the axis of R. If z=b
is a point on this axis, R(b) is also a point on the axis, and
the segment of the axis from b to R(h) is called a kernel
of R. We suppose such a kernel parameterized by a va-



246 MARSTON MORSE

riable & which increases from 0 to 2it. The family of sen-
sed circular arcs leading from F"R) to FER) on M will
form a field of circular arcs to be denoted by F(R).

For arbitrary U in G set Then the fixed
points, axis, field and kernels of V are the L7-images of the
respective fixed points, axis, field and kernels of R.

A top. mapping (1—! and continuous) of Mp onto S can
be represented by a locally top. mapping A of M onto S in
which a point z in M has an image A(z) in S such that
A(z')—A(z) if and only if z and z' are congruent under G.
We shall refer to z as an A-coordinate of the point P=A(z)
in S.

The mapping ¢a of the (Taxis into M. Let g be a L-S-
curve on S and feg a mapping of a unit circle into S. Let
(z0) be the class of congruent A-antecedents in M of f(0)
in S. For any complex point a in (z0) there exists a uni-
quely determined continuous mapping <a of the 0-axis into
M such that

(6.2) ga(o) =a A ga(0) =/(©).

There exists an element Ra in G such that for every O
N9>3(0) ="™(O + 2n)

since f(0 +2k) =f(0). The mapping <a depends upon the

choice of a in (z0), upon g, and upon the mapping A of Al

onto 5. We shall presently vary a, g, and A.

Lemma 6.1. If Rg7~1 each kernel of Rs properly pa-
rameterized, has an A-transform in (g).

One can continuously deform ®a on M into a mapping
of the 0-axis onto the axis X of Re by letting each point
Pa(0) move along the H-line through <¢a(0) orthogonal to X
at an H-speed equal to the H-distance to be traversed to
reach X. If <a(0) is thereby replaced by <a (0) at the
timet (O<t<1) itis clear that for each such t

~M(0) =y'(0 + 2n)

so that A<pa continues to define a closed curve gf as t in-
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creases from 0 to 1, and a deformation D of /eg. Cf. § 2
The deform g is however not necessarily L.S.

Lemma 6.2. A necessary and sufficient condition that
Re=1 is that (g)=0.

The proof of this well known lemma is left to the
reader.

The definition of the 5-order of g requires a definition
of a preliminary order m (a, A, g) of g, and a proof of the
independence of this order of admissible choices of a and A.
To define m(a,A,g) use will be made of the field F(R) of
the circular arcs on M leading from the fixed point F (R)
to FX(R). With z0 and zx in M the vector zt—z0 will be
assigned a field angle at zo measured from the positive tan-
gent at z of the field circle through zo, to the positive tan-
gent at z0 of the sensed H-line joining z0 to zf Rotations
of zt—zo relative to F(R) will be measured in terms of this
field angle.

Definition. Given the L-S-curve g on S, the map-
ping A of M onto S and the A-antecedent ¢a of feg, the
order m=m(a,A,g) of g is defined as follows. If (g) =0,
m shall be the E-order of the closed curve defined by <a
in the z-plane. If (g) 720, m shall be the number of revo-
lutions relative to the field F(Rs)of the complex vector
ga($ + e)—vpa(p) as Q increases from 0 to 2ji with the con-
stant e=>0 so small that each arc on M defined by for
q<&<gq+e is simple.

§ 7. Models of (g) when the genus of S exceeds L1
Corresponding to any R in G for which RFl an identi-
fication of points of M which are congruent under R and
an appropriate assignement of neighbourhoods to the resultant
classes of points gives rise to a top. cylinder K(R). A par-
ticular representation of X(R) in terms of coordinates (s, f)
can be obtained as follows. Let the axis X(R) of R be
parameterized by a coordinate t proportional to the H-dis-
tance along X(R), and such that t increases by 2it as each
kernel of X(R) is traversed in its positive sense. The range
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of t is thus (—00,00). Let L(7) be the H-line orthogonal
to X(i?) at the point t of X(R). Let a point z on L(t) be
assigned the coordinates (S,t) where |s| gives the H-distance
of z from X(R), with s>0 or s<O according as z is to
the right or left of X(R) on M. The H-plane M is thereby
mapped onto the (s, £)-plane. This mapping is top. and sen-
se preserving if the z-plane and (s, t)-plane are oriented in
the usual way. We set a=s + it and represent the image
z of a by ZR(a). Observe that

(7.1) IRZs(@)=ZK(a + 2ni) Z*’12(z) = Z_1(z) + 2jrz.

We shall refer to a=s+it as an A-R-coordinate of the
point AZR(a) in >,

The top. cylinder K(R) is formed from M by taking the
points z in M mod. R, or in terms of the (s, ~-coordinates
by taking the points a=s +it mod. 2jtz. So represented
K(R) is mapped top. onto the w-plane (with u>=0 excluded)
by setting
(7.2) W =Exp [s + z7] = Exp [a], [Exp [a] — e"].

A mapping of the iv-plane onto S is thereby induced in
which w has the image P in S given by

(7.3) P=AZr[log w] [w> 77 0].
This mapping is single-valued on account of (7.1) and the
relation AR =A, and is locally sense preserving and top.

When (7.3) holds we shall refer to w as an A-R-\og-coordi-
nate of P.

We set R=Rsin (7.3) and seek a transform of g in the
iv-plane under the resulting mapping. That is, we seek
a solution wa(0) of
(7.4) f(O) = AZr[log w], =
We are assuming Ra 7”1, for | has no axis and no associa-
ted coordinates (S, t).

Lemma 7.0. When Ra”™I there is a single-valued, con-
tinuous solution iva(0) of (7.4) with period 2n.
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A solution of (7.4) may be formally written
wa(0) = Exp [Z*“1 A~7(0)]. [R=

We begin by taking L4-1/ as <a, recalling that <a(0 + 2jt) =
==E[<pa(0)]. It follows from (7.1) that the mapping

Z*|Pa===ha

of C into the a-plane is such that ha(0O T 2jt) =ha(0) + 2jiz.
Hence the solution

(7.5) wa(0)==Exp[ha(0)i
has the properties affirmed in the lemma.

Lemma 7.1. If Ray*| the mapping wa of C into the
w-plane defines a closed curve gt in the w-plane for which
q(0)=1, (cf. Theorem 3.2), and whose E-order p in the
w-plane is m(a,A,g) + L

From (7.5) it is seen that any continuous branch of arc
wa(&) increases by —z[ha(0 + 2n) — ha(0)] = 2jt so that
9(0) = 1.

Recall that m(.a,’A,g) is the number of revolutions of
a vector {a(p +e)—<a(p) relative to the field of arcs of
F(Ra) as Q increases from 0 to 2n. The arcs of the field
F(Rg) are the arcs s=const on M, and their transforms in
the w-plane under (7.2) are the circles |w|=const. Since
the transformation (7.2) is directly conformal we conclude
that the E-order of gi is m(a/A,g) + 1. [As a check sup-
pose that a represents the axis of Rg. On this axis s=0,
and by virtue of (7.2), gt is the circle |w|=1. Here
m (a,L4,9) =0 while the E-order p of gi in the w-plane is 1]

Models for [gj in the w-plane for our purposes should
be models under 0O-deformations, since w=0 is excluded
in the mapping (7.3) of the w-plane onto 5. One can apply
Theorem 3.2 to g( in the w-plane. Let p be the E-order
of gi in the w-plane, and  the classical order relative to
w=0. The condition p=q of Theorem 3.2 reduces here
to the condition p=1, since q=qg(0)=1 by Lemma 7.1
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The condition p=1 implies that m(a,H,g) =0 by Lem-
ma 7.1. Hence Theorem 3.2 implies that gt can be 0-defor-
med in the w-plane into CC™ when m=m(a,A,g) 7" 0, and
into C¢=C when m=0. On transforming these defor-
mations and models back to 31 by means of (7.2) one obtains
the following lemma.

Lemma 72. Set m = m(a,A,g) and suppose Ra™l.
Then [g] is modeled on M by any kernel k of Ra when
m=0, and by a product kc™ when m”=0, where Cj is
a positively sensed circle in M contacting k at an inner
point of k.

When Rs&= 1, the curve on M defined by the mapping
Pa is closed, since a(0 + 2n) = <a(0) so that the L-S-models
of g on M are like those in a euclidean plane of coordina-
tes (s, f). Hence the lemma.

Lemma 13. Set m =m(a,A,g). When Ra=l, [g] is
modeled on M by C™ where Co is an arbitrary positively
sensed circle on M.

§ 8. The S-order of g when the genus of S exceeds 1
In § 2 an admissible deformation D of a mapping feg has
been defined. Given D and an ~-antecedent; a of f we
shall specify the essential characteristics of a deformation
d of qa to be regarded as an A-antecedent of the deforma-
tion D of f. The deformation d shall continuously map
CXJ into M and satisfy the relations

(8.1) Hd(0,f)=D(0,f) d(0,0) ="a(0)

for each 0. To satisfy (8.1) it is necessary that

(8.2) ~d(O,f=d (O + 2M) d(0,0) = "a(0)

since D(0O+ 2n,1)=D(0, f), and since more particularly
(8.3) Rad(0,00=Ra»a0)= (0+m2n)=d (0 + 2n,0).
Conversely a continuous mapping d of CXJ into M which
satisfies (8.2) will serve to define a deformation D of f in

(8.1), and D will be admissible provided the deforms gf of
g have a common norm of local simplicity.
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The S-order p(g) of g will be defined by m(a,A,g) once
it has been shown that m(a,A,g) is independent of admis-
sible choices of a and A. To this end several lemmas are
needed.

Lemma 81. Let D be an admissible deformation of
feg, and d the deformation of a antecedent to the defor-
mation D of f. Let gf be the deform on S of g at the
time t, and set d(O,f)=at. Then for fixed A the order
m(a,A,g)=m(t) is independent of t.

If R™N,mMft) is the number of revolutions of the vec-
tor d(p-re, )—d(Q,f) relative to the field FfRa) as Q in-
creases from 0 to 2n with e=0 so small that the subarcs
defined by d(0,t) on M for fixed tinJ and Q<O<0+e¢e
are simple. It should be noted that the definition of mft)
calls for a use of F(JR&), but with a continuous one sees
that R'at = R& for each t. Thus mff) varies continuously
with t, and since its values are integers, it is constant.
If 1?7a=Z, then for fixed t, d defines a closed curve y on I'd,
and for variable t, an admissible deformation of these cur-
ves on M. The value of m(f) in this case is the E-order
of y in the z-plane, and so is independent of t.

Lemma 82. For fixed g and mapping A of M onto S,
and arbitrary U in G,

(8.4) mfa, A,g)=m|[U (a), A, g].

Instead of the ~-antecedent <a of feg in terms of which
m(a,A,Q) is defined, one can set a =U(a) and use the
zl-antecedent a, of f. It is clear that (pa,=U<pa Moreover
Ra,=URa Finally, the circular arcs of FfRa,f which with
¢a, are used in defining m[U (), A,g] are the (/-images of
the circular arcs of FfRM. It follows from the definition
of the orders in (8.4) in terms of field angles relative to
FfRa) and F(Ra,) respectively, that (8.4) holds.

Variation of the mapping A. The mapping of M
onto M. Let A and A' be admissible mappings of M
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onto S. The mappings A and A' induce a unique top.
mapping  of M onto M such that
(1) A point z in M corresponds to a point  (z) in M only
ifA@=A (©.
(2) The point ~(O) is in the polygon II.
For arbitrary R in G, AR=A so that by (1)
It follows that <PR(z) and d’(z) must be congruent under G,
so that for some transformation R* in G:

(8.5) <PR=R*<P.
Hence
(8.6) Rg=G>R<P-~1 R=0>~! R*®.

The mapping R into R9 thus defines an automorphism of G.

Given the mapping A, and R in G, we have introduced
three types of coordinates of a point P in S: an H-coordi-
nate z whenever A(z) =P, an H-7?-coordinate a=s + it
whenever P=AZR(a), and an H-.R-log-coordinate W whene-
ver P=AZr log W. These are coordinates of P at the
first, second and third level, as we shall say. Given a se-
cond mapping A' of M onto 5 we shall set Rf =R'. As
coordinates of P we then have zT-coordinates z', H'-jR'-coor-
dinates a'=s' + if, and A'-~-log-coordinates W'

At each level we shall make coordinates correspond
which represent the same point P in S.

Thus z shall correspond to z', a to a, w to W', when
the same point P is represented. These correspondences
are not 1—1, but it is possible to make a selection from
the correspondents z', a, W' of z, a, w, respectively, so that
the selected correspondences
(8.7) Z'=<>(2) a=T(a) w'= Exp[T(log iv)]
respectively define sense-preserving top. mappings of M
onto M, of the a-plane onto the a-plane, and the w-plane
(excluding w=0) onto the iv'-planc (excluding iv'=0).

The mapping o has already been "defined, and has the
properties desired in (8.7). Set
(8.8) T =ZR'<PZR.
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So defined T is clearly sense preserving and top. In order
that a and T(a) be corresponding A-R- and /T-.R-coordma-
tes respectively, it is sufficient that .
(8.9) AZR = A'ZR*T.
With T defined by (8.8), (8.9) is satisfied, since 'A=A'P.
The relation
(8.10) T(a + 2rti) =T(a) + 2jiz
is verified with the aid of (8.5) and the relations (7.1),
applied for R and for R*. Finally the mapping
(8.11) w'— Exp (T [log w])
is sense preserving 'and top., taking account of (8.10). In
order that w and its image W' in (8.11) represent the same
point P in S, it is sufficient that
(8.12) AZr[logw] = A'zRi T [log w],
and (8.12) follows from (8.9).
The point on the axis of R at which f=0 has been left
undetermined. To be definite we determine this point by

requiring that the t coordinate of z=0 be f=0. W.ith
this understood we can state the following:

The mappings (8.7) as defined are uniquely determined
by A A'R.

Lemma 8.3. For fixed g the order m(a A, g) is inde-
pendent of admissible choices of a and A.

Case I, (g) 770. That m(a, A, g) is independent of ad-
missible a for fixed A and g has been seen in Lemma 8.2.
Suppose then that A and A are two admissible mappings
of M onto 5. With g and A there has been associated
the transformation Ra in G in § 6. According to Lemma 6.2,

Ra I, since (g) 0. Introduce the mapping
(8.13) W'==Exp [T (log iv)]

of (8.7) as defined by A, A and Ra Under (7.3) with
R=Ra, g has a transform y in the w-plane, which is clo-
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sed by Lemma 7.0, and is L.S. because the mapping (7.3)
is locally top. Under the mapping

(8.14) P = A'ZR[logw'] [R =R8]

g has a similar transform 7/ in the iv-plane. An essential
property of (8.13) is that a w and w' which satisfy (8.13)
determine the same point PeS by (7.3) and (8.14) respecti-
vely. Hence / can be taken as the transform of y under
(8.13).

The transformation (8.13) is sense preserving and top.
and can be completed by making w—0 correspond to
w'=0. It follows that the completed transformation can
be deformed into the identity holding the points w=w'=0
fast. Hence the E-orders p and p of y and / in the w and
v/'-planes are respectively equal. It has been seen in Lem-
ma 7.1 that

mCa,A,g) + 1 =p mCa,A',g) + I=p'.
The lemma follows in Case | from the equality p=p'.

Case I, (g) =0. In this case an “-antecedent < of feg
defines a closed curve y on M, and m (a, A, g) is the E-order
of y in the z-plane of M. Similarly an “~-antecedent <3
of feg defines a closed curve /7 on M. Observe that / is
the transform of y under provided one takes a'=C,(a),
as is possible. Since  can be deformed into the identity
among top. mappings of M onto M it is clear that

m(a, A,g) =mCa, A’ g),
and the proof of the lemma is complete.

Definition. When the genus of S exceeds 1 the S-order
p of a L-S-curve g on S is taken as the value of m(Ca A, g)
shown above to be independent of the choice of admis-
sible a and A.

Theorem 8.1. The S-order p of a L-S-curve g on an
orientable surface S of genus > 1 is independent of admis-
sible deformations of g.

The theorem follows from Lemma 8.1, and the indepen-
dence of m(a A, g) of admissible choices of a and A.
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With A and g given we have determined an element
Ra in G, and in stating Lemma 7.2 have made use of a ker-
nel of Ra. Such a kernel is a straight //-segment of mini-
mum //-length among //-segments modeling (g) on M. Any
such minimizing //-segment is the kernel of some Ra belon-
ging to g. W.ith this understood, Lemmas 7.3 and 7.2 can
be stated as follows:

Theorem 82. Let g be a locally, simple, sensed clo-
sed curve of S-order p on an orientable surface S of ge-
nus > 1. Let A be an admissible mapping of the H-plane
M onto S. When the homotopy class (g) 0 let k be an
H-segment on M modeling (g) under A, and of minimum
H-length among such segments on M. Then the L-S-homo-
topy-class [g] is modeled by k on M when p=0, and by
a product 1:C0 when p”O, where Cn is a positively sensed

circle on M. When (g) =0, [g] is modeled on M by CO.

No two of the above models are in the same L-S-homo-
topy class.

§ 9. Non-orientable surfaces. The case of non-orien-
table surfaces S has also been treated by the author. Let
S' be a two-sheeted orientable surface covering S. Let g be
a L-S-curve on S. A point P' of S' covering a point P of
S will be said to project into P. L-S-curves g on S are of
two types: Type | preserving a local orientation indicatrix
as g is traced once, Type Il inverting such an indicatrix as
g is traced once. Curves of Type | on 5 are the conti-
nuous projections of L-S-closed curves on S'. For curves
of Type I, [g] can be modeled on S' exactly as in the pre-
ceding sections.

To consider curves g of Type Il on 5 it is convenient
to suppose G top. modeled by a regular surface 5*. On
S* let k be any fixed regular L-S-curve of Type Il. Let

be a regular curve on 5* which is a top. circle, which
bounds a 2-cell on 5% and which is positively tangent to
k at some point of k. When g is an arbitrary curve of
Type 11, [g] is modeled by k or a product KCx.
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For example when 5 is a projective plane [g] is mode-
led by Ch or dj if g is of Type I, or by k or KCx if g is
of Type Il. One can take k as a straight line in the pro-
jective plane. It follows that one can take k, k,k,k as
models of the L-S-homotopy classes in the projective plane.
No two of these models are in the same L-S-homotopy
class.

A proof of these results will be given elsewhere.
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ON TOPOLOGICAL APPROXIMATION
OF POLYTOPES

by
Karol Borsuk (Warszawa)

1. Polytopes. By polytopes we shall understand here fi-
nite sums of geometric simplexes*)» Their topological images
will be called curvilinear polytopes.

Though the curvilinear polytopes are the most investigated
class of spaces studied in the topology, their topological
nature remains still mysterious. Their definition is based
onto elementar geometrical notions and all efforts to obtain
their intrinsic characterization (not tautological) of purely
topological nature seem rather hopeless.

In this situation it seems to be not deprived of interest
to investigate some classes of spaces with the topological
structure approaching this of polytopes, but more general
than the class of polytopes.

2. Transitive classes of mappings. All spaces considered
here are supposed metrizable and separable. Since each
such space is homeomorphic to a subset of the Hilbert
space?), one can assume that all spaces investigated here
are subsets of the Hilbert space. We shall also assume

*) Geometric k-dimensional simplex is a minimal convex subset of the
cartesian n-dimensional space Cn spans by fc+1 linearly independent points
(vertices) of Cn. o

2) Hilbert space is the space consisting of all sequences of real num-

bers{ xn } with g xn convergent as points and with the metric

<2({*n } .~ }):I/"" S(Xn""yn)Z'

By the celebrated imbedding theorem of L. Urysohn every space is
homeomorphic to a subset of the Hilbert space. See, for instance,
W. Hurewicz and H. Wai Iman, Dimension theory, Princeton 1941, p. 64.

Rocznik. Pol Tow. Matem. XXI. ]_7
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that the range as well the set of values of every considered
mapping are both contained in the Hilbert space.

There are two different ways to define some classes of
spaces more general than the class of polytopes. The first
consists on the explicite postulating of some topological pro-
perties holding for polytopes, the second — on the investiga-
tion, instead of all homeomorphic images of the polytopes, the
class of all images of the polytopes by the mappings belon-
ging to some family of mappings more general than the
family of all homeomorphisms. This second way corresponds
to the ideas of the known ,Erlanger Programm® of Felix
Klein3) to classify all geometrical properties as invariants
of some groups of transformations. But in our investigations
we have to do not with the one-one transformations but
in general with not univalentd) mappings having different
sets of values and ranges. Therefore instead of groups of
transformations we shall consider the more general transi-
tive classes of mappings, that is the classes 3? of mappings
such that if <p,yje® and the set of values of < is identical
with the range of then the mapping Yj<p (considered in
the range of <p) belongs to ft. Evidently the intersection of
every family of transitive classes of mappings is also a transi-
tive class of mappings.

For instance the class ftj of all continuous mappings is
transitive. An other example of a transitive class is a class

of all homeomorphisms. We shall consider here only
transitive classes $ satisfying the inclusion

1) NOOCAGA.

3. Approximations of the class of polytopes. Letn denotes
the class of all polytopes and $ a transitive class of mappings.
Let us denote by ft (k) the class of all spaces of the form
9 (P), where P runs through all polytopes and < through all
mappings belonging to ft and having P as the range. The
inclusion (1) implies that ft(n) contains all curvilinear poly-

3) F. Klein, Vergleichende Befrachtungen uber neuere geometrische
Forschungen, Math. Ann. 43 (1893). o
1) A mapping f is said univalent whenever xpx" implies /(*)=!=/(*")e-
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topes. It will be called an approximation of the class of
polytopes.
If St and St' are two trasitive classes of mappings such that

$() St(n)

we shall say that the approximation St(n) of the class of
polytopes is better than the approximation St' (n).

4, Topological approximations of the class of polytopes.
The approximation St(n) will be called topological if both
the class of mappings as well as the class of spaces St(it)
are intrinsically characterized by means of general topology.
The notion of topological approximation has a subjective
character. A given approximation St (it) becames topological
for this one who is able to characterize intrinsically both
the class of mappings St as well as the class of spaces Si(n).
Following two examples will explain the sense of this
notion:

1. The class St*fir), that is the class of all curvilinear
polytopes is an approximation (the best one) of the class of
polytopes. But this approximation is not topological because
(by actual state of science) not any intrinsic characterization
of the class ~(n) is known.

2. The class ™ (ji), that is the class of all continuous
images of polytopes is an approximation (the worst one)
of the class of polytopes. This approximation is topological,
because continuous images of polytopes are the same as
locally connected compactas$ and the notion of the conti-
nuous mapping is topological.

5. The class Sil(jt) and the polytopes. As we have already
remarked, the spaces belonging to St/n) are the same as
locally connected compacta. They were the object of many
investigations8). Noteworthy properties of these spaces are:

s) By known theorem of Mazurkiewicz-Hahn every locally con-
nected compactum is a sum of a finite number of disjoint locally connected
continua.

16) A modern treatment of their theory is contained in the book of
G. T. Whyburn, Analytic Topology, New-York 1942, American Math.
Soc. Colloquium Publications XXVIII.

iy
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1° The finity of the 0-dimensional Betti number.

2° The arc-wise connectedness of every component.

Moreover let us notice that the sum and the cartesian
product/) of two sets belonging to ~(it) belongs also to

Among the sets belonging to .ft/a) there exist spaces
with the topological properties entirely different from the
properties of polytopes.

Thus for instance:

a) There exist spaces belonging to ~(n) with infinite
dimension and also with infinite Betti numbers.

b) There exist in the cartesian 3-dimensional space C3
a set belonging to ~(n) with vanishing all Betti numbers
and a topological mapping of it into itself which has no
fixed points§).

c) There exists in the cartesian 4-dimensional space Ci
a 2-dimensional set yde~X) such that the dimension of
cartesian product AXA is equal to 39).

We can observe that the fact of the apparition in the
class ~(jt) of various ,pathological“ sets was a priori ex-
pected, because each compact space may be completed to
one belonging to ~(X) by addition of some sequence of seg-
mentsl0).

6. The class 3t2. A continuous mapping f of a space X
onto a space Y will be said to be r-continuous, if there
exists a continuous mapping f of Y into X satisfying the
condition

f f (y)=y for every yeY,

7) Cartesian product of two spaces A and B is the space AXB who-
se points are the ordered pairs (x,y) with xeA and yeB. The metric in
AXB is given by the formula Q[(x,y), (X, y)]=|/e (x,xX)2¢(y,y")2

8? See K. Borsuk, Sur un continu acyclique qui se laisse transformer
Ei)ggst))giqug{nent en lui méme sans points invariants, Fund. Math. 24

» PooL .

9) See L. Pontrjagin, Sur une hypothése fondamentale de la théorie
de la dimension, Comptes Rendus de I'Ac. des Sc. 190 (1930), p. 1105-1107.

1) M. Wojdyslawski, Sur la contractilité des hyperspaces de continus
localement connexes, Fund. Math. 30 (1938), p. 250, lemme 2.
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r-continuous mappings are the samell) as the mappings of
the form hr (x) where r denotes a retractionl?) and h a
homeomorphism.

The class of all r-continuous mappings will be denoted by
S1 The class St 1S transitivell) and satisfies the inclusion

2) ftp

The list of topological properties invariant under mappings
belonging to ft2 is much longer than the list of properties
invariant under all continuous mappings. In particular to
such properties belongl3):

1. dimension < n
2. local contractibility.

It follows that all elements of class ft2 W are compact and
locally contractible spaces of finite dimension. Conversely,
it is knownl4) that all such spaces belong to ft2(n). Thus
we can formulate the following

Theorem. The class ft2(jt) is a topological approximation
of the class of polytopes, characterized by compactness,
finite dimension and local contractibility.

Noteworthy properties of the spaces belonging to ft2(it) are:

3° The discrete homology groups of every space belonging
to ft2(it) are subgroups of those of a certain polytope. The
same holds also for the fundamental groupls).

l(lJl8)5K Borsuk, On the Topology of Retracts, Annals of Math. 48 (1947)

1) Bé retraction we understand a continuous mapping r(x) of a space
A onto BCd satisfying the condition r(jx)=x for every xeB. If a ret-
ract|on of A onto B eX|sts then B is called a retract of A.

L c.p. 1085 and 1086.

14 K. B orsuk, Uber eine Klasse von lokal zusammenhangenden Raumen,
Fund. Math. 19 ( 193221 p. 240.

I5) See S. Lefschetz, Topics in Topology, Princeton 1942, Annals
of Math Studies 10, p. 108, Also S, Lefschetz, On locally connected
sets, Annals of Math. 35"(1934)Fp. 128 and K. Borsuk, Zur_kombinafo-
rischen Eigenschaften der Retrakte, Fund. Math. 21 (1933) p. 9 and 92.
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4° If E belongs to $2C1) and f is a continuous mapping
of E into itself with the ,number of Lefschetz* A/T OB,
then f has a fixed pointll).

It follows from 3° and 4° that the singularities a) and b)
mentioned in the Nr. 5 are impossible for spaces belonging
to the class $2(jt). The question if the class $2(n) contains
spaces with the singularity c) remains open.

7. The property zL There exist however important
topological properties of polytopes which cease hold for all
spaces belonging to the class M2 (n). One of such properties
is the so called

Property z/. A space E has the property A whenewer
for every point aeE every neighborhood U of a contains
another neighborhood V of a such that every compact set
EQV is homotopic to a point over a compact set FQU
such that dim F<dimE+1

It is clear that the property A includes the local con-
tractibility. It is known further that

1. For the subsets of the 3-dimensional cartesian space
C3 the property A is equivalent to the local contractibilityl9).

2. Every polytope has the property AlJ)-
3. For the compact spaces having the property A all so

1) The mapping f induces, for each k—0,1,..., a homomorphism <k of
the k-dimensional rational homology groups Hk (E) into itself. Since Ee”2(n),
the groups Hk(E) have finite hases and for k > dim E are zero. Hence the
trace of <k is well defined for k—0,1,... and it vanishes for k > dimE.
The ,,number of Lefschetz* f\[ is well defined by the formula

o

) —)fc« trace k.

¥) S. Lefschetz, On the fixed point formula, Annals of Math. 38
(1937), p. 819-822.

18) K. Borsuk, Ensembles dont les dimensions modulaires de Alexan-
droff coincident avec la dimension de Menger-Urysohn, Fund. Math. 27
1936), p. 79.

”) 'L ¢ p. 83-87.
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called modular dimensions are the same as the dimension
in the usual sense0).

4. There exist in ~2(it) spaces without the property z/21).

Since the dimension modulo 2 of the cartesian product
of two compact spaces is equal to the sum of their dimen-
sions modulo 2, we infer that the singularity ¢) mentioned
in the Nr. 5 is impossible for spaces with the property zL

8. The class it2z). Let us denote by $2) the class of all
such transformations fe®? that for every compact subset E
of the set A of arguments and for every s>0 there exists
a continuous mapping /¢ of E into f(A) satisfying the both
conditions:

(3) dimfs (E) < dimE,
4) Q [f (), fe (x)] <e for every xe E.

It is evident that

~oo CZ Cz B2 CZ Bi-

Theorem. The class ft2z/ ’s transitive.

Proof. Let f and g be two mappings belonging to & 2.
and let A be the range of f and B=1f (A) the range of g
Let E be a compact subset of A. For every e >0 there
exists a continuous mapping /¢ of E into B satisfying the
conditions (3) and (4). Since the set (E) is compact and
g e $2/ there exists a continuous mapping g. of (E) into
g (B) such that
(5) dim gJe(E)< dim/JE)

(6) 9[ge (y), g (W)l <« for every yegs(E).
The mapping ge fs is continuous arid it maps E into g (B).
By (3) and (5) we have
dim ge ft (E) < dimE
and by (4) and (6)

P [ge/e efO)l ?[gef.M, g (X)]+P[gfs(x), gf(x)]
for every xe E.

) L c p. 9. Itis to notice that the question remains open if all
modular dimensions are identical with the dimension in usual sense also
for all sets belonging to the class

) Lc p 78 et K. Borsuk, Quelques rétractes singuliers, Fund
Math. 24 (1935), p. 256.
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By (6) the first term of the right hand side is < « and the
second term by £->0, converge uniformely to 0, since g is
continuous, B is compact and p [/e (x), f (x)] <e. It follows
that for sufficiently small £ the distance p [gf ft (x), g f (X)]
is arbitrarily small. Hence g f6®2J-

9. Invariance of the property z/ under mappings belon-
ging to We shall now prove the following

Theorem. Let the range A of mapping fe$2z/ be a
compact set of finite dimension with the property A- Then
the set of values B — f (A) has also the property Al

Proof. Since jfeSlj C  there exists a continuous
mapping /* of B into A such that ff*(y) =y for every
y eB. The mapping /* f is a retraction of A to Ao=/*(B)
and, by theorem of Nr. 8, it belongs to since fe ft2z/
and /* is a homeomorphism. It follows that it suffice to
prove the theorem in the case when /e$? . is a retraction
of XtoBCA

Let aeB. By the property A, for every «>0 there
existsl8) a ii=0 such that every compact set E C A such
that

P(x,a)<Ai for every xeE
is homotopic to a point over a compact set F Q A satisfying
the conditions:
p(x,a)<<f for every xeF
dimF <dimE + L
This means that there exists a continuous function < (x, f)
with the range
EX<O0,I>
and with values belonging to F such that
(b (x,0) =x and ¢ (x, 1) ==const, for every xe E.

Consider now an arbitrary continuous mapping g of A

into B such that

@) g (xX) =x for every xeE.

It is clear that the function g (x, f) deforms homotopically
the set E to a point over the set g (F) C B. Consequently
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to prove the theorem it suffices to find the mapping g in
such a manner that
(8) e[g (%), F(x)] <s for every xeE
and
dimg (F) < dimF.
By (7) the last condition is a consequence of the condition
(€)] dimg (F—E) < dim (F—E).
In order to find a mapping g satisfying (7), (8) and (9)
00

let us decompose F—E into a sum S Fk of compact sets
r—i

Ffo By the known sum theoremz??) of the dimension theory
we have

(10) dimg (F—E) = sup dim g (Ff).

Consequently it remains to show that there exist conti-
nuous mappings g of F into B satisfying besides the con-
ditions (7) and (8) the inegality
(11) dimg (FI) dimFj. for every k—1,2,...

Let BF (E) denotes the set of all continuous mappings
g of F into B satisfying the condition (7), metrized by the
formula

9(9,9)=SupQ[g(x). g (x)] for every g, g e BF (E).

Since B is compact, BF (E) is a complete space?3). Let us
denote by Nk, for every k=1, 2,..., the subset of B (E)
composed by all mappings g such that
(12) dim g (Ft)  dim Fk
Furthermore let us denote by nk the dimension of Fk and

by NKktl, for every 1=1, 2,..., the subset of BF (E) composed
ba all mappings g such that the (ni+1)-th Urysohn’s?

2) See for instance W. Hurewicz and H. Wallman Dimension
Theory, Princeton 1941, p. 30.

) A metric space M is said to be complete provided every sequence
I'pn} ofits points such that lim sup e(Pn»Pn+k) = 0. converges to a point

belonging to M.
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constante24p5of the set g (Fkt) is <j. It is easy to seeiS)
that the sets NKki, are open in BF (E) and that

(13) Nft = BF(E)- T] Nk,
1=1
Let us prove now that every of the sets Nk is dense
in B (E). It is to show that for every mapping geB (E)
and every 1]>0 there exists a mapping g'e Nk t such that
(14) Qg (%), g (x)] <] for every xeF.

Let « denotes a positive number arbitrarily small. There
exists a positive number
(15) A<|x
such that
(16) e [f(), f(y)] x if x,ye A and Q(X,y) <A

By virtue of the property A for the space A, there
exists26) a continuous mapping g, of F into A such that

g; (X) = x for every x¢eE,

(17) 0> (*), g (x)J <A for every xeF,
dim gk (Ff) < nk

Since fe there exists a continuous mapping f' of
g, (Fk) into B such that for every xeg, (Fk) it is
(18) QLF ). F ] <A
(19) dim ' gx (Fk) < nfc

If we put
(20) g* (X) = Fgx (*) for every x6 Fb
(21) g* (X) =x for every xe E,

) called also the ,,coefficient d'applatissement de dimension n“  See
P. Urysohn, Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes II, Fund. Math. 8
(1926), p. 353. Compacta of dimension > n are the same sets as compacta
with the n-th Urysohn constante positive.

5) See K. Borsuk, Sur les transformations continues n'augmentant
pas la dimension, Fund. Math. 28 (1936), p. 92.

0) Lcp 97
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then we obtain a continuous mapping g* of the compact
subset E + Fk of F into B. By virtue of (17), (18), (16) and
(15) we have for every xe Fk

Plg* (x), 9 001 =Q [Fox (x), fg ()] < Q[fg, (x), For (X)]
+e[fgx(Xx)Jg(X)]< A + jx<X.
By (21) we infer that
(22) P [g* (X), g (X)] < x for every x e E+Fk

Since the compact space B, as a retract of A, is locally
contractible and has the finite dimension, we infer from
(22) that, provided that x is sufficiently small, the mapping
g* may be prolonged?’) to a continuous mapping g' of the
whole set F into B satisfying the condition (14). Further-
more by (19) and (20) we have

dim g'(Fk) = dim f'gk (Fk) < nk.
Consequently the mapping g belongs to Nkil for every
1=1,2,.... Thus the open set NKkIt is dense in the space
BF(E). It follows by (13) that the set Nk is of the first
category in the space BF(E). With regard to the known
thec%rem of R. Bai relg8) we conclude that the set BF (E) —

—k§IN. is dense in B (E). Hence there exists a mapping

00
ge Bp (B) _k%INk satisfying the conditions (7) and (8). By the

definition of Nk the mapping g satisfies also the condition
(11) This completes the proof.

10. The class

Lemma. If A is a compactum having the property A,
then every r-continuous mapping f of any space M onto A
belongs to '

) Lcop. 9.

%) By vr\)/hich.if A is a subset of first category of a complete space
M, then M—A is dense in M. See for instance C." Kuratowski, Topo-
logie I, Warszawa - Lwow 1933, Monografie Matematyczne Ill, p. 204.
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Proof. Let E be a compact subset of M. The set consi-
sting of all continuous mappings ¢ of M onto A satisfying
the condition

dim <AE} > dimE
is of the first category in the complete space AAl of all
continuous mappings of 31 into A%). Consequently, for
every e >0, there exists a continuous mapping of M into
A such that dim fe(E) < dimE and

/(*)]< £ for every XsE.
Thus /T$2J(ir).

Theorem. The class $2JGt) zs a topological approxima-
tion of the class of polytopes characterized by compactness,
finite dimension and the property Al

Proof. Let Ae®Zj (a). There exists a polytope P and a map-
ping fe”2j °f P onto A. But P is a compactum of finite
dimension possessing the property Al9)- Hence, by the con-
dition 1 of Nr 6 and the theorem of Nr 9 we infer that A
is a compactum of finite dimension having the property A-

Conversely let A be a compactum of finite dimension
having the property A. Then A is locally contractible and
consequentlyl4) it is a r-continuous image of a polytope P.
Applying the precedent lemma we infer that the r-continuous
mapping f of P onto A belongs to and consequently

This completes the proof.

Refering to the known theoremld) concerning the sum
and the cartesian product of two compacta possessing the
property A, we obtain the two following corollaries:

Corollary 1. Let the common part of two compact sets
A and B belong to ~2j(n). Then the sum A + B belongs
to $2J(n) if and only if both sets A and B belong to ®2j(n).

Corollary 2. The cartesian product of two sets belonging
to 572z/(n) belongs also to ®2J(n).

11. The class ~2J(*) and the polytopes. It was already
mentioned (in the Nr. 7) that there exist in S (it) sets for
which the property A does not hold. On the other hand
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there exist in ®2J(it) sets not being polytopes; for instance
the set

co

n=I

where Ln denotes the segment joining the points (0,0) and
2 °f the cartesian plane C2 Furthermore there exist

sets belonging to —”)(jt). For instance the set

o

where &n denotes the cercle definite in the cartesian plane C2
by the equation (x— +y2=~2" Thus we have

~({t) £S%I(k)  2(n) 8

The sets belonging to ®2j(¢' have all properties own to
the sets belonging to $2(ji), in particular the properties 1°
and 2° of Nr. 5 as well as the properties 3° and 4° of Nr. 6.
Furthermore the property A implies that

5° For the sets belonging to the class ®2z/(ji) all modular
dimensions29) are identical with the dimension in the usual
sense).

As it was already mentioned, it follows from 5°:

6° If A, Beb5t2z(a:), then dim (AXB)=dim A + dim B.

15. Topological singularities in the class ~2z)(ji). We have
shown that many important topological properties of poly-
topes hold also for all sets belonging to the class J?2z/(n).
Let us now indicate some topological property of polytopes
which ceases to hold in the domain of all sets belonging
to $2(n).

It is knownll) that there exists in the cartesian 3-dimen-
sional space C3 a locally contractible compactum A which

29) In the sense of P. Alexandroff, Dimensionstheorie, Math. Ann. 106
(1932), p. 161-238.

%) See K. Borsuk, Ensembles dont les dimensions modulaires de Ale-
xandroff coincident avec la dimension de Menger-Urysohn. Fund. Math.
27 (1936), p. 0.

sl) S. Mazurkiewicz_and K. Borsuk, Sur les rétractes absolus
indécomposables, Comptes Rendus de I'Ac. des Sc. 199 (1934), p. 110
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is not decomposable into finite sum of absolute retracts8?)
By 1 of Nr. 7 and the theorem of Nr. 10 the set A belongs
to Thus we see that not every set belonging to a
is decomposable into a finite sum of absolute retracts. On
the other hand, every polytope is by definition sum of sim-
plexes, being evidently absolute retracts.

The existence of decompositions into absolute retracts
constitutes an important property of polytopes, on which
is based their finite combinatorial theory. The absence of
such decompositions for arbitrary sets belonging to the class

renders the deepening of their topological structure
more difficult.

16. The property A. An important part of the combi-
natorial contents of the simplicial decomposition is contained
in the following notion:

A finite collection £ of subsets Ev E2,...,Ek of a space
X will be called a net, if for each sub-collection Et ,Ei,...,E.

m
of X the set \F:tl E, is either empty or it is a contractible

and locally contractible compactum.

The sets El E2,..., Ek will be called elements of the
net J?. It follows from our hypothesis that they are con-
tractible compacta. In particular if the dimension of X is
finite, the elements of a net in X are absolute retracts3?).

A net X in X will be called e-net whenewer the largest
of the diameters of its elements is <e.

Evidently each sub-collection of a net (resp. of a s-net)
is a net (resp. a e-net).

3)) The space B is said to be an absolute retract whenewer it is
a retract of ever?; space A#'B.. Whenever for every space XDB there
exists a neighborhood U of B in A such that B is a retract of U then B
is said to be an absolute neighborhood retract. Every locally contractible
compactum of finite dimension is an absolute neighborhood retract. Abso-
lute retracts are the same as contractible neighborhood retracts. See
K.Borsuk, Uber eine Klasse von lokal zusammenhangenden Raumen, Fund.
Math. 19 (1932), p. 229 and 242.
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A net 2 in the space X will be called a covering of X
if each point xeX lies in the interior of at least one of
the elements of X.

Property A. We shall say that a space X has the pro-
perty A if for every «>0 there exists a e-net in X being
a covering of X.

Example. Let X denotes a polytope given in a simplicial
decomposition ® and let S' denotes its barycentric subdi-
vision. If we denote, for every xeX, bv S(x) the sum of
all simplexes of S' containing X, we obtain a net being
a covering of X.

In particular if the given simplicial decomposition S of
X has sufficiently small simplexes then we obtain in this
manner a «-net with e arbitrarily small. Consequently every
polytope has the property A.

It is known that if A,B and A-B are absolute neighbo-
rhood retracts3?), the sum *+B is also one. It follows by
recurrence that the sum of elements of a net in a space of
finite dimension is always an absolute neighborhood retract.
In particular, every space of finite dimension having the
property A is an absolute neighborhood retract.

It is easy to see that for sets lying in the cartesian
plane C? the opposite statement is also true: every absolute
neighborhood retract has the property A. We have already
mentioned (in the Nr 15) that the least statement cease be
true for sets lying in the cartesian 3-dimensional space C3

The question if there exist spaces having the property A
but deprived of the property A remains open.

Theorem. The cartesian product of two spaces having
the property A has also this property.

Proof. Let A end B be two spaces having the property A
There exists, for given « >0, a j*=-net ™= (EL,E'2,...E')

in A being a covering of A and a - net —(FL, F2,...,Fl)

in B being a covering of B. The sets E™Fj, as cartesian
products of two contractible and locally contractible com-
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pacta are contractible and locally contractible compacta and
their diameters are <e. Since the intersection of sets
EjjX ,Fi2XE;o,..., Em Fjm is evidently identical with the
set (Efi1tEi2— E=im) X (Fjt -Fjy- ... Fjm), we infer that it is either
empty or contractible and locally contractible compactum.
Consequently the sets E. X F, constitute a e-net in AXB.
Finally, if a point aeA lies in the interior of Et and a point
beB in the interior of Fjt then the point (a,b)edXB lies
evidently in the interior of E”F], Thus we see that the
net consituted by the sets E™Fj is -a covering of XXB.
This proves the theorem.

Problems: 1. Let be a set having the property A
Is it true that both sets A and B have the property X?

2. Let A, B and A1B are sets with the property A- Is it
true that A+B has also the property X?

17. The class $72/). Let us denote by $2/f the class of all
r-continuous mappings f such that for every e>0 there
exists a ] >0 such that for every 77-net

G—(E], E2,..., E/)
lying in the space X of arguments there exists a r-continuous
mapping T of X onto Y =/(X) satisfying following both
onditions:

1) P /'(X)] <e for every Xx¢eX,

2) The sets /'(Ej, fCE7,..., '(EK) constitute a net in Y.
It is evident that

cCoC G

Theorem. The class 521 is transitive.

Proof. Let f and g be two mappings belonging to "2/1
and let X denotes the range of f and B =/(X) be the range
of g For every ¢>0 there exists a Ij>0 such that for
every 77-net 2B= (El Fl,..., FK) lying in B there exists
a r-continuous mapping g' of B onto C=g(B) such that

efg(y). gWI <1 for every yeB
and that the sets ¢'CFj), g'(F2),..., 9'(Fk) constitute a -netin C.
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Furthermore we can suppose that the number Ijis so small that
Q [g(y), g(y)J < | provided that y, yeB and Q (y, y") <Tl.

For this 7] there exists a A>0 such that for every A-net
2a— (Bb E,..., EK) lying in A there exists a r-continuous
mapping f of A onto B such that

0 If(x), f'(X)] <7 for every xeA

and that the sets ftE™, f(B2),..., f'(EK) constitute a 77-net
in B. If for given A-net SA=(El, EL,..., EK) in A we put

F,=/(E,) fori=I, 2,...k

then we infer from Nr..6 that g' f' is a r-continuous mapping
of A onto C and that the sets ¢'f'(Ef), i=I, 2,...,k, con-
stitute a e-net in A. Furthermore we have for every XeA:

Qlgf(x), g'F (] < QLgT (9, g F N +Q[g F (), g F ()
e, e
< £
Hence ¢ f belongs to $21 and the theorem is proved.

18. Invariance of the property A under mappings be-
longing to the class We shall now prove the following

Theorem. Let the range A of f6&2a be a compactum
having the property A. Then the set of values B =f(A)
has also the property A.

Proof. For arbitrarily given ¢ > 0 there exists a 77 > 0such
that for every 77-net 22 = (Bb E,..., EK) lying in A there
exists a r-continuous mapping f of A onto B such that the
sets ' (Ej,f (EJ,...,? (EK) constitute a s-net 2! in B and
that (? [f (x), T (x)J < ¢ for every xe A. In particular iet us
assume that the net £ is a covering of A and let f denotes
a continuous mapping of B onto A satisfying the condition

ff(y) —y for every yeB.

Then T maps the set f (B) C A on B topologically. Since
B is a covering of A, there exists for every point aef (B)
an element Et of S such, that a lies in the interior of B,.
Then T (a) lies in the interior of £(B,) (in the space B).

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. 18
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Hence the e-net S' constitutes a covering of B, that is B
has the property A.

19. The class ~2/1(it). e shall prove the following

Theorem. The class St2A (a) 15 a topological approximation
of the class of polytopes. The sets belonging to .$21  are
the same as finite-dimensional compacta having the pro-
perty A.

Proof. Since all polytopes are finite-dimensional sets
having the property A, we infer from the theorem of the
Nr. 18 that every set belonging to ~21(jt)  finite-dimensional
and has the property A-

Conversely, let B be a finite-dimensional compactum
having the property A. We can assume that B lies in the
k-dimensional cartesian space Ck33) and that k> dim B
By the property A the set B is an absolute neighborhood
retract and consequently there exists a homogenously Kk-di-
mensional polytope P c Ck being a neighborhood- of B (in
the space Ck) and a retraction f mapping P onto B. We
shall prove that fe @A

Let £ denotes a positive number arbitrarily given and
let FI,F2,...,Fm be absolute retracts constituing a e-net in
B being a covering of B. There exists a positive number s'
such that every subset of B having the diameter <s' lies
in at least one of the sets FI,F2,...,Fm. Furthermore there
exists a positive number ] such that every subset of P
having the diameter < is mapped by f onto a set having
the diameter <s'.

Let EI,E2,...,El denotes a zj-net in P being a covering
of P and such that every set Et contains interior points.
Consequently dim Ei=k>dim B and there exists a point
ate Et—B. We can assume that af# a: for 24=]. It follows that
there exists a positive number a such that if  denotes the
open spherical neighborhood of a; in Ck with the radius a, then

KiGEi—B for 1=1,2,..../,
'Kj=0 for 14=].

$s) By the known ,imbedding theorem“ of Menger-Nobeling. See
for instance W. Hurewicz and H. Wallman, 1 c. p. 56.
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Let us denote by K* the closed spherical neighborhood of

af with the radius By virtue of the definition of the

number » there exists for every v=1,2,..., | an index jv
such, that

Let us put _
[
fi(x)=f(x) for xeP—SK .

In the set K'v let us define the mapping F in such
a manner that it maps the set X* continuously onto the
absolute retract Fj . The mapping i' can be prolonged con-

tinuously onto disjoint sets Kv—K? in such a manner, that
the values of T in the set Kv—K* belong to F~ This is

possible because all values of F for the arguments lying in
the boundary of the set Kv—K*v belong to F* and this last

set is an absolute retract. Thus we obtain a continuous
mapping T of P into B. Since for every xeB it is ' (x) =x
this mapping f' is a retraction of P onto B.

For xe Kv we have f(x) e f(Ev)C.F}* and f'(x) e f'(Ev)=Fjv.
But the diameter of F" is<e. Hence (! [f(x), jf(X)] <e for
every xeP. Consequently fe®2l and B e ~2/1(3t).

20. The class ft3. If we put

N3 = "N2/3’ N24

we obtain (by the theorems of the Nr. 8 and 17) a transi-
tive class of mappings satisfying the inclusions:

~oo C S3 C S2j,
~co C "3 C N2/f

Accordingly to the theorems of the Nr. 9 and 18 both pro-
perties z/ and A are invariant under mappings belonging
to S3. It follows that the sets belonging to S3(it) are finite-
dimensional compacta possessing both proporties A and A.

18
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Conversely, let B be a finite-dimensional compactum
having both properties z/ and A. By the theorem of the
Nr. 19 there exists a transformation fe A mapping a poly-
tope P on Y. Furthermore by the lemma of the Nr. 10 we
have fe Consequently feSt3 and we can formulate the
following

Theorem. The class $3(ji) is a topological approximation
of the class of polytopes. The sets belonging to Si3(n) are
the same as finite-dimensional compacta having both pro-
perties Al and A.



SUR LES INTEGRALES D’UN SYSTEME D'EQUATIONS
DIFFERENTIELLES TANGENTES AUX HYPERPLANS
CARACTERISTIQUES ISSUS DU POINT SINGULIERY)

par
Tadeusz Wazewski (Krakdw).

.~mConsidérons un systeme d'équations différentielles
dui
dt

et supposons que lorigine des coordonnées O = (0O,...,0)
en soit un point singulier, c.-a-d. que 9?(0,..,0) =0,
(z=1,.., n). Supposons que les < soient continues au
v0|smage de O et quelles possédent la différentielle de
Stolz au point 0, sans étre forcément différentiables autre-
part. Pour illustrer notre théoreme principal (Théoreme 2
du § 8) sur un exemple particulier, supposons que les raci-
nes caractéristiques de la matrice

9/(uj,..., un), (i=1I,..., n) (0,2)

soient réelles et différentes entre elles
Si<sl<si<..<s <sitl<..sh

Désignons par dv d,..., dn les droites caractéristiques cor-
respondant consécutivement a ces racines. Si pour un cer-
tain i on a s; <0 alors la totalité des intégrales, qui pour
f= + 00 sont au point O tangentes a d,, se projette sur le
plan passant par les droites di..., d, j, dt comme un en-
semble a i dimensions.

Dans le Théoreme 2 le réle de la droite d, est joué par
une variété caractéristique (c. - a-d. un hyperplan caractéris-
tique pouvant, en particulier, se réduire a une droite)

1) Présenté le 9. XII, 1947 a la Soc. Pol. de Math. (Section de Cracovie)
cf. ces Annales T. XX. p. 390.
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qui jouit d'une certaine propriété (est ,,cohérente” et ,né-

gative”, — cf. les définitions du § 7).
Ce théoréme parait étre nouveau méme dans le cas des
< analytiques. |l parait étre intéressant qu'il est juste aussi

dans le cas ou l'on ne suppose pas l'unicité des intégrales
du systéeme (0,1) (cf. Remarque 6, § 9). La démonstration
est basée sur un principe topologique que nous avons in-
diqué précédemment.?)

Les Lemmes 1 et 1 bis (§ 6) sont susceptibles d'applications
aussi aux autres problémes asymptotiques. La longueur de
la démonstration de la Remarque 2 (8 6) provient de ce
que nous avons développé les détails de l'idée directrice
conduisant aux équations et inégalités différentielles qui
permettent de déterminer d'une fagon naturelle les fonctions
a, fi, y, & Nous avons ainsi évité l'artifice conduisant a une
démonstration beaucoup plus rapide et consistant a définir
ces fonctions par les formules (6,45), (6,47), (6,48) et (6,49)
sans expliquer les raisons de telles définitions.

§ 1. Définitions et notations. Soit
-N=9"(/,NM,...,”), (i=1,...,n) (1,1

un systeme d’équations différentielles que nous écrirons aussi
sous la forme vectorielle

= (1,1)

ou O=(",...,t7n) désigne le vecteur ayant les coordonnées
tfl,....#" et O a une signification analogue. — Nous supposons

gue O soit définie dans un ensemble ouvert & (et la seule-
ment) qu’elle y soit continue et que par chaque point PeQ
passe une intégrale unique de (1,1) qui sera désignée par

Kt,P)(L2)

') T. Wazewski. Sur un principe topologique de I'examen de I'allure
asymptotique des intégrales des équations différentielles ordinaires. Ann
de la Soc. Polon. d. Math. T. XX p. 219—313. Ce travail sera cité dans
la suite sous I'abbréviation ,,Principe top.“ Une_note sur ce sujet a paru
dans les Rendiconti dei Lincei (Série Vili, t. Ili, 1947. p. 210).
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et qui est, par hypothése, prolongée a droite et a gauche
jusqu’ a la frontiére de £. Si & n'est pas borné le ,point
a l'infini“ est considéré comme un point frontiére au sens
large de La classe de points qui contient le point P et
tous les points de I(t,P) situés a droite de P sera dite
demi-intégrale droite saturée issue de P et sera désignée par

Demi(+)Z(P). (1,3
Soit < un sousensemble ouvert de Q
. (0QQ. (1,4)
Dans le cas ou
Demi(+) Z(P) C « (1,5)

cette demi-intégrale sera dite demi-intégrale asymptotique
relativement a co et

§ 2. Voici maintenant I'hypothese servant comme pré-
misse d'un théoreme concernant I'existence des demi-inté-
grales asymptotiques.

Hypothése H. 1°) Les fonctions ¢p intervenant dans le
systeme (1,1) sont continues dans un ensemble ouvert Q.
(Sans restreindre la généralité nous pouvons supposer (et nous
le supposons) qu’elles ne soient pas définies en dehors de &).

2°) Par tout point P de Q passe une intégrale unique
de (1,1) (unicité).

3°) Les fonctions

ri,M\..., #), m\t,in\...,#"),@=1,..p;83=1,..q (21)
possedent les dérivées partielles du premier ordre continues
dans

4°) L'ensemble & (dit polyfacial régulier) et les en-
sembles E et Al' (y—1,...,p;4=1,..,q) (dits faces de @
relatives a &) sont composés des points vérifiant les relations

“(P)<0, m?(P)<O0 (ensemble c0) (2,1 bis)

Pez2, I'(P)=0 (/5=1,...p) 1 (22
P(P)<O (a=1,....p), m(P) <0 (face EI)
PeE, m(P) =0 h=1,..p) } (23

F(P) < Q@a—I,...,p), mp(P)<O (face M)
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5°) En définissant, pour une fonction g(P) —g(f, v,..., #n)
la pente de g relative au systeme (1,1) par la formule

pente (g, P) = pente g = g((P) + £ grf (P) ¢/(P) (2,4)

on a
pente \NP) >0 lorsque PeL\ (2,5)

pente Ni(JP) <O lorsque PeM* (2,6)

Remarque 1. Rétracte. Soit A G B, et soit P un point
variable dans B. On dit qu'une transformation Q = T(P)
effectue une rétraction de B en A lorsquelle est continue
dans B, lorsque T(P)eA pour PeB et T(P) —P pour PeA.
Si une telle transformation existe, A est appelé, dapres
M. BORSUK, un rétracte de B.

On sait que la frontiere d'une sphére fermée n’est pas
un rétracte de cette sphére (sphére fermée = I'ensemble des
points intérieurs et frontieres d'une sphére a plusieurs
dimensions).

Théoréme 1. Admettons I'Hypothése H relativement au
systeme (1,1) et posons

s=Sv—S
T=1 5=1

Supposons qu'un ensemble E posseéde les propriétés sui-
vantes: 1°) EG ® + S, 2°) ES est un rétracte de S, 3°) ES
n'est pas un rétracte de E.

Cela posé il existe un point P0= (f, #J,..., #0), tel que

PoeE —S, (cUst a dire P"e Eco)
Demi+I(P0)
(Cette inclusion exprime que cette demi-intégrale est asym-
ptotique relativement a ¢ et £2 [cf § 1]).

Si, en plus, la frontiere de ¢0 touche la frontiere £l ex-
clusivement sur le plan t= + < 3) alors cette demi-intégrale
existe dans unintervalle qui n’est pas borné supérieurement.

~3) Ceci veut dire ce qui suit: Si Pv=(fv, 8,,..., 8"), Pre& et aucune
suite partielle de [PV} ne tend vers un point (flnlg de 12 alors tv -> + co.
Cette &r)tle du théoréme résulte du Théoréme 3 du Principe top. (loc.
cit. p. 304).
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Ce théoréme constitue une conséquence immédiate des
Théoremes 5 et 2 du Princ. top. (loc. cit. p. 310 et 303).

§ 3. Deétails relatifs a la notation vectorielle. Nous
regarderons, dans la suite, comme identiques le point

0=(%...., et le vecteur O issu de l'origine et ayant les
mémes coordonées (#,...,$"")* Nous désignerons par
101 =1/WV)!

le module du vecteur 0. Si T est un autre vecteur, la
distance des points O et ¥ est donnée par la formule
distance (O,r) —| T—OL
Posons X— (X\..., xp), Y =(Y.,..., y0), Z=(Z',..., zr).
Nous posons par définition
X, Y, Z2)=X.,..., Xp, Yi,..., ¥9, Z’,..., z1).

Ce sera un point (ou un vecteur) situé dans I'espace a
p + q+r dimensions, (f, X, Y, Z) désigne un point dans
l'espace & p+q+r+ 1 dimensions. Dans l'espace des
points (X, Y, Z) I'équation \Z\ —0 (équivalente au systeme
z =0,...,.zr=0) représente un hyperplan a p + q dimensions
qui sera dit plan X, Y. Le systtme d'équations | X|=0,
|Z|=0 représente le plan Y (& ¢ dimensions).

Le produit scalaire des vecteurs O et T sera désigné par
@r=S™yi. On a 02=0-0. En posant M= (X,Y,2),
M,= (X); YL Zj)) on aura MM, = XX, +YY, +2Z,,
WM\ =Vx2+Y1+ Z2, MI=\M2— X2+ Y.Y Z2

§ 4. Une ligne (donnée paramétriqguement) tangente en
un point a un hyperplan pour /= + 00. Soit
0 =T/(t) 4,1)
I'équation paramétrique d'une ligne L située dans I'espace
a n dimensions. Supposons que (t) soit définie et conti-
nue dans un intervalle T<t< + oo, que 71'(t) 7" (O,..., 0) et
que 7(t)->(0,...,0) lorsque t-* + 00. Soit N un hyperplan
a k dimensions passant par l'origine (0,...,0) et soit e(t) la
distance du point P (f) au plan n. Si
r|™* 0 lorsque f->+ 00 (4,2)
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alors la ligne L sera dite tangente en point (0...., 0) (au sens
du contingent de M. BOULIGAND) au plan H pour t= + oo.

§ 5. L'idée directrice de la démonstration du Lemme 1
(cf. § 6). Soit
X=X, y=Y({), Z=2(f) (5,1)

I'équation paramétrique d'une ligne L située dans Il'espace
a n=p+g+r dimensions et définie pour t<t< + oo.
Nous indiquerons les conditions suffisantes pour que L
soit a l'origine des coordonnées tangente au plan y pour
f= + 00. Supposons que les fonctions a(f), 13 (f), y (/), 6 (f)
soient positives et continues dans lintervalle r<t< + oo
et guelles tendent vers zéro avec t->+ 0o. Considérons
I'ensemble polyfacial @ défini par les inégalités

T<t, 0<a(t) <\Y\<fi(t), | X|<KD|y|, |1Z|<3®)]|y| 5.2)

ou, ce qui revient au méme, par les inégalités (cf. les no-
tations du § 2)

m\p) =T-t<O, m(P) =[a(f2—y2<0,

m3(P) =yz— M]2<0, m (P) =X2— [tf)]2y2< 0 (5,3

I(P) = Z2-R(t)]2y2< 0,
ou P=( X vy, 2).

Or une condition suffisante pour que la ligne (5,1) soit
au point (0,...,0) tangente au plan y pour f= + 00, consiste
on ce qu'elle soit entiéerement située dans &, ou, ce qui re-
vient au méme, qu'elle satisfasse aux inégalités (5,2) ou (5,3).
On aura, en effet (cf. § 4)

CE)=/XOL + [Z(Ok < Z Tyl + [0(D]2 [y
L I=IXMOL + y(Dl + [Z(H]2 = [ y(f) [ >0

et, par suite,

Q0 < P(0 ]
n%) 1Y avec L+ + oo.
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Dans le Lemme 1 (8 6) nous envisagerons un systéme
de p + g + r équations différentielles de la forme
X' =1, Xy, 2),y(H) =9, X, y, 2), Z2() =h(t, X, Y, Z)
dont les deuxiémes membres sont nuis lorsque |X|=|y|=|Z|=0.
Il s'agira de savoir si ce systtme admet des intégrales de
la forme (5,1) qui au point (0,...,, 0) sont tangentes au plan
y pour t— + 00- Or nous répondrons a cette question
en appliquant le Théoréme 1 (§8 2). Il suffira, a cet effet,
de déterminer les fonctions, a, fi,y, 0 d'une telle fagon que
les inégalités (2,5) et ‘(2,6) 'soient Vvérifiées. Les Demi+(P)
asymptotiques relativement a <«et 12 (c. -a-d. situées
dans co) seront forcément au point (0,...,0) tangentes au
plan y pour f= + 00. Le Théoreme 1 permettra d'évaluer,
en un certain sens, le ,,nombre* de telles intégrales.

La détermination des fonctions a, fi,y, 0 sera ramenée
a la solution de certaines inégalités différentielles.

§ 6. Lemme 1. En tenant compte des notations préceé-
dentes considérons le systeme de p-+qg-+r équations diffé-
rentielles, systéme écrit sous la forme vectorielle

X'(f) = F(f,X,Y,Z) +R. U(f,X,Y,Z)

Y'() = G(f,X,Y,Z2) +R. V(t,X,Y,2) (6,1)
Z'()=H(f,X,Y,2)+R. W(t,X,Y,2)

ou X =(X,...xp), Y=(V.,,...¥)), Z=(2,..., zr) (6,2)

R= X2+ y2+ Z2. (6,3)

Relativement a ce systeme nous admettons les hypo-
theses suivantes:

I. Les fonctionst) F, G. H, U, V, W, sont continues dans
I'ensemble ouvert % défini par les relations
jR=X24+y2+Z)1<Tg, 0<t< + (ensemble G) (6,4)
ou rl et sont fixes, finis et r0>0.

IL Par tout point P=(/*, X*, T*, Z*) e/2 passe une inté-
grale unique Z(Z,P) du systeme (6,1)

Il. D24+1r2+TF2-*0 lorsque /++=<> et X2+y2+Z2->0 (6,5)

IV. Il existe quatre nombres fixes A, Av B, By*

4) F(f,X,Y,Z) est un vecteur a p+q-+r coordonnées qui correspond au
vecteur (f,X,Y,Z2) & p+qg+r+1 coordonnés. Il en de méme de G...W.
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— 00<™M<4<B<B1<0 (6.6)
tels que les inégalités
XF
X SASALS 67)

subsistent pour tous les points de & pour lesquels les dé-
nominateurs ne sont pas nuisb).

Soit C la classe des points (X,Y,Z) situés sur ces inté-
gralest) du systeme (6,1) qui sont & l'origine des coor-
données’) tangentes au plan Y pour t=+°°,

Ceci étant admis, nous affirmons que la projection ortho-
gonale D de C sur le plan X,Y constitue un ensemble
a p+q dimensionss).

En vertu des considérations insérées au § 5 notre lemme
se trouvera démontré lorsque l'on aura prouvé que la re-
marque suivante est juste.

Remarque 2. Dans les hypotheses du Lemme 1 il existe
un nombre fixe fini T (,T>t0) et quatre fonctions

«(A, MD), y(), 6(t) (6.8)
jouissant des propriétés suivantes:

Qx) Dans l'intervalle

T<t<+°° (6,9)
les fonctions a, fi, y, 0 possedent Ics dérivées continues
du premier ordre et satisfont aux inégalités

O< a(t) </?(/)<r0, Oo<7(PH)<Il, O<™(t)<Il. (6,10)
Q2) a(Ul+ 1X0!|+ 1/(0 +i<5(0]->0 lorsque /-*+00 (6,11)
Q3) En posant

P=(X)Y,2), (6,12)
m\P) =T-t, m2(P)=[«(012-Y?,
m3(P) = Y2 — [fiW, =Xx2— [y(0]2 Y2, (6,13)

I\p)=z2—[6(012y?,

5 En raison de la continuité on a dans fl: XF<AX2
AlY2<YG<BY2,BiZ2<ZH méme dans le cas ou |X 1=0, ou |Y| =0, ou |Z|=0.

°) On entend ici par intégrales les lignes situées dans I'espace des
points (X,Y,Z), ces lignes étant données sous forme paramétrique (“para-
métre).

7)_)II s'agit ici de lorigine des coordonnées de I'espace a fp:\(}:r di-
mensions composé des points (X,Y,Z) et non pas des points (f.X.Y,Z).

8) Plus precisément: chaque voisinage de l'origine renferme des points
intérieurs (relativement au plan X,Y) de I'ensemble D.
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en désignant par 0 I'ensemble polyfacial des points P pour
lesquels

m'(P)<0, (z=12,3,4), I'(P)<0 (ensemble co) (6,14)

et en désignant par Ml et LI les ensembles (constituant

les faces de co) définis par les relations

PeQ, mi(P)=0, 7n'(P)<0, (z=1,2,3,4), 7’(P)<O0 (6,15)
(ensemble M)

Peé&, IL(P) =0, m (P) <0, (z=1,2,3,4), (ensemble L1) (6,16)

on a

¢ = [co + frontiere de c) Q Q (6,17)
pente (ml, P) =pente m' <O lorsque P e M] (6,18)
pente (INP) =pente Il >0 lorsque PeL\ (6,19)

Q4) La frontiére de co touche la frontiere de A exclusivement
sur le plan t= + 009)

Q5) Si
S(v), (tfixe, r>T) (6,20)
désigne la section de co par le plan f=r;
A(Y) (6,21)

désigne la classe des points PeS (t), tels que Demi+l (P) est
asymptotique relativement a co et A {c.-a-d. Demi+I (P) C «
et cette demi-intégrale est définie dans un intervalle non
borné supérieurement}ll) alors I'ensemble P (r) des points
(X, Y) pour lesquels on a
a(-n <|Y| <), |X|</(t), [ensemble T(z)] (6,22)
coincide avec la projection de /1(t) sur le plan X, Y, c.-a-d.
on a
r(t) =projeyA(r). (6,23)

Q6) Le nombre de dimensions de I'ensemble P(r) est égal
a p+q; P(r) est un ensemble ouvert (relativement au plan
X,Y) et non vide; un voisinage arbitraire de l'origine des
coordonnées contient P (r) lorsque r est suffisamment grand.

°8 Cf. Théoreme 1, la note 3) en bas de la page 280.
I0) Cf. la propriété Q! et le Théoréme 1.
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Démonstration. Afin de déterminer les fonctions a,fl,y, 0
nous procéderons par une voie heuristique en supposant
que ces fonctions existent et quelles jouissent des propriétés
Qi, (> Q3 Dans cette hypothése nous chercherons a majorer
la pente de la fonction m sur la face M' {i—1,2,3,4) par
une expression dépendant des fonctions afl,y et de leurs
dérivées du premier ordre. En écrivant que ces expressions
sont plus petites que zéro nous obtiendrons certaines inéga-
lités différentielles en a,fl,y dont les solutions fournirons
les fonctions pour lesquelles subsistent les inégalités (6,18)
{pente m' <O pour P e M'). D'une facon analogue, un procédé
de minoration, appliqué a la pente de | sur la face L, four-
nira une fonction ¢ pour laguelle subsiste I'inégalité (6,19).

Supposons donc que les fonctions a, fl, y, 0 jouissant des
propriétés Qj, Q2 et Q3 existent. Les inégalités (6,14) définis-
sant I'ensemble &, peuvent étre écrites sous la forme

T<t, af{t) <\YI|<fl{t), | X|<y®|Y | |Z|<<5)|y|
{ensemble a>) (6,24)

On a [cf. (6,13), (6,15), (6,16), (6,10), (6,17), (6,14)]
t=T pour Pe ML; |Y |=«(/) >0 pour PeM2,
ly|=1/2(f) >0 pour Pe M2, |X|=y{t) |y|>0 pour Pe M*; (6,25)
|Z|=4(/)|y|>0pour PeLl
X|<Iyl.|ZI<ly!| pour Pea. (6,26)

En vue deffectuer la majoration mentionnée il faut
évaluer les modules des fonctions ,,perturbatrices* U, V, W
(cf. 6,1) dans I'ensemble & (cf. 6,17). Mais dans la définition
de (0 interviennent quatre fonctions a fl, y, & 1l est donc
naturel de chercher a se faciliter la tdche en effectuant les
évaluations susdites dans un ensemble plus large, mais
défini, en revanche, au moyen d'une seule de ces fonctions.
Or comme un tel ensemble on peut choisir I'ensemble O
défini par les relations

fi<t, Y|<T{f), | X|<|y| |Z|<|y!| (ensemble 0), (6,27)
car, en vertu de (6,24) et (6,26) on a
®CO0. (6,28)
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Considérons la partie 0(7) de cet ensemble O située a
droite du plan t=t, c.-a-d. I'ensemble défini par les relations
ly| < £(F), |X] <1y|, \Z\ < |y!| [ensemble 0(7)]. (6,29)

Or /S(/)->0 lorsque /-> + <» (cf. 6,11). Si donc pour un
point P—(t, X, Y, Z) variable dans O(t) on a t-+ + °° alors
(cf. 6,29) X2+y2+2Z2->0 et, par suite (cf. 6,5) U2+F2+1F2->0.

La fonction continue 14/ + F2+ IF? est donc bornée

dans O(r) et y possede une borne supérieure finie /7(7)
17(7) ={ borne sup. de J/[72 + V2 + IF2 dans 0(7)} < + 00 (6,30)

La fonction /7 (7) est continue, décroissante au sens large et
Iz (7)->0 lorsque 7->+ (0 (6,31)

Mais cette fonction peut étre non différentiable pour
certains 7, ce qui serait génant car la dérivee de /7(7)
devrait exister pour que /7(7) puisse représenter une solution
d'une inégalité différentielle. On peut supprimer cette difficulté
en choisissant une nouvelle fonction v(t) d'une telle fagcon
que I'on ait, pour tous les t suffisamment grands.

0<p®<TM v(H>0 v (<0,
v(t) 0 lorsque t->+ °°
Il est facile de prouver quune telle fonction v(t) existe.
Des relations (6,27), (6,29), (6,30), et (6,32) il résulte que
Vu?l+ F2+ WIR <2v(t)\Y\ lorsque PeO et |Y|>0.
On aura, a plus forte raison, les inégalités:
IUR| <2y Y| |VR|<2v() Y| |WRI<2v()|Y| (633
lorsque P<?0 et |Y|>0.
On a évidemment (cf. 2,4 et 6,13)
pente ml=—1<0 sur la face ML (6,34)
Procédons maintenant a la majoration de la pente m? sur
la face M2 On a sur M I'égalité |Y|=a(t)>0 (cf. 6,25)
et, en vertu de (2,4), (6,13), (6,7), (6,3), (6,33) on a pour Pe M?
pente m —2[aa — Y (G + FP)] <2[aa —AlY2+ 2v (/) Y2 ]
=2ala +a{—ylj +2v(t)}].
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Comme — Al<—A (cf. 6,7) et v(t) 0 avec Z* + ce, on
aura pour les points Pe M? pour lesquels t est suffisamment

grand
pente m2<2al\a— A4, (6,35)

Un raisonnement analogue montre que pour les points
PeMa3, pour lesquels t est suffisamment grand on a
pente m3 < 2/3(2) [B,/S (2) —/3'(2)]. (6,36)
Relativement a la face Al4 (pour laquelle | X| =y (t) | Y |>0)
on obtient dans une voie analogue
pente mi< 2Y2yly (A— Al + 2v(t)} + 2v(f) —V].
Comme A< Aj (cf. 6,7) on peut choisir un k<0, tel que
A—Al<k<O. (6,37)
Pour les points PeM! pour lesquels t est suffisamment
grand on aura
pente rn <2Y2y\ky + 2v(t) —y] (6,38)
Nous allons maintenant minorer la pente Il sur la face
) (sur laquelle on a |[Z|=0(t)|Y[>0). Un calcul ana-
logue au précédent donne, pour PeLl linégalité
pente I1>Y20[<6 g€ —B—2v(@2)}—2Vv(Z)—3]
Comme B1> B (cf. 6,7) on peut choisir un nombre fixe

K, tel que
Bl — B>K>Q. (6,39)

On aura donc pour les PelLl pour lesquels t est suffi-
samment grand

pente I1>2Y26[K3—2V(Z) —<b] (6,40)

Les inégalités (6,34), (6,35), (6,36), (6,38) et (6,40) sugge-

rent I'idée qu’en choissant les fonctions a, fi, y, 0 de facon que

a—Aa=0 (6,41)
Bifi-fi'=0 (6,42)
ky + 2y(t) —y'=0 (6,43)
K& — 2v(t) — A>0 (6,44)

on pourra réaliser les inégalités (6,18) et (6,19).
La partie heuristique étant ainsi finie nous procéderons
a la construction des fonctions a, fi, y, 6. Or dans le rai-
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sonnement précédent la définition de I'ensemble O (r) (cf. 6,29)
et aussi celle des fonctions /x (/) et™(t) dépendait de/?(?)»
Pour obtenir les relations (6,41)—(6,44) il fallait tenir compte
des propriétés de la fonction v(t). Il faudra donc com-
mencer par définir d'abord /?(/).

On définira ensuite la fonction v(t) et enfin a(t\ /?(/), /(/).
En résolvant (6,42) nous pouvons poser

/3(0 = eBl' (6,45)

Comme <0, on a/3(f)->0 avec En définissant
O(O par (6,29) on aura O(t) G ® pour r assez grand. Nous
définissons ensuite [ (/) au moyen de (6,30) et choissons
v(t) conformément aux conditions (6,32). Nous choisissons
ensuite comme a et y les solutions positives de (6,41) et (6,43),
telles que l'on ait

a(t)->0, /(/)->0 avec (6,46)

Il suffit, a cet effet, de poser
a(f) = eAl (6,47)
y(t) =2ektJv(s)e ks ds (6,48)

Comme A<0 et k<0 les relations (6,46) aurons lieu
(la derniere delles est facile a vérifier au moyen de la
regle de L'Hopital). En posant enfin

=2 (6,49)
on aura 4(t) >0, 4(/)->0 avec t->+ °° et l'inégalité (6,44)
se trouvera Vvérifiée car /(/) < 0 (cf. 6,32).

Les fonctions a, fi, y, 0 étant ainsi définies on vérifie, en
répétant le raisonnement de la partie heuristique, que les
propriétés Qv Q2 Q3 ont lieu lorsque l'on choisit comme
T un nombre suffisamment grand.

La propriété Q! est évidente (cf. Théoréme 1, la note3) en
bas de la page 280).

Afin d'établir la propriété Q5 supposons qu'un point
(Xo, Yo) appartienne a I'ensemble T (t) (cf. 6,22). On aura

an™)<|yol</i0,|Xol<7(7)

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. ]_9
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ou T est fixe et t=T. Désignons par E I'ensemble des
points P = (t, X, Y, Z), tels que

/=1 X=X0, y=vI, |Z|<a(T)|yul (ensemble E)
et posons

S=LI—XMi
n

L'ensemble E S coincide avec I'ensemble des points pour
lesquels .
/=T X—Xo, Y=Y, |Z] =4(r) |yO]
L'ensemble E constitue donc une sphere fermée a r di-
mensions et I'ensemble ES représente la frontiere de cette
sphére. L'ensemble ES n'est donc pas un rétracte de E.
Nous construirons maintenant une transformation Q — O (P)
effectuant une rétraction de S en £S. Soit P=(t, X,Y, Z)
un point variable de S. On aura pour ce point

\Z\— Oo(H\Y\,m(P)<O (z—172,3,4).

En désignant les coordonnées de Q par” (/*, X*, y*, Z*)
nous définissons la transformation Q = 0 (P) par lés for-

mules

0 (t) | y0| .
:T, X*ZXO, y*:yol Z* %| Z.

Cette transformation effectue une rétraction de S en
ES, car elle est continue sur S, on a O (P) e ES lorsque
PeS et enfin O (P) —P lorsque PeES. L'énsémble ES est
donc un rétracte de S, En vertu du Théoréme 1 il existe
un point PoeE—S, c.-a-d. un point Po=(r, Xo, yo, Zj), tel
que la Demi+1 (Po) est asymptotique relativement a co et £
Lé point Po appartient donc a I'ensemble A(s) (cf. 6,21).
Un point arbitraire (Xo, yo) eP (j) constitue donc la projection
sur le plan X,y d'un point Pflezl(r). Ceci veut dire que
r W C projXYA (r). — L'inclusion projXYA (r) C T (r) étant
évidente (cf. 6,21; 6,22; 6,24) la propriété Q5 se trouve
démontrée.

Afin de prouver la propriété Q6 remarquons que P (r)
est un ensemble ouvert et non vide, car les fonctions a,fi,y
sont continues et on a 0<a(z) </?(/)),y(Z) >0 (cf. (6,10)).
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Un voisinage arbitraire de l'origine des coordonnées con-
tient r(r) lorsque t ést suffisamment grand car | +|y(t) |->0
avec t-+ + °0 (cf. (6,22) et (6,10)). — La démonstration de la
Remarqué 2 et, par conséquent, aussi celle du Lemme 1 se
trouve ainsi terminée.

Lemme 1 bis. Dans le Lemme 1 et dans la Remarque 2
intervenait le point variable P=(t, X, Y, 2Z) ,ou0 X, Y
et Z possédaient respectivement p, g et r coordonnées
(p>0,g>0,r=>0).

Or un résultat analogue subsiste aussi dans lés cas parti-
culiers suivants: 1°) p—0,q>0,r>0; 2°) p>0,q>0, r=0;
3°)p=0,q>0,r—0.

Dans ces cas le point P a respectivement les formes
P=(t,Y,2); P=(t,X,Y"); P=(t,), et le systeme (6,1), écrit
sous une forme non vectorielle, contient respectivement
q+r, p+qétq équations différentielles.

Voici les détails relatifs & chacun de ces trois cas:

Cas I. (p=0, g=0, r=>0). Nous gardons les hypothéses
du Lemme 1 avec les modifications suivantes: Dans le systéme
(6,1) on supprime la premiere équation et dans la suite on
supprime partout la variable X, 1és termes contenant X, F, U
et y(f) ainsi que les inégalités, les égalités et les parties du texte
qui perdent le sens en raison de cette suppression. La fonction
m (cf. 6,13) et la face M sont a supprimer. Les theses du
Lemme 1 subsisteront a condition que l'on y fasse des
modifications du méme genre.

La démostration reste, au fond, la méme. Elle sera plus
courte & cause des suppressions indiquées tout a I'heure.

CaslIL (p>0,g>0, r=0). Le Lemme 1 reste vrai lorsque
I'on supprime la troisieme équation (6,1), les variables et
fonctions Z, H, W, 0 (t) ainsi que lés parties du texte qui
perdent le sens a cause de cette suppression. — La démon-
stration reste la méme a quelques simplifications preés.

Cas Il (p=0,g>0,r=0). Le Lemme 1 reste vrai lors-
gue l'on supprime la premiére et la troisieme équation (6,1),
les variables et les fonctions X, Z, F, U, H, W, y, 0 ainsi que
les parties du texte perdant leur sens a cause de cette

19
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suppression. — La démonstration est encore plus courte que
dans les cas précédents.

Remarque 3. La Remarque 2 reste vraie dans les cas I, IL 111
indiqués tout a I'heure a condition d'y faire des suppressions
analogues.

§ 7. Quelques définitions relatives aux plans caractéris-
tigues d’'une matrice. Supposons que les racines caractéris-
tiques

Si, s2,..,, S, (7,2)
d'une matrice réelle
M (7.2)
a n lignes et n colonnes soient ordonnées suivant la grandeur
de leurs parties réelles 5(sf)

fi(S)<i?(s)< ...<B(sn) (7,3)
Supposons ensuite que
n—p+q+r (p >0, g>0, r>0) (7.4)
Divisons la suite (7,1) en trois suites partielles
Si,...,sp (7,9)
Sp+l "ee> Sp+( (7,6)
'SpHQ+i e SPH?Hr (7,7

une des suites (7,5) et (7,7) ou toutes les deux pouvant étre
vides. Cela posé, nous dirons que la suite (7,6) est cohé-
rente lorsque

R (sptq) < R (sp+q+i) (ou bien r=0)

R (sJ < R (sp+i) (ou bien p—0)
La suite (7,6) sera dite négative lorsque
£(sp+q)<0 (7,9)

Les suites (7,5) et (7,7) seront dites respectivement suite
précédente et suite suivante de la suite (7,6).

Les nombres p et r seront dits respectivement index in-
férieur et index supérieur de la suite (7,6).

Soient

P* g*. r* (7,10)

les plans caractéristiques (passant par l'origine des coor-
données) de la matrice M qui correspondent respectivements
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aux suites (7,5), (7,6) et (7,7) de racines caractéristiques de M.
Leurs nombres des dimensions sont respectivement égaux
ap, qetr (p*etr* seront regardés comme ensembles vidés
lorsque p=0 ou r=20).

Les plans p* et r* seront dits respectivement plan précé-
dent et plan suivant du plan g*. Le plan g* sera dit cohérent
et négatif lorsque la suite (7,6) est cohérente et négative.

Nous désignerons par

p* +q* (7,11)
lé plan a p + q dimensions qui contient les plan p* et g*.

§ 8. Théoréme 2. En tenant compte des définitions
et des notations du paragraphe précédent admettons relati-
vement au systéme

d— =cpXul,..., un), (z=1,..., n) (8,1)

les hypothéses suivantes

1°) les fonctions ¢'(L7) = ¢i(ul,..., u,) sont continues dans

un voisinage V de l'origine des coordonnées 0= (0,...,0)),

2° par chaque point (t*, (7*) (?* arbitraire, U* eJZ) passe une

intégrale unique du systeme (8,1),

3°) l'origine O est un point singulier du systeme (8,1) c. -a-d.
9?(0) =0, (i=1,...,n) (8,2)

4°) la foction  possede la différentielle (au sens de Stolz)

au point 0,

5° g* est un plan caractéristique cohérent et négatif relali-

vement a la matrice

M = | ak 11, ot aik = Uk (0): (8,3)

p* et r* désignent respectivement le plan caractéristique
précédent et suivant du plan g*. Les nombres des dimen-
sions de p* Qg* r* sont respectivement égaux ap, q, r
(Pp=0,9>0,r=0).

6°) F désigne la famille des intégrales du systeme (8,1) qui
au point O sont tangentes au plan g* pour t= + 00; /1 de-
signe I'ensemble des points (ult..., Un) situés sur les intégrales
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de la famille F; N désigne la projection (paralléle au plan
r*) de A sur le pian p* + g*. n)

Cela posé l'ensemble FL possede des points intérieurs
(relativement au plan p* + g*) dans chaque voisinage du
point singulier 0. La partie commune de I'ensemble FL
avec un voisinage arbitrairement petit du point singulier O
constitue donc un ensemble a p + g dimensions.

Démonstration. Les fonctions ' possédant la différen-
tielle (au sens de Stolz) au point 0, le systeme (8,1) peut
étre écrit sous la forme

df = Ui + 9 (8,4)
ou 9=1/™M4

rof
nage V et

et les fonctions sont continues au Vvoisi-

i (0) —o. (8,5)

En identifiant la matrice (8,3) avec la matrice M du § 7

nous voyons, en vertu des inégalités (7,8) qu’il existe
qguatre nombres négatifs A, Ax B, Bv tels que BI<O et

R (Sp) < A<A, <R (Sptl) <R (sptq) <B<Bi<R(spig”™ (8,6)
En appliqguant au systéme (8,1) une transformation liné-
aire convenable de la forme
ui=2cjvj , (i=l,..,n) (8,7)
J=1
(c/j fixes, Dét(c"720) on pourra (cf. la Remarque 3 insérée
plus bas) transformer le systéme (8,4) en un systéeme de la
forme
at = pS=i xi+ K (x*,..., zn R, (a=1,..., p)

731 = 2"™NAa +//4,..., )R, (/=1,.., Q)
at s=i !

R, e=1,..., 1)

u) Dans le cas r=0 on a, par définition, A = FL-
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ou les coefficients AeP, ~i8,  sont constants R0I=S (x )2 +
+ S(y) +~(zV et le point variable (xi,..., Xp,Vl.,..., yq,
zl,..., zf) est identique avec le point (vp V2,..., vn).

En se servant de la notation vectorielle on pourra écrire
le systéme précédent sous la formé suivante

X' =F(X) + 17(X, Y, Z) R,
Y'=G(Y) + V(X,Y, 2) R,
Z'=H(Z) + W(X, Y, 2) R

qui est analogue a celle du systéme (6,1).

Or en vertu des inégalités (8,6) et de la Remarque 3 (voir
plus bas) on pourra choisir la transformation (8,7) de facon
que les inégalités (6,7) intervenant dans la Lemme 1 (8 6)
soient vérifiées.

En s'appuyant sur (8,5) on prouvera facilement que toutes
les autres prémisses de ce lemme sont vérifiées.

Il est ainsi clair que notre théoréme est vrai én vertu
du Lemme 1 (cas p>0,q9>0,r>0) ou du Lemme 1 bis
(cas ou p— 0 ou bien g—0).

Remarque 3. Les deuxiemes membres ¢' du systéme (8,1),
pour lequel le point O est singulier et pour lequel la diffé-
rentielle de Stolz des fonctions <p existe au point 0, peuvent
étre représentés comme sommes des fonctions linéaires (et
homogenes) et d'une partie ,,perturbatrice” qui est infini-
ment petite d’ordre supérieur a 1 (cf. 8,4 et 8,5).

Soient M, C et N respectivement la matrice des coeffi-
tients des parties linéaires de (8,1), celle de la transformation
(8,7) et celle de la partie linéaire du systeme transformé.
On a

N = C~1MC. (8,8)

On sait que les matrices M et N, pour lesquelles il existe
une matrice C satisfaisant a (8,8), sont dites semblables.
Or, comme on le sait bien, & chaque matrice 31 correspond
une matrice semblable N qui posséde la forme canonique
de Jordan
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My 0 0
0 M (8.9)
[ @ JUTTTTR " Mk

Dans cétte matrice chaque 0 symbolise une matrice dont
tous éléments sont nuis et chaque matrice possede une
des formes suivantes:

01 el 01 01 ooy 0, 0
0,0 ¢80 ...,00 (8,10)
0,000, . .0, 0
-P, Vv, O o0 0 O, .,0 O 0

P T, 0 V, 0 0 O, - 0 0 O

o0 0 T--P, V, 0, O,. .,0 0 O

0, O, P, 0, v, O,. ,0 O 0

o0 0 O 0, 0O

0, 0,. e 0 T-P
oo 0 O 0 O O O, o0 P T

Dans la matrice (8,10) o et e sont réels et 0 désigne une
racine caractéristique de la matrice M. Dans la matrice (8,11)
v, (% 1) sont réels et t+iQ désigne une couple des racines
caractéristiques complexes et conjuguées de la matrice M.
En choisissant la matrice C convenablement on peut s’arran-
ger de fagon que les plans p*, g* r* (intervenant dans le
Théoréme 2) passent respectivement en plan X, plan Y et
plan Z.

Si les ¢ et les g sont nuis, alors on déduit les inégalités
(6,7), par un calcul facile, dés inégalités (8,6). Si «y™0 ou qy™O
on peut choisir la matrice C de fagcon que les |e| et les HI
soient si petits que I'on voudra. |l suffira, a cet effet, de
remplacer C dans (8,8) par une matrice CD ou D =|d,7|
désigne une matrice convenable, telle que d,7 =0 pour i=l=j.
Les |e| etles 1l]| étant suffisamment petits on déduit les
inégalités (6,7) des inégalités (8,6) au moyen dun calcul
bien simple.
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§ 9. Remarque 4. Extension des résultats précédents aux demi-inté-
grales gauches. Introduisons, dans les lemmes et les théorémes précédents
le changement de la variable indépendante

s=—*.

Si t->+ 00 alors s->—o00. On obtiendra ainsi des lemmes et des
théorémes analogues mais relatifs aux demi-intégrales Pauches. — Les
calculs étant immédiats nous nous dispensons de donner les énoncés des
lemmes et des théorémes obtenus dans cette voie.

Remarque 5. Le nombre de parametres essentiels dont dépend la
famille des intégrales asymptotiques. L’énoncé des resultats precédents
suggere la supposition que, dans les Lemmes 1 et 1 bis et dans la Re-
marque 2, le nombre des paramétres essentiels dont dépend la famille
des intégrales asymptotiques relatives a a> et Q est au moins égale a p + q.
M. Kuratowski a indiqué une démonstration prouvant que cette suppo-
sition est juste. . _

Le nombre de paramétres essentiels dond depend la famille des
courbes intégrales qui au point© sont tangentes au plan g* pour t=-f-0°
cf. le Théoreme 2) est au moins égal & p+ g—L (et non pas a p+ q).

eci tient & ce que I (t, P) étant une solution du systtme (8,1) (dont
les deuxiemes membres ne dépendent pas de t), les solutions I (t-\-k, P-)
dépendant d’un seul paramétre k, représentent la méme courbe Intégrale
de ce systeme. .

Remarque 6. Squressmn de I'hypothése de [l'unicité des intégrales
Les Lemmes 1 et 1 bis, la Remarque 2 et le Théoreme 2 restent vrais
lorsqu’ en conservant leurs énoncés, on supprime I'hypothese sur l'unicité
des intégrales des systémes envisages (cf. Principe top. loc. cit.p. 313, § 18).



UNE MODIFICATION DES DEFINITIONS
FONDAMENTALES DE LA GEOMETRIE DES CORPS
DE M. A. TARSKI

par
S. Jaskowski (Torun).

1. C’étaient les raisons philosophiques qui ont contribué
au développement de la géométrie des corps: le but princi-
pal était réduire les termes abstraits, idéaux de la géométrie

au langage des observations empiriques. |l s’agissait en
particulier de définir le point a l'aide des termes primitifs
qui désignent certains corps (ou ,volumes* — comme dit

Nicod) et qui trouvent des modeéles dans les formes des
objets matériels. Une idée de la solution du probléeme
était donnée par A. N. Whitehead au moyen de la mé-
thode des ,,classes abstractives*4): J. Nicod a examiné le
méme sujet dans son livre: La géométrie dans le monde
sensible, en corrigeantd) une inexactitude commise par
Whitehead.

S. Lesniewski a donné la forme d'un systeme déduc-
tif, appelé meréologie, a la théorie de [linclusion spaciale
des objets3d). Une théorie analogue était examinée récem-
ment par MM. H. S. Leonard et N. Goodmani).
LesSniewski a posé le probléme de fonder un systéeme
de la géométrie des corps, en ajoutant certains termes pri-
mitifs et certains axiomes a ceux de la meréologie. Ce

1) An enquiry concerning the principles of natural knowledge, Cam-
bridge 1919. The concept of nature, Cambridge 1920.

2) Paris 1924, p. 36.

3 O podstawach matematyki (Sur les fondements de Mathématique,
en polonais), Przeglad FiIozoficzn\é (Revue Philosophique) 1927—193L.
vol. 30 pp. 164—206, vol. 31 % 261—291. vol. 32 pp. 60—101, vol. 33
pp. 77—105, vol. 34 pP. 142—170.

425 T?Se calculus of individuals and its uses, Journ. of Symb. Log. vol. 5
pp. 4o—v0.
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probleme fut résolu par M. Tarski dans sa conférence:
Les fondements de la géométrie des corps au Premier
Congreés Polonais de Mathématique en 19275). Je me pro-
pose de simplifier le systéme des définitions fondamentales
de Tarski.

2. Dans un travail postérieur, M. Tarski a remarqué
une analogie profonde entre la meréologie de LesniewskKi
et l'algébre de Boole completement additive). Cette ana-
logie nous permet de se baser sur l'algébre de Boole au
lieu de la meréologie. Nous postulons donc que les corps
sont des objets qui satisfont aux axiomes de l'algebre de
Boole complétement additive. La relation A<B doit étre
comprise comme inclusion spaciale des corps: ,A est une
partie de B (proprement dite ou égale a B)”. Les autres no-
tions bien connues de l'algébre Boole'ienne possédent alors
un sens défini, ce sont: A'—Ile corps complémentaire de
A, A+ B et %MX—Ia somme de deux corps, respective-

ment la somme d'une classe M de corps, A+B—le produit
de deux corps etc. 0 — désigne le corps vide.

Pour fonder la geometrie des corps, M. Tarski ajoute
une seule notion primitive géométrique: la sphére, et il défini
la relation: La sphére A est concentrique avec la sphere B.
C'est cette définition que je vais modifier.

Définition 1. Je dirai que la sphere A est une sous-
sphére saturée du corps B, lorsque: 1° A<.B, 2° A est une
sphere et 3° X étant une sphére arbitraire, A<ZX<ZB en-
traine A—X.

Définition 2, Je dirai que la sphére A est une sous-
sphére concentrique de la sphére B, lorsque: 1° A <B,

5) Ksiega pamiatkowa Pierwszego Polskiego Zjazdu Matematycznego
(Mémoires du Premier_Congrées Polonais de Mathématique), Supplément
aux Annales de la Soc. Polonaise de Mathématique, Krakow 1929 pp. 29—33.

6) A. Tarski. Zur Grundlegung der Booleschen Algebra |, Fund.
Math. vol. 24, 1935, pp. 177—198. Le renvoi 5, page 190 contient les
remarques sur les rapports entre l'algebre de Boole et la mereologie.
I'emploi ici le nom de l'algebre de Boole complétement additive pour
désigner ce que Tarski appelle ,erweitertes System*,
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2° A,B sont des sphéres et 3° X,Y étant des spheres arbi-
traires, Z étant une sous-sphere saturée de A"Y', le systeme
d'inclusions

N <X<Z' Z<B<Y'
entraine X+Y =0.

La définition 2 peut étre contrélée au point de vue de la
géomeétrie élémentaire ordinaire. Les formules de l'algébre
de Boole décrivent certaines relations entre les figures
géométriques, en particulier A, B, C étant des sphéres,
A<ZB signifie ,la sphére A est intérieure a B ou égale a B,
A<ZB' — ,la sphére A est extérieure a B*,
A<B'-C'— ,la sphere A est extérieure a B et a C*

Tenant compte de la définition 1, il n'est pas difficile de
démontrer deux lemmes de la géométrie élémentaire.

Lemme 1. A,B étant deux spheres extérieures, il est
suffisant et nécessaire que C soit une sous-sphére saturée de
A'+B', pour que la sphere C soit extérieurement tangente aux
sphéres A et B.

Lemme 2. A étant une sphere extérieurement tangente
a la sphere B qui est une partie propre de la sphére C
extérieure @ A (c'est a dire C7"B<C<A"), la sphere C
est tangente aux spheres A et B extérieurement resp. inté-
rieurement et tous les points de tangence coincident.

En vertu de ces lemmes on démontre que le systéme des
conditions 1° 2° 3° de la définition 2 est nécessaire et
suffisant pour que la sphere A soit une sous-sphére concen-
trigue de la sphére B.

3. Il n'est pas difficile de formuler les définitions fonda-
mentales de la géométrie des corps de M. Tarski en profitant
de notre définition 2 au lieu de la définiton 5 des spheres
concentriques de M. Tarski.

Définition 3. Je dirai que la classe P de spheres est
le centre de la sphere A, lorsque la classe P est composée
de toutes les sous-sphéres concentriques de A et de toutes
les sphéres qui contiennent A comme sous-sphere concen-
trique.
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Définition 4. Une classe P de sphéres sera appelée
un point lorsque P est le centre d'une sphere.

Définition 5. Je dirai que le point P est situé sur la
surface de la sphére A, lorsque pour chaque élément X de Pi
A-XNO et (c'est a dire que X n'est ni extérieur
ni intérieur par rapport a la sphere A).

Les notions du point, de la sphere, et les relations:
»le point P est le centre de la sphere A ,le point P est
situé sur la surface de la sphere A" — sont suffisantes pour
énoncer les axiomes de la géométrie élémentaire, p. ex. les
axiomes de Pierii) de la géométrie fondée sur les notions
primitives du point et de la sphére. En postulant ces axiomes,
nous suivons l'exemple de M. T arski (voir axiome 1 dans
son travail précité: Les fondements de la géométrie des
corps).

7)) M. Pieri Lageometria elementare istuita suite nozione di ,,pm“
e di,sfera”, 1908



CORRECTION A MON TRAVAIL
.SUR LA COURBURE TOTALE DES COURBES
FERMEES*1)

par

KAROL BORSUK (Warszawa).

M. S. Jaskowski a bien voulu attirer mon attention
sur le fait que pour la validité de la formule
| - 3

X\2(t) + x22(f) +... +x"2(t) dt

pour la longueur d'une courbe L dont le parcours est
x() = (x{(f), x2(f),..., xn(f))

I'hypothése faite par moi (p. 252) que les fonctions soient
continues et presque partout différentiables n'est pas suffi-
sante mais qu'il faut supposer que ces fonctions soient abso-
lument continues.

Dans mon travail la formule en question est appliquée
(p. 253 et 262-264) a une courbe L' avec le parcours

X'(s) = (XJ (s), X2(s),..., Xn(s)),

ou l'on suppose que les fonctions x,(s) soient différentiables
d'une maniere continue et que les secondes dérivées Xx"(s)
existent presque partout. Or ces hypothéses ne sont pas
en général suffisantes pour qu'on puisse appliquer la for-
mule en question afin de calculer la longueur de L'. I
suffit cependant de supposer que les deuxiémes dérivées
X"(s) existent et soient continues partout, car alors la con-
tinuité absolue des fonctions x- (s) sera assurée.

*) Annales de la Soc. Polon. de Mathém. t. XX (1948), p. 251—265.



COVERING THEOREMS FOR GROUPS

by
Olga Taussky and John Todd (London)

1. Introduction.

The formulation of the following problems about finite
abelian groups was suggested by the consideration of certain
industrial problems.

Let G be an abelian group with n base elements gb g2,..., gn,
each of order p (not necessarily a prime). Let S denote the
set of the v—n(p—1) +1 distinct powers of thé base
elements. Let AB, where A and B are two subsets of G,
denote the set of all products ab where aeA, beB.

Problem i. Determine the minimal integer o =<s(n,p’) for
which there exists at least one set H, consisting of o elements
of G, such that G=HS.

Problem 2. Determine the cases when H can be a
sub-group of G.

Specially interesting cases appear to be those in which
the set IIS contains all the elements of G exactly once.
A necessary condition for this is clearly that v is a factor

of np, the order of the group. We shall first discuss in
detail two of these cases:

n=4p=3 "=9,
n=7,p=2v—38
and then give a few remarks on the general problem.
2. The case » =4, p=23.

It will bé shown that 0 =9 and that H can be chosen
in a unique way (apart from isomorphisms) as a sub-group

whose cosets are generated by the elements git1,g2+1, g3£l,gil.
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Assume that a sub-group H with the properties in question
exists. It has necessarily the following properties:

(2.1) Every element in H, different from the unit element,
must contain at least three different factors g..

For if gjl g2 eH, where x(770, x270, then the coset
determined by g"*2 would contain both g*l and g22 This is
imposible for, according to our hypothesis, these two elements
determine different cosets.

(2.2) No element in H contains four different factors g, .

There is no loss to assume that such an element, if it
exists, is of the form g=g! g2 g3 g4 In this case H must
contain yet another such element (in addition to g_1). Suppose
such an element is g ~gjl g2 g3 g4 (xf7~0). Since each
X; is + 1 or—1 there must be at least two equal indices,
say XI=x2. Then

gP gpxi=g* gX!
must belong to H, which is in contradiction with (2.1).

Enumerate the elements of G in such a way that
g=09’ g2 g3eH- Then g~I—gfl g~ gMeH. Any other ele-
ment in H must involve g4 for otherwise its product with
g or g 1 would contain at most two factors, which is in
contradiction with (2.1). Further, such an element must
involve two of the generators gv g2, g3, but raised to different
powers. Let it be gi g7*gd. The two elements gj g2 g3

and gj g2~ ig4 generate a sub-group of order 9:

1, glg2gd gl g2 93 g2 gigi» gl g
glg2 g4 gl odgl * g3gd gl glgs gl °

It is easy to verify that this sub-group satisfies all the
required conditions and is essentially unique. Thus o0(4,3)=9.
Moreover, by a more elaborate argument, it can be shown
that this sub-group is essentially the only set which, when
multiplied by S, covers G,

3. The case « =7, P—2.

It will be shown that a = 16.
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As in 2, it follows that a subgroup of order 16 with the
required properties must contain only elements which in-
volve at least three of thé generators. The following group
can be shown to fulfill the requirements:

1, Si 8 s3, Si 4 Si §beo> 82 sa S5,
S2 86 Sy* S3 S4pe S3 SHs7,
b1 2 S4 S& SiS2 S5 S71Si S3S4 S51 Si S3 So S7i
52 S3 S4 S71 S2S3 Sj S& S4 S5S6 St
&l S2 S3 S4 S5 Sé er+

4. The general case seems very difficult to handle and
it is not true, as might be suggested by thé results men-
tioned in 2 and 3, that when the condition ,v divides np“

is satisfied we have
0—np]v.

Indeed in' the simplest case, it can easily be verified that
a3, 2) = 3=2=nPA.

A few rough inequalities for 0 can be readily obtained,
for instance
(4.1) np>o>nPlv
(4.2) o(n+1, p) < po(n,p) .

Using such results and patience, the following results
may be obtained:

o(n,2) = 2, 3, 4, 7, 16,
for n =2 3 4,5 1,
and o(,n,3) = 3, 5,9,
for n =2 3 4

Rocznik Poi. Tow. Matem. XXI. 20



SUR LA CLASSE DE BAIRE
DES DERIVEES APPROXIMATIVES D’'UNE FONCTION
QUELCONQUE.

par
Z. Zahorski (Krakow).

1. Introduction et histoire du probleme. Au cours des
premiéres années du développement de la théorie des fonc-
tions d'une variable réelle les représentants des branches
classiqgues de mathématique craignaient que les considéra-
tions trop générales n'obscurcissent les idées fondamentales
d'’Analyse. (S. Saks, introduction a la ,Théorie de l'inté-
grale“ Warszawa, (1933), Monografje Matematyczne, t. Il,
p. X+292). En effet, on pourrait sattendre a ce que
I'examen des fonctions non-analytiques, au sujet desquelles
on fait tres peu de suppositions, ne puisse pas aboutir a des
conclusions suffisesmment fortes sur la structure de ces fonc-
tions. Il est arrivé, malgré cela, que la théorie de ces fonc-
tions a donné bien de résultats qui ne sont pas banals
avec des conclusions beaucoup plus fortes que les supposi-
tions admises. Ainsi par exemple, on sait maintenant que
I'ensemble de points de continuité d'une fonction réelle
quelconque de variable réelle n'est pas quelconque mais du
type Gs. Jai démontre en 1943 une proposition analogue,
concernant I'ensemble de points de dérivabilité d'une fonc-
tion quelconque. La méme proposition fat démontrée, sans
que j'en aie pris connaissance, en 1941 par M. A. Brudno.

Le but de la note présente est une proposition ana-
logue sur I'ensemble de points de dérivabilité approximative
d'une fonction quelconque ainsi que I'évaluation de la classe
de Baire de la dérivée approximative (finie Ou infinie) en
supposant qu’elle existe partout (ou a I'exception, au plus,
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d'un ensemble dénombrable E de points). Je laisse de c6té
le probleme non résolu, si I'ensemble considéré est de classe
inférieure de M. Borel

Il résulte facilement de la proposition de Young sur la
symétrie que la fonction possédant partout une dérivée
ordinaire a, tout au plus, un ensemble dénombrable de points
de discontinuité; elle est donc de classe < 1. Il sensuit
que sa dérivée est de classe <2. M. A. Khintchinea
montré qu'elle est de classe < 1. J'ai obtenu ce résultat in-
dépendemment en 1943. Le fait que la dérivée est une
fonction de Baire est banal quoigu'on ne suppose rien
sur f(x).

Dans le cas d'une dérivée approximative le probléeme est
moins banal puisqu'il n'est que relativement facile de déduire
que f(xX) est mesurable (L). On pourrait donc espérer que
si f(X) n'est pas une fonction de Baire il en sera de méme de
flp(x) et que si f(x) est une fonction de classe a de B aire,
fap(x) doit étre de classe a+1, ou tout au plus égale aa.
Je montrerai cependant que fap(x) est toujours de classe < 3.
M. G. TOlstoff a démontré que si /(X) est approxima-
tivement continue, /ap(x) est de classe <1. La supposition
qui s'impose que /'p(x) est toujours de classe < 1 (comme
f(x)) n'est cependant pas juste. Je donnerai notamment un
exemple de fap(x) de classe > 2 et ceci pour une fonc-
tion /(x) de classe 1 passant par des valeurs intermédiaires
et approximativement continue partout sauf en un ensemble
dénombrable de points. Je laisse comme non résolue la
guestion d'existence d'une dérivée approximative de classe
3 exactementl). Cette question aurait une réponse négative
si I'ensemble de points de discontinuité approximative était
au plus dénombrable; dans ce cas, du reste, f(x) serait aussi
de classe < 2. Cette conclusion, trés facile pour la dérivée
ordinaire, est pour le moins douteuse pour la dérivée approxi-

1) Pendant I'impression jai résolu cette question négativement (ne
résolvant pas le probleme » posé plus bas): si la fonction f(x?a partout (ex-
cepté un ensemble au plus dénombrable) la dérivée approximative f'ap(x),

alors f'ap(x) est de classe 2 (j(x) est aussi de classe 2, —regarde la
fin de ce travalil).

201
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mative. Je ne suis pas arrivé a la démontrer, ni d'en donner
un contre-exemple. Je pose a ce sujet le probléme suivant:

(*) Existe-t-il une fonction f(x) possédant partout la dé-
rivée approximative et ayant un ensemble de points de dis-
continuité approximative de puissance du continu?

Indépendement de la question si fap(x) est de classe
<2 ou 3, on peut poser, en relation avec le travail de
M. Tolstoff la question si fap(x) est de classe < 1 rela-
tivement a I'ensemble de points dans lesquelles elle existe
et dans lesquelles f(X) est approximativement continue. Dans
le cas considéré cet ensemble a un complémentaire de me-
sure 0 et de | cathégorie.

2. Remarques préliminaires. Je détermine la classe de
Baire de la fonction fap(x) en considérant les ensembles
(fap(x) > a}, {fap(x) < a}. Je décompose chacun d'eux en deux
parties: une comprise dans I'ensemble de points de continuité
approximative de la fonction f(x) et l'autre dans I'ensemble
K des points de discontinuité approximative. Dans le cas
envisagé l'ensemble de points de discontinuité approxima-
tive est de mesure nulle; cela résulte facilement des théo-
remes connus mais ici n'est pas suffisant puisqu’il faut con-
maire sa classe de Borel. Je trouve la classe de Bore!l de
la partie considérée de l'ensemble K en tenant compte de
la relation entre la densité et la fonction continue de sa me-
sure p(X) —|[0,x]. M| pour x >0, p{X) =—|[0,x].M| pour X <0.
De cette maniére l'ensemble K se laisse exprimer par les
dérivées de Dini de la fonction continue, c'est-a-dire les
fonctions de Baire. De cette relation résulte I'estimation
de la classe de Borei de I'ensemble K.

Quant a la classe de Borel de la partie restante de
I'ensemble {fapCx)>a} je la trouve en présentant au com-
mencement cet ensemble d’'une maniére résultant de la dé-
finition de fap(x) et de la définition de I'ensemble {fap(x) > a}
comme une certaine combinaison des ensembles dont la
mesurabilité (B) n’est pas connue. Jobtiens ainsi deux re-
présentations analogues p. ex. 22211Bnkm = SSSIIB'nkm, ou
Bnkm G B'nkm. 1l s'ensuit que I'ensemble envisagé doit se
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laisser présenter comme 22211B*km, ou Bnkm G B*m G Bnkm |
et le probléme se réduit a la recherche de I'ensemble B*km

mesurable (B). Jy arrive en trouvant la fonction cp* (x) de
Baire remplissant les inégalités (X)) <¢* (X) << (x), ou
9?2(x) et <p(x) sont données. Je trouve la foction cp*(x)
remplissant ces conditions en utilisant la propriété des déri-
vées de Dini de lintégrale de Lebesgue des fonctions
approximativement semi-continues.

Désignations. Je désigne par | M| la mesure extérieure
de Lebesgue de l'ensemble M, par ||AT|| la mesure inté-
rieure et aussi par |[M| la mesure de I'ensemble mesurable;
je désigne par (a, b) lintervalle ouvert a<x<b et par [a, b]
lintervalle fermé a<x<b; par {IF(x)} I'ensemble de tous les
x remplissant la condition IF(X) et par %{IF XY, z,..)}

I'ensemble de tous les x remplissant la condition IF(X, vy, z...)
pour les valeurs fixées y, z... qui peuvent changer plus
tard au cours du raisonnement aprés la construction de
I'ensemble; ainsi y, z,... sont les parameétres de I'ensemble.

3. Au sujet de la fonction /(x), je suppose quelle soit
une fonction réelle arbitraire (pas méme mesurable (L) ou
au sens d'une autre théorie de mesure), finie, déterminée
pour chaque X réel et fini. Les dérivées approximatives de
Dini peuvent, par contre, prendre aussi les valeurs in-
finies + °°et —o0. Dans le cas ou la fonction n'est pas
mesurable, je définis la limite approximative supérieure de
droite au point X0 comme borne inférieure des nombres |
tels que

. |{f(x)>/}_§xo, X0+

h—>04-

Les autres limites approximatives sont definies pareillement.
Jappele dérivée approximative fap(x) la valeur commune, si
elle existe, des 4 dérivées approximatives de Dini, cette
valeur pouvant étre finie ou infinie.

Théoreme |. Si fap(x) existe dans chaque point du com-
plémentaire de Vensemble E, au plus dénombrable, la dérivée
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fBp(x) est de classe <3 de B aire relativement a 'ensemble
dans lequel elle existe.

Démonstration. Je vais évaluer la classe de Borel
des ensembles {fap(x) >a} pour a arbitraire. Le cas de
a— + 00 est banal, le cas de a——o00 se rameéne aux a finis

00
puisque {f (X)>—o00} _nE=|€ fap(x) >—n}; les a restants se

raménent au a=0 en considérant éventuellement la fonction
f(x)—ax au lieu de f(x).

Puisque je vais considérer f(X) séparément aux points
de continuité approximative et aux points restants, je déter-
minerai la classe de Borel de I'ensemble de tous les points
de discontinuité approximative K et méme de certaines de
ses parties. Evidemment, f(X) est approximativement con-
tinue au points ou fap(x) est finie. En désignant donc
Ki={"NX) =-00}K, K2=(4,(x) = +00)K, KI=EK on
aura K= Ki+ K2 + K3; les ensembles Kt sont par couples
disjoints et K3 est au plus dénombrable. Je consideére
I'ensemble K2; le résultat pour Kj est analogue. Si XoeK2,
nous avons

im apr f(x) > lim apr f(x) > /(x0) > lim apr f(x) > limapr f(x)
->*0+ *_>_*0+ X->X0—
et une au moins des inégalités

lim apr f(x) > f(x0), lim apr f(x) < /(x0)
X-+XO0-

doit avoir lieu. |l existe donc pour tout X deux nombres

rationnels g tels que

lim apr f(X) > —>—>lim apr /(X) ou
limapr /(*)<£<—<Iim apr f(x).
X-*X0— q N x->x,+

D’aprés la définition des limites approximatives, les en-
sembles
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ont au point X0 la densité extérieure de gauche égale a 0
et celle (supérieure) de droite > 0, ou les ensembles

ont au point x0 la densité extérieure de droite = 0 et celle
(supérieure) de gauche > 0. Ces densités sont les dérivées de
Di ni des fonctions

Plmn = pP()="j(O,f) |
<Plpq(f) = Sign£- {/W >"-j(O,E) ,
p2mn (O = signf' p(*)<™j(O,f) ,
*?%</£) = sign p(x) < ¢|(0J) ,

pour f=x0, on a donc soit

) <PImn (*0) = 9™, W =0, <p+((xQ) > y+mn (x0) >0
ou

2 » <) >0 W >0 vimn Uo) = (*o>=0.

Réciproquement, si I'une au moins des relations (1), (2) a lieu
et xoe R— E, nous obtenons d'aprés la définition des limites
approximatives

lim apr /(*)< <5< lim apr f(x)

X->X0— | X->X0+
ou
lim apr f(x) < 2 < EI< lim apr f(x)

X—>-X0— X->X0+

c’'est-a-dire que x0 est le point de discontinuité approxi-
mative et méme celui pour lequel fap (x0) = + oo c'est-a-dire
x0eK2 En formant les sous-ensémbles des xeK? avec les
mémes valeurs m, n, p, g on a donc

® K2=mSp «jpimmM =0 | {y~pg(x) = O] 4&_(X) >0j
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{CipgW > o| (R—E) +J? |99+n(x) = 0j|9?+Q(x) =0 |
(¢'anpW > o]|"q(x) >0 }R —E).

Les fonctions <pimn (x), <lpg (x) sont non décroissantes et

remplissent la condition de Lipschitz, la formule (3)
permet donc de déterminer la classe de Borel de I'ensemble
K2. Son application directe donnerait, cependant, la classé
trop haute. Nous avons:

{9'imnW==0}{?,ipgU) = 0H{<pyn,,(X)>0}{"q(x)>0} =
= (M) =0} ama(x) =0} jy+n(X) > £] {Ptoa(X) > £]

et une formulé analogue pour le second terme de (3). Jintro-
duis les ensembles (k=1,2, 3,..))

~rmnpgk = {"FmnCx) < {™MN(X) < ~“n(x) >
Jmnpgk = {"2tmn(x) < ~“n(x) £ ™Ng(x) >

Dans ce cas
{9rmn(x) = OF{"W==0}{ " "W "}{NW=>|} C Mmnpgk
et I'on a

(4) N2 C- A-"mnpgk + IJmnpgkH R —E).
mnpgk '

D’autre part, quand xoeMmnpgk(R—E), nous avons u_%ipr /(X)

> — |lim apr /(xX) < -, car dans le cas de lim apr /(x)> -
X->Xo—p () 9 X->Xo—p (x)

I'ensemble ff(x) <-1 aurait au point x0 la densité extérieure

de gauche égale a 0 et par suite la densité inté-
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rieure (et a fortiori extérieure) de gauche 1, c'est-a-dire

97q(x0) = 1, contrairement a ce que Ng(x0) < < en

résulte que lim apr f(x) > lim apr f(x) et X0 est 1é point de
X->Xo4" x=>X(—

discontinuité approximative et faP(xo) = + °°, c'est-a - dire
que x0eK2. Jobtiens pareillement que Jmnpgk(R—E")QK2.
De la et de (4) il sensuit que
K2 —= C"mnpgk + Jmnpgk) (R—E).
mnp gk

Mais les ensembles etc. pour les

dérivées de Dini des fonctions continues <pimn(.x) sont d’'une
classe connue de Borel K2 est donc un ensemble de Borel,
notamment Jmnpgk, Mmnpgk sont du type FO0-Gs dou K2 est
du type Gb. D’autre part, il résulte de (3) que Kl est con-
tenu dans l'ensemble de points de non-dérivabilité d'une
suite des fonctions remplissant la condition de Lipschitz
»fmn(x) et <ipg(x); K2 est de mesure 0. Il s’ensuit que la
fonction f(x) est presque partout approximativement conti-
nué et mesurable (L) d'aprés le théoreme de M. E. Kamke
(Fund. Math. t. X. p. 431-433).

~ Ce théoreme n'est pas formulée aussi fortement comme il serait pos-

sible de le faire. Notamment; Théoreme 1. Toute fonction ﬁeu semi-
-continue en haut (ev. en bas) dans fa, b) est mesurable. Sans changer la
démonstration, on peut prouver cette proposition en supposant cette ,peu
semi-continuité* comme ayant lieu presque partout dans (a, b) (comme
dans le théoreme 2). La ,jpeu semi-continuite” est une proprieté plus
faible que la semi-continuite approximative comme cela résulte immedia-
tement de la définition de M. Kamke.

La démonstration facile de ce que KI et K2 sont de I-re
cathégorie est superflue dans ce travail. Je la laisse au lecteur.

Prenons en considération I'ensemble {fap(x) >0}. On a
(5) {/;t6i>0}=
= (x)>&!=

00
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ou Dn est un ensemble arbitraire remplissant la condition:

Dans tout point X de I'ensemble jfap(x) > —1 la densité de
I'ensemble des valeurs de h telles que N < o et
telles que ce quotient < —, est nulle au point h=20, donc la

densité supérieure < . Réciproquement, si dans un certain

point xe R— E la densité supérieure est <, on aura f'p(x)> —

car si I'on avait fap(x) <, la densité envisagée serait 1 >y

Il s’ensuit que nous pouvons poser

(6)

- 1
Dn=(R E)\|J|_r>rg)

2J <2
Remarquons que tous les raisonnements faits pour le signe
< ~ peuvent etre faites pour < - . Les ensembles correspon-

dants seront désignés par les mémes lettres avec un point (+)
au desus, p. ex. D'n

Pour obtenir la somme et le produit d'un nombre dénom-
brable des ensembles, comme [Iexige la classification de

Borei, je me borne a la suite des valeurs zf, z/m=—D’autre
part, en désignant par Dnk I'’ensemble obtenu de (6) par la
substitution - —£en place de , on aura
(e]0)
BPED T

k=l
Si xeDnk, on aa partir d'un certain m =M (M dépend de x),
pour chaque m > M
7 m p[f(x+h)—fx)<11[_1 h 1
M 2 h nj[ m k



DERIVEES APPROXIMATIVES 315

En désignant par Bnkm le produit de I'ensemble de tous les X
remplissant cette condition et de I'ensemble R—E on aura

oo oo oo oo oo

(8) DntC s M Bnkmy Dhcs s nr Bnm:
M=1 m—M k=1 M=1 m=M

oo

D’autre part, si xe ]] Bnkm, nous pouvons évaluer la densité
m=M
moyenne de I'ensemble E < 1j. sur je segment

arbitraire [— A, A] tel que Y < A< o m > M. Nous

avons, notamment, en désignant, pour simplifier I'écriture,
par /4A) la mesuré sur le segment [—A, A]-

pAAI m+1
2 A m
donc pour m > 31*=max [M, k—2) (c’est-a-dire pour cha-
que J <
143y <1 _ ],
2A 2 2k’
im EHX+hW(X)<1i[_s<h<s1
ﬁ{l->0 211 ny n. 71 2 2k 2 3k

et xeDn3k donc

oo oo oo oo oo oo oo

S rmyssnkm BMn,3k» »~ » FJIBnkm C NI[Dn>3kQ ™~I[D>nk —Dn

M=1 m=M k=i M=i m=M k=1 k=1

d'aprés (6). De cela et de (8) il résulte que

9) » =12
k=i M=1 m=M

Il reste a envisager I'ensemble Bnkm. Prenons en considéra-

tion la fonction

F..0=m|E{K*+K*) <a}[-2 <h 1111

(e]e]

dans I'ensemble R—E. On a d'aprés (7)
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Pareillement
B;km = (R-E) "Fmm (x) < , ou
Fim (x) = m 'ﬁ- ff(x+h)—f(x) 1j _ 1 h
On a
(10) O<Fnm(x)<Fnm(x)<lI.

Dé la B,km Q Bnkm. Désignant par ipnm (x) une fonction
guelconque remplissant la condition

(11) Pnim M < Vnm w < Fmm (*) ~our tout x6 H
et par
(12) B:km=(£-F)"™nm((x) < :

nous aurons

Des formules (9), (5) et des formules analogues pour B.km
D , Dh il résulte
(13) V v y 2yB.)n=

n=1 k=1 M=\ m=M

=2 22 nnB'ntm
n=1 k=1 M=1 m=M
Posons en particulier H=R— (KI+K2+E). Je déterminerai
la classé de Borei de I'ensemble H (fap (x) > 0} en choi-
sissant y>nm (x) de maniére que B*km soient des ensembles
de Borel Il suffit pour cela que ipnm (x) soit une fonction
de B ai re (relativement sur I'ensemble borelien H). Je choisirai
dans ce but pour pnm (x) une dérivée convenable de Di ni
de l'intégrale indéfinie de Lebesgue de la fonction Fnm(x)
ou Fim(x). A cause de (10) il me faut et il me suffit de
montrer que ces fonctions sont mesurables (L). Pour la dé-
monstration des inégalités (11) je prouverai que Fnm (x) est
approximativement semi-continue inférieurement, Fnm (x) est



DERIVEES APPROXIMATIVES 317

approximativement semi-continue supérieurement dans tout
point X e H. Puisque
PnmM =1 —"mm (x),

(fF(x+ h%—f(,x)
1

3

il suffit de montrer que <Enm (x) et Fnm (x) sont approxima-
tivement semi-continues inférieurement et mesurables. En
considérant éventuellement au lieu de /(x) la fonction

OXx)=f(x)— x ou—f(x) +-"x je ramene le deux cas

a la discussion de la fonction

ou O(x) est une fonction mesurable (L) et approximative-
ment continue dans tous les points de I'ensemble H.

Lemme. La fonction <m(x) est mesurable (L) et approxi-
mativement semi-continue inférieurement dans chaque point
xeH.

Puisque l'ensemble R—H est de mesure 0, il suffit
(a cause de la proposition citée de M. Kamke) de montrer
que (X) est approximativement semi-continue inférie-
urement dans tout point XoeH. On peut méme se limiter
a un voisinage (x0 — 0, x0+ <) fixé quelconque du point x0 .
Je désigne par e un nombre positif arbitraire et je pose

d=4 (e) = min 1
\8m 4m)
Je considére les intervalles
Li=Ixo—~ + 0’X0--2 <, L2= (X0 —2 & x0 + 2 0),
L3~Ix0+26,x0 + —<)

Le premier et le troisiéme de ces intervalles sont communs
pour [X0— — Xn+—] et [X---—--, X+ —], si | X — x| <& et
U m’u m m m U

c'est uniquement dans ces intervalles que je considere les
valeurs X0+h=x+h'—S On a évidemment



318 Z. ZAHORSKI

pP(O(x+h)-0O

ni h
F(O(Q-0(x)
i\ T-X

(©H)—00)

La différence des mesures des ensembles E >—§----------

et > 0j dans les intervalles non envisagés d'une
longueur totale 8 ¢ est donc <8¢, tandis que la différence de

- s b 2 .
densité moyenne rapportée a l'intervalle de longueur 7 qui
provient de ce que I'on n'envisage pas ces intervalles (les

parties des segments [X{ﬂ'"' xnu+ _nJ [x-----

Fr — X + m] situes

m

en dehors de Lj et £3) est<8 & , il en résulte que

(14) -

pour tout xe (X0—<, x0+06). De la formule
r(0(9)-0(xo
El £ *0

il s’ensuit
O)-BUOT¢L L + L3 =
JO(H)-0(xD)N™N i1t
pllggo fl (2 ( ) pJ(Ei + L3
il existe donc un nombre P —P («) tel que
ISH-0x)™ J,, .. , ., 8
(15)

S—x0
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Les points £ de I'ensemble S = E| _* —>pj(Lj+ LY

correspondent aux points [£;0(0] du diagramme situés en
dehors du domaine angulaire formé par les droites

Pi» P2+ *I—0(x0) — & —Xx0) et renfermant la droite pa-

rallele & I'axe £, en particulier en dehors de deux trapézes
isoceles dont les codtés non paralléles sont situés sur les
droites pl, p? et les cOtés restants, perpendiculaires a I'axe £
se trouvent sur les droites passant par les extrémités des
segments Lt et L3. Les hauteurs des trapézes en question
sont donc égales aux longueurs des segments L1, L3 c'est

-a-dire a ——33. La moitié de la longueur des bases plus
courtes de ces trapézes est égale au minimum de 1P (E— x0)
dans  + L3, c'est-a-dire a p*= . Les points [£;0(0]
du diagramme pour fe SL! se trouvent donc au dessous de la

droite y — O(x0) —-p , et pour leSL3—au dessus de la
droite y = O(x0) + 253 . 1l s’ensuit qu'en formant le quotient
des différences pour les £—x0 et 1 —Xx quand feS

(16) xe (X0— <& x0+0, |©00—0 (&) | < pyp

nous obtiendrons les signes positifs, c’est a dire
0(0-0U) n 0(0-0(x) 0n
—_ > (.

et 7O Ty

Il en résulte cependant que
SCE[O >0} (A+£Y)

pour | O (X)—0O(x0)| < . x—=x0 <4

donc, d'apres (15)
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|0(F)-0(x) S
jF_IfO(CfD_ O () r; ’

pour X e (XO— 0, X0+<5), | 0 (X)— O(Mo)I<'p“ et de la ainsi
que de (14) il s’ensuit que pour chaque X remplissant les
conditions (16)

(17) OT (X) — OT (X0) > —e

Puisque x0e H, ce point sera, d’'aprés la définition, le point
de densité de Il'ensemble de points X remplissant (16) et
par suite des x remplissant (17), c'est-a-dire que x)
est approximativement semi-continue inférieurement au

point Xo, ce que nous voulions montrer.
X

Les dérivées de Dini de la fonction & (x) — Ja>(t)df ou <w(x)
a

est approximativement semi-continue inférieurement en x0 ,
remplissent I'inégalité

(18) ® (x0) > Q (x0) > 0 (x0)

ou £ (X)=max(i2+(x), (X)) , Q(x) = min(P+(x), Q~(x)),
dont la démonstration est facile. Une inégalité analogue

peut étre écrite pour la fonction approximativement semi-
continue supérieurement. En particulier en posant

X X
(x) =fFnmm (1) dt,
0 0
on aura suivant (10) pour chaque x et h
£2(x+h) —E2(x) N/x+h)— A(X)
h h
De la A2(x) > £j(x), Q2(x) > Q(X) pour tous les x. On a
donc en vertu du lemme et (18) pour tout Xxe H:
Fim (X) < Ni(x) < £2x) < F;m (x) .
En posant dans (12) vnm(x) —Qk(X) j'obtiens pour B,km les
ensembles du type Gs; de (13) il s’ensuit donc que
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(19) H{f'ap(x) > 0} = HT = (R-K-K-E)T

ou T = riBnkm est du type G3c. Puisque
n=l k=l M=l m=M

(20)  {fap(x) > 0}=H{fap(x) > 0} + Ktf'*x) >0} + K{ rap(x) >0
et KI{f'ap(x) > 0} =0, K2{f'ap(x) > 0} — K2, on a donc d’aprés
(19) et (20)
{fpx) >0} =T-TK-TK-TE+K?,
c’est-a-dire
{fap(x) >0} = T—TK —TE+KI=T+K—TE—K; ,

Puisque T, K et K} sont du type G;, et TE est au plus
dénombrable, nous avons que

{fapw > 0} est du type Gia
et par suite du type G%§ et Fok simultanggnent. De la formule

{7,PW=-~}=w{/;p(X)>-}+K2=£L£{/;p(X)>-n}H+K2

il sensuitque {/' (X)>—0°} ==2FTn//-|-K2=T7/+K2, ou T'
est du type GSo. De cela, comme plus haut, il résulte que
{l'ap(x) > — est également du type G%* FoS. On voit donc
que les ensembles {/'ap(x) >a), {/p(xX)<a} sont du type
Géz + Fo8 pour tous les a, (fap(x) >a}, {fap(x) <a} du type
Gia+Fat et par suite également du type Gs.s et Fi% simulta-
nément. De méme I'ensemble {/ap(x) =a} est du type
(G3o+Fu) (GSo+FJ et du type G et Fgh simultanément. La
fonction f'ap(x) doit donc étre de classe < 3 dans R—E (et
aussi dans R pour une détermination arbitraire de Tap(x)
dans E). Il s'ensuit en outre de (19) que f'ap(x) est de cla-
sse < 2 dans H. On voit en méme temps a cause du ca-
ractére spécial des ensembles F% que f'ap(x) ne peut pas
étre une fonction arbitraire de classe 3; il est donc probable
qu’elle est de classe < 2 (et < 1 dans H). (Il est évident que
la solution de cette question peut étre indépendante de la
solution du probleme *).

Considérons une fonction /(x) périodique de période 1
égale a 0 aux extrémités gauches des segments composants
du complémentaire de I'ensemble de Cantor; égale al au

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXI. 21
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points restants de cet ensemble et sur les segments (af, b,) de
longueur b, —a, = — de complémentaire de I'ensemble de

Cantor déterminée de maniere suivante:
1 pour a;+ 23~ < X <bh,

/*(X) = (x—af—3 2n)-2*32"—1 pour a-+3~-2n<x< ai +2-3-2"
— 1 pour a <x<aj+3 2n

Jobtiens le diagramme dessin de /(x) sur le segment [a jTh(]
en partant de celui de /*(x) en y remplagant les pointes
aux points a,+ 3 a/+2-3_ "par les arcs des circonférences
de rayons 3 'ntangents aux segments rectilignes du diagramme
dessin de la fonction f*(x). La fonction /(x) ainsi déterminée
est de classe 2 de Baire ce qui permettra probablement
de déterminer exactement la classe de Baire des fonctions
ayant partout la dérivée approximative.

(J'espére notamment que le résultat obtenu dans ce travail
gu'une telle fonction est mesurable (L) peut étre renforcé
par la démonstration qu'elle est de classe <2 de Baire.
A titre d’argument remarquons, comme il est facile de prou-
ver, qu’a I'exception d'un ensemble au plus dénombrable on a

lim_apr f(x) = f(x() = lim apr /(x) ou
X—>Xo+ X—>Xo
)I(l_g;(ogpr /(xX) = f(x0) =x-| L%ﬁpr f(x).

Ainsi donc la valeur /(x0) est en général déterminée par
celle de la fonction dans le voisinage de X0 et ne peut pas
étre trop arbitraire).

Je laisse au lecteur la démonstration facile de ce que fapM
existe partout (aux extrémités gauches des segments du
complémentaire de I'ensemble de Cantor fap(x) =—o0;
aux points restants de cet ensemble fap(x) =0 et dans son
complémentaire fap(x) = f'{x) > 0).

On sait qu'il existe une fonction ¢>(x) (méme absolument
continue) ayant partout la dérivée ordinaire, 9/ (x) =—o00
dans chaque point de I'ensemble de Cantor et ¢ (X)<0
pour chaque x. |l s’ensuit que I'exemple cit¢é montre en
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méme temps que la proposition connue de M. A. Khint-
chine, que de fap(x)=<p(x) pour chaque X il résulte que

(x) =F(x) pour tout x, n'est pas juste sans réserves.
En effet, de la démonstration de M. Khintchine (Fund.
Math., t. 9, p. 212-279) résulte il qu'il n’envisage que la fap(x)
finie partout (ou en tout cas =.=—o00 pour les évaluations
den bas). La fonction fap(x) est ici de classe > 2. Dans
le cas contraire l'ensemble {/'p(x) =—o00} serait du type
Gl et, étant dense dans lI'ensemble de Cantor, aurait la
puissance du continu. On na pas donc partout fap(x) = f'(x)
puisgu’une f'(X) existant partout est de classe < 1.

En posant F(xX)=1—3 " dans x=a ou (a, b,) est le
segment du complémentaire de l'ensemble de Cantor de
longueur b;—a; =3 " et F(X)=1 aux points restants de
I'ensemble de Cantor et encore

F (x) =X/2(x) + Bf(X) + C—]/x—a; (x—h,)2 pour tout x e (a;, b()

ou A=1—2~23~n+l + /1—2L13“" + 2°“13“2\
B=2~'3*", C=I1—-2T13*"—A

jaarrive a une fonction ayant les propriétés semblables et en
plus de classe ! de Baire. Cette fonction passe par des
valeurs intermédiaires dans chaque segment et est approxi-
mativement continue partout excepté un ensemble dénom-
brable de valeurs a- La dérivée Fap(x) existe partout et est
de classe > 2. Je laisse au lecteur la démonstration facile.

Apres avoir écrit ce travail je suis arrivé a démontrer
(et méme facilement) la proposition suivante qui est une
généralisation du fait connu que la fonction ayant partout
la dérivée ordinaire finie est continue. En effet: une fonc-
tion ayant partout une dérivée approximative (éventuellement
infinie) est de classe <2 de Baire et excepté un ensemble
(au plus) dénombrable A de points — de classe < 1. Cet
ensemble A est contenu dans l'ensemble de points de dis-
continuité approximative.

La démonstration de cette proposition ainsi que la Il par-
tie des problémes traités en ce lieu sera publiée plus tard.
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par
A. MARCHAUD (Bordeaux).

1. Cette Note a pour objet de signaler quelques propriétés
que ne peut posséder un ovale sans étre une ellipse. Un
ovale r sera par définition la frontiere d'un domaine plan
borné, fermé et convexe, non réduit a un segment de droite.
Il reviendrait au méme de considérer r comme une courbe
simple fermée d'ordre deux au sens élargi, c'est-a-dire ren-
contrée en deux points au plus par toute sécante ne contenant
aucun segment entiérement situé sur elle, r est une courbe
simple fermée douée des propriétés suivantes:

a) r admet en tout point m une demi-tangente unique
pour chaque cbété et l'ensemble des points ou ces deux
demi-tangentes ne sont pas opposées est au plus dénombrable.
I est toute entiere d'un méme coté par rapport au support
d'une quelconque de ses demi-tangentes.

b) Si m tend vers ml en restant d'un méme c6té, la demi-
tangente en m du c6té de mi tend vers la demi-droite
opposée a la demi-tangente en m) du c6té de m. Il en
résulte que si T a une tangente partout celle-ci varie d'une
maniére continue.

c) Par tout point extérieur a r (cC'est-a-dire extérieur au
domaine convexe qui le définit) on peut mener a celui-ci
deux droites d'appui. On appelle ainsi toute droite conte-
nant un point au moins de r et le laissant d'un méme cété.

2. Soit alors A une droite extérieure a r, les traces sur
A des supports des segments rectilignes qui peuvent se
trouver sur r forment un ensemble E(A), vide ou dénom-
brable. Les droites dappui d'un point P pris sur A en
dehors de E(A) touchent chacune T en un point unigue
et définissent une corde de contact bien déterminée. Je dirai
que A admet un pdle par rapport a J si le support de cette
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corde de contact passe par un point fixe a quand P varie.
On va voir que dans ce cas A est la polaire de a au sens
de la théorie des coniques. En faisant au besoin une trans-
formation homographique convenable, on peut supposer que
A est la droite de linfini. 1l suffira d'établir que dans ce
cas a est un centre pour r.

Montrons d'abord que a est intérieur a r. Pour cela
prenons sur A un point étranger a E(A), les droites d'appui
issues de ce point sont deux paralleles, T et Tv qui touchent r
la premiere en un seul point m, la seconde en un seul
point le support de mmi contient a. L'ovale P est
compris entre T et 7} et posséde nécessairement des points
de part et d'autre de mmyx Supposons le contraire et soit
n un point de r, menons par m une droite L coupant le
segment mpi & son intérieur et dont le point a linfini p
soit étranger a E(A). La parallele a L menée par ml est
une droite dappui issue de p. La seconde droite d'appui
ne peut étre L (qui pénétre a l'intérieur de r) elle ne peut
donc toucher r qu’en un point extérieur au segment mmy
Il en résulte que a est nécessairement en mv En inter-
vertissant les roles de m et de mx on verrait que a doit
étre aussi en m. r possede donc des points de part et
d'autre de mmyx Soit alors nl un point de F situé par
rapport a mmi du coOté opposé a n. Larc mnm* de r
complété par le segment mmj}, constitue un ovale Px. Le
raisonnement précédent montre que les droites d'appui de I\
paralléles a L le touchent en mi et en un point unique r
situé hors des droites T, T\ et mmy r est le point de contact
d'une des droites dappui a r, issues de p. En choisissant
L de maniére quen plus des conditions imposées sa paralléle
menée par coupe le segment mrti a son intérieur on
obtiendra de méme pour P une seconde droite dappui le
touchant en un point unique rl; situé par rapport a mmt du
cOté opposé a r et situé hors de T et de Tv Le support
de rrl coupe nécessairement le segment mmy a son intérieur.
Le point a est donc bien intérieur a r.

3. Considérons maintenant un point variable m sur r.
La droite am rencontre lI'ovale en un second point ml situé
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du cOté opposé & m par rapport a a. Je vais établir que
les demi-tangentes a droite (a gauche) en m et sont in-
versement paralléles. Supposons d’abord que m par exemple
soit une pointe et désignons par mt et les demi-
tangentes a droite et a gauche. Menons par m une droite L
extérieure a langle tmt' et dont le point al linfini soit
étranger a E(A). L est une droite d'appui, la droite d’appui
paralléle touche r au seul point mv En prenant L voisine
du support de mt ou de mt' l'on voit que T est tout
entier dans l'angle “m” homothétique de tmt' par rapport
a a. Si la demi-tangente a droite en mx était distincte de
m~” elle serait dans Iangle am”, mais alors le méme
raisonnement montre que Mt ne pourrait étre demi-tangente
On en déduit que m” et m/' sont respectivement les demi-
tangentes a droite et a gauche. Placons-nous maintenant
dans I'hypothese ou les demi-tangentes en'm sont opposees,
il en sera de méme en mx car l'un de ces points ne peut
étre une pointe sans que l'autre en soit une. Soient toujours
mt et mf les demi-tangentes a droite et a gauche en m,
m” et mMt leurs homothétiques par rapport a a. Si les
demi-tangentes en m, ne sont pas portées par t*n” l'une
d’elles, la demi-tangente a gauche M~ par exemple, sera exté-
rieure a la bande tt',t\tv Soit alors m& la demi-droite directement
parallele issue de m, m& est intérieure a I'angle tma, Menons
par m une droite L pénétrant a l'intérieur de I'angle fmO et
dont le point a linfini soit étranger a E(A), et par m} la
parallele Lt a L. Ces droites L et  coupent r respectivement
en des points n et np distincts de m et de m, et situés
par rapport & mmv du coté de m& Soient mn et min!
les arcs de r situés a l'extérieur de la bande limitée par
les paralléles L et LI. Ces arcs sont d'un méme coOté par
rapport @ mml ils admettent chacun une droite d'appui
parallele a L touchant en un point unique. La corde de
contact du point a l'infini de L est donc bien définie par
deux points r et rt situés d’'un méme coté de mml et ex-
térieurs a la bande définie par L et Lj. La droite rn ne
peut couper mmt entre m et mi. Il n'est donc pas possible
de supposer mj©' distinct de mtt\. Autrement dit: dans
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tous les cas les demi-tangentes a droite (& gauche) en m et
ng sont homothétiques par rapport a a.

4. 1l va étre facile de montrer maintenant que a est un
centre pour T. Soit une demi-droite issue de a et dangle
polaire ¢p par rapport a une direction fixe ax. Cette demi-
droite rencontre r en un point m et la demi-droite opposée
le rencontre en m, Le rapport positif am:aml=Q est
une fonction continue de <. Si nous établissons que sa
dérivée est nulle la démonstration sera achevée car la valeur
constante de p ne peut étre que l'unité, la substitution ¢> ¢C-Jt

changeant Q en . Donnons a ¢ un accroissement positif ¢ et

désignons par m et mj les intersections avec r des demi-
droites issues de a d'angles polaires respectifs ¢>-|-Eet¢>4-Jt-|-e.
Désignons par pi et /q les angles m'ma et m”~a; lorsque
£ tend vers zéro ces angles ont une limite commune w et
cette limite est différente de 0 et de a. En désignant par q'
la valeur de p correspondante a ¢ +e, on obtient immédiate-
ment par un calcul élémentaire:

_sin(pi—/g)+sint
P—=P=P" sinplism (pr+ &

On en déduit que la dérivée a droite de p est nulle. Le méme
raisonnement prouve que la dérivée a gauche est aussi nulle.
La démonstration est achevée.

5. En résumé nous avons établi la proposition suivante.
Soit A une droite extérieure a un ovale r, si pour tous les
points de A non situés sur les supports des segments recti-
lignes de r sil y en a la corde de contact passe par
un point fixe a, A est la polaire de a par rapporta T au sens
de la théorie des coniques, ou, si Von préfere, r est inva-
riante par rhomologie de centre a, d'axe A et de rapport — 1.
Il revient au méme de dire que I'homologie est involutive.

Je vais examiner le cas ou I'hypothese du théoreme pré-
cédent est vérifiée pour deux droites A et Mt 1l est immédiat
que les points a et aj sont distincts. Appelons a et 0" les
homologies correspondantes & A et /1]. Soient U et v les
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intersections de la droite aa! avec r. Considérons une
demi-tangente en U a r, a droite par exemple, soient t et L
les points ou elles coupent A et At. Le support de la demi-
tangente a droite en Vv passe par t et tx, ces deux points
sont donc réunis a l'intersection m de A et de Ar. On en
déduit qu’en U comme en v les demi-tangentes sont opposées
et portées respectivement par (ou et cov. Soit ml un point
de r situé hors de cou et de cVv; il existe nécessairement
de tels points. Si I'on suppose 0 & l'infini, ce qui est pos-
sible, ml est entre les paralleles cou et cov. La conique
passant par ml et tangente en U et v a ces deux paralléles est
nécessairement une vraie ellipse Co (car m0 ne peut étre sur
uv). Cette ellipse est elle aussi invariante par les homolo-
gies a et . Le transformé d'un point m de F par a s'obtient
en prenant le second point d'intersection de ma avec r, le
transformé par  s’obtient de la méme maniére en remplagant
a par Sj. Soient m et les transformés de m( par a et alt
Désignons par | celui des arcs m mi ne contenant ni U ni v.
Je dis que r est entierement déterminé par l'arc | et les
transformations a et 04. Supposons al entre a et v et choisis-
sons comme sens positif sur T celui de m a mx sur . Con-
sidérons alors les transformés de | par a, aajaXaaj) a,...,
(aa”a,.... Il suffit de faire la figure pour constater qu'ils
se placent bout a bout a partir de m) dans le sens positif
et s'accumulent sur u. De méme les arcs transformés de |
par aj,(aja) 04,..., (ala)na,... se placent bout a bout
a partir de ml dans le sens négatif et s'accumulent sur V.
Avec les premiers ils définissent I'arc umov. |l suffit de
transformer cet arc par a par exemple pour obtenir tout r.
Ou observera que les extrémités des arcs obtenus sont tous sur
Co, par suite r posséde sur Co quatre suites de points qu
s'accumulent en u et en v en restant d'un méme coté. Il en
résulte que les tangentes a T en u et en v touchent chacune
en un seul point. Supposons maintenant que C posséde un
point non situé sur Co, on en déduira une seconde ellipse,
bitangente a Co en u et v, sur laguelle se trouvent quatre
suites de points de r analogues aux précédentes. On en
déduit immédiatement que si r possede en l'un des points
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u ou v et pour un certain coté une courbure bien déterminée,
Tovale ne peut étre quune ellipse.

6. On montre aisément par un exemple que r n'est pas
forcément une ellipse si I'hnypothése relative a la courbure
n'est pas satisfaite. Donnons- nous une ellipse C] et deux
points intérieur a et al; désignons encore par u et v les
intersections de aal avec Cj, aj étant compris entre a et v.
Appelons toujours a et 04 les homologies involutives de
centres a et ax laissant Cj invariante. Prenons sur Ci un
point ml et désignons par m et nij les transformés de mi
par a et ap En transformant le segment m mi de la maniére
dont on a transformé plus haut lI'arc | on définit un ovale
polygonal I\ invariant par a et ax. On pourrait remplacer
le segment m my par un arc convexe compris entre ce segment
et celui des arcs de CI soustendus par lui ne contenant pas
u et v.

Remarquons que aaxa est la transformée de ar par a,

car a2=I. I\ est donc invariant par aaxa. D'une maniére

n
générale -Tj est invariant par /= (aa,)2-1«. En effet, la trans-

formée de ar par est
n n n-H
(aaj)" a=(aal) -~ a,

ce qui montre la propriété par récurrence. Le centre dho-
mologie de est & l'intersection de uv par la corde joignant
m a son transformé par fln, or ce transformé tend vers u
guand n augmente indéfiniment. On voit donc que u et v
sont des points d'accumulation de centres dhomologies
involutives laissant I\ invariant. Il y a évidemment d'autres
centres (d’homologies involutives laissant I\ invariant, obte-
nues a partir de a et aj). Leur détermination est théorique-
ment facile. Je me conterai d'affirmer qu’ils ne peuvent avoir
d'autres points d'accumulation que u et v. Cela résultera
immédiatement des conclusions du numéro suivant.

7. 1l serait intéressant d'étudier le cas ou F est invariante
par plus de deux homologies involutives de centres alignés
ou non, mais cela nous entrainerait trop loin. Je me bornerai
au cas suivant. Supposons qu'il existe pour r une infinité
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de droites telles que A, c'est-a-dire pour lesquelles I'nypothese
du numéro 2 est satisfaite. A chaque droite A correspond un
point a tel que T soit invariant par I'homologie involutive
de centre a et d'axe A. Je vais montrer que si I'on peut
extraire de I'ensemble des points a une suite ayant un point
d’accumulation a0 intérieur a r, celui-ci est forcément une
elipse. L'ovale I\ défini au numéro précédent montre
I'hypothése: al intérieur & P est indispensable, si elle n'est
pas vérifiée P peut ne pas étre une ellipse.

Soit alors une suite an (n=1, 2, 3,...) de centres dhomo-
logies involutives d'axes An. Il est presqu'évident par raison
de continuité que An a pour limite une droite bien déterminée
/10, polaire de a0 par rapport a P. Le lecteur le démontrera
sans peine. De la suite an on peut extraire une suite
partielle dans laquelle la demi-droite acan admet une limite
bien déterminée aoX. On peut supposer que la suite an se
réduit a celle-ci. Soit w le point commun a t!0 et An, un et wn
les points dintersection de aoan avec P; un et vn tendent
respectivement vers les intersections de I'ovale avec le support
de aoX. On sait que P admet une tangente unique en un et en
vn. En réduisant encore au besoin la suite an a une suite partielle
on peut supposer que un tend vers ul en restant d'un méme
coté. La tangente en un tend vers le support de la demi-
tangente en U0 du coté de un (n° 1); elle a donc une limite
bien déterminée quand a tend vers al, de méme la tangente
en vh a une limite bien déterminéel). Ceci posé prenons
sur P un point fixe m distinct de ul et de v0; soient m) et mn
les intersections (distinctes de m) des droites mal et man
avec P. On a vu (n°6) que P est entiéerement déterminé
par I'arc momn et les homologies de centres al et an, autre-
ment dit: tout point de P est sur une ellipse bitangente
a ren un et v, passant par un point de momn. Remarquons
gue zn) est fixe et que mn tend vers ml en restant d'un
méme coté, car la demi-droite a0 an tend vers al X. La demi-
tangente en mn du co6té de mi tend vers la demi-droite

LSi l'on réduit encore au besoin la suite an a une suite partielle
convenable.
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opposée a la demi-tangente en m) du c6té de mn. Il en
résulte que si les demi-tangentes, en m0 du cété de mn, en
mn du coté de m0 n'‘ont pas méme support elles se recon-
trent en point t, qui tend vers m0. L'arc momn est donc
compris dans un triangle momn t, pouvant se réduire & un
segment, mais qui dans tous les cas tend vers le point mo.
Il résulte de tout ce qui précéde que I'ellipse bitangente
a r en un et v, et passant par un point donné de I'arc rnomn
a une limite unique quand an tend vers a0, & savoir: I'ellipse
C bitangente en ul et v0 aux limites bien déterminées des
tangentes &' r en un et v,, et passant par m0. L'ovale r se
réduit donc a C.

8. La notion d'ovale s'étend sans peine au plan projectif.
Les résultats précédents restent valables a condition de
remplacer le mot: ellipse par celui de conique.



A THEOREM ON EXTENSION OF HOMOMORPHISMS

by
Roman Sikorski (Warszawa)

In this paper | shall prove the following theorem on
extension of homomorphisms: ¥

Let Ao be a subalgebra of a Boolean algebra A. Every
homomorphism of Ao in a complete Boolean algebra B can
be extended to a homomorphism of A in B.

Stone’s theorem on the existence of prime ideals is an
immediate consequence of this theorem.

Terminology and notation. A Boolean algebra is a non-empty set
A with the operations of addition A, + /42, multiplication and
complementation /1) defined for all At,AseA. These operations behave
formally like the analogous operations on sets in the general theory of
sets. It Ai+/L =/, we write AtCZA2 A non-empty subset AoClA
is called a subalgebra of A if Ay + <4 eA, and A[eA, for every A, AceAo.
Each subalgebra is also a Boolean algebra.
~ A mapping B = f(A) of a Boolean algebra A in a Boolean algebra B
is called a homomorphism if f(A, + /1) = ?(/1,) + f(/l) and = hCA)]
for every At, AleA.

Let At and A2 be two subalgebras of a Boolean algebra A, At Clzt2
A homomorphism f2 of A2 in a Boolean algebra B is called an extension
(over 4L) of a homomorphism ft of A, in B if f*A) = fs(A) for every AeAt

A Boolean algebra B is called complete if for every non-empty subset
B,,dB there exists an element Bs such that

(i) B<CBs for every B e Bo;
(ii) if BcBO for every Be /) then Bs Q Bu
Bs is called the sum of all BeBo.

8 This theorem was announced t%y me during the Polish Mathemati-
cal Congress in Krakow in May 1947. The proof is similar to that of
a theorem on the extension of measures presented by Professor E. Mar
czewski during a session of the Polish Mathematical “Society in Warsaw
in 21, IX. 1945,
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If B is complete, then for every non-empty set BoCZ B there exists
also an element Bp (the product of all B e BOE such that

(i) 'Bp CB for every BeBO-

(i) if BOCB for every B e Bo, then BoCZ Bp.

1. A fundamental lemma. Let C be a subalgebra of
a Boolean algebra A. The least subalgebra of A containing
C and a given element AeA will be denoted by C(A).
Obviously C(t4) is the set of all elements EeA which can
be represented in the form E = CiA + C2A" where Ci,C2eC.

If C is a subalgebra of a Boolean algebra A, AeA and
if fis a homomorphism of C in a complete Boolean alge-
bra B, then there exists a homomorphism g of C(A) in
B which is an extension of f over C(A).

Let Bs denote the sum of all elements f(C)eB where
C~/A and CeC, and analogously let Bp denote the product
of all elements /(C)eB where A™C and CeC. Obviously

Bp-

Let B be an arbitrary element of B such that
0] Bs*B”Bp.

If EeC(A), then
(i) E=CM + CUT
where CteC,1==12. Let
(i) g(E) =/(C)B + /(C2)B'.

The element g(E) is independent of the representation
of E in the form (ii). In fact, if E= CiA + C2A'= CSA +
+ CtA' (where C,eC, i=1,2,3,4), then

(iv)
(v) CC + C'fiSA
We obtain from (iv): A~MCC'» + CCMeC, and hence

bcf[(cc; + c;cd)'j=i/(cc; + cC)],
so that
/(cc; + c;cd)cb.

From (v) and (i) it follows that
(csc; + c;c)cb
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Hence i

" [f(C)B + f(C)B']f(C,)B + /(C)BT +

+[/(C)B + /[(C)B']'[f(C3)B + /(C )B'] =

=/(Cc;+cc )B+1(Cc; +c;ch)B'=o
and consequently

KcJB + /(C2)B'=1(C )B + f(Ci)B".

Thus g(E) is a mapping of C(/) in B. It is a homo-

morphism since (for B{ = C34 + CiyT, C,eC, i =3,4):
g(E) + g(Ei) =[/(C) +/(C)IB + I/(C) +/(C)]B'=
=/(CIl + C)B +/(ClL+ CHB'=g(E + BY)

and

[gOOMKCcjrB + [ke2)]'b'=/(C)b+/(c;)B'=g(E")

Since for CeC: C=CA T CA' and ¢g(C) = f(C)B +
+/(C)B'=/(C), the homomorphism g is an extension of
f over C(Af. The lemma is proved.

2. Proof of the theorem on extension of homoniorphisms.

Let fo be a given homomorphism of Aoc in B and let
A2} (where 0 <a<y) be a transfinite sequence contain-
ing all elements of A. We define by induction (for 0 <a<y)
an ascending sequence {Aa} of subalgebras of A and a se-
quence [fa} of homomorphisms of Aa in B in the follow-
ing way:

Aa+1==AAAa);

fa+1l is an extension of fa over Aa+1;

if is a limit number, then A.= ., A and A is

a common extension of all fa (0 <a<A) over A. (since A CTA?
for a</?<X and is an extension of fa, the homomor-
phism  exists always).

Obviously the homomorphism f=1fl is an extension of
fo over A =A.

3. Stone’s theorem on the existence of prime ideals. The
following well known theorem of Stone?) is an immediate

J) Stone. The theory of representations for Boolean algebras. Trans.
Am. Math. Soc. 40 (1936), pp. 100—105.
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consequence of the theorem of the extension of homomor-
phisms :

For every ideald) lo of a Boolean algebra A (Ily*A) there
exists a prime ideal 1 of A such that 10™I.

Let Ao denote the set of all elements A of A such that
either Aelo or A'elo. Ao is a subalgebra of A.

Let B be a Boolean algebra of all subsets of a one-ele-
ment set (X), where X is an arbitrary element. B contains
only two elements: the empty set O and the set (x). The
following formulas

A>U)=0 if Aell

fo(A) = (x) if A'elo
define a homomorphism f0 of Ao in B. B being completel
there exists an extension f of f0 over A. The set of al,
elements Ae A such that f(A) = O is a prime ideal / con-
taining 10.

Obviously there are also other applications of the theorem on the
extension of homomorphisms to the theory of Boolean algebras. For
instance the following theorems can be proved easily with the help of
the theorem on the extension of homomorphisms.

() In order that a complete Boolean algebra B be a minimal extensiond)

of a Bolean algebra A, it is necessary and sufficient that B contain a sub-
algebra Bo, isomorphic to A, with the property:

for every BeB (B™O) there exists an element BoeBo such that
O”"BodB.

(if) All minimal extensions of a Boolean algebra A are isomorphic.

s) A non empty class | of elements of a Boolean algebra A is called
an ideal if the conditions: AltA,el and ACZA, imply At+ A2el and
Ael, An ideal I is called prime if 1A and for every AeA either
Ael or Ael.

f) In the sense defined by Mac Neille. See Mac Neille Partially
ordered sets. Trans. Am. Math. Soc. 42 (1937), p. 437.



SUR L'ISOMORPHIE DES RELATIONS
ET L'HOMEOMORPHIE DES ESPACES

par
Edward Marczewski (Wroctaw)

La Note présentel), bien qu'elle soit de caractére pure-
ment mathématique, a pris naissance en marge de larticle
de S. Kulczynski Sur les hypotheses qui sont a la base
de la morphologie comparée)).

L'auteur y traite “organisme comme ensemble fini de
certains éléments, organes, entre lesquels une relation, celle
de voisinage d'organes, est établie. Deux organismes X et Y
étant donnés, M. Kulczynski appelle continue toute fon-
ction transformant X en Y de facon que les éléments voi-
sins dans X se trouvent transformés en éléments voisins
dans Y. Conformément a cette définition, l'auteur appelle
homéomorphie toute fonction qui transforme X en Y de ma-
niére biunivoque et bicontinue3).

La définition qui précéde suggere quelques remarques.

D’une part, on pourrait objecter que la continuité et 'homéo-
morphie n'y sont pas entendues au sens qu'on adopte d'or-
dinaire en mathématique. En effet, on ne peut pas définir rigou-
reusement la continuité des fonctions de variable réelle, par
exemple, a l'aide de la relation de ,voisinage“, pour la sim-
ple raison que les nombres réels ,voisins” n’existent pas.

") Présentée 4 la séance de la Société Polonaise de Mathématique
(section de Varsovie), le 21 septembre 1945,

) S. Kulczynski. O zafozeniach jakie leza u podstaw morfologii
poréwnawczej. Rocznik Polskie] Akademii Umiejetnosci 1939 - 1945, str.
119-133 (en polonais).

3) Une ,topologisation“ liée & la notion de relation a été introduite
et étudiée par B. Z. Linfield Cf. M. Fréchet, Les espaces abstraits
Paris 1928, p. 180.
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LEoméomorphie définie plus haut coincide, en fait, avec
Fisomorphie des relations de voisinage dans X et Y (voir
plus loin, n°® 1).

La divergence entre une telle notion de continuité et
celle qui est, dusage courant saute aux yeux d'autant plus
nettement que M. Kulczynski considere les organismes
comme des ensembles finis d'organes et que, dans les en-
sembles a un nombre fini d'éléments, envisagés par les ma-
thématiciens, toute fonction est d’habitude (voir plus loin,
n°2) une fonction continue.

D'autre part cependant, il est intéressant que la définition
de la continuité, employée par M. Kulczynski, coincide
textuellement avec la définition ,.intuitive* de la continuité
d'une fonction, qu'on rencontre parfois dans des manuels4).

Or, les rapports entre relations et espaces, formulés dans
la Note présente, montrent que les intuitions qui ont suggéré
a M. Kulczynski l'emploi des termes ,continuité” et
,homéomorphie“ sont justes. A toute relation vient corres-
pondre un espace (voir plus loin n° 3): en appelant la
relation donnée ,voisinage“, l'espace en question s'obtient
en définissant la fermeture E de tout ensemble E comme
I'ensemble des points ,voisins* a ceux de E. L'étude de
I'isomorphie et de I'homomorphie des relations se révéle
équivalente a celle de I'homéomorphie et des transformations
continues des espaces correspondants (qui sont, il est vral,
assez bizarres, cf. les théoréemes 3.4 et 3.5).

Le lecteur remarquera aisement qu’en y omettant le chainon
intermédiaire de ,relations généralisées”, on pourrait bien
faire correspondre directement les espaces aux relations.
11 semble toutefois que c'est seulement aprés avoir intercalé
ledit chainon gu'on parvienne a une simplicité et une netteté
définitives en ce qui concerne les rapports entre les deux
notions en question. On verra en particulier qu’en appelant
,»,Voisinage“ précisément la relation généralisée (,,point p avoi-
sine ensemble E®), la sauvegarde du ,voisinage* ainsi congu
par la fonction équivaut a la continuité de cette fonction
(cf. le théoreme 2.1).

f) Cf. par exemple le livre précité de Fréchet, p. 16 et 62

Rocznik Pol Tow Matem XXI|
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1. Soit X un ensemble arbitraire. Nous allons considé-
rer dans lui des relations entre éléments (dites relations
tout court):

PQg ou peX et geX
et des relations entre éléments et ensembles (dites rela-
tions généralisées)

PgE ou peX et ECX.

Considérons une relation Q dans X et une relation 0 dans
Y. Une fonction / qui fait correspondre a tout XxeX un
élément f(x)eY sera dite (par analogie a la théorie des
groupes) transformation homomorphe de Q en o lorsque

(1) PQqg entraine f(p)of(q).

Pareillement, si e et o sont des relations généralisées, f
s'appellera transformation homomorphe de g en o lorsque

() pgE entraine f(p)of(E).

Une transformation biunivoque de X en Y sera dite iso-
morphie de g et a lorsqu'elle est une transformation homo-
morphe de g en a en méme temps que la transformation
inverse est une transformation homomorphe de 0 en (%

A toute relation (? dans X, nous ferons maintenant
correspondre une relation généralisée Q* dans X, dite déter-
minée par (% et qui est définie comme suit:

(3) PQ*E équivaut a l'existence d'un geE tel que pQq.

Il résulte aussitbt de cette définition que

4) PQ*(q) équivaut a pQg.
La définition (3) et I'équivalence (4) entrainent aussitbt
les théorémes suivants:

Théoréeme 1.1. Pour quune fonction f soif une trans-
formation homomorphe ou isomorphe respectivement de
la relation Q en relation o, il faut et il suffit quelle trans-
forme par homomorphie ou par isomorphie respectivement
la relation généralisée Q * en relation généralisée o *.

Théoréme 12. La correspondance entre toute rela-
tion Q dans X et la relation généralisée Q*, déterminée
par Q dans X, est une correspondance biunivoque entre la
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classe de toutes les relations dans X et une certaine classe
de relations généralisées dans X.

Le théoréme suivant caractérise la classe de relations
généralisées dont il est question dans I'énoncé du théo-
reme 1.2.

Théoréeme 13. Pour quune relation généralisée y ad-
mette une relation qui la détermine, il faut et il suffit que
la condition suivante soit satisfaite:

(5) pyE équivaut a l'existence d'un geE tel que py(q).

Démonstration. En admettant I'existence d'une re-
lation Q telle que y=Q* la condition (5) résulte directement
de (3) et (4).

Admettons, réciproquement, la condition (5) et définis-
sons la relation p par la condition:

pQg équivaut a p/(q).
La condition (5) peut alors étre écrite dans la forme
pYE équivaut a l'existence d'un qeE tel que pcq.
En vertu de la définition (3), on a donc y = (**, c'est-a-dire
que la relation généralisée y est déterminée par la relation
0, c.g f d

Voici deux exemples des relations généralisées qui —
comme on conclut facilement du théoreme 1.3 — ne sont
déterminées par aucune relation:

I. p n'appartient pas a I'ensemble E,

IL p est un point d'accumulation de I'ensemble E (sur
la droite, par exemple).

En effet, aucun des deux exemples ne satisfait a la con-
dition (5).

2. Nous allons montrer a présent que l'étude des rela-
tions généralisées équivaut a celle des opérations qui font
correspondre ensemble a I'ensemble, ou — autrement dit —
a celle des espaces topologiques généraux au sens d’Ale-
xandroff et Hopf. Selon ces auteurs, T est un espace
topologique général lorsqu’'une opération y est définie qui
fait correspondre a tout sous-ensemble E de T un sous -

22*
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ensemble de T dit la fermeture de E; on le désigne par

E. Suivant diverses conditions auxquelles on assujettit
I'opération de fermeture, l'espace est dit topologique tout
court, espace (To), espace (7\) etch).

Pour nos considérations, c'est la circonstance suivante
qui importe: les notions de continuité et d’homéomorphie,
guon applique dordinaire aux espaces topologiques, sont
définies d'une facon identique pour tous les espaces topolo-
giques généraux X et Y. Cest ainsi qu'une fonction f fai-
sant correspondre a tout point de l'espace X un point de
I'espace Y est dite continue si I'on a
(6) f(E)GI(E)
pour tout ensemble E GX. On apelle homéomorphie toute
fonction transformant X en Y d'une fagcon biunivoque et
bicontinue.

Bien entendu, certaines propriétés des fonctions conti-
nues dans des espaces plus particuliers ne subsistent pas
dans les espaces topologiques généraux. Ainsi par exemple,
dans les espaces métriques — et plus généralement dans
les espaces (TJ — lorsqu'ils sont finis, toute fonction est
continue, ce qui n'est pas vrai pour les espaces topologi-
ques généraux et méme pour les espaces (TJ.

Soit maintenant y une relation généralisée arbitraire dans
I'espace X. Désignons pour tout ensemble EQX par E
I'ensemble de tous les peX tels que pyE. L’espace X de-
vient ainsi espace topologique général que nous désigne-
rons par T(y) et apellerons espace déterminé par vy.

Théoreme 2.1. Pour qu'une fonction soit une transfor-
mation homomorphe ou isomorphe respectivement de la
relation généralisée Q en une relation généralisée o, il faut
et il suffit quelle transforme l'espace T (?) en espace T (a)
d'une maniére continue ou homéomorphe respectivement.

Démonstration. La définition (6) de la continuité
peut étre écrite dans la forme: peE entraine f(p)ef(E), cest-

5 P. Alexandroff und H. Hopf, Topologie, Erster Band,
Berlin 1935, p. 25, 37 et 58. Cf. aussi n° 3 de cette Note.
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a-dire précisément dans la forme (2), qui est la définition
de I'hnomomorphie.

Le passage de la continuité et homomorphie & I'homéo-
morphie et isomorphie est immédiat.

Le théoreme suivant est une conséquence facile de la
définition de I'espace déterminé par une relation généra-
lisée:

Théoréme 2.2. En faisant correspondre a toute relation
généralisée l'espace topologique général qu'elle détermine,
on a une correspondance biunivoque entre toutes les rela-
tions généralisées et tous les espaces topologiques généraux.

3. Une relation arbitraire Q étant donnée, on peut consi-
dérer dabord la relation généralisée (** qu'elle détermine,
et puis l'espace topologique général T((?*) déterminé par ¢*.
Rien n'empéche donc d'appeler T(¢>*) espace déterminé par
Q et de le désigner par T (e).

Les théorémes 1.1 et 2.1 donnent alors le

Théoreme 3.1. Pour qu'une fonction soit une trans-
formation homomorphe ou isomorphe respectivement de la
relation Q en une relation o, il faut et il suffit qu'elle trans-
forme l'espace T q) en espace Tfo) d'une maniére continue
ou homéomorphe respectivement.

De méme, les théoréemes 1.2 et 2.2 donnent ce

Théoréme 3.2. En faisant correspondre a toute rela
tion Q dans X l'espace topologique général quelle détermi-
ne, on a une correspondance biunivoque entre la classe de
toutes les relations dans X et une certaine classe d'espaces
topologiques généraux.

Enfin, le théoreme 1.3 devient en faisant intervenir la
définition de l'espace déterminé par une relation généralisée

Théoreme 3.3. Pour qu'un espace topologique général
soit déterminé par une relation dans X, il faut et il suffit
que la condition suivante soit satisfaite :

(7) peE équivaut a l'existence d'un geE tel que pe(q).
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Or, remarquons que

1° quelle que soit la relation Q, I'espace T(q) satisfait
a deux axiomes suivants:

A+ B—A A B, 0=0

2° laxiome ANMA équivaut a la réflexivité de la re-
lation p;

3° laxiome ANAGB) équivaut a la transitivité de la re-
lation Q.

Par conséquent:

Théoreme 3.4. Pour que l'espace déterminé par une
relation soit un espace topologique, il faut et il suffit que
cette relation soit reflexive et transitive.

Ajoutons que l'existence de deux éléments p et ( tels

que pQq suffit pour mettre en défaut l'axiome: (p)=(p).
Or, cet axiome caractérise les espaces (7\) parmi les espa-
ces topologiques?). Il en résulte facilement ce

Théoréme 35. Pour que l'espace déterminé par une
relation soit un espace (Tf), il faut et il suffit que cette re-
lation soit l'identité.

L'opération de fermeture l'est alors également: E=E
pour tout Ec-X.

Ainsi — comme le montrent les théoremes 3.4 et 3.5 —
les espaces déterminés par les relations sont ou bien banals,
ou bien fort singuliers.

") Tous_ces axiomes entrent dans le systeme d'axiomes de Kura-
towski. Tout espace topologique général satisfaisant a ce systeme
d'axiomes est appelé par Alexandroff et Hopf ‘\/Ip CI'[ . 37) espace
topologique.  Cf. C. Kuratowski, Topologie I, onograle Matema-
tyczne 20, Seconde édition, Warszawa—Wroctaw 1048, p. 20 avec le renvoi.

") Alexandroff et Hopf, op. cit., p. 59.
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COMPTES RENDUS DES SEANCES DES SECTIONS
SECTION DE CRACOVIE

3. IL 1948. Krzyzanski M. Sur le probléme de Dirichlet
pour le demi-espace.

L'auteur expose des conditions qui assurent l'unicité et I'existence
d'une fonction u (x,y,z) harmonique pour z >0 et se réduisant a une
fonction donnée ? (x,y) pour z=0. . o
A savoir, la solution est unique dans la classe de fonctions u satisfaisant
a la condition suivante: il existe deux nombres positifs Met ®< ! tels que:

_ _ U <Mi(X2+y-+2)2,
Cette fonction existe, lorsque ¢ appartient a la méme classe.

2. 11l. 1948. Wazewski T. Sur les cycles frontieres des
équations différentielles.
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16. 111. 1948. Romanowski M. Remarques sur I'examen
des mathématiques pour les étudiants de pédagogie.

20. 1V. 1948. Krzyzanski M. Sur le probléme de Dirichlet
au cas des conditions aux limites discontinues (a pa-
raitre dans les Studia Mathematical.

27. 1IV. 1948. Krygowska Z. Sur la question de rigueur
dans renseignement de géométrie élémentaire (Confé-
rence populaire).

4. V. 1948. Leja F. Sur les polyndbmes d'interpolation de
Lagrange. (Annales de la Soc. Pol. de Math. 21 (1948
p. 80— 89).

4. V. 1948. Zahorski Z. Sur le nombre des racines des
certaines équations (a paraitre dans les Comptes Rendus
de la Soc. des Sc. et des Lettres de Varsovie).

11. V. 1948. Zahorski Z. Sur la classe de Baire des
dérivées approximatives (Annales de la Soc. Pol. de
Math. 21 (1948), fasc. 2).

25. V. 1948. Wazewski T. Sur les intégrales asymp-
totiques des équations différentielles linéaires.
25. V. 1948. Zahorski Z. Sur la classe de Baire des

fonctions possédant la derivée approximative. _

~ L'auteur démontre qu'une fonction f(x) possedant la dérivée appro-
ximative (finie ou infinie) partout, & I'exception d’'un ensemble au Plus
dénombrable, est de classe 2. Le nombre 2 ne peut pas étre remplacé
par un nombre inférieur.

8. VI. 1948. Leja F. Remarques sur un travail de
M. Mauro Picone.

Dans son travail inséré dans le volume présent des Annales de la
Soc. Pol. de Math. 21 (1948), p. M. Mauro Picone a démontré
un intéressant théoréme éthéoréme 1) sur l'unicité des solutions (bornées
ou non) de I'équation diftérentielle

ou ¢ est une fonction des variables xlIt x2,..., xn, n 2,

Dans le rapport sur ce travail M. F. Leja communique que les pré-
misses du théoréme Il de M. Picone peuvent étre affaiblies sans
changer sa these.

8. VI. 1948. Wazewski T. Sur une propriété des arcs
plans.
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15. VI. 1948, Zahorski Z. Sur la mésurabilité des
dérivées approximatives extrémes.

22. VI. 1948. Gotagb S. Sur les équations différentielles
linéaires de second ordre.
L'auteur considére I'équation de la forme

(1) ~m+a(t)-x==b(.t),
Cit

ou a(t) est une fonction continue dans l'intervalle fermé (a, £), tandis que
b(f) posséde des points de discontinuité. En supposant que

Lim c(tA) = b(t)
et que c(t,A) soient des fonctions continues dans (8, ) l'auteur cherche
les conditions sous lesquelles la solution JcCtA) de I'équation

A3) a-t* +a(t).x=c(t,)A
tend vers cette solution x (t) de I'équation (1) qui est pourvue de la

dérivée premiere X dans tintervalle (“, 13) tout entier.

22. V1. 1948. Wazewski T. Une généralisation du
théoreme de PHospital.

SECTION DE LUBLIN

12. 111. 1948. Mikusinski J. G. Sur quelques équa-
tions fonctionnelles.
En adoptant certaines hypothéses naturelles, les solutions des équa-
tions fonctionnelles
2?2y, 2] =k (xy), Z et ?[x, 9y, 2)] =99 (X, V), 9(z, X)] ont la forme
Qi v)=e [rXu>(y)et xy)=e ' X)) respectivement.
30. IV. Mikusinski J. G. Sur un type de conver-
gence dans Vanneau algébrique.
Soit A un anneau algébrique et A* un sous-ensemble de A assujetti
aux axiomes suivants:
1* Qe-4*,
2, SiaeX* et beA*, alors a-j-beA* et abeA*;
3* SiaeA* et b—qgaeA*, quel que soit q naturel, alors a=0.
On pose par définiton a”b lorsque b-aeA*. On introduit une
opération de module qui fait correspondre a tout élément ae A un élé-
ment |a|e A* de maniere que
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1° |a|=a pour tout aeA*,
2’ a :IO entraine a=10,

3° '—a lal,
b |a+bl|<|a] + |b|,
5 Jab|< a *1b].
~On introduit la notion de converlqence, en posant lim an =a lorsqu'il
existe un élément ce A tel que, quel que soit q naturel, on a
Jlan—al<c
pour n suffisamment grand. Cette cor_lverﬁence est du type y de Vulieh
et comme I'a montre A. Bielecki elle ne satisfait pas a I'axiome
A=A de Kuratowski.
4. V1. 1948. Bielecki A. Sur les espaces abstraits de
Mikusinski.
12. VI. 1948. Sierpinski W. Sur les translations des
ensembles sur une droite.
12. VI. 1948. Sierpinski W. Sur les groupes abéliens
universels d'une puissance arbitraire infinie.

25. VI. 1948. Mikusinski J. G. Quelques remarques
didactiques sur la notion d'intégrale.
2. VII. 1948. Biernacki M. Sur une inégalité.

Soit & <x<bj, i—12...n_ unsysteme d'intervalles tel que chaque
point x appartient aux p intervalles au plus. Si < est une fonction
continue, croissante et convexe pour x 0 et si <b0)=0 on a l'inégalité :

JCTi —ai)CK(2,P)7.1

ou  désigne la fonction inversé de ¢ et ot l'on a:

(On a toujours K(,p) p).
SECTION DE +ODZ

15. 1l. 1948. Mazur S. Sur les transformations conser-
vant la distance.

On sait que toute transformation y = U(x) d’un espace n-dimensionnel
de Minkowski E conservant la distance est une affinité. L'auteur
montre: Si l'indicatrice de I'espace E n’est pas un parallélépipede, alors
toute transformation y="U (x) de E en lui méme conservant la distance
égale a | est une affinité.
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19. 1V. 1948. Janowski W. Sur la meilleure évaluation
du troisieme coefficient d'une fonction univalante bornée.
Soit f une fonction holomorphe, univalante
f()=z+Al2+ A+ ...,
définie dans le cercle |z| <1 et bornée f(z)| < M. MM. A. C. Schaeffer
et D. C. Spencer ont annoncé que si M e, alors
IAI<2A2+]-4" + pour As InA= —

et si alors

Nous avons démontré le méme théoréeme d'une maniere différente, en
nous appuyant sur les résultats de M. Z. Charzynski, concermant les
propriétes des fonctions extrémales dans les familles des fonctions uni-
valantes bornées)).

7. VI. 1948. Charzynski Z. et Janikowski J. Sur
une généralisation d'une inégalité de Koebe concernant les
fonctions univalentes.

SECTION DE POZNAN
18. 11. 1948. Biernacki M, Sur les fonctions analytiques
en moyenne p-valantes.

25. 1. 1948. Banachiewicz T. Nouvelles applications
des Cracoviens.

13. 11l. 1948. Slebodzinnski W. Sur la géométrie des
textiles.

9. VI. 1948. Butlewski Z. Sur les intégrales oscillantes
de certaines équations différentielles de seconde ordre.

SECTION DE VARSOVIE

27. 11. 1948. Sierpinski W. Sur les ensembles con-
gruents et sur les ensembles semblables.

12. 1. 1948. Wazewski T. Sur les parcours des in-
tégrales des équations différentielles dans l'entourage d'un

'‘JA. C. Schaeffer and D. C. Spencer, The coefficients of
schlicht functions. Duke Math. Journal, vol. 12 (1945), pp. 107—125.
) Z. Charzynski, Colloquium Mathematicum, a paraitre.
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point singulier (a paraitre dans les Comptes Rendus des
Séances de la Soc. des Sc. et des Lettres de Varsovie,
Classe l1I).

12. 111. 1948. Kalicki J. (présenté par Mostowski A.)
Sur la méthode des matrices due a M. Tarski (a paraitre
dans les Comptes Rendus de Séances de la Soc. des Sc. et
des Lettres de Varsovie, Classe IlI).

30. IV. 1948. Borsuk K. Sur la notion cinématique
d'une courbe (a paraitre dans les Comptes Rendus des Sé-
ances de la Soc. des Sc. et des Lettres de Varsovie,
Classe IlI).

14. V. 1948. Sikorski R. Sur la séparabilité des es-
paces topologiques (a paraitre dans le Colloquium Mathe-
maticum sous le titre On the separability of topological
spaces).

21. V. 1948. Jaskowvski S. Sur certains axiomes de
la géometrie élémentaire.

Il est possible de fonder la géométrie des corps’) sur des termes
primitifs nouveaux. Les corps constituent une algébre de Boole com-
pletement additive. Aux notions connues de cette algebre on adjoint
deux termes primitifs; ,,x est un demi-espace” et C—le symbole d'un cube
constant. Le corps vide 0 et le corps-espace 1 sont appelés demi-espaces
impropres.  On défini les objets géométriques propres et impropres:
1) le plan — comme couple des demi-espaces mutuellement complémen-
taires a, a'; 2) la droite déterminée par les demi-espaces a, b — comme
faisceau des demi-espaces x qui satisfont & I'égalité
1) abx-j-a'l’x' =0
ou hien a une autre obtenue de (1) a l'aide d'un remplacement de cer-
tains corps a, b, x par leurs corps complémentaires; 3) le point déterminé
par trois demi-espaces a, h, ¢ — comme gerbe des demi-espaces x qui
satisfont a I'égalité
(2) abex + a'b'e’x'—0
ou bien & une autre obtenue de (2) par un remplacement analogue a
celui de (1?_, . . ) .

En qualité d’axiomes d’existence, il suffit de postuler I—III:

Axiome |. an a2, a3, a, étant des corps non-vides, il existe un demi-
espace x tel que a, x+alx+alx+ax =0 ou bien tous les a; x et
a; x' sont non vides.

X) A. Tarski, Les fondements de la géométrie des corps. Ksiega
Pamigtkowa Pierwszego Polskiego Zjazdu Matematycznego, Krakow 1929.
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Axiome IL a étant un corps non-vide, il existe les demi-espaces
1 X2, x3, Xt tels que xt x2 x3 x4 == 0 et x4 x2 x3 x4 < a.

Axiome Ill. Le cube constant C est un produit des demi-espaces
Xt, X2, - - xe qui satisfont a xtx2 + x3x4 + x5x0—0.

28. V. 1948. Marczewski E et Helson H. Sur la
différence symétrique des ensembles (a paraitre dans les
Comptes Rendus des Séances de la Soc. des Sc. et des
Lettres de Varsovie, Classe IllI).

28. V, 1948. Banach S. (Note posthume présentée
par ‘Marczewski E.) Sur les fonctions indépendantes
(@ paraitre dans les Comptes Rendus des Séances de la
Soc. des Sc. et des Lettres de Varsovie, Classe IlI).

28. V. 1948. Zahorski Z. Sur le nombre des points dans
lesquels la courbe de Weierstrass est coupée par une courbe
analytique (a parafitre dans les Comptes Rendus des Séances
de la Soc. des Sc. et des Lettres de Varsovie, Classe IlI).

11. VI. 1948. Mikusinski J. G. Sur un type de la conver-
gence dans les espaces abstraits.

11. VI. 1948. Sikorski R. Sur l'induction des isomor-
phies par des fonctions (a paraitre dans les Fundamenta
Mathematicae 35).

SECTION DE WROCLAW »)

6. 1. 1948. ZarankiewiczK. Sur les nombres triangu-
laires.

6. IL 1948. Marczewski E. Remarques sur les fonctions
additives discontinues.

13. IL 1948. Slebodziriski W. Sur la réduction d'une forme
quadratique extérieure a sa forme canonique.

13.11.1948. Nosarzewska M. Sur un probleme combi-
natoire de S. Banach.

20.11.1948. Perkal J. Sur certaines méthodes du mesu-
rage des troncs de bois.

. *) Les résumés et les notices bibliographiques concernants les commu-
nications présentées pendant les séances de la Section de Wroclaw vont
paraitre dans le Colloquium Mathematicum I3
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20. 1L 1948. Perkal J. Dendrometre—instrument pour le
cubage des troncs de bois.

5. 111. 1948. M oron Z. Estimation des restes des séries
de Taylor des fonctions de plusieurs variables dans les ordi-
nations rectangulaires et autres,

12. 111. 1948. Marcze wskiE. Sur un théoréme de Banach
et ses conséquences.

19. 111. 1948- MostowskiA. Sur la définissabilité et les
ensembles projectifs.

16. I1V. 1948. Marczewski E. et Helson H. Sur la
différence symétriqgue des ensembles-

16. 1VV. 1948. Fast H. (présenté par Hartman S.) Un
théoréme sur les fonctions périodiques.

23.1V. 1948. Los J. Sur les matrices logiques.

2.V.1948. Charzynski Z. Sur les transformations
isométriques du plan.

2. V. 1948. JanowskiW. (présenté par Charzynski Z.)
Sur la meilleure approximation du troisieme coefficient d'une
fonction univalante bornée.

7.V.1948. Bielecki A. Sur certains espaces abstraits.

14. V. 1948. Drobot S. Sur un probleme de la théorie
de corps convexes.

14. V. 1948. Hartman S. Sur une généralisation de la
notion de l'indépendance stochastique.

21. V. 1948. Helson H. Une remarque sur les mesures
dans les corps presque indépendants.

21. V. 1948. Stark M. Sur une équation fonctionnelle.

28. V. 1948. Wolibnerw. Sur une relation entre les
singularités des fonctions analytiques.

28. V. 1948. Warmus M. Sur |'évaluation des corrections
dans les calculs des champs des domaines plans triangulés.

4. V1. 1948. Warmus M. Sur certaines algorythmes nou-
veaux.

18. VI. 1948. Borsuk K. Sur l'approximation des poly-
topes.
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25. VI. 1948. Moron Z. Sur la décomposition des poly-
ndmes en termes primitifs.

25. V1. 1948. Intratori. Sur le nombre des décompo-
sitions d'un nombre naturel en somme des n nombres naturels.

CHRONIQUE ET PUBLICATIONS

LES CHANGEMENTS PERSONNELS AUX CHAIRES DES
MATHEMATIQUES DANS LES ECOLES SUPERIEURES POLONAISES

Dr Stanislaw Mazur professeur de mathématiques a
I'Université de £6dz a été nommé professeur des mathéma-
tiques a I'Université de Varsovie.

Dr Jan G. Mikusinski professeur des mathématiques
a I'Université de Lublin a été nommé professeur des mathé-
matiques a I'Université et a I'Ecole Polytechnique de Wroctaw.

Dr Jerzy Popruzenko a ét¢ nommé professeur des
mathématiques a I'Université de t6dz.

Dr Zygmunt Zahorski a été nommé professeur des
mathématiques a I'Université de £06dz.

HABILITATIONS

L'Université de Cracovie. Dr Mirostaw KrzyzanskKi.
Dissertation: Sur les solutions de I'équation linéaire du type
parabolique déterminées par les conditions initiales. Ann. de
la Soc. Pol. de Math. 18 (1945), p. 145-156 et 20 (1947), p. 7- 9.

L'Université de Poznan. Dr Andrzej Alexiewicz.
Dissertation: On Denjoy intégrais of abstract functions
(& paraitre dans les Comptes Rendus des Séances de la
Soc. des Sc. et des Lettres de Varsovie, Classe IlI).

MATHEMATICIENS POLONAIS A LETRANGER

Prof. Dr Wactaw Sierpinski a été invité en avril 1948
par la Faculté des Sciences de I'Université Charles 1V a
Prague, ou il a donné deux conférences: ,Sur les trans-
lations des ensembles de points“ et ,Sur I'équivalence dés
ensembles de points par décomposition en deux parties*
(Voir Fund. Math. 35 (1948), p. 159 et 151).
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En juillet du 1948 les professeurs Wactaw Sierpinski et
Kazimierz Kura to wski, invités par I'Université de Genéve
et par I'Association Frangaise pour I'’Avancement des Scien-
ces ont participé au Congres de I'Association Frangaise
pour I'’Avancement des Sciences qui a eu lieu a Genéve de-
puis le 12 jusquau 16 juillet. M. Kuratowski a donné
une conférence intitulée ,La notion d'homotopie dans la
théorie de variable complexe'.

La Faculté des Sciences de I'Université de Lucknow (In-
des) a invité M. Sierpinski de donner une série des
conférences en janvier du 1949,

PRIX ET DISTINCTIONS SCIENTIFIQUES

Le 8 avril 1948 I'Université Charles IV a Prague a con-
féré a M. Wactaw Sierpinski le grade du docteur eés
sciences naturels honoris causa.

Le 28 juin 1948 M. W. Sierpinski a été élu corres-
pondant de I'’Académie des Sciences de l'institut de France.
Il est actuellement l'unique polonais faisant partie de cette
Académie.

Les prix scientifiques annuels, fondés grace a une sub-
vention accordée par le Ministere de I'instruction Publique,
pour les meilleurs travaux mathématiques publiés par les
membres de la Société ont été accordés pour la troisieme
fois, en avril 1948, a MM. E. Marczewski (le prix de
Mazurkiewicz, pour le travail ,Séparabilité et multiplication
cartésienne des espaces topologiques”, Fund. Math. 34 (1947)
p. 127—143), W. Orlicz (le prix de Banach, pour les tra-
vaux ,Sur les fonctions continues non dérivables®, Fund.
Math. 34 (1946), p. 45—60 et ,Une généralisation d'un théo-
reme de MM. Banach et Mazur,” Annales de la Soc. Pol.
de Math. 19 (1947), p. 61—65) et T. Wazew ski (le prix
de Zaremba, pour les travaux: ,Théorie des multiplicités
régulieres d'éléments de contact unis. Application aux trans-
formations canoniques®, Annales de la Soc. Pol. de Math.
18 (1945), p. 55—112, ,Sur I'évaluation du domaine des
fonctions implicites réelles ou complexes,“ Annales de la
Soc. Pol. de Math. 20 (1947), p. 81—120, ,Systemes des

Rocznik Pol. Tow. Mat. XXI. 23
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équations et des inégalités differentielles ordinaires aux
deuxiemes membres monotones et leurs applications” (a pa-
raitre), ,Une méthode de I'examen du phénoméne asympto-
tique relativement aux équations différentielles ordinaires*,
Rendiconti dei Lincei, série VIII, 3 (1947), p. 210—215).

LIVRES ET PERIODIQUES PARUS

Annales de la Société Polonaise de Mathématique, voi. XX
(Krakow 1948, Instytut Matematyczny U. J., ul. Sw. Jana 22,
p. Il +421). Ce volume consacré a la mémoire de Stanistaw
Zaremba, contient 22 notes de 17 auteurs et le portrait
de Stanistaw Zaremba.

Colloquium Mathematicum, vol. I, fasc. 2 (Wroctaw 1947,
Gmach Politechniki, p. 65—192). Ce fascicule est consacré
a la mémoire de Stefan Banach. Il contient une courte
biographie et la photographie de Stefan Banach, la liste
de ses publications, son souvenir écrit par H. Steinhaus,
deux analyses de l'oeuvre scientifique de S. Banach écrites
par E. Marczewski et W. Orlicz et deux notes
posthumes de S. Banach. Le fascicule contient en outre
4 notes de 3 auteurs, une liste contenante 15 problemes,
les réponses a 5 problemes posés dans le fascicule 1, comptes
rendus du IV Congres Polonais de Mathématique (Wroctaw
12—14 décembre 1946), comptes rendus des séances de la
Section de Wroctaw de la Soc. Pol. de Math, et une
Chronique.

Comptes Rendus des Séances de la Société des Sciences
et des Lettres de Varsovie, vol. 39, 1946, (classe IlI), p. 42,
Warszawa 1947, Imprimeur-Editeur Towarzystwo Naukowe
Warszawskie. Parmi les 4 articles constituant le contenu
du volume, deux sont consacrés aux mathématiques.

Matematyka, I'année 1, Nr. 1 (Warszawa 1948, Panstwowe
Zaktady Wydawnictw Szkolnych, p. 64, en polonais). Ce
nouvel périodique mathématique polonais, destiné aux pro-
fesseurs des écoles secondaires, est édité par la Société
Polonaise de Math, sur la commission du Ministere de
lI'instruction Publique. Le Comité de Rédaction se compose
de MM. S. Goigb, J. Lesniak, E. Marczewski,
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A. M. Rusiecki, S. Straszewicz, T. Wazewski et
K. Zarankiewicz. M. B. lwaszkiewicz est rédacteur
en chef. Le Nr. 1 contient deux fragments des allocutions
du Ministre de I'instruction Publique Dr S. Skrzeszewski,
une part scientifique contenant 3 articles, une part historique,
une part didactique, chronique, analyses et bibliographie et
une riche collection de problemes.

Bartel K. Geometria Wykre$lna, p. 427. Edition I,
préparée a imprimer par A. Plamitzer. Warszawa 1948,
Spotdzielnia Wydawnicza ,,Czytelnik”,

Charzynski Z. Wyktad Wstepu do Matematyki
Wyzszej, p. 189 (litographié). ,Ksiazka Ekonomiczna”,
Warszawa 1948.

Czechowski T. Przypadek a Liczba, p. 39. Wiedza
Powszechna. Z cyklu ,,Matematyka dla kazdego”. Fasc. 8.
Warszawa 1947.

Golab S. Zarys Matematyki Wyzszej dla Poczatkujacych
i Samoukow, p. 318. Warszawa 1948, Spétdzielnia Wydawnicza
»Czytelnik”.  Z cyklu ,,Proste ksigzki o zawitych sprawach”.

Kuratowski K. Wykiady Rachunku Ro6zniczkowego
I Catkowego, vol. I, p. 240. Monografie Matematyczne vol. XV.
Spotdzielnia Wydawnicza ,,Czytelnik”, Warszawa 1948 (im-
primé en Suede dans les cadres du don du Gouvernement
Suédois pour la reconstruction culturelle de la Pologne).

Kuratowski K. Topologie | (Espaces métrisables,
espaces complets), p. XI +450. Edition Il revuée et augmentée.
Monografie Matematyczne vol. XX. Warszawa-Wroctaw 1948.

Mostowski A. Logika Matematyczna kurs uniwer-
sytecki, p. VIII + 388. Monografie Matematyczne vol. XVIII.
Warszawa-Wroctaw 1948.

Pogorzelski W. Analiza Matematyczna vol. 11 p.
VI11+326 et voi. Il p. \V1+193. Edition Il revuée. Warszawa
1947, Spotdzielnia Wydawnicza ,,Czytelnik”. Z cyklu ,,Bi-
blioteka Podrecznikéw Akademickich”.

Saks S. et Zygmund A. Funkcje Analityczne wyktady
uniwersyteckie p. XI + 431. Edition Il réimprimée daprés
I’édition I. Monografie Matematyczne vol. X. Spoétdzielnia
Wydawnicza ,,Czytelnik” 1948 (imprimé en Suede dans les

23’
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cadres du don du Gouvernement Suédois pour la recon-
struction culturelle de la Pologne).

Sierpinski W. Dziatania Nieskonczone, p. XI1+504.
Edition 11l réimprimée d'aprés I'édition IL Monografie Ma-
tematyczne vol. XIIl. Spétdzielnia Wydawnicza ,,Czytelnik”
1948 (imprimé en Suede dans les cadres du don du Gouverne-
ment Suédois pour la reconstruction culturelle de la Pologne).

Straszewicz S. Repetytorium Elementow Matematyki.
Definicje twierdzenia, wzory, tablice, p. 88. Warszawa 1948,
Trzaska, Evert i Michalski.
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Page Line For Read
63  10% 5/(zn—1) 6/2(m—-1)
63  8* NG Y

63 5+ Fexpi(nty—n(F) dx  Fexpi(n(*—n(p) x dx
E

-l ! i i
64 12 9i 2 and gp g2 and @

64 17 0<f—s<m 0<t—s<m
64 9% (25) (23)

64 T c<f <> () 7(h)

64 2+ K

65 1 —~h"

65 7 does not exceed is not less than
65 9* 9i*” 97!

65 3* «Z n‘,

65 3 Qi_l of

66 3 united initial

66 13 c" Ch

66 4* limaggn=0(p=0,1...) Ilima =0(n=0,1,..)
68 13 condition (T) p conditions (28)
68 6* o(rp) o("™)

68 4*

68 4*

69 g a+=0(rp),op=0(rp) ot+=o0(rp),0- = 0¢rp)



OOTMYmMM wr—== <—m

—XRT = o= >

LO<ZPT

Table des matiéres
du tome XXI (fascicules I et II)

Page
Leja. Sur une propriété des suites de polyndmes ........... - . g1
Szarski. Sur certains systtmes dinégalités différentielles aux
derivées partielles du premier ordre .................l==m--mm- 1
. Biernacki. Sur les zéros des intégrales de I'équation ........ 26
. Oriiez. Une genéralisation d'un théoreme de Cantor-Lebesgue 38
G.-Mikusinski, Sur les fonctions kn (X) .........c...... .. 46
. Zygmund. On a theorem of Hadamard ....... 52
Gorski. Sur I,'éciuiyalence de deux constructions de la fonction
de Green g?enerallsee d'un domaine plan quelconque ..........
Borel. Sur les développements unitaires narmaux — ............ 14
Leja. Sur_les polynémes d'|nter|polat|on de Lagrange ........... 80
Straszewicz. Un théoreme sur la largueur des ensembles convexes 90
Vera Les mathématiques & I'Ecole des Traducteurs de Tolede 94
Montel. Sur un systéme d’équations fonctionnelles .............. 90
. Garcia. Sur une formule exacte, cardinale et canonique des

tensions internes et sur I'équation cardinale, canonique du mou-
vement des fluides VISQUEUX ..........eevveeeveveereieereeeeeeeennne.

. Mostowski. On a set of integers not definable by means of
one-quantifier predicates .........ccceeeeeeennnn. e
. Katétov. Remarque sur les es?aces topologiques dénombrables 120
Novak. Remark on Ut — comp e}eness ............................. 1
Ejlenbgrg. Extensions .of general algebras ...................ee... 125
Piccard. ~Deux propositions de la theorie des groupes de sub-
L1V (0] crrens b, e 1
. T. Whyburn. Sequence approximations to interior mappings .. 147
. H. Stone. On the compactification of topological spaces ...... 153
. Picone. Intorno alia teoria di una classics equazione a derivatc
parziali della Fisica-Matematica ........... j.cceoeeiienieniiennen, 161
Leja. Remarques sur le travail précédent ...........ccceeeeen. 170
. Menger. Stielties |nt<%%rals considered as lengths .......
H. C. Whitehead. The homotopy type of a special kind of
polyhedron ............... e
. Denjoy. ?uelques propriétes des ensembles ranges ........... 187
. Hlavaty. Théorie dimmersion d'une Wm dans W ................. 196
. Fréchet. Sur l'estimation Statistique ...........ccccoeeveeeeerannnes 207

. Jarnik Sur la symétrie des nombres d(?riv,és approximatifs 214
. Kuratowski. Sur’la notion de limite topo

m| logique d'ensembles 219
Gotagb. Espace pourvu d'une métrique définie au moyen de
I'écart triangulaire et les espaces métriques géneralisés ......... 226



360

M. Morse. L-S-homotopy classes of locally simple curves .........

K

T.

mI>> NO = o

C
E

. Borsuk. On topological approximation of polytopes ...........
Wazewski. Sur les intégrales d'un systeme d'équations différen-
t|_eIIes|_ tangentes aux hyperplans caractéristiques issues du point
singulier ..........
Jaskowski. ~Une modification des_définitions fondamentales
de la géométrie des corps de M, A. Tarski ..........cccvvveeeeee..
. Borsuk. Correction a mon travail ,Sur la courbure totale des
courbes fermées” ................ e
. Taussky and! J. Todd. Covering theorems for groups .........
. Zahorski. Sur la classe de Baire des derivées approximatives
dune fontion quelconque ........oooeeiiiiiiiii
. Marchand. Surles ovales..........cccccovvciiiiiiiiiiiniiiiiieen,
Sikorski. A theorem on extension of homomorphisms .........
. Marczewski. Sur Fisomorphie des relations et I'noméomor-
phie des espaces ................... _ o
omptes Rendus de la Société Polonaise de Mathémati-
que L 1I. 1948 —30. VI 1948 ........oveiiiiii
rrata to the paper: On a theorem of Hadamard (pages 52-69, fasc. |
of this VOIUME) .cereeeeeiee e



MIEDZYNARODOWY KONGRES MATEMATYCZNY

W czasie od dnia 30. VIII. do 6. IX. 1950 r. odbedzie sie pod pro-
tektoratem Amerykanskiego Towarzystwa Matematycznego Mie-
dzynarodowy Kongres Matematykow w Cambridge (Mass).

Amerykanskie Towarzystwo Matematyczne zywi nadzieje, ze zjazd
w roku 1950 bedzie miat charakter naprawde miedzynarodowy
i ze beda na nim reprezentowane wszystkie kraje. A

|

Czas i miejsce. Ustalono termin Kongresu na 30. VIII. — 6. IX.
1950 r. Role gtéwnego gospodarza petni¢ bedzie Uniwersytet
w Harvard.

Charakter Kongresu. Kongres roku 1950 obejmowac¢ bedzie Kon-
ferencje poswiecone poszczegolnym dziatom. Posiedzenia sekcyj,
na ktérych beda przedstawiane prace nie objete programami kon-
ferencyj, beda zawiera¢ nastepujace dziaty: | Algebra i Teoria
Liczb; Il Analiza; 111 Geometria i Topologia; 1V Rachunek Prawdo-
bodobienstwa i Statystyka, Matematyka Aktuaryjna i Ekonomiczna;
V Fizyka Matematyczna i Matematyka Stosowana; VI Logika i Filo-
zofia; VIl Historia i Nauczanie.

Oficjalnymi jezykami Kongresu z roku 1950 bedg (w porzadku
alfabetycznym): angielski, francuski, niemiecki, rosyjski i wioski.
|
Organizacja. Komitet Organizacyjny Kongresu wybrany zostat
przez Rade Amerykarnskiego Towarzystwa Matematycznego w lutym
1948 r. w nastepujgcym skiadzie: Przewodniczacy prof. Garrett
Birkhoff z Uniwersytetu Harvard, Vice-Przewodniczacy prof.
W. T. Martin z Instytutu Technologicznego w Massachusetts, Sekre-
tarz prof. J. R. Kline z Uniwersytetu Pensylwanii. Komitet Organi-
zacyjny ma nadzieje zapewnic¢ uczestnikom Kongresu z poza Ame-
ryki Poinocnej bezptatne kwatery i utrzymanie. Optlaty cztonkow-
skie bedag podane do wiadomosci przed otwarciem Kongresu. Czy-
nione sg starania, by umozliwi¢ zagranicznym uczestnikom odby-
wanie podrézy na terenie Standw Zjednoczonych po cenach przy-
stepnych.

Informacje. Dokladne informacje bedg przestane w odpowiednim
czasie towarzystwom matematycznym i akademiom dla przekazania
ich cztonkom. Osoby zyczace sobie otrzymac informacje powinny
przesta¢ swe nazwiska do Amerykanskiego Towarzystwa Matema-
tycznego. Komunikaty powinny by¢ przesytane pod adresem Ame-
rykanskiego Towarzystwa Matematycznego 531 West 116th Street,
New York City 27-U. S. A

Komitet Organizacyjny.



INTERNATIONAL CONGRESS OF MATHEMATICIANS

An International Congress of Mathematicians will be held in
Cambridge, Massachusetts, from August 30 to September 6, 1950,
under the auspices of the American Mathematical Society.

It is the sincere hope of the American Mathematical Society that
the gathering in 1950 will be a truly international one, with all
countries well represented.

Time and Place. The dates for the Congress have been fixed
as August 30 — September 6, 1950. Harvard University will be
the principal host institution.

Type of Congress. The 1950 Congress will include Conferences
in several fields. Sectional meetings for the presentation of contri-
buted papers not included in Conference programs will be held in
the following fields: | Algebra and Theory of Numbers; Il Ana-
lysis; 111 Geometry and Topology; IV Probability and Statistics,
Actuarial Science, Economics; V Mathematical Physics and Applied
Mathematics; VI Logic and Philosophy; VII History and Education.

The official languages of the 1950 Congress will be English,
French, German, Italian and Russian.

Organization. An Organizing Committee was elected by the
Council of the American Mathematical Society in February, 1948.
The Chairman is Professor Garrett Birkhoff of Harvard University
and the Vice Chairman is Professor W. T. Martin of Massachusetts
Institute of Technology. Professor J. R. Kline of the University
of Pennsylvania has been named Secretary of the Congress.

Entertainment. The Organizing Committee hopes that it will
be possible to furnish board and room without charge to all mathe-
miticians from outside the North American continent who are
members of the Congress. Congress membership fees will be
annouced well in advance of the opening of the Congress. Every
effort will be made to facilitate the travel at reasonable cost of
foreign participants while in the United States.

Information. Detailed information will be sent in due course
to mathematical societes and academies for comunication to their
membership. Individuals interested in receiving information may
file their names in the office of the American Mathematical Society.
Communications should be addressed to the American Mathematical
Society, 531 West 116th Street, New York City 27, U. S. A

The Organizing Committee.
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