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ON AN' ANALOGY BETWEEN MEASURES 
AND HOMOMORPHISMS

By
Roman Sikorski (WarszawaflBt

Let T* be a theorem (from the generał theory of measure) 
which expresses a property P* of an arbitrary measure defi
ned on a Boolean algebra (or: on a field of sets) A. Theorem 
T*, true for arbitrary measures, holds, in particular, for 
two-valued measures. It is elear that the notion of a 
two-valued measure coincides* 1) with the notion of a 
two-valued homomorphism of A in a Boolean algebra B- 
Thus the theorem T* expresses a property P of two-valued 
homomorphisms- The ąuestion arises whether other homo- 
morphisms of A in B possess also the property P. If we 
shall prove that the class of homomorphisms with the 
property P is wider than the class of two-valued homo
morphisms, we shall have a new theorem T on homo
morphisms between Boolean algebras.

*) The definition of a measure and of a homomorphism is given in 

Terminoiogy and notation. A measure fi is twcwalaed if it assumes only 
two values: the numbers 0 and 1. A homomorphism h of A in B is 
two-valued if it assumes only the two following values: the minimal element 
OeB and the maximal element EeB (i. e. B+0=B=BE for every BeB; 
we suppose E =|= 0). If fi is a two-valued measure on A, then the formulas
(i) hQ4) = 0 if ^G4) = 0

(ii) h{A)^Ł if (X) = 1
define a two-valued homomorphism of A in B. Conversely, if h is a 
two-valued homomorphism, the formulas (i)-(ii) define a two-valued 
measure fi on A.

This paper contains several theorems on homomorphisms 
obtained by the mentioned method. I shall cite known 
theorems from the generał theory of measure and I shall 
formulate and prove analogous theorems on homomorphisms. 

Biblioteka Jagiellońska



2 ROMAN SIKORSKI

The proof of these theorems on homomorphisms is, in gene
rał, simpler than the proof of the corresponding theorems 
on measures.

I. Finitely additive homomorphisms.
Termiuology and notation. In the first part of this paper A denotes always an arbitrary Boolean algebra. Elements 

of A are denoted by the letters A, B,...A + B, AB, and A° denote Boolean operations analogous 
to the addition, multiplication, and complementation of sets 
in the generał theory of sets. By definition A1 — A for any A e A. 0 denotes the nuli element of A, i. e. 0 + A = A for 
every Ae A.

A set Ao of elements of A is called a subalgebra of A 
if A + Ai e Ao and A° e Ao for any A, Ai e Ao. Every subal- 
gebra is also a Boolean algebra. The least subalgebra of A 
containing a given class KQA will be denoted by Ks.

A mapping h of A in a Boolean algebra B is called 
a homomorphism of A in B if

hCA + A1) = h (A) + h (A) and h (A°) = h (X)°

for any A, AisA. A one-one homomorphism of A on B 
is called an isomorphism. If it exists, A and B are isomorphic.

A real function p defined on A is called a measure if2) 
(0°) = 1 and p(A + Ai) = p (A) + p (Ai)

for any A, Ai e A, AAi = 0.
A mapping f of a set AI in a set N is called an exten- sion of a mapping f0 of a set Mo Q M in N if f (e) — f0 (e) 

for every eeM0.
i. Extending of homomorphisms. The following exampłe 

explains morę exactly the method mentioned in the intro
duction. Consider the following known theorem on the 
extending of measures:

2) 0° is the maximal element of A.
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(*)8) Every measure ,u0 defined on a subalgebra Ao of A can be extended to a measure y on A. Moreover, one may assume that*') y (A) C 7‘of^o).
In particular, every two-valued measure on Ao can be 

extended to a two-valued measure on A. In other words, 
every two-valued homomorphism defined on Ao can be 
extended over A. The ąuestion arises whether every homo
morphism of Ao in a Boolean algebra B can be extended 
over A. The affirmatiye answer to this ąuestion (under the 
assumption that B is complete) is given by the followingTheorem Z.6) Every homomorphism of a subalgebra .40 C A in a complete Boolean algebra B can be extended to a homomorphism of A in B.

3) See e. g. Łoś and Marczewski [1 ] p. 270; Horn and Tarski 
[i], p. 477 (Theorem 1.22).

4) y(A) and »nG40) denote the sets of values assumed by y and y0 
respectively. y0 (^0) is the topological closure of y0 (A„).

5) Proved in my paper [2].
°) Horn and Tarski [1], p. 477.
7) A similar theorem on the extending of a mapping to an isomorphisms 

has been proved by Kuratowski and Posament [1], p. 282.

2. E.rtending of a mapping to a homomorphism. Horn 
and Tarski6) have formulated a necessary and sufficient 
condition so that a real function v defined on a subset K of 
a Boolean algebra A (0<t'(Z)< 1 for A e K) can be extended to 
a measure on A. An analogous problem may be considered 
for homomorphisms. The necessary and sufficient condition 
for homomorphisms is simpler than that for measures. Namely:Theorem II.1) Let K be a class of elements of A and let f be a mapping of K in a Boolean algebra B. The mapping f can be extended to a homomorphism h of Ks in B if and only if
(i) A? • .... A“n = 0 implies f (Zi)“* •....• f G4n)a" = 0 for every two seąuences At e K and at = 0 or 1 (i = 1,2,..., n).

The necessity is eyident.
Suppose that (i) is satisfied. Every element A e Ks can 

be represented in the form:

1*
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(ii) A = 2 n A.1-.1
i=i j=i >> i

m n[

where - A j e K and a; . i 0 or 1. If
m ni p Ok
s n a:^ = S n Bffe’/
i=i j=i t> J k=l i=i k, l

where Bk l e K and fik, l = 0 or i, then
m ni P Ok o

(2 n Ai,J). (s n B,k’,‘y=i = l i=l 1>J k = i i = 1 k,l
m ni p

= s s n n Aaiii • bł , k-lk = o 
{'k} i = 1 / = 1 k = I hl ’ k

where {Zfc} is an arbitrary sequence of integers such that 
1< Zfc < ęfc (1 < k < p). By (i)

n fCA.J1^ -(s n f {Bktl)k-iy =
i=l j = l ‘ k=l 1=1 7

hence

Analogously
m nt „ p ok „

Cs n f (4 ) '’7 -Cs n f CBkil)kJ) = o. 
i=l ; = i k=l /=i

Consequently
m ni „ P Ok u
s n fCAity-l= s n f(Bkilyk-1. 

i=i i=i k=i i=i

Thus we infer that the element
m ni

(hi) hCA)= s n fCA^1
i=j j=l 1

does not depend on the representation of the element A e Ks 
in the form (ii).

The formula (iii) defines a homomorphism h of Ks in B 
which is an extension of the mapping f.
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J. Collections oj independent subalgebras. A collection 
of subalgebras of A is called a collection of indepen- z reident subalgebras of A if

A • ... •An j=- 0
for every seąuence At e Az., At^=0 (1< i< n, r(. =ł= t;- for iy^j).

Marczewski8) has proved the following theorem:
(*) Let {^1 _ be a collection of subalgebras of A and T rei(for every zeT) let yz be a measure defined on Az. In order that there exist a measure y on the least subalgebra AOC1 A containing all subalgebras Az (teT) and such that
(i) is a common extension of all measures yz (velj;
(ii) for every seąuence Ap Az.(l<i<n, f°r

y(n Aj — n (Aj ;
i = l i =1it is necessary and sufficient that for every seąuence AieAz. (l<i<n, for iy^j):

11 A, = 0 imply LL y (Aj = 0. 
i=l i=l r>Conseąuently, if is a collection of independentsubalgebras of A, the measure y satisfying (i) and (ii) exists always for arbitrary measures yz on Az.

The analogous theorem on homomorphisms can be for- 
mulated as follows:

Theorem III. Let {Az)zsT be a collection of subalgebras of A, and (for every zeT) let hz be a homomorphism of Az in a Boolean algebra B. In order that there exist a common extension h of all homomorphisms hz over the least subalgebra Ao containing all subalgebras Az (zeT), it is necessary and sufficient that for every seąuence A ieAz. 
(1 < i < n, tj for i 7^ j):
(iii) LL Ai = 0 imply Tl h (Aj = 0.

i = i f=i 1

’) Marczewski [2], p. 126—127 (Theorems II and III).
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Conseąuently, if {Az} t is a collection of independent subalgebras of A, the common extension h exists always for arbitrary homomorphisms ht of Ar in B.
The necessity is obvious. The sufficiency follows from 

Theorem II. In fact, if Ae Ar and A e Ar, then by (iii) hri (A) ■ hZi (A)° — 0 =(H)° • hr^ U) 

sińce 24/1° = 0, A° e A and A°e4 . Hence h (A) = h (A).a 2 ri z
Therefore there exists a mapping f of the class K = 2 Ax in reTB such that f(A) = hT(A) for AeAT.

Since (iii) implies the condition (i) of Theorem II, there 
exists a homomorphism h of KS = AO in B which is an ex- 
tension of f, i. e. a common extension of all ht.

The second part of Theorem III follows directly from 
the first and the definition of a collection of independent 
subalgebras.

The condition (ii) expresses the so-called stochastic in- dependence9) of the sequence The analogous condi-
n n

tion for homomorphisms: h ( 77 AA=n h(Af) is always sa-
i=l i=l

tisfied. Therefore it is omitted in Theorem III.

4. Classes of independent elements. A subset K of A
n

is called a class of independent elements if 77 Aa‘ 0 for
i = l '

every two sequences At e K (At 7^ Aj for i 7^ j) and a, = 0 or 1 
(1 < i<n).

It follows from theorem (*) in § 3 that10)(*) Every non-negative function v(A) < 1 defined on a class K of independent elements of A can be extended to a measure on Ks.
9) See Marczewski [2], p. 126.

10) See Fichtenholz-Kantorovitch [1], p. 72 and p. 78>
Marczewski [2], p. 125, and Marczewski [3], p. 18.
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The analogous theorem on homomorphisms isTheorem 7K Let K be a class of independent ele- ments of A. Every mapping f of K in a Boolean algebra B can be extended to a homomorphism of Ks in B.
Theorem IV follows immediately from Theorem II.

II. Infinitely additive homomorphisms.
Terminology, notation, and lemmas. In the second 

part of this paper A denotes always a o-complete Boolean 
algebra. The sum of an enumerable seąuence Ane A is de- 

oo oo
noted by 2 A„, the product by II An.

n = 1 n = 1

Let Ao be a subalgebra of A-
A homomorphism h of Ao in a o-complete Boolean al

gebra B is called a a-homomorphism if for every seąuence11) 
Zn6^0:

oo oo oo2 Ane Ao implies h ( 21 An) = 2 h (An) ■
n=l n=l n=l

The necessary and sufficient condition for a homomor
phism h to be a a-homomorphism is that for every seąuence Ane Ao:

oo ooII An = 0 imply 77 h (An) — 0.
n = l n= 1

A measure p on Ao is called a o-measure if the condi
tions:

OOAneA0, SAneA0, A.Aj — 0 for i=£j,
n=l 1

oo oo
imply p ( 2 An) — 2 p (An) .

n—1 n=l

The necessary and sufficient condition for a measure p 
to be a o-measure is that

u) lf An e A, the symbol 2 An denotes always the Boolean sum of
n

An in the Boolean algebra A. Analogously for TI An _



8 ROMAN SIKORSKI

oon An = 0 imply limJa(yln)=0
n = l n = oo

for any decreasing seąuence AneA0.
A subalgebra Ao of A is called a o-subalgebra of A if 

OO2 Ane Ao for every seąuence Ane Ao. Every o-subalgebra 
n=l

is also a o-complete Boolean algebra. The least o-sub
algebra of A containing a given class K Q A will be denoted 
by Ko.

LemmaA) A)- Let f be a mapping of an infinite set Ko C A in a o-complete Boolean algebra B- If for every enumerable set KQK0 there exists a o-homomorphism hu of Ka in B such that hx(A) = f(A) for every AeK, then there exists a o-homomorphism h of Koa in B which is an extension of f.
We shall prove first that:
(i) If K' and K are enumerable subsets of Ko and K' C K, 

then hx (A) = h^ (X) for every Ae K'o.
In fact, the set of all elements AeK'a such that hu (A) — hx’ (A) is a o-subalgebra of A and K' Q •$. Con- 

seąuently K'b — S.
(ii) If K' and K" are enumerable subsets of Ko and AeK/ K", then hK> (A) = hic {A).
Let K = K'AK". By (i) (A) = hK (A) = hK- {A).
Since Koo is the sum of all subalgebras Ka where K is 

an enumerable subset of K , it follows from (ii) that there 
exists a mapping h of K in B such thath (A) == hu (A) for AeK 
where K is any enumerable subset of Ko.

Obviously h is an extension of f. If ĄeKt5(n = l,2...) 
there exists an enumerable subset KCK0 such that An e Ko 
(n = l, 2...).

12) An analogous lemma holds for o-measures.
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Consequently
oo oo oo oo

h ( SAn) = hK ( Z An) = 2 hK Un) = 2 h (An) 
n=l n=l n=l n=l

and 
h^:)=hK(^:)=hK(4)o=h(4)°.

Thus h is a o-homomorphism of Koa in B. Lemma 
A) is proved.

Let X be a o-field13) of subsets of a set (X> and let l be 
a o-ideal14) of X. For every XeX the symbol [X]/ deno
tes the class of all sets X'eX suchthat(X—X') + (X'— X)e/. 
The collection X// of all [X]/, where XeX, is a o-complete 
Boolean algebra with the following definition of Boolean 
operations15 16):

13) I. e. a class X o f sets X C® such that: 1° if Xn e X (n = 1,2,...), 
oo

then JF xn 6 x: 2° if X e X, then X° = — X e X.
n=l

14) I. e. a class Z C X such that: 1° if Xne I (n = 1, 2,...), then
oo
21 Xn e Z ; 2° if X e I and X, C X (X, e X), then X, e I.

n—1
16) S [Xn] does not denote here the union of the classes [Xn], but 

n
the Boolean sum of elements [Xn] 6 XZ, Similarly for the product and 

the complement.

2[xn] = [zxn], n[xn] = [nxn], [x]° = [x°]. 
n n n n

& denotes always Cantor’s discontinuous set, i. e. the set 
of all numbers

OO

where an = 0 or 1. The symbol &n denotes the set of all 
ce& such that an — l.

C denotes always the field of all both open and closed 
subsets of C is the o-field of all Borel subsets of o

For every set Z C the symbol ZC denotes the field 
of all sets ZC where C eC. Analogously, ZCa is the 
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o-field of all sets ZC where C e Ca, i. e. ZCo is the o-field 
of all Borel subsets of the space Z.

If J is a o-ideał of Ca, the symbol [Clj denotes the class 
of all elements [C]j e CjJ where C e C. [C]j is a subalgebra 
of CJJ.

Lemma B). For every seąuence {Z„{ of elements of A, there exists a o-homomorphism g of Ca in A such that g(^n) = A„r
We may suppose16) that A—Xll where X is a a-field 

of subsets of a set (X and I is a a - ideał of X. Let Xn e X 
(n = l,2,...) be a set such that ^4n = [Xn]/.

The characteristic function17) x of the seąuence {XJ maps(X) in <5 so that «_1(@n) = X„.
The formula 

g(C)-=[x_I(C)]z forCeC, 
defines a o - homomorphism of Co in A such that 

g(gn) = [x-1(Oz=[^l/=A-

Lemma C). Let and J2 be two o-ideals of CB, If every closed set F e belongs to18) J2, the formula
(iii) f(lC]A) = [C]/2 forCeC,defines a o-homomorphism of [C] C CjJi in CJJ2.If there exists a o - homomorphism h of CjJi in Cjj2 which is an extension of f, then19) Ji C12-

*“) Since everv o-complete Boolean algebra is isomorphic to a ąuotient 
algebra X/Z where X is a o-field and Z is a o-ideal. See L o o m i s [1], p. 757 

and Sikorski [1], p. 256.
17) I. e. the function

oo a 
««=2- z ;n 

n=l •>
where an = 1 if xeXn and an = 0 if xe Xn°. See Marczewski [1], p. 211-212.

18) This condition is also necessary for (iii) to define a o-homomorphism
of in Ca/J2.

10) This condition is also sufficient in order that there exist an exten- 

sion of f over CalJ,.
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It is elear that (iii) defines a homomorphism f of [C]/t
OO

in Cjj%. If CneC and 77 [CJj^O, then the closed set 
71=1

oo oo
77 CneJ1. Consequently 11 Cne J2 and

n=l n=l
cc oo
n/((cj,1)=i7[c.]/!=o,
n=l n=l

i. e. f is a o - homomorphism.
If h is an extension of f over CjJi, then

h ([C]/t) = [C]j2 for every C e Ca.
If C e Ju then

[Cb2 = h([C]/i) = h(0) = 0,
i. e. CeJ2. Conseęuently JiC/2.Lemma D). Let 0?^ZC@ and let J be an a-ideał of Ca whieh contains every closed set such that FZ = 0.Then the formula
(iv) g(ZC) = [C]j for any CeC
defines a o-homomorphism g ofZC in CjJ. If there exists a set Co e Co such that ZC0 = 0 and Co non e J, the homomorphism 
g cannot be extended to a o-homomorphism of (ZĆ)0 — ZCa in CJJ.

Let Ji be the o-ideał of all sets C e Co, ZC = 0. The formula 
g ([C]jJ = ZC for Ce Ca

defines an isomorphism g of CjJi on ZC0 such that g ([CJą) = 
= ZC.

Since every closed set F e Jt belongs to J, the formula 
(iii) (where J2 = J) defines a a - homomorphism of (Ć)jt in 
CJJ on account of C), and conseąuently g = fg is a o-homo
morphism of ZC in CjJ.

Suppose that there exists a set Coe Ji — J and that g can 
be extended to a o - homomorphism h of ZCa in CjJi. Then 
hg is an extension of f over CjJi. Hence, by Lemma C), 
Ji C J, whieh is impossible.
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5. Extending oj a mapping to a o-homomorphism. The 
subject of this section is the following problem20):

20) An analogous problem for o-measures is unsolved.

21) If K is finite, the exiscence of h follows from Theorem II.

f is a mapping of a set KCA in a o‘complete Boolean 
algebra B. When is it possible to extend the mapping f to 
a o-homomorphism of Ka in B?

In the case where B is a o-field of sets, the answer is 
given by the followingTheorem K A mapping f of a set K.C. A in a o-field of sets B can be extended to a o-homomorphism h of Ka in B if and only if for every seąuence AneK (n = l, 2, ...) and for every seąuence an — Q or 1 (n=l, 2...):

00 00
(i) Id A“n — 0 implies Id f(Aj)an~Q

n=l _ n=l

The necessity is obvious. By Lemma A) we must prove 
the sufficiency of (i) only in the case where the set K = = (Ai, A2...) is enumerable21). By Lemma B) there exists a 
o-homomorphism g of Ca in A such that g(@.j) = An. Let J 
be the o-ideal of all sets CeCosuch that g(C) = 0. Then the 
formula

g([C]j) = g(C) for C e Ca 
defines an isomorphism of CjJ on Ka and g ([<Sn]j) = An 
(n = l,2,...). Therefore, in order to prove Theorem V it 
is sufficient to show the following lemma:Let J be a o-ideal of Co, let B be a o-field of subsets of a set CLŻ, and let Xne B be a seąuence of sets such that

OO ZA 00
(ii) if n [<§„])" = o, then n xn°n = o.

n = l n=lThen there exists a o-homomorphism h of CjJ in B such that h([gnlj) = Xn (n = l,2,...).
Let n be the characteristic function17) of the sequence{Xj.

oo a
If (c) e J where c = 2 X o", then
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oo an oo an [^n] = [77 gnn] =[(c)] =o.
n=l J n=l J J

Hence, by (ii),
X-’ (c) = (Cn“n) = 77 xna" = o.

n=l n=l
Conseąuently (C) = 0 for every C e J.
Thus the formulah ([O]j) = x_1 (C) for every C e Ca 

defines a a-homomorphism h of Ca/J in B and 
h([gn]/) = x->(gn) = Xn.

Theorem V is proved.
The assumption that B is a a-field of sets is essential 

and cannot be omitted even in the case where A is a 
a-field of sets and K is a subalgebra of A.

In fact, let Z be a Borel subset of @ which is not a G/2), 
and let J be the least a-ideal of Co containing al closed 
sets F Q <§ such that FZ = 0. The homomorphism g (of ZC (Z ZCa in Cjj) defined in Lemma D) satisfies the assump
tion (i) sińce g is a a-homomorphism. By Lemma D) g 
cannot be extended over (ZC)o = ZCa sińce 6—ZeCa — J 
and Z(6 —Z)=0.
6. Extending oj a-liomoniorpliisms defined on a subalgebra.

It is known that22 23)

22) A set is said to be a Gs provided it is the product of an enum- 
erable seąuence of open sets. A set is an F° if it complement is a G$ .

23) See Kolmogoroff [1], p 15, and Nikodym [1],

(*) Every a-measure defined on a subalgebra Ao of A can be extended to a o-measure on AOa.
Theorem V implies directly the following analogous 

theorem on homomorphisms:Theorem VI. Every a-homomorphism of a subalgebra Ao of A in a o-field of sets B can be extended to a o-ho- momorphism of Ao<, in B.
The assumption that B is a a-field of sets is essential 

(see the remark at the end of § 5).
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The simplest case is where Ao is enumerable. Then AOa is isomorphic24) to Ca/J where J is a suitable o-ideal 
of Ca, and Ao is isomorphic to [C]j. The following theorem 
explains, under what conditions every o-homomorphism of Ao in any o-complete Boolean algebra B can be extended 
to a o-homomorphism of AOa in B.Theorem VI’. Let J be a o-ideal of Ca. In order that every o-homomorphism of [C]j in any o-complete Boolean algebra B can be extended to a o-homomorphism of (.[C]j)„ = CjJ in B, it is necessary and sufficient that the ideał J posses the following property:
(i) every set C e J is contained in a set F22) which belongs to J.

Necessity. Let Ji = J and let J2 be the o-ideal of all 
Borel sets which are contained in a set Fa belonging to J. 
If the o-homomorphism g defined in Lemma C) can be ex- 
tended over CJJ, then JQJ2. Thus J possesses the pro
perty (i).

Sufficiency. Let f be a o-homomorphism of [Ć|j in 
a o-complete Boolean algebra B. By Lemma B) there exists 
a o-homomorphism g of Co in B such that

= (n=l,2,...).
Conseąuently:

(ii) g (C) — f ([C]j) for every C e C.
For every closed set F C @ there exists a sequence Cne C 

00 00
such that F — n Cn. If F e ], then 77 [Cn] j = 0 and

n=l n=l
00 00

(iii) g (F) = 77 g (C„) = 77 f ([Cn] 7 ) = 0
n=l n=l

sińce f is a o-homomorphism.
If J possesses the property (i), the equality (iii) implies 

g (C) = 0 for every C e J.
21) The definition of this isomorphism is analcgous to the definition

given m the first Dart of the proof of Theorem V. It is sufficient to póse
K=J0 = U,M2>...).
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Therefore the formula
h([C]/) = g(C) for CeC,

defines a o-homomorphism h of Cjj in B. By (ii), h is an 
extension of f.Corollary. Every o-homomorphism of an enumerable2^) Boolean algebra Ao in a o-complete Boolean algebra B can be extended over the minimal extension* 2S 26) A of Ao.

2«a) This condition is essential.
25) See Mac Neille [1], p 417.
26) See Mostowski [1], p. 45.
27) See Sikorski [1], p. 257.
2tt) See Banach [1], p. 160; and Marczewski [2], p. 126 (Theo

rem IIoo).

In fact, Ao is isomorphie to the field28) ZC where Z is 
a closed subset of &, Let / be the o-ideal of all Borel sets 
CC Z of first category in the space Z. Then ZC is iso- 
morphic to [ZC]/ C ZfCjl.

Therefore we may suppose Tt = [ZC]/. The minimal ex- 
tension of Jo is the Boolean algebra27) A~ZCjl.

Let J be the o-ideal of all sets CeC0 which can be re- 
presented in the form C = C' + C" where C'el and C"eCB, ZC"= 0. The formula

g([C]j)=[CZ]j for CeCa 
defines an isomorphism g of Cjj on ZCjl and 

g ([C]j) = Jo.
Since the ideał J possesses the property (i), the o-homomor

phism fg of [C]j in B can be extended to a o-homomorphism h 
of Cjj in B by Theorem VI'. The. o-homomorphism hg~l 
is an extension of f over A = ZCjl, q.e.d.

7. Collections of o-independent subalgebras. Acollection 
{^c}ieT of o-subalgebras of A is called a colledion of o-indepen- dent o-subalgebras if HAn^0 for every finite or enumerable n
seąuence 0^AneATn, for i^j.

Banach has proved28)(*) Let {Jr} be a collection of o-independent o-sub- 
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algebras of A and (/or every teT) let px be a o-measure on At. If A is a o-field of sets, then there exists a o-measure p on the least o-subalgebra AnCl A containig all subalgebras Az (teT), such that
(i) p is a common extension of all measures /ą;
(ii) p (Ai •• AJ—p(Ai) •... • y 04n) for every sequence

4eA;> Ti^zj f°r = ■■■■ n.
The analogous theorem for o-homomorphisms can be ex- 

pressed in the, stronger form29):Theorem VII. Let {4 l be a collection of o-subalgebras of A, and (for every uT) let ht be a o-homomorphism of At in a o-field of sets B. In order that there exist a o-homomorphism h which is a common extension of all hr over the least o-subalgebra Ao contanining all algebr as Ar, it is necessary and sufficient that
for any finite or enumerable sequence Ane ATn(ti^tj for iy^j).In particular if „ żs a collection of o-independent o-subalgebras of A, the common extension h exists always for arbitrary homomorphisms hT.

The necessity is obvious. The sufficiency of (iii) follows 
immediately from Theorem V (see the proof of Theorem III).

The assumption that B is a o-field of sets is_essential and 
cannot be omitted even in the case where T= 2 and {^} 
are o-independent o-fields of sets.

In fact, it is known that30) @ = @'x where (?' and 
are two sets homeomorphic to <§. C' and C" will denote 
the o-field of Borel subsets of & and &' respectively.

28) Analogously to Theorem III. The condition

analogous to (ii), is always satisfied; therefore it is omitted in Theorem VII.

30) X xY denotes here the cartesian product of the sets X and Y.
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Let Z' be an analytic subset of C' whieh is not a Borel set. Z' is the projection (on the &' -axis) of a set Co C whieh 
is a Gó.

Let Z = (& — Z') X and let J be the o-ideal of all Borel 
subsets of all sets C'x<§" where C'eC'a and C'QZ'. Obviously
(iv) Co nonę/ and ZCo = 0.

Let A=ZCa, A' — the o-field of all sets Z(C' X @") where C'e C'a, A"— the o-field of all sets Z (C'X C") where C"e C"a. 
Obviously A’ and A" are o-independent o-subalgebras of A.

The formulas
(v) h' (Z (C' X @")) = [C' X &'] j for C' e C'a
(vi) h" (Z (&' X C")) = l& X C"]j for C" e C"a
define two o-homomorphisms h' and h" of A' in Cj J and 
of A” in CjJ respectively31).

31) This is obvious for h". The analogous remark for h' follows from 
the fact that (for C'1( C'2 e C'ff)

Z(C',Xg")=Z(C'8Xg’') implies [C; X @"]j = [C'X (g"]j.

32) See Marczewski [2], p. 125, and Marczewski [3], p. 25.

Suppose there exists a o-homomorphism h of Ao = — (A' + A")a = ZCa = A in CjJ whieh is a common extension 
of h' and h". Thenh (ZC) = [C]j for every C e Ca.

Let g denote the o-homomorphism h restricted to ZC. 
We have

g(ZC) = [C]j forCeC.h is an extension of g over (ZC)0 = ZCO = A, whieh is 
impossible on account of (iv) and Lemma D).

Thus we infer that h' and h" possess no common 
extension.8. Classes of o-independent elements. A class KQA 
is called a class of o-independent elements of A if II Aann 7^ 0 

n
for every finite or enumerable seąuence An e K (A, Aj for i^=j) and for every seąuence an — 0 or 1.

It follows from theorem (*) of § 7 that32)

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 2
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(*) Every non-negative function v (M) < 1 defined on a class K of o-independent sets can be extended to a o-measure on Ka.
The analogous theorem on o-homomorphisms isTheorem V 111. Every mapping f of a class K of o-in- dependent elements of A in a o-complete Boolean algebra B can be extended to a o-homomorphism h of Kn in B.
In contrast to theorems V—VII, B may be here an ar- 

bitrary o-complete Boolean algebra.
By Lemma A) it is sufficient to prove Theorem VIII in 

the case where K — Q4i, A2.......) is an enumerable set33)
for

By Lemma B) there exists a o-homomorphism g of Co 
in A such that g(@n) = An (n = l,2...).

00 a 00
Let c = 2 ~ be any element of®. Then (c)= n@nn and

n=l 3 n=l

00 00

g ((c)) = n g (<§„)“” = n A°0.
n=l n=l

Thus g is an isomorphism of Ca on Ko.
By Lemma B) there exists a o-homomorphism h of Ca in B such that h (®n) = f (An). Conseąuently h=hg~1 is a 

o-homomorphism of Ka in B which is an extension of f.q. An existence theorem. The o-field of all subsets of 
a set y will be denoted by S(T).

Consider the following ąuestion:
(*) When does there exist a o-measure defined on 5(2?) 

and vanishing for every one-point set?
Ułam has proved34) that such a measure does not exist 

if the cardinal 2? is less than the first35) aleph inaccessible36)

33) If K is finite, Theorem VIII follows directly from Theorem IV.
S5) See Ułam [IJ, p. 146 and 150.
35) Greater than Ko.
a<1) The definition of inaccessible alephs is given in paper Tarski [1],

p. 69 and 72.
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in the large sense; if y is less than the first35) aleph in- 
accessible in the strict sense, there exists no two-valued 
o-measure on Sp7) vanishing for every one-point set.

3’) An analogous theorem holds for finitely additive measures and
homomorphisms.

38) See Sikorski [3], p. 12.

The analogous problem for a-homomorpisms is:
When does there exist a o-homomorphism h of <S (O7) in 

a o-field of sets X, vanishing for every one-point set (i. e. h ((y)) — 0 for any y e T) ?
This ąuestion is equivalent to the ąuestion (*) formu- 

lated for two-valued o-measures. Morę generally:Theorem IX.* 37) Let Y be a o-field (of su'isefs of a set y =1=0) containing all one-point sets (y)CT. The two following conditions are equivalent:
(i) there exists a two-valued o-measure y on Y vanis- hing for every one-point set (y)QX;
(ii) there exists a o-homomorphism h of Y in a (or: every) o-field X (of subsets of a set Xy^0) vanishing for every one-point set (y) C y ■
In fact, if a two-valued cr-measure y on Y vanishes for 

every one-point set, then the formulash (Y) = 0 if y (Y) = 0 
h(Y) = X if y(Y) = l

define a o-homomorphism h of ¥ in X vanishing for every 
one-point set.

On the other hand, if there exists no two-valued o-mea
sure on Y vanishing for every one-point set, then for any 
o-homomorphism h of Y in X there exists a mapping <p of X in y such that38)

h(Y) = 9?~1(Y) for every YeY.
Since Xy=0, there exists a point yae<p(X). Obviously h (y 0) = <P-1 (y 0) 7^ o, q. e. d.

2*
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SUR LA RELATION ENTRE LA LARGEUR D’UN 
CONTOUR PLAN ET LA DEVIATION DE SES

ARCS PARTIELS

Par
S. Łojasiewicz (Kraków)

Introduction
Une demonstration simple et naturelle du theoreme bien 

connu sur l’existence d’un point singulier a 1’interieur de toute 
caracteristiąue fermee d’un systeme de deux eąuations dif
ferentielles, ordinaires, pourrait etre basee sur la remarąue 
suivante: si Faire d’un contour plan, possedant la tangente, 
tend vers zero, alors il existe sur le contour deux points dont 
la distance tend vers zero et tels que les tangentes en ces 

points forment un angle assez grand, p. ex. superieur a -j

Partant de cette remarąue M. T. Waźewski a pose le 
probleme suiyant: etant donnę un contour plan dont 1’aire 
est petite, existe-t-il sur ce contour des arcs partiels, courts 
avec des „virages brusąues*'?1)

*) „Virage brusque“ veut dire que 1’oscillation de la tangente le long 
de 1’arc est grandę.

2) Une notion analogue, sous le nom de „deflessione totale" a etć 
introduite par M. S. Mukhopadhyaya, cf. B. Serge. Proprieta in grandę 
delle linee piane convesse, Jornal de Matematica pura e aplicada. Vol. 1 

•— Fasc. 1 — 1936.

Or, dans la notę presente, je donnę une reponse affirma- 
tive a ce probleme en demontrant un theoreme plus generał, 
a savoir, que les „virages brusques“ existent sur les contours 
dont la largeur est petite. J’entends par la largeur d’un con
tour le diametre du cercie, le plus grand possible, inscrit 
dans le contour. Je definis ensuite la notion de „virage brus- 
que“ sur un are ne possedant pas de tangente, en introduisant 
la notion de deyiation2) d’un are. La notę presente a pour l’ob-
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jet l’examen du rapport entre la largeur d’un contour plan 
et la deviation de ses arcs partiels

§ 1-
Dans la suitę nous ne parlerons que des courbes planes.

, 1-iere definition de la deviation d‘un are. Considerons, 
un are simple L dont l’equation soit X = X (f), ou a<t<b, -----  
et X est le point variable sur le plan. Tout vecteur X (Ą), X (72) 
ou sera appele corde dirigee de 1’arc L.
L’ensemble de toutes les cordes dirigees de l’arc L (supposees 
avoir le meme point fixe comme origine) formę un angle que 
nous appelerons angle de deviation de l’arc L. Sa mesure sera 
dite deviation de l’are L et nous la designerons par Dev L.

2-ieme definition de la deviation (contingentielle d‘un are). 
Nous entendrons par la deviation contingentielle de l’arc simple L la mesure de 1’angle, le plus petit possible, conte- 
nant les contingents posterieurs (au sens de M. Bouligand) 
de tous les points de 1’arc L a l’exception de son extremite. 
Cet angle sera dit angle de deviation (contingenfielleD.

Si 1’arc L possede la tangente et si sa deviation contin
gentielle est inferieure a 2n, alors elle est egale a 1’oscillation 
de 1’argument de la tangente le long de 1’arc.

Les deux definitions sont equivalentes. Nous le demontre- 
rons dans le § 3 sous l’hypothese que la deviation contin
gentielle soit inferieure a n (cf. lemme VI). Dans la suitę je 
vais me servir de la premiere definition.

Lorsque la deviation de 1’arc L est inferieure a 2it, on 
peut considerer la bissectrice de 1’angle de deviation defi- 
nie comme l’axe divisant 1’angle de deviation en deux parties 
egales et dirige vers son interieur.

Theoreme I. Chaque contour rectifiable de Jordan dont 
la longueur est superieure a d et dont tout are partiel de

’) Cette definition est due a M. T. Ważewski.
4) Le cas est banał. En effet, dans ce cas, pour tout e>0

1’ellipse aux axes r et d satisfait aux hypotheses du theoreme I et ne contient
aucun cercie de diametre superieur a e.
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longueur d possede la deviation ne depassant pas a, ou 0< a <ni) 
contient a son interieur un cercie ouvert de diametre:

(1)
cos2 a

2d
2

Dans la demonstration de ce theoreme nous nous appuy- 
erons sur quelques lemmes.

Soit donnę un contour de Jordan J. Designons par

lnt J et lnt J
respectivement 1’interieur du contour J et sa fermeture. Une 
couple de points A et E sur le contour J le divise en deux

'T' 'U'
arcs AB et AB dont l’un peut se reduire a un point, lorsque 

1 2A — B. Si Ce AB et De AB, alors nous dirons que la couple A, B separe (au sens large) la couple C, D. Dans ce cas 
aussi la couple C, D separe la couple A, B.

Un are simple est appele coupure5) de lnt J, lorsqu’il est 
contenu dans Int J a l’exception de ses extremites qui sont 
situees sur J. Une coupure p divise Int J en deux domaines 
disjoints Gi et G2 de faęon que Int J = Gi + p° + G26), 
tandis que ses extremites divisent J en deux arcs Li et L2 
de faęon que Gi est 1’interieur de Li + p et G2 est 1’interieur 
de L2 + p 7). II en resulte immediatement que si la couple 
d’extremites de la coupure p separe celle de la coupure q, alors p et q possedent un point commun.

Nous avons le suivant
Lemme I. Si p et q sont deux arcs simples contenus 

dans lnt J, dont les extremites sont situees sur J et si la 
couple d’extremites de l’arc p separe celle de l’arc q, alors p 
et q possedent un point commun.

’) Caratheodory, Math. Annalen 73, 323-370.
’) Lorsąue p est un are, alors p° designe cet are sans extremites.
') Kerekjartó: Topologie, page 67, 1927.
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Dćmonstration. Designons les extremites de 1’arc p par A et B et celles de l’arc q par C et D.

La couple A, B divise le contour J en deux arcs Li et L2 de faęon que C e Lt et D e L2. Designons par C le der- 
nier point sur q (si Fon parcourt l’arc q a partir de C a D) 
qui fait partie de 1’arc Li (cf. fig. 1). Supposons que C=ł=A et C=ł=B, notre lemme etant evident dans le cas contraire. 
Alors le point C nappartient pas a L2, Designons par D 
le premier point sur q (si Fon parcourt q a partir de CaD) 
qui fait partie de L2. On a alors C 4= D et 1’arc q = CD 
est une coupure de Int J. Les points C et D divisent J
en deux arcs L3 et L4 de faęon que Ae Ls et Be Lt (car
CeLi et DeL>). Dune faęon analogue nous determinons 
sur 1’arc p les points A e Ls et Be L4, tels que 1’arc p = A B
est une coupure de lnt J. La couple de points C, D se-
pare celle de points A, B, donc p • q =1= 0 et par consequent 
p • q 4= 0, ce qui termine la demonstration.

Definition de la distance geodesique et des sommets 
d’un contour. Si J est un contour rectifiable de Jordan, 
alors deux points quelconques Pi et P2 appartenant a Int J 
peuvent etre relies par un are simple, rectifiable contenu
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dans Int J. La borne inferieure des longueurs de tels ares sera 
dite distance geodesique des points Pi et P2. Nous la de- 
signerons par e(Pi,P2).

La distance geodesique g(Pi,P2) est inferieure ou egale 
a la longueur de toute courbe rectifiable, contenue dans Int J et reliant les points Pi et P2. Elle remplit 1’inegalite 
de triangle
(2) e (PM < e (PM + e (P2,P3) 
ainsi que la relation
(3) e(Pi,P2)>|Pi-P2|.
Dans cette; derniere relation 1’egalite ne subsiste que si le 
segment Pi P2 est contenu dans Int J. La distance geode- 
sique Q (Pt, P2) est une fonction eontinue d’une couple de 
points et atteint, par consequent, son maximum sur le con- 
tour J pour une couple de points A, B. Une telle couple 
de points sera dite couple de sommets du contour J.

Lemme II. Si A, B, C, D sont quatre points sur le 
contour rectifiable de Jordan J, et si la couple A, B se- 
pare la couple C, D, alors on a 1’inegalite
(4) , e(AC)+e(B,D)<e(ĄB)+e(C,D).

Demonstration. Soit e un nombre positif quelconque et 
relions les points A et B par un are simple rectifiable p 
contenu dans Int J et les points C et D par un are ana
logue q de faęon qu’on ait les inegalites:
(5) | p | < Q (A,B) + e et | q | < q (C,D) + e 8).

’) Nous dósignons par | p | la longueur de 1’arc p.
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En vertu du lemme I les arcs p et q possedent un point 
commun E e lnt J (cf. fig. 2); le point E divise 1’arc p en 
deux arcs AE et EB et 1’arc q en deux arcs CE te ED 
(certains de ces arcs peuvent se reduire a un point). En 
considerant le courbe AEC = AE + EC et BED = BE + ED 
nous avons:

(6) |p|+|q| = \AE\ + \EB\ + \CE\ + |ED| = |aec\+\bed\, 

mais puisęue q(A, C)<MEC|et e(B, D)<\BED\, il en re
sulte, d’apres (5) que:

(7) q (A, C)+q(B,D')<q (A, B) + Q (C, D) + 2 e,
d’ou en faisant tendre e vers zero, nous obtenons 1’ine
galite (4).

Lemme III. Si M est un sommet du contour rectifiable 
de Jordan J et L est un are partiel de J. aux extremites A 
et B, ne contenant pas le sommet M, et si le point P appar
tient a L, alors:

(8) Q (P,M) > ± min [(> (M,A), e (M, B)] .

Demonstration. Soit N le point qui formę avec M une 
couple de sommets du contour J. Designons par Li celui 
des arcs partiels du contour J aux extremites M et N qui 
contient le point P.

1 2
Les points M et P divisent J en deux arcs MP et MP

1
dont un — MP est une partie de 1’arc tandis que
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2 
l’autre — MP contient le point N (cf. fig 3). Puisąue l’arc L contient le point P et ne contient pas le point M, une

'V~
de ses extremites, A ou bien B, fait partie de l’arc MP. Si

1AeMP, alors la couple M,P divise la couple A,N, car
2N e MP. Nous avons donc, d’apres le lemme II, 1’inegalite:

(9) e(M,P)+6(A,N)>e(M,A)+Q(P,N), 
d’ou il resulte:
(10) e(We(O)>e(O+<>(P,N)
puisąue q (M, N) > Q (A, N). En ajoutant a 1’inegalite (10) 
celle de triangle:
(11) e(M,P)>e(M,N)-e(p,N)
nous obtenons 2e(M,P)^i>(M,A), ou ce qui revient au 
meme:
(12) e(M,P)>12e(M,A).
Dans le cas, ou BeMP, nous obtenons d’une faęon ana
logue 1’inegalite:
(13) e(3f,P)>je(31,B).

Nous avons donc (12) ou bien (13), d’ou il resulte (8).
Lemme IV. Soit L un are simple rectifiable de longueur d, dont la deviation a satisfait a 1’inegalite 0<a<Jt. Soient 

A et B les extremites de l’arc L et dósignons par M son 
centre9). Choisissons un systeme orthogonal des coordonnees 
de faęon que le point M en soit 1’origine et la bissectrice de 
1’angle de deviation de l’arc L soit l’axe x. Dans ces hypo
theses:

1° 1’eąuation de l’arc L prend la formę:
y = /(x), ou a<x<b;

OL2° | f (x) | < | x | tg , lorsąue a < x < b;
°) Par le centre d’un are rectifiable nous entendrons le point de cet

are qui le divise en deux arcs de la meme longueur.
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3° |M — A|>|cos| et |M —B|>^ cos^ (cf. fig. 4).

Demonstration. Comme l’axe x est la bissectrice de 1’angle 
de deviation de 1’arc L, toute corde dirigee de 1’arc L formę 
avec l’axe x un angle <5 tel que:

(14)

II en resulte qu’il n’existe aucune corde dirigee de 1’arc L 
orthogonale a l’axe x, et par consequent l’equation de 1’arc L peut etre misę sous la formę 1°. Nous pouvons supposer 
que A = (a,f(a)) et B — (b, f(b)). La propriete 1° est donc 
demontree.

----
Considerons maintenant le vecteur MX, ou X = (x,f(x)), 

a<x<b. D’apres 1’inegalite (14), nous avons: 

(15)

d’ou il resulte la propriete 2°. d
L’arc MB est une partie de 1’arc L, de longueur . Soit 

s un nombre positif quelconque. Designons par 0 = x0 < Xi <....< xn = b les abcisses des sommets d’une ligne polygo- 
nale inscrite dans 1’arc MB, telle que la difference entre sa 

largeur et 5 soit inferieure ar. Nous avons donc:
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(16)

ou ce qui revient au meme:

En considerant les cordes dirigees Xf_1Xi, ou Xt — (xb f (x,)), i — nous avons d’apres (14):

f (*j)xi — xi_1(18)
a

et par consequent:

d
2(19) a

cos2 1/1

En faisant tendre e vers zero nous en obtenons, a la limite, 
b > 2cosdou il resulte la seconde inegalite 3°, puisąue B = (b,f (b)) et M = (0,0). On demontre d’une faęon analogue 
la premiere inegalite 3°, ce qui termine la demonstration du 
lemme IV.

A present nous allons demontrer un theoreme dont le 
theoreme I sera une consequence immediate.

Nous entendrons par le secteur de rayon r, d^angle a et de sommet M 1’ensemble qui est le produit du cercie ouvert 
de centre M et de rayon r, et de 1’angle ouvert (sans cótes) 
de sommet M et de mesure a.

Theoreme la. Si J est un contour rectifiable de Jordan 
et M est un de ses sommets, et si L est are partiel de centre M et de longueur d dont la deviation a remplit 1’inegalite 
0 < a < Jt, alors le contour J contient a son interieur un secteur
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Demonstration. Choisissons un systeme orthogonal de coor
donnees de faęon que 1’arc L satisfasse aux hypotheses du 
lemme IV. Deńgnons par A et B les extremites de 1’arc L. 
L’autre are partiel du contour J aux extremites A et B soit 
designe par Li. En vertu des inegalites: Q (M, A)^\M — A | 
et q(M, B)>|AI—B et dapres le lemme IV, 3°, il resulte 
du lemme III que:
(20) Q (P, M) > ~ cos |, pour tout P e Li.

Fig. 6.
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Le point M. n’appartenant pas a Li, il existe un nombre k > 0, k < min (| a |, | b |), tel que le rectangle:

n
x | < k y\<k tg^

de centre M soit disjoint avec l’arc Li. L’arc L2 a l’equation: 
y = /(x), ou | x | <k

est situe, d’apres le lemme IV, 2°, dans le rectangle II a 
l’exception de ses extremites et le divise en deux domaines 
disjoints (cf. fig. 6.): 

| x | < kf (x) <y< k tg^ et G2
| x | < k—ktg~<y<f(x)

de faęon que II = Gi + L2° + G2. Puisque le point M est un 
point frontiere de IntJ, le rectangle II contient un point Qelnt J. Nous pouvons supposer, sans restreindre la gene- 
ralite, que Q fait partie de Gi. Le domaine Gi etant disjoint 
avec le contour J, est contenu a 1’interieur ou bien a l’ex- 
terieur de J.
Mais puisque QeGi et Qelnt J, on a:
(21) Gi C Int J.
Designons par S («?) 1’ensemble de points (x, y) satisfaisant 
aux conditions:

(22) x2 + y2 < g2 et y > | x | Zg j.

Gest un secteur de rayon q, d’angle it — a et de sommet M. 
Nous avons (cf. fig. 6):

(23) Sęktg^CGi.
En effet, lorsque (x,y) satisfait aux conditions (22) avec 

8 = k tg —, alors y <k tg~, et par consequent |x | < k. D’apres

le lemme IV,2°, nous avons donc 1’inegalite f (x) < | x i tg ~ < y.

II s’ensuit que (x,y) e Gi. Des relations (23) et (21) il re-
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CK
suitę que S(k tg C Int J. Designons par r la borne su- 

perieure des nombres Q, tels que S(@) C Int J. On a alors:
(24) S(r) C Int J
(comme S(r) = S (r — ^j). PuisqueS^r + j n’est pas 

contenu dans Int J, il existe un point Pn — (xn, yn) tel que 

PneJ et Pnes[r + -^j. En vertu de la seconde inegalite (22) 

et du lemme IV, 2°, le secteur S^r + -^ n’a pas de points 

communs avec 1’arc L, donc (cf. fig. 7):
(25) Pn e U

Mais puisque, d’apres (24), Pn ne fait pas partie de S (r), nous 
avons:

(26) r<|P„ — M|<r + -." n
D’apres (25), la suitę Pn possede un point d’accumulation 
Po — (*o, Yo) appartenant a Li. En vertu de (20) nous avon 
1'inegalite:

(27) e ęP0,M)>^cos
En faisant tendre n vers 00 on obtient de 1’inegalite (26), a la 
i mite, la relation:
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(28) | Po — Af | = r.
De meme puisque, cTapres (22), yn > | xn | tg ~ on obtient 

a la limite, 1’inegalite:

(29) y0>\x0\tg-^.
Des relations (28) et (29) il resulte, cTapres (22), que le point 
Po appartient a S(r) et puisque S(r) est un ensemble con- 
vexe et le point M en fait partie, le segment Po M est con
tenu dans S(r). D’apres (24), S (r) (ZIni J, donc Po M dlnt J 
et par consequent q (Po. Af) = |P0— M\. II s’ensuit, d’apres

(27) et (28), que cos . En vertu de (24), il en resulte

que le secteur S cos -j 
termine la demonstration.

Un secteur de Tangle

cercie ouvert de diametre 2r
1 + sin

•j est contenu dans Int J, ce qui

et de rayon r contient un• P sin -~

contient un cercie ouvert de diametre d2
cos* 2

donc le secteur 
P
2

a
2

i i a1 + cos 2"

2 acos 2La fonction-------------- etant decroissante, il en resulte imme-
1 + COS y

diatement le theoreme I.
Remarąue 1. II s’ensuit du theoreme la que le theoreme I 

est vrai sous 1’hypothese que la deviation de 1’arc partiel 
de longueur d dont le centre est un des sommets du contour J ne depasse pas a.

Definition de la largeur d‘un contour de Jordan. Par 
la largeur D(J) d’un contour de Jordan nous entendrons la 

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 3
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borne superieure cies diametres des cercles contenus dans
Zn/ J.

Soit J un contour rectifiable de Jordan, de largeur D
2d cos^

Si 0 < a < it et -TT •-------------->D, alors envertu du theoreme I2 , . a1 + cos -j
(par contrę - position) il existe un are partiel de J, dont la 
longueur nedepasse pas d et dont la deviation est superieure a a.4 DNous avons donc, en prenant d =---- , le suivant:

2

cos 2
Theoreme II. Si la largeur d’un contour rectifiable de 

Jordan est D, alors a tout a, tel que 0 < a < n, on peut faire 
correspondre un are partiel du contour, dont la longueur 4Dne depasse pas ------- et dont la deviation est superieure a a.

2

cos2
Supposons que Dn0 et Dn> 0. II existe deux suites Dn —en et an, telles que en->0, en>0,----->0 (p. ex. sn = y/D,),

Sna 4 Dan->x, an<n et (cos —)2 = £„• On a alors----- -—* 0.
2 5> an

COS 2
Nous avons donc le suivant: z

Theoreme III. Si Jn est une suitę de contours rectifi- 
ables de Jordan et si D(Jn)->0, alors sur chaque contour J„ il existe un are partiel Ln, tel que:! Ln | -* 0 et Dev Ln -*■ n.

§ 2.
Dans les hypotheses du theoreme I le contour J con- 

d COS 2
tient a son interieur un cercie de diametre 9 . II

l+cosj

nous semble, par intuition, que tout contour safisfaisant 
a ces hypotheses, contient a son interieur un cercie de dia- 
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metre beaucoup plus grand. II se pose donc la ąuestion 
de savoir comment formuler le probleme pour ąue la so
lution donnę le diametre, le plus grand possible, d’un cercie 
contenu a 1’interieur du contour.

Definition de la fonction g(a). Dósignons par Rd a la 
familie de tous les contours rectifiables de Jordan, satis
faisant aux hypotheses du theoreme I, c. a. d. la familie 
de contours de longueur supórieure a d, dont chaąue are 
partiel de longueur d possede la deviation ne depassant 
pas a. Posons:f(d,a) = borne inf D(J), pour d>0 et 0<a<n.

En faisant subir chaąue contour de la familie Rj a la trans
formation par homotetie de coefficient d, nous en obte
nons la familie Rdta. Comme la largeur d’un contour sou- 
mis a cette transformation se multiplie par d, nous avons f (d, a) — d f(l, a), En posant f(l,a) = g(a), on peut ecrire:
(30) dg(a)= borne inf D(J), pour c/>0 et 0<a<n.JeRd,a
II en resulte le suivant:
_ Theoreme IV. Dans les hypotheses du theoreme I, lnt J contient un cercie de diametre cZg(a).

Si nous connaissions la fonction g (a), alors le theoreme IV 
nous donnerait le diametre, le plus grand possible, d’un 
cercie contenu dans Inf J pour tout contour J satisfaisant 
aux hypotheses du theoreme I. Notre probleme se reduit 
donc a celui de trouver la fonction g (a).

Le theoreme I nous en donnę une limitation d’en bas, 
a savoir:

2 a, COS2 A
(31) y---------- < g (a), lorsąue 0 < a < n,l + cos°2
d’ou il resulte ąue:
(32) g (a) > 0, lorsąue 0 < a < it.

Nous allons tacher de limiter la fonction g (a) d’en haut. 
A cet effet il suffit de construire un contour de la familie

3
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Rd a, faisant en sorte que sa largeur soit la plus petite 
possible.

Prenons d > 0, 0 < a < ji, et soit n un nombre naturel, 
tel que:
(33) (n — l)a<Jt<na.

ligne polygonale composee de n + 1 segments diriges de lon
gueur d et tels que deux segments consecutifs forment 1’angle a.

JtSi < a < it, alors n = 2. Dans ce cas designons par P la 

ligne polygonale composee de trois segments diriges, tels que 
deux segments consecutifs forment 1’angle a et que celui du 
milieu possede la longueur d et la longueur d de deux 
extremes satisfasse a 1’inegalite:

f < d < d T.2 2| cos a|
Dans tous les deux cas la ligne polygonale P n’a pas de 

points doubles (ce qui resulte des inegalites (33) et (34)) et 
elle est situee toute entiere d’un meme cóte de la droite p 
passant par ses extremites (cf. fig. 8.).

0<a (f:

fig- 8
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Designons par K le cercie tangent a tous les cótes de la 
ligne P. Le diametre de K est egal a:

(35) D = dctg~.
Soit P 1’image symetrique de la ligne P par rapport a la droite p. 
Le polygone ferme Q — P — P est un contour de Jordan et 
toute couple de ses cótes (diriges) consecutifs formę un angle 
ne depassant pas a (ce qui resulte de 1’inegalite (33)). II s’en- 
suit aisement que:
(36) Qe

Le cercie K est (en vertu de (33) ) le plus grand possible 

contenu dans IntQ, donc d’apres (35), D (Q) = d ctg^. II en 

resulte, en vertu de (36) et (30), 1’inegalite: d g(a) < d ctg 
Nous avons donc la limitation suivante:

(37) g (a) < ctg j , lorsque 0 < a < jt. 10)

10) II semble probable que g (a) = cfg Si Fon pouvait le demontrer, 

alors tout contour de Jordan ayant en chaque point la courbure 1, et 
par consequent appartenant a la familie Ra> a , contiendrait un cercie de 

diametre a ctg . Comme lim a ctg = 2, il en resulterait que tout contour 

de ce genre contient un cercie de diametre 2. Ce rósultat a ete obtenu par 
une autre voie par M. F. Biibler, Ueber geschlossene ebene Kurven von 
beschrankter Kriimmung, Comm. Math. Helyet. 8,5 — 47 (1935).

II resulte du theoreme IV (par contrę-position) que 
lorsque le contour J est de largeur D< dg(a), alors J n’appar- 
tient pas a Rd a, c. a. d. il existe un are partiel de J dont la 
longueur ne depasse pas d et dont la deviation est superieure 

a a. En nrenant d = + s, ou e > 0, nous en deduisons
g(«)

le suivant:
Theoreme V. Si le contour rectifiable de Jordan J possede 

la largeur D, alors a tout ae(0, ą) et s>0, il correspond un
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are partiel de J dont la longueur ne depasse pas e et

dont la deviation est superieure a a.
Nous allons demontrer maintenant que:

(38) lim g(a) = °°. a->0

A cet effet nous demontrerons 1’inegalite:

(39) g (a) > n g(na), lorsąue 0 < na < n,

en nous appuyant sur le lemme suivant.
Lemme V. Soit L un are simple aux extremites A et D. 

Supposons que les points C et B appartiennent a L° et que C soit situe entre A et B de faęon que la partie commune 
des ares partiels Li = AB et L2 = CD formę un are L3 — CB 
ne se reduisant pas a un point (C 4= B). Ceci etant suppose, 
lorsque Dev Lr<a et Dev L2Afl, ou a + alors:

(40) Dev L < a + /?.
Demonstration. Designons par (u,v) 1’angle entre deux 

vecteurs (resp. entre deux axes, ou entre un vecteur et un 
axe) u et v. Soient h et l2 les bissectrices des angles de 
deviation des ares Li et L2 et soit w une corde di- 

c?
rigee de 1’arc L3. On a | (iv, Zi) | < et | (m, Z2) I < 2 ’ d’°u 

(Zi, Z2) f< —II existe donc un axe Z, tel que |(Z, Zi)|<-j 

et | (Z, Z2)|<y. Nous avons alors:

(41) |(v, Z)|<-2^<^ ,

lorsque v est une corde dirigee quelconque de 1’arc Li, ou 
bien de 1’arc L2. Choisissons Z comme l’axe x d’un systeme 
orthogonal de coordonnees et soient x=<f>(t\ y = ip(t\ ou 

les equations parametriques de 1’arc L. Suppo
sons que les points A, C, B, D correspondent aux para- 
metres tA < tc < tB < tD. Si u = (<p (i) — <p (f), w (J)~ W (/))
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est une corde dirigee de l’arc Li, ou bien de l’arc L2 (c. a. 
d. tA < t < t < tB, ou bien tc < t < t < tD\ alors dapres (41),
on a:
(42) 
et

(43)

cp ( t ) — <p (Z) = I U I COS (u, Z) > 0

y(Z) —y(Z)<p(t} — cp(t) tg (u, l)\<tg .
Nous prouverons que 1’inegalite (41) subsiste pour toute 
corde dirigee de l’arc L. II suffit de le demontrer dans le 
cas, ou v = ę<p(.t2) — <p(ti), W (t2)—v>(Zi)), nest pas une 
corde dirigee de l’arc Li, ni de l’arc L2, c. a. d. lorsque fA<f1 < tc < tB < t2 <ZD.Choisissons t3 defaęonęue tc<t3 <tB. 
Alors Ui = (<p (Z3) — cp (t^, rp (Z3) — ip (Zi)) sera une corde di
rigee de l’arc Li et u2 = (9? (Z2) — <p (Z3), V (D — w (Z3)) en sera 
une de l’arc L2. Nous aurons donc, d’apres (42):

(44) cos (v, Z) 9? (Z2) — 92 (Zi) __
I V I

[y (Z2) — <p Gs)]+[y (Z3) — y (Zi)] > Q

et dapres (43):

(45) ip (Z2) — y (Zi)

. y(z2)—y(Z3) 
^2)—®(z3)

<p (t2) — <p (tj
y(Z3)—y(Zi)

9? (Z2) — cp (Zj)

d’ou il resulte que |(v, Z)|<^4^. IJinegalite (41) subsiste 

donc pour toute corde dirigee de l’arc L, d’ou on deduit 
immediatement (40).

Nous demontrerons a present que:
(46) Rd aQRnd_c,na, lorsque 0 < n a < n et e > 0.

Soit J un contour appartenant a Rda. Nous prouverons 
d’abord que la longueur de J est superieure a nd — £. En 
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effet supposons, par impossible, que la longueur de J ne 
surpasse pas nd—e na etant inferieure a ji, il existe un 
are partiel L = AB, tel que:

(47) 
et
(48)

d < I L I < nd — e

Dev L > na.
En vertu de 1’inegalite (47), on voit aisement que 1’arc L 
peut etre represente comme une somme de n arcs partiels ABi, A2B2,... ,AnB de longueur d et tels que la partie com
mune de deux arcs consecutifs formę un are ne se reduisant 
pas a un point. Comme J e Rd a, la deviation de chacun de 
ces arcs partiels ne depasse pas a. D’apres le lemme V 
applique n — 1 fois, il en resulte que Dev L<na, ce qui 
contredit a (48). Nous venons de demontrer en meme 
temps que la deviation de tout are partiel de J, dont la 
longueur satisfait a 1’inegalite (47), ne depasse pas na. II 
s’ensuit que JeRnd_s-na, on a donc RdtaC Rnd_ e_na.

De la relation (46) il resulte, en vertu de (30), que d g(a)^(nd— e)g(na), d’ou en faisant tendre s vers zero, 
on obtient, a la limite, 1’inegalite (39).

Remarquons maintenant que la fonction g(a) est non- 
croissante. En effet pour ai<a2, on a Rdat C d’ou
d’apres (30), il resulte que g(ai)> g(a2).

un ka naturel, telFaisons correspondre a tout ae^O.^j

Jtque . On a alors lorsque a->0. II s’en-

suit, d’apres (32), que kag^j Mais la fonction g(a)

etant non-croissante, nous avons en vertu de 1’inegalite (39):

kag[^<kag(kao)<g(a)
et par consequent lim g(a) = oo.
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De la relation (38) on deduit le suivant:
Theoreme VI. Soit Jn une suitę de ćontours rectifiables 

de Jordan. Si la deviation de chaąue are partiel de Jn, ayant 
la longueur d. ne dópasse pas an et si an-+0, alors D(Jn)->°°.

§ 3-
Lemme VI. Si la deviation contingentielle de 1’arc sim

ple L est inferieure a jt, alors elle est egale a DevL.
Nous nous appuyerons sur le lemme suivant, dont nous 

nous dispensons de la demonstration,
Lemme VII. Si chacun des vecteurs Wi,... ,wn formę

OTavec i’axe l un angle ne depassant pas a, ou a<—, alors
2

il en est de meme de 1’angle entre le vecteur w = uą+ wn 
et l’axe l.

Nous passons maintenant a la demonstration du lemme VI.
Dósignons par a la deviation contingentielle de 1’arc L. 

Comme 1’inegalite a<Dev L est evidente il suffit de de- 
montrer que DevL<a. Soit:X=X(f), ou a</<b
1’óąuation de 1’arc L. Dósignons par l la bissectrice de 
1’angle de deviation contingentielle et soit:
(49) a < 11 < 12 < b.e etant un nombre positif ąuelconąue, on peut faire corres
pondre a tout fe[Ą, f2] un <5f > 0, tel que

|(X(f),X(f) , z)|<| + e, 

lorsąue t <t'<t dt. II en resulte, en vertu du thóoreme 
de Borel — Lebesgue sur le recouvrement, qu’il existe une 
suitę de points Zi = r0 < •.. < rn = Z2, telle ąue
(50) | (X(ri+1).X(4 , Z) | < j £.

II s’ensuit, d’apres le lemme VII, ąue:

|.(X(L),X(i) ,l)\<~ + 8,^-1



42 S. ŁOJASIEWICŻ

d’ou en faisant tendre e vers zero, nous obtenons:

(51) |(X(Ą)^(J) , DKf,

pour toute couple ti et t2 satisfaisant a 1’inegalite (49).
En faisant tendre t2 vers b, on voit que 1’inegalite (51) 
a lieu aussi lorsąue t2 = b. Nous venons de demontrer 
ąue toute corde dirigee de l’arc L formę avec l’axe l un 

angle ne depassant pas —, d’ou il resulte que DevL<a.
2

Comme il est, en generał, plus facile de determiner la 
deviation contingentielle, le lemme VI rend les theoremes 
des paragraphes precedents plus maniables dans les appli 
cations.

Remarąue 2. La notion de deviation peut etre precisee 
de la faęon suivante.

Soit donnę un are simple L et ecrivons son eąuation 
sous la formę:

z — z (f), ou a < t < b
et z dósigne la variable complexe. On peut demontrer le 
theoreme suivant:

II existe une fonction F(t,u) dófinie et continue pour a<t <u<b et telle queF (f, u) = arg [z (u) — z (/)].
La diffórence entre deux fonctions satisfaisant a ces condi
tions est toujours constante.

En vertu de ce theoreme, nous definissons:
dfDev* L — osc F (t, u).

a t <Z u b



SUR LES INTEGRALES OSCILLANTES D’UNE 
EQUATION DIFFERENTIELLE AUX DERIVEES 

PARTIELLES DU SECOND ORDRE

par
Zygmunt Butlewski (Poznań)

Introduction. Dans cet article nous etudions une solution particuliere de l’equation differentielle aux derivees partielles 
du second ordre:
(I) ̂ (x)|^+B(x)||+C(x)z=A(y)|p+Bi(y)|^+C1(y)z, 

ou les coefficients A (x), B (x), C (x) sont des fonctions continues et derirables de la variable reelle xpour 0<x(j Ax< + les coefficients Ai (y), Bi (y), Ci (y) sont des fonctions continues et deriyables de la variable reelle y pour 0<yo<y<+°°.
Nous appelons la solution reelle z=z(x,y) de l’equation (I) solution oscillante, si Fon a:

z(*i, y) = 0, z(x,yj) = 0, (i = 1,2,3,...), 
ou

*o < Xi < x2 <... , y0 < yi < y2 <.. ■ ■ 
En appliquant a l’equation (I) la methode des solutions partielles de Bernoulli1) nous ramenons la consideration des 
solutions de lequation (I) a la consideration des solutions 
des deux equations differentielles lineaires du second ordre:

a) A (x) + B (x) + IC (x) + A] tz = 0
(II) ax dx

^) (y) +Bi (y) + [Ci (y) + a] v == o,

ou A est un parametre (— 00 < A < + °°).

*) Cf. p. ex. E. Goursat. Cours d’Analyse Mathematiąue. T. 3 (1915)
pp. 131—132, 2-eme edition, Paris.
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Dans la suitę nous reduisons les equations (II) au type 
de l’equation de Sturm-Liouville2):

2) M. Bócher. Leęons sur les methodes de Sturm, p. 57; aussi: R. Courant 
u. D. Hilbert. Methoden der Mathematischen Physik, I (1931), pp. 250—251, 
2-te Auflage.

3) M. Bócher, cite sous 2) p. 57, aussi p. ex. M. Petrovitch, Integration 
qualitative des equations differentielles, Memoriał des sci. math. faso. 48 
(1931), p. 31.

4) A. Kneser. Untersuchungen iiber die reellcn Nullstellen der Integrale 
linearer Differentialgleichungen, Mathematische Annalen, t. 42 (1893).

(III) [ p (/) ddWf | + [q (/) + 2 r (/)] w = 0.

Nous dirons qu’une integrale w (tj.) de l’equation (III) est oscillante, si elle possede une infinite de zeros pour 
O<to^f< + °° et 2 = Const.

D’apres le theoreme de comparaison de S t u r m3) toute so
lution w (/, 2) non identiquement nulle de l’equation (III) a au 
moins k zeros dans l’intervalle fini <f0, T>, si:

p(f)>0, q(t) + Xr(t)>0 pour

(0™"t kW+MOJ
et ■ --------------------------- >----------- •

max [p(t)l (T —10)2
f0<t<=T

Selon Kneser4) si dans l’equation (III) les coefficients p (t) et q (t) + 2 r (t) sont finis, continus et positifs pour les 
grandes valeurs t et si les inegalites: 0<a< 1, 0</?< 1,

lim (f [q (t) + 2 r (/)]} > 0, f->+oov '
lim

f-> + co

sont satisfaites, toute integrale ainsi que ses deux premieres 
derivees sont finies, continues et ościllantes pour les grandes 
valeurs de t.
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M. Biernacki a demontre5) que si p (/) > 0, q (Z) + 
+ A r'(0 > 0 pour t > t0, lim [q (t) + A r (/)] = + °° et la
ąuantite

f —>4 oo

{log[q(t) + lr(t)]}p z p(/)- Q(f) + Ar(Z) ’ (P>2)

est bornee lorsąue + °°, toute integrale de 1’eąuation (III) 
est oscillante et la distance des zeros successifs d’une inte
grale tend vers zero lorsąue f
M. Biernacki a donnę aussi la condition suffissante:

lim [f2 (b2 — 2b + 4a)] > 1 /-> + oo

(en generał plus commode que les precedentes) pour que 
toute integrale x(t) de 1’eąuation differentielle

x" (Z) + b (/) x (() + a (t) x (Z) = 0

soit oscillante pour les grandes valeurs de la Yariable t.
En appliąuant cette condition aux eąuations II, a) et II, /?), 

on obient des conditions suffissantes pour que les integrales u (x, A) et v (y, A) des eąuations II, a) et II, />) soient oscillan- 
tes pour les grandes valeurs respectiyement x et y. Ces 
conditons sont respectiyement pour les eąuations II, a) et 
II, /?) les suiyantes:

Si donc ces deux conditions sont simultanement remplies, 
1’integrale z (x, y, A) = u (x, A) • v (y, A) de 1’eąuation (I) est oscillante pour les grandes yaleurs des yariables x et y.

6) Voir: Z. Butlewski, Sur les integrales d’une ćquation diff. du second
ordre, Mathematica, Vol. 12 (1936) p. 37—38. Cluj.
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Fitę6) a demontre que si p(/)>0, ę(/) + Ar(/)>0 pour 
0</o</< + 0° et

4-oo +00= + I [Q(t) + Ar(t)]d/ = + o°,

<0 *o
alors toute integrale w (f, A) de l‘equation (III) est oscillante 
dans l’intervalle (to, + °°).

En supposant que les integrales de l’equation (III) soient 
oscillantes pour O<to<t < + °° nous obtenons7) (§ 1) entre 
autres les resultats suivants : si p(t) [q (t) + A r (f)] > O et 
1° si [p(ę + Ar)]'<0 pour O < t < + les valeurs absolues 
des extremes de 1’integrale w(t, A) de l’equation (III) sont 
croissantes lorsque t est croissante et A = Const., 2° si 
[p (q + A r]' >0 pour 0<to<t< + °°, les valeurs absolues des 
extremes de 1’integrale w(t, A), (A = Const.) sont decroissantes 
lorsque t est croissante, alors 1’integrale w (t, A) est bornee 
lorsque t -*■ + °°, 3° si [p (q + A r)]' = 0, alors les valeurs abso
lues des extremes de 1’integrale w (t, A) sont egales a une 
constante positive.

Dans la suitę (§ 2) nous appliquons les resultats du § 1 
a l’equation Ha) et II/3) et obtenons les resultats analogues 
(theoremes II et III).

En utilisant des resultats du § 2 nous indiquons quel- 
ques proprietes de 1’integrale oscillante z = z (x, y, A) de 
l’equation (I). Entre autres nous obtenons (§ 3) les resultats 
suivants: 
si tI_i(C+A)>0 pour 0<x0<x< + °°,

^71(C1+A)>0 pour 0<y0<y<+°°
et de plus
1°) si (A'—2B) (C+ż)-JC'>0 pour 0<x0<x< + °°, 

pour 0<y0<y< + °°,

•) W. B. Fitę. Trans. Americ. Math. Soc. 19 (1918) 344—350.
7) Ces resultats dans la formę moins complete j’ai demontre dans mon

article cite sous 5). Voir aussi: E. Kamke, Differentialgleichungen, Lósungs-
methoden u. Lósungen, T. 1 (1942) p. 130 (f).
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alors les amplitudes de 1’integrale z(x, y, 2) de l’equation (I) 
sont croissantes lorsque les variables x et y sont non dś- 
croissantes et la somme x+y est croissante (2 — Const.), 
2°) si (A'— 2B) (C4-2) — AC'<0 pour 0<x0<x< + °°,

(zł'—2Bi)(C1+2)—pour 0<y0<y< + o°, 
alors les amplitudes de 1’integrale z (x, y, 2) sont decrois- 
santes lorsque les variables x et y sont non decroissantes 
et la somme x+y est croissante; donc 1’integrale z (x, y, 2) 
est bornee lorsque les variables x et y sont non decrois
santes et x+y-* + °°,
3°) si (A'— 2B) (C+2)—zlC'=0 pour 0<x0<x< 4- °°, 

(z4'—2Bi)(Ci+2)—^C'^0 pour 0<yo<y< + °°,
les amplitudes de 1’integrale z (x, y, 2) sont egales a une 
constante positive.

Nous obtenons aussi quelques proprietes des derivees 8z 8z
partielles qx et g .

Dans le § 4 nous nous occupons de l’equation differentielle

(IV)
82z= 2 82z 
df2 a 8x2

c’est-a-dire de l’equation d’une corde vibrante. 
Nous supposons p. ex. que 

ou P(t) designe la tension, qui est une fonction de temps t 
et q(x) designe la densite lineaire qui est une fonction de 
1’abscisse x.

L’equation (IV) est un cas particulier de l’equation (I). 
Alors nous obtenons pour l’equation (IV) les resultats ana- 
logues a ceux du § 3 pour l’equation (I).

§ 1. Considerons l’equation differentielle aux derivees 
partielles du second ordre:

(1) A(x) || + B(x)g +C(x) z = A(y)|p +B/y) || + Cx(y)z, 
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ou les coefficients A (x), B (x) et C (x) sont des fonctions continues de la variable reelle x pour 0<x0<x< + °°; les coefficients Ai(yf, Bi(y) et Ci (y) sont des fonctions continues de la variable reelle y pour 0<y0<y< + °°.
Dans cet article je vais etudier une solution particuliere

(2) z (x, y) = u(x)-v (y)
de l’equation (1) pour les grandes valeurs des variables x et y.
L’equation (1) prend alors la formę:

(3)

L’equation (3) est, en particulier, remplie, si on a simulta- 
nement:

«)
(4)

$

A (x) + B (x) — + (C (x) + 2) u = 0

Ai (y) + Bi (y) + (Ci (y)+2) v = 0,

ou 2 est une constante (— °° < 2 < + <»).
Nous supposons ensuite que A (x) 7^ 0 pour 0 < Xo < x < + 

+ 00 et .41 (y) 7^ 0 pour 0 < yo < y < + 00.
Multiplions les equations (4, a) et (4, ff) respectivement par

1
X(x) et

A (y)
Donc nous obtenons les equations suivantes:

’) exp f (x) = e‘
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Les eąuations (5) sont des cas particuliers de 1’eąuation

(6) + [Q p(f)>0,

c’est-a-dire l’equation de Sturm-Liouville.
Nous supposons dans la suitę que les integrales des eąua

tions (1), (4) et (6) sont oscillantes (cf. Introduction).

Designons par Ą, t2,..., tn.... les zeros consecutifs de la 
solution w (t, 2), qui sont plus grands que t0 (t0<ti<t2<....) 
et par tn (tn <Tn<t n+1) les zeros correspondants de la de- 
rivee w' (t, 2).

En multipliant 1’eąuation differentielle (6) par 2 p (f)w' (f,2) 
et en integrant 1’egalite obtenue par parties entre les limites a et b on obtient 1’eąuation:
(7) p2(b)iv'2(b, 2)—p2(a)iv'2(a,2)+p (b) [ę(b) + 2r(6)]iv2(b, 2)—

b

—-p(a)[q(a) + 2r(a)]iv2(a, 2) —J [(pq)' + 2(pr)']m2(f, 2) di. a
Si a — tn, b = tn+1, alors w (fn, 2) = w(tn+l, 2) = 0 et on peut 
ecrire 1’egalite (7) sous la formę suivante:

(8) p2 (Zn+1) w'2 (tn+l, 2) — p2 (fn) w'2 (tn, 2) =
!n+l

= f t(pq)' + 2 (pr)'] m2 (f, 2) dt.fn
Si (pq)' + 2 (pr)' > 0 dans (tn, tn+1), le second membre de 
1’egalite (8) est manifestement positif. II en resulte que

(9) Ip(^+i) 2)|>|p(/n) w'(fn, 2)1.

Si de plus p (f)<0, on aura

(10) |u>' (Zn+1, 2)| >| w' (/n, 2)|.

Si (pą)' + 2 (pr)' <0 et p (f) > 0, les inegalites (9) et (10) 
sont remplacees par des inegalites contraires.
Si (pq)' + 2 (pr)' = 0, alors d’apres (8) on a

|p(^„+1) w(/n+1, 2)| = | p(fn) w'{tn, 2) i.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 4
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Si de plus p (f) = Const. (donc q + 2r = Const.), on aura
I w {tn+1, 2) I = I w' (tn, 2) |

Posons maintenant dans (7) a = rn, b = tn+l, nous aurons
(11) p (rn+1) [q (t„+1) + 2 r (r„+1)] w2 (t„+1, 2) —

In+l
— pGn)[Q(^)+-lrGn)]iv2(Tn,2)= J [(pę)/+2(pr),J m2(/,2) df. 

Tn
D’apres (11) on a:
1° si p (q + 2r) > 0, (pq)'+ 2 (pr)'> 0, alors:

p (t„ + i) [ę Gn+1)+ 2 «* frn + l)] |w (Tn + 1> 2) I >

> ]/ P W [Q (Tn) + 2 T (Tn)l I W (Tn> fi I i

2° si p (q + 2 r) > 0, (pq)' + 2 (pr)' < 0, alors:

j/ P (*n + i) [<7 (*n + i) + 2r (t„ + 1)] |if (rn + 1, 2) | <

< '[/ P (U [Q Gn) + * ? (?„)] | w (t„, 2) |;

3° si p (q + 2 r) > 0, (pq)'+ 2 (pr)'=0,’c’est-a-dire pq + Xpr = 
= Const. et positif, alors:

j/"P frn + i)[<7 fr„ + i) + * r (*n + i)l Iw frn + i, X)| = 

= j/p (*„) [<7 (*„) + 4 r (r„)] Iw (r„, 2) | 

et par conseąuent
I w (rn+1, 2) | = | w (t„, 2) |.

Ajoutons aux deux membres de l’egalite_(ll). la quantite 
PU hW + 2r(rn)] w2(rn+1, 2); le resultat peutts’ecrire

(12) p(r„) [q(t„) + 2 r (rn)] [iv2(t„+1, 2) — m2(rn, 2)] + ►-
P>+1

+ J I(pq)' + 2 (pr)'J [w2 (rn+1, 2) — IV2 (/, 2] dt = 0. 

L’egalite(12)estevidemmentimpossiblesi|iv(rn+1,2) |>| w(rn,2) | 
et si p (ę + 2 r) > 0, (pę)' + 2 (pr)7 > 0.
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Soustrayons maintenant des deux membres de 1’egalite (11) 
la ąuantite p (t„+j) [q (t„+1) + A r (t„+1)] w2 (t„, 2), il vient: 

P (jn+O (Tn+1) + A r (rn+1)] liv2 (rn+1, A) — w2 (rn, A)] +’ 
Jn+l

+ / [(pq)' + A (pr)'l [w2 (t„, A) — iv2 (Z, A)] dt = 0;
Tn

egalite impossible si | w (r„+1, A) | < | w (rn, A) | et si p (q + A r) > 0, (pę)' + A (pr)'< 0.

En resume nous pouvons enoncer la proposition suivante:

Theoreme I. 1) Si p(f) q(/) + A p(Z) r(t)>0, [p(t) ę(/)]' + 
+ A [p(f) r(£)]'<0 pour 0</0<f< + 00. les suites
{]/P + A r (*„)] I W (Tn, A) ||, { | p (t„) w' (t„, A) | }

sont decroissantes, tandis que la suitę {| w (r„, A) |} est croissante; si de plus p' (t)^0, la suitę {| u/(/„, A) |} est decroi- ssante.
2) Si p(t) q(t) + k p(t) r(t)>0, [p(/) q(/)]'+A lp(t) r(7)]'>0pour 0 < < / < + 00, les suites

{]/p (Tn) [q (Tn) + A r (t„)1 | w (rn, A) ||, {| p (fn) u>' (tn, A) |} 

sont croissantes et la suitę {| w (rn, A) |} est decroissante; si de plus p'(f)<0, la suitę {| w' (fn, A)|} est donc croissante.
3) Si p (t) q (f) + A p (/) r (/) — E > 0 (E est une constante) pour 0 <t0<t < + °° on a donc:

| p (fn) w' (tn, A) | = F > 0, | w (rn, A) | = G > 0, (n = 1, 2, 3,...), 
(F, G sont des constantes); si de plus p(f) = Const. pour Q<to<t < + oo alors
I w' A) I = H > 0, (n = 1, 2, 3,...), (H est une constante).

En supposant que p (/) q (/) + A p (f) r (Z) > m > 0, (m = — Const.), [p (/) q (/)]' + A [p(t) r (f)j'< 0 et d’apres le theo- 
reme I, 1) on a les inegalites:
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Alors nous obtenons le

Corollaire I- Si p (f) q (f) + A p (f) r (f) > m > 0 et 
[p (Z) q (7)]' + A [p (Z) r (/)]' < 0 pour 0 < < + °°, la suitę
{| w (rn A) |} est croissante et bornee; la solution w (i, A) de l’equation (6) est donc bornee et ne tend pas vers zero lorsque t-^ + °°.

En supposant que 0 < p (t) q (f) + A p (f) r (?) < M < + oo (M = Const.) et cTapres le theoreme I, 2) on a:

Gi) [ę G1) + A r (tj)] w (ti, A) | <

< J/^P (a) [Q (a) + A r (?„)] \w (rn, A) I < -]/ M w (t„, A)

Alors nous obtenons le

Corollaire II. Si 0<p(t) q (f) + A p(t) r (t)< M < + °° et 
[p(0 Q(OK + A [p(0 r(/)]'>0 pour Q<t9<t< + alors la suitę {| w (t„, A) |} est decroissante, mais ne tend pas vers zero. La solution w (t, A) de fepuation (6) est donc bornee, mais ne tend pas vers zero lorque f -> + °°.

§ 2. Designons par xlt x2, ..., xn> ... les zeros plus 
grands que x0 dune integrale u (x, A) de l’equation diffe- 
rentielle (5, a), x0 < xi < x2 < ... Soient $i,£2, ..., fn> ... 
les zeros consecutifs de la derivee u (x,A) et soit i<xi+1, 
(z = 1,2,...). Nous designons par yi, y2, ..., y„t ... les 
zeros consecutifs de 1’integrale v (y, A) de l’equation diffe- 
rentielle (5, /?), y0 < yi < y2 < ... et par ip, r]2,..., z/n>,.. les 
zeros consecutifs de la derivee v' (y, A) et soit y; < r]i < y-+1 (i = 1,2,...).

Nous pouvons maintenant appliquer les resultats du § 1. 
aux equations (5, a) et (5, /3) qui sont des cas particuliers 
de l’equation (6).

Alors nous obtenons les resultats suivants:
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Theoreme II. 1) Si
> 0, [A'(x) -2B (x)J [C (x) + *] —A (x) C' (x) > 0 

pour 0 < x0< x < + °°, alors les suites
y AT(7r^pJ

xn
f B(x) eXPJ A(x)

sont decroissantes, tandis que la suitę { | u 2) | }

croissante; si de plus donc decroissante. la suitę { ) u' (xn> A) I }

est
est

2) Si 0, [A'(x) — 2B(x)] [C (x) + n]-A (x) C'(x)<0

pour O<xo<x< + °°, alors les suites
A (O

u (*„, *) I

sont croissantes et la suitę {|iz(£n 2)|} est ddcroissante;toute solution u(x, A) de l'equation (5, a) est donc bornee
lorsque x-> + °°.est croissante. <0, la suitę {|u'(xnjA)|}

3) Si 2 > 0, [A' (x)—2 B (x)] [C (x) + A] — A (x) C'(x)=0

pour 0<xo<x< + °°, donc:
I u (f 15 A) | = | u A) | — ... = | u (£„, A) | — ... .

Si de plus B(x)=-(j pour 0<x0<x< + oo) alors:u (xi, A) | = | u (x2, A) | = ... — | u'(xn. A) | = ... .
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En supposant que

C(x) + U n CB(x) , \~AGT\eXp2J AMdxl>p>0 (» = C°nsf.->*0
et dapres le Corollaire I nous obtenons le

Corollaire III. Si
C (x) + 2 C (x) + 2 /A(x) A(x) l

X

*0[A'(x)—2B(x)][C(x) + 2]—A(x)C'(x)>0 pour 0<xo<x< + °°, alors la suitę {|u(£n>2)|} est croissante et bornee; la solution u (x, 2) de V eąuation (5, a) est donc bornee et ne tend pas vers zero lorsąue x -* + 00.
En supposant que

0 < URiT (exp2f “ (p= ConsO
*0

et d’apres le Corollaire II nous obtenons le

Corollaire IV. Si
C (*) 4- 2A(x) C (x) + 2A (x)

[^4'(x)—2B(x)][C(x) + 2]—A(x)C'(x')<0 pour 0<xo<x< + °°, alors la suitę {|u(fn2)|} est decroissante, mais ne tend pas vers zero; la solution u(xd) de l’eąuation (5, a) est donc bornee, mais ne tend pas vers zero, lorsąue x-> + oc.

En appliquant a l’equation (5, />) le theoreme I nous 
obtenons le

Theoreme III. 1) Si
Ci (y) + 2 , ,

(TT > 0 ’ [Ai (y) ~ 2 B1(y)] [C1 (y) A1 (y) C1 (y) > 0pour 0<y0<y< + 00, alors les suites:
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sont decroissantes, tandis que la suitę {|v(^n>A)|} 

croissante; si de plus la suitę {|v'(yn A)|}
Ady)decroissante.

est
est

2) Si ^yF > °’60 “ 2 B(y)1 [C>(y)+A~A>(y) ci(y) < 0 

pour O < y0 < y < + °°, alors les suites:

sont croissantes, tandis que la suitę { | v d]n, 2) |} est decroissante; toute solution v (y, A) de requation (5, /?) est
donc bornee lorsque y->+°°. Si de plus 
{| v (yn, A) |} est donc croissante. su^eA(y)

3)5f "AG?>()’ W;(y)-2B1(y)llCi(y)+2]-Ą(y)C;(y)-0

pour 0<y0<y< + °°, alors on a:
I v (m, $ I ~ I v (r)2, 2) | ==...= | v (»2n, A) | =... .Si de plus Bi(y)=O pour O <y0<y < + °°, alors:

I v' (y i, A) | — | v (y2, A) | =... — | v (yn, A) | = ... .
En designant par q et Q deux nombres constants nous 

obtenons d’apres le theoreme III deux corollaires suivants: 
Corollaire V. Si
Ci (y) +a 
Ady) >0, Cdy) + *

Ady) dy >q>0,
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[A'(y)—2B1 (y)] [C,(y)+2J —Ą (y) C (y)>0 pourO<y0<y<4-ooj alors la suitę {| v \r)n, 2)|} est croissante et bornee; la solution v (y, 2) de Vequation (5, fi) est donc bornee, mais ne tend pas vers zero lorsąue y
Corollaire VI. Si
Ci (y)+2 n n , Ci (y) + 2 
A(y) >U’ U< Ady)

[A\(y)—2Bi (y)] [Ct (y)+2]—Ą (y) C'(y) < 0 pour 0<y0<y<+ alors la suitę {| v (j)n, 2)|) est decroissante, mais ne tend pas vers zero; la solution v (y, 2) de Feąuation (5, /S) est donc bornee, mais ne tend pas vers zero lorsąue y -> +
§ 3. De la relationz (x, y, 2) = u (x, 2) • v (y, 2)

il s’ensuit que chaąue zero de la fonction u et v annule z, 
on a donc:z(xm,y,2) = 0, z(x,yn,2) = 0 (m, n = 1, 2, 3,...).
D’apres les egalites: 
a

(rn, n=l,2, 3,...)
I = u dm, 2) V (j]n, 2) = 0y=Vn

on voit que la fonction z = z (x, y, 2) possede les extremes 
dans les

Nous
points (fm, t]n), (rn, n = 1,2, 3,...). 
avons les egalites suivantes:

- dx u 2) •
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exp / CbM 
U AM
\Xq

b) u (fm, 2) • v M 2) = z (fm, T]n, *);

L(12)
c)

yo

u (xm, 2) v (%, 2) =Ci(ł?n) +£ 
A (^n)

d) C (£m) +■* u (źm, 2) v (yn, 2) =

C(fm) + 2

*0
x~ £m 
y=yn

i

/
(m, n = 1, 2, 3,...).

Les premiers membres des egalites (12) sont des expres- 
sions qui figurent dans les theoremes II et III.

En utilisant des proprietes bien connues des suites dou- 
bles, nous pouvons appliąuer les theoremes II, 1), 3) et III, 1),
3) aux egalites (12).

Nous dirons qu’une suitę double {aOT>„} est croissante (decroissante) au sens strict lorsqu’on a: am+In>amn 
(am + i,n<am>n) et aussi am n+j >am n, (am> n+1 < am> n) pour m, n = 1, 2,... . Alors nous obtenons le

tl' ' ttt o- C (x) ~r 2 n Ci(y)+2 „Theoreme IV. S. -^->0.

[A' (x) — 2B (x)J [C (x) + 2] — A (x) C' (x) > 0 (>0)
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[a; (y) - 2 Bi (y)] [Ci (y) + A] - A (y) C' (y) >0 ( > 0) 
pour 0 < x0 < x < + °°, O<yo<y< + °°9), alors:
1) la suitę double {comp. 12, a)

Z (C 2) I ’

est decroissante au sens strict:2) la suitę double {comp. 12, b){| z{£m, 7)„, A) | }est croissante au sens strict;

double {comp. 12, c)

Cl (»7n) + A
Al {tln)

yo

Bi (y) 
A (y)

dy
est decroissante au sens strict;
4) si de plusO pour 0<y0<y< + °° 

double {comp. 12, d)
alors la suitę

”) La notation:

[A' (x)-2B (x)] [C (x) + A] - A (x) O (x) > 0(>0)
[A\ (y) - 2 Bt (y)J [C, (y) + A] - 4, (y) C', (y) > 0 (> 0) 

exprime que l’on a:

soit
[A' (x) —2B (x)J [C (x) + A] - A (x) C' (x) > 0,
[A', (y) - 2 B, (y)] [C, (y)+A] - A, (y) C', (y) > 0,

soit
[A' (x) — 2B (x)J [C M+^—A (x) C' (x)>0,
[A't (y)-2B,(y)] [C, (y)4-2]-A (y) C', (y) > 0.

Nous appliquons une notation analogue dans les theoremes qui suivent plus 

bas.
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B(x)A(x) x — $m 
y = ynest decroissante au sens strict.

Supposons maintenant que

(13)
[C(x) + 2] [Ci(y)+_2]

AM Ady)

+ 2 dy) ^k>0, (k = Const.)
pour 0<x0<x< + co, 0 < y0 < y < + °°. D’apres le theoreme 
IV, 1) on a les inegalites

1/ [C (£1) + 2] [Cl (??1) + 2] 
X(^i) tIi (»?i)

D’apres le theoreme IV nous obtenons donc le

Corollaire VII. Si “444^ > °’A (x) yłi (y)[A' (x) — 2B (x)] [C (x) + 2] — (x) C' (x) > 0 (> 0),
Mi (y) - 2Bi (y)][Ci (y) + 2] - A, (y) C[ (y) > 0 (> 0)

pour 0 < x0 < x < + 0 < y0 < y < + °°, et si la condition (13) est remplie, les valeurs absolues des extremes de la solution z = z(x,y,A) de 1’eąuation (1) sont croissantes et bornees lorsąue les rariables x et y croissent au sens large, tandis que x + y croit au sens strict. L’integrale z = z(x, y,2) est donc bornee lorsąue x et y croissent au sens large et 
x + y -> + oo

En appliąuant dans la suitę les resultats des theoremes 
II, 2), 3) et III, 2), 3) nous obtenons d’apres (12) le
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Theoreme V. Si C (x) + A Ci (y) + A A(x) U’ Ai(y) [A' (x) — 2B (x)] [C (x) + A] — A M C' (x) < 0 «0), [A (y) - 2 Bt (y)][C1 (y) + A] - Ą (y) C’ (y) < 0 « 0)pour O<xo<x< + oo, 0<y0<y< + °°, alors:
1) la suitę double (comp. 12a)

V [C(fm) +A] [Ci (O + A] A (U AMn)
Z Vn, V I

est croissante au sens strict;
2) la suitę double (comp. 12b)

{ I Z ^m, Vn, I }est decroissante au sens strict. La solution z = z(x,y, A) de Peąuation (1) est donc bornee lorsąue les variables x et y croissent au sens large et x + y ;

3) sz de plus pour 0<xo<x< + alors la suitęAMdouble (comp. 12c)

V
Cl (^n) + AiM) r Bi (y)M AM

est croissante au sens strict;
4) sz de plus pour 0<y0<y< + °°, alors la suitęAi(y)double (comp. 12d)

l' c (£m) +
A (U expf dx

*0est croissante au sens strict.
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Supposons maintenant que

14)
[C(x) + A] [C1(y) + A]’ AM Ai(y)

+ 2

exp
dy

(2 
fJ AM
\ X0

dx+
<K< + (K= Const.)

D’apres le theoreme (V, 1) nous avons 1’inegalite:

En tenant compte du theoreme (V, 2) et dapres (15) 
nous obtenons le

Corollaire VIII. Si z ~> °>A (x) A (y)[A' (x) — 2B (x)] [C (x) + A] — A (x) C (x) < 0 « 0),[A[ (y) — 2 B/y)] [C/y) + A] —Ą(y) C'(y) < 0 (< 0) pour 0 < x0< x < + °°, 0 < y0<y < + 00 e/ siła condition (14) est remplie, alors les valeurs absolues des extremes de la solution z = z (x, y, A) de l’equation (1) sont decroissantes, mais ne tendent pas vers zero, lorsąue les variables x et y croissent au sens large, tandis que x + y croit au sens strict. La solution z —z (x, y, X) est donc bornee et ne tend pas vers zero lorsąue x et y croissent au sens large et x + y~* + °°.
Considerons maintenant les relations suivantes:
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b) ( Bdy) expJ My) 
yo

dy u (fm, A) v (yn, A) —

(16)

c) Mm)+lA^m) *0

d) Mn) + •*
A(%r

Ci (?]„) +A 
Ai Cin)

fnBi(y) 
expJ My) yo

* m

dy 8y / x=?m
■ ' y=yn

u (^m, A) v (ł?n, 1) =

dx z (fm, % A)

dy z<^m,rin,X).f Bx(y)
exp Tmd AAy)

yo

III, 2), 3) et les relationsD’apres les theoremes II, 1), 3) et 
(16) nous obtenons le

Theoreme VI. Si-(?^->0,A(x)[A'(x)-2B(x)l [C(x)+A] — A(x) C'(x) > 0 (> 0),IA[ (y) -2 Bt (y)] [C (y) + 2]-At (y) C\ (y) < 0 ( < 0) pour 0<x0<x< + oo, 0 < y0 < y < + °°, alors: 
1) la suitę double (comp. 16 a)

•>
f dxJ A(x)dx

Si - Ci(y)+AAi(y)

exp
*0

0Z (xm, T]n, A)8 x
est decroissante au sens strict; si de plus > 0 pour
0 < x0 < x < + °°, alors la suitę doublef 8z (xm, r]n. A) )

l 8x est decroissante au sens strict;
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2) la suitę double (comp. 16 6)

(gm, yn, 2)‘cy
est croissante au sens strict; si de plus Bi (y): (y) < O pour
0 < yo < y < + alors la suitę double
est croissante au sens strict;
3) la suitę double (comp. 16 c)

A(^m)
est decroissante au sens strict;
4) la suitę double (comp. 16 d)

Ci G?„) + 2 Ai (^ Bi(y)Ai (y)
z (£m, Vn, v)

est croissante au sens strict;
5) Les extremes absolus de la solution z = z(x, y, 2) de Vequafion (1) sont: 1° non decroissants pour x -> + °° et y — p>0, (y~>yo, y = Const.), 2° non croissants pour x = v, (y > x0, v = Const.) et y

D’apres les theoremes II, 2), 3) et III, 1), 3) et les rela
tions (16) nous obtenons le

Theoreme VII. Si > 0. -44#>0,A (x) Ai (y)[A'(x) —2B(x)] [C (x)+2]—A (x) C'(x)<0 «0)[A't (y) - 2 Bt (y)] LC, (y) + 2] - Ai (y) C' (y) > 0 (> 0) pour 0 <x0<x< +0<yo<y< + °°, alors:
1) la suitę double (comp. 16 a)

9 z (xm, r;n, 2)
8x
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est croissante au sens strict; si de plus B(x): A(x) < O pour 
O < x0 < x < + c°, alors la suitę double[ dz(xm, Vn, A) 1

l dx )et croissante au sens strict;
2) la suitę double (comp. 16 b)

Bi(y)
A (y) dy

dz (fm, y„, A)
8y

est decroissante au sens strict; si de plus Bj (y) : t4i (y)>0 pour O < yo < y < + °°, alors la suitę double( 8z(źm,yn, A) }
l dy Jest decroissante au sens strict;

3) la suitę double (comp. 16 c)

expC (£m) + A z (fm, rin, A)/
est croissante au sens strict;
4) la suitę double (comp. 16 d)

Ci (»?n) + A exp z (fm, *)l

est decroissante au sens strict;
5) les valeurs absolues des extremes de la solution z — z (x, y, A) de l’equation (1) sont: 1° non croissantes six^°°, y=v(v>yo)', 
2° non decroissantes si x = y (y>x0), y-^ + °°.

Nous avons les relations suivantes:u (£m, A) • v (?7„, A) = z (fm, yn, A) 

(17) A) • v (%, A) =
dz (xm, T]„, dxm

H (C A) • v' (yn, A) =
d z (tm, yn, A)dy
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D’apres les theoremes II, 3) et III, 3 et les relations (17) 
nous obtenos le

Corollaire IX. Si > 0, > 0,
[A'(x) — 2B(x)] [C(x)+X]—A(x) C'(x) = 0, 

[^(y)-2B1(y)][C1(y) + A] - Ą(y)C/y) = 0 pour 0 < x0 < x < + oo, 0 < y0 < y < + °°, alors
1) I Z tfm, ^n-A) | = a> 0 ;
2) si de plus B(x) = 0 pour 0 < x0<x < + °°, alors

=f>0.cx
3) si de plus Bi (y) = 0 pour 0 < y0 < y < + °°, alorsdz(£m,yn),l _8y Z>°’
ou m, n = 1, 2, 3,.. . et a, fi, y sont des constantes.
§ 4. Considerons maintenant l’equation differentielle de lacorde vibrante

&_z 2&z
Si2 a 8x2

Le deplacement z normal a la corde d’un point d’abscisse x, 
a 1’instant t, est une fonction des variables x et t qui 
verifie l’equation (18).

Supposons par exemple que

ou P(f) designe la tension de la corde vibrante, e (x) designe 
la densite lineaire de la corde vibrante. La tension P(f) ne 
depend que du temps f; la densite g(x) ne depend que de 
1’abscisse x.
On peut ecrire I’equation (18) sous la formę suivante:

(19) _1_ y2 z = i a2z 
e(x) dx2 pęt) 8t2‘ 

Rnr.ynilr Pr>1 Tnw Mnł-o, WTTT
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Nous supposons que q (x) soit une fonction postive, continue et derivable de la variable x pour O<Xo<x<+°°; Pff) est une fonction positive, continue et derivable de la variable t pour 0<io<i< + °°-
L’equation (19) est un cas particulier de l’equation (1), 

ou Fon pose:

y=/'

Nous pouvons donc appliquer les resultats du § 3 a l’equation
(19).  Nous supposons dans ces resultats que A > 0. Les zeros 
de la solution z (x, t, A) de l’equation (19) forment le reseau 
rectangulaire:z (xf, t, A) = 0, z (x, A) = 0, (i=l, 2, 3,...),
ou l’on a: x0 < Xi < x2 < ..., t0 < ti< t2< ... .
Supposons ensuite que

(i = 1,2,3,.. •),

ou
Xj<£,<X;+1, ti<Ti<ti + l .

En appliquant le theoreme IV a l’equation (19) nous 
obtenons le

Theoreme VIII. Si e(x)>0, q'(x)<0(<0) pour 0<x0< 
< x < + °°; P(f) > 0, P'(t) < 0 (< 0) pour 0 < < i < + °°.
A > 0, alors les suites doubles:

{ V2 (U P I Z (fm> Tn> 2) 1 }>

8 Z (Xm, Tn, A)
8x

8 z <Ćm, tn, A) dtsont decroissantes au sens strict et la suitę double
||z (fm, r„, A)|j

est croissante au sens strict.
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D’apres le corollaire VII nous obtenons dans le cas 
de l’equation (19) le

Corollaire X. Si X Q (x) ki > 0, q' (x) <0 (< 0) pour 
0 < x0 < x < + oo; A P (t) > k2 > 0, P'(f) < 0 (< 0) pour 
0 < t0 < t < + °°, (fci, ki sont des constantes, A > 0), alors les yaleurs absolues des extremes de la solution z = z (x, t, k) de l’equation (19) sont croissantes et bornees lorsąue x, t crois- sent au sens large et x + t

En appliquant le theoreme V a l’equation (19) nous 
obtenons le

Theoreme IX. Si @(x)>0, e'(x)>0 (>0) pour 0<xo< 
<x< + °°; P(t)>0, P'(t)>0(>0) pour 0<to<t< + °°; alors les suites doubles:

<2 (U P (*n) Iz (C »’

9z (xm, rn, A) A) |—8x— ’ 1---- f 
sont croissantes et la suitę double

{ I Z Tn. *) I j

est decroissante au sens strict; les yaleurs absolues des extremes de la solution z = z (x, t, A) de 1’eąuation (19) sont bornees, lorsąue les yariables x, t croissent au sens large et x + t -> oo.

Le corollaire VIII dans le cas de l’equation (19) prend 
la formę suivante:

Corollaire XI. Si 0 < A q (x) < Ki < + oo, q' (x) > 0 (> 0) pour 0<x0<x<+~, 0 < A P(f) < X2< + °°, P'(f)>0(>0) pour 
0</0<t< + oo, (X1? sont des constantes, A>0), les yaleurs absolues des extremes de la solution z — z (x,t, k) de Peąuation (19) sont decroissantes, mais ne tendent pas vers zero, lorsąue les yariables x, t croissent au sens large et 
X + f oo.

5
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Supposons maintenant que q(x)=p>0 pour 0<xo<3c< + °°; 
P(/) = ^>0 pour O</o<ż< + °°, (.P, v— sont des constantes), 
c’est-a-dire la corde vibrante est homogene et la tension est 
une constante, alors en appliquant a l’equation (19) le 
corollaire IX nous obtenons le

Corollaire XII. Sz e (x) = y > 0 pour 0<x0<x< + °°, P(t) — v>0 pour 0<t0<t< + 00, A>Ó, alors:
1) | z (Ćm, Vn, A) | = a > 0 ,

2)

3)

9 z (xm, 7]n, A) 
a x

|3z(fm, yn, A)
8you m, n = 1,2, 3... et a, fi, y sont des constantes.

Dans ce cas, l’equation (19) est de la formę
X a2z =x ąx 
p ax2 v st2

L’integrale particuliere de l’equation (20) est: 

z (x,f) = (a cos l/Xiux-i~b sin]/ A/*x) (ccos]/ X p-t+dsin]/ Xy.t), 
ou a, b, c, d sont des constantes d’integration et A est une 
constante arbitraire, positive.
Les resultats du corollaire XII sont les memes que les pro- 
prietes analogues de 1’integrale (21).



SUR LES COEFFICIENTS DES FONCTIONS 
ANALYTIQUES UNIVALENTES DANS LE CERCLE 

ET LES POINTS EXTREMAUX DES ENSEMBLES

Par
F. LEJA (Kraków).

1. Soit
(1) y — = ctx + c2 x2+ ..., ou ci > 0
une fonction holomorphe univalente dans le cercie K{ |x|<l}, 
Designons par z) le domaine parcouru par y lorsque x 
varie dans K, par T la frontiere de zł et soient D et F les 
images de A et T respectivement dans le plan de la va- 
riable

1

D’autre part, soit C 1’ensemble complementaire a D + F, 
par rapport au plan de z.

II est clair que D est un domaine simplement connexe 
contenant le point z — oo, F est un continu borne et C est 
un ensemble ouvert borne ou vide. La somme F+C con
tient toujours le point z = 0 et le diametre transfini de F‘ 
que je designerai par

d(F),
est positif.

Les coefficients Ci, c2,... de la serie (1) dependent na- 
turellement du domaine A et par suitę de la frontiere F 
du domaine D. Le but de cette notę est d’examiner cette 
dependance.

2. Soit n un nombre entier fixe plus grand que 1 et
zl» z2> • • • > zn 
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un systeme de n points quelconques de F. Designons par V(zi,z2,...,zn) le produit de toutes les distances mutuelles 
de ces points
(2) V(zx, z2,..., zn) = J~J \z} — zk\
et par zf/zi, z2,..., z„) le produit

nzdj(zx, z2,..., zn) // \ Zj zkl, j 1,2,
k = 1

<k=^n

II est clair que, lorsque les points zp z2, ..., zn varient 
dans F, le produit (2) atteint un maximum. Soit
(3) Vln, V2n'--; Vnn

un systeme de n points de F en lesquels ce maximum est 
atteint; on a donc
(4) V 0/ln,. .., rlnn) > V (zp..., żn) pour tous les zk e F.
Nous supposerons encore que les indices des points (3) 
soient choisis de maniere qu’on ait
(5) , Vnn) < z/2(^,n, .... Vnn) -Jn0?ln, • • • , VnJ-

Un systeme (3) de points de F, remplissant les condi
tions (4) et (5), sera dit n-ieme systeme extremal de l’en- 
semble F1).

Les points particuliers du systeme (3) seront dits points extremaux de F. En faisant varier n on formera une suitę 
triangulaire de points

^12’ ’?22
23’ ^33

*714’ %4’

dont chaque ligne contient un systeme extremal de points 
de F.

Faisons maintenant correspondre au systeme extremal
(3) le polynome du degre n — 1 suivant

*) Le systeme (3) peut etre unique ou non.
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r (z - y2n) (z - ?l3n) . . . (z ~ Vnn) _n o
n-1U) (^n-%n)(«3n)...(’2In W n ’

et designons le premier des produits (5) plus brievemenr 
Par An_i l^ln’ • • • > ^nn)’ 2, 3 , . . .
J’ai demontre ailleurs2) que:

1° La suitę { j/z/n_i} converge vers le diametre trans- 
fini de F
(7) lim " kz/n_i = d(F).

n—>oo
2° La suitę { /| £n-1 (z) |} converge en dehors de F

(8) lim n_j/ZZrUy=L(z,F),

la fonction limite L(z, F) jouissant des proprietes suivantes: 

(9)
( G(z)L(z,F) = [e pour z e D, 

pour z e C,
ou G(z) est la fonction de Green du domaine D avec le 
póle a 1 infini. On a donc L{z,F) > 1 dans D et lorsąue 
z tend vers F la fonction L(z,F) tend uniformement vers 1.

J’aurai a m’appuyer dans la suitę sur ces deux resultats
3. Designons par g„(y) la fonction analytique definie dans 

le yoisinage du point y = 0 par la formule

(10) gn (y) = —— - y ■ ------- , n = 2,3.......  

ou les tyln, i)2n, ...,T]nn sont des points extremaux de F, la deter- 
mination du radical etant choisie de maniere que le quo- 
tient gn(y)ly soit egal a 1 au point y — 0. Puisque le polynome 

(i-y Vm) U-y^n) • • • • d-y vnn)
ne s’annule pas dans le domaine z/ et que z/ est simplement 
connexe la fonction gn(y) est reguliere et uniforme dans z/.

) Ann. Soc. Polon. Math., t. 12 (1934), p. 57—71 et t. 18 (1945)

p. 1—11.



72 F. LEJA

Theoreme I. 1° La suitę (10) conrerge dans le domaine J vers une fonction g(y) holomorphe dans A
(11) Hm gn(y) = g(y)n—>oola convergence etant uniforme dans le voisinage de chaque point de A, 2° la fonction
(12) x = d-g(y), ou d = d(F\effectue la representation conforme du domaine A sur le cercie K { | x | < 1} et on a d g(y) = f~x (y), ou f~l (y) est la fonction inverse de la fonction (1).

D emonstration 1° PosonsPn (z) = (z — yln) (z — %n).... (z — ynn)
et observons que
(13) |gn(y)l^l:|/|Pn(lj

Etant identiąuement| Pn (z) | = | Z — 7]in | • | Ln_j (z) | • Jn_!
il suit de (7) et (8) ąue

(14) Hm 1/| Pn (z) | — L(z,F).d(F) pour zeD,n->oo r
donc d’apres (13) la suitę des modules {| gn (y) |} converge 
dans le domaine A.

Soit A o un domaine ferme et borne ąuelconąue contenu 
dans A- On peut lui faire correspondre deux nombres posi- 
tifs Al et <5 tels que, si yeAo, on ait

I y | < M et |1— yijkn\>d pour k = l,2,... ,n 
et par suitę | g„(y) I <MJS dans A o pour n = 2,3,.........
II s’ensuit que les fonctions (10) forment une familie nor- 
male dans A.

Soient cp (y) et y (y) deux fonctions limites quelconques 
de la suitę (10). Elles sont holomorphes dans A, car la familie
(10) est normale, et on a | <p (y) | = | (y) |, car la suitę {| gn (y) |}
y est convergente, donc

(y) — e*. <p (y)
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ou 0 est une constante reelle. Mais les ąuotients <p(y)ly et 
V (y)ly tendent vers 1 lorsąue y -+ 0, donc = 1 et les fonc
tions 9?(y) et y>(y) sont identiąues. Par suitę la limite (11) 
existe et la fonction g (y) est holomorphe dans z/-

2° D’apres (13) et (14) on a

(15) d-L(z,F) ’ ou z y-
donc d • g (y) < 1 pour y e z/
car L(z,F) > 1 pour zeD. Je dis que chaąue valeur Xi du 
cercie | x | < 1 est prise par la fonction d • g (y) en un et un 
seul point yi e z/.

En effet, la valeur x = 0 est prise au seul point y = 0, 
ce qui resulte de la formule (15) car L(z,F) = o° au seul point z = oo. D’autre part, la fonction d • | g (y) | tend uniformement 
vers 1 lorsąue y tend vers la frontiere T de z) car L(z,F) 
tend uniformement vers 1 lorsąue z tend vers la frontiere F de D. Par suitę il existe dans zf une courbe simple fermee I\ entourant le point y = 0 sur laąuelle on ad-\g(y) |>|xi|.
D’apres le theoreme connu de Rouche les fonctionsd • g (y) et d • g (y) — xt
ont le meme nombre de zeros a 1’interieur de A donc 
d-g(y)— xt s’annule en un seule point y = yi de z/ car 
d-g(y) s’annule au seul point y = 0.

II en resulte que la fonction (12) est univalente dans z/ 
et represente ce domaine sur le cercie K{ |x|< 1} de maniere 
que les points x=0 et y=0 se corespondent et que la limite 

lim x = d.lim BSf) = d
y y->o y

est positive. II n’existe qu’une seule fonction remplissant ces 
conditions et, comme la fonction inverse x = f~l(y) de (1) 
les remplit aussi, on a indentiąuement f~ (y) = d • g (y).
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4. Considerons les points extremaux (3) de F, formons 
pour chaąue p = 1, 2, ... les sommes des puissances + 
+ . + rfnn et les moyennes arithmetiąues

(17)

^ln + ^2n + ■ ■ ■ + T]nn

Tl

^ln + ^2n + • • • + V2nnn
Ąn + ^2n + • • • + rfnn

Theoreme II. Lorque n -* °° toutes les moyennes {sln}t 
{s2n}, {s3n},... tendent vers des limites determinees 
(18) lim s = s , p = 1, 2, 3, ...n->oo

Demonstration. Calculons le developpement de la 
fonction (10) en la serie de Taylor dans le yoisinage du point y = 0. Pour ce but designons par 0 — <I>n(.y) la fonction

e^n(y)

ou

1n ’b sn(0) = 0.

Puisąue 

on a

+ -+(P-f)TJ' +-"
et cette serie converge dans le plus grand cercie de centre y—0 contenu dans le domaine z/.
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Les derivees de 0 = 0n(y) s’expriment par les formules 
suivantes: & — s' 0,

0" = (s" + s'2) 0,
0"' = (s'" + 3 s" s'+ s'3) 0,
0(4) = (s(4)_]_ 4 S"' s> + ?> s"2 + 6 s" s'2 + s'4) 0

et generalement pour p — 2, 3,...
(20) 0(pJ = s(p’.0 + (pj X) s(p-1)*0' +(p2 s(p_2)-0" +

+ ... +

D’autre part, on a
,   1 yi VknS ~ l-yr)kn ’
„ _  1 ! yi ___ ^n_

s _ ń (1—y%n)2 ’

s'n(0) = Sln 

s"(0) = 1! s2n

4p)(0)=(p—Dl spn,
donc

^'n(0) = sln
0^(0) = 1! s2n + s2„
0'"(O) = 2! s3n + 3 s2n su, + s’n
0<„4>(O) = 31 s4n + 8 s3n sln + 3 s22n + 6 s2n s2ln + s4n

0<P)(O) = (p-i) f Spn + p (p-2)! Sp_l n sln + ... + 

et par suitę

(21) gn(y)=y +slny2+ y3 +
+ (P~1)!Spn+ Rpn

2s3n+3s2nsln + s2n
y +...3!

P!
ou RPn est un polynome par rapport
Sn2 > • • • » Sp—ljn*

yp+1

aux moyennes sln,

+ ...
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Obsęrvons maintenant que, d’apres le theoreme I, les fonc
tions (21) tendent uniformement dans le yoisinage du point 
y = 0 vers une fonction limite, donc la suitę {sln} tend vets 
une limite Si; pareillement il existe la limite lim (s2n + s2ln) n->oo 
donc la suitę {s2J tend vers une limite s2 et ainsi de suitę.

5. Soit y + b2 y2 + b3 y3 + ... le developpement de la 
fonction g(y) dans le yoisinage du point y=0. La fonction
(12) peut donc etre representee par la serie
(22) x = d • g (y) = d • (y + b2 y + h3 y3 + • • •)
et il suit du theoreme II et du developpement (21) que les 
coefficients b2, b3,.s’expriment par les formules

Z?2 =“ Si
&3 = (S2 + Sj)

(23) = 3! (2s® + 3s2 S1 +

h5 = (3! s4 + 8s3 si + 3s2 + 6s2s2 + s|)

Puisque lim 0^p)(O) —p!b + on deduit de (20) la formule n—>oo
de reccurence suiyante pour p = 2. 3,...
(24) bP+i = ^[(P-D! sp+ (Pr1)-(p-2)!sp_1-b2+...+

+ ^k1) -(p-k-l)!k!sp_fc-bfc+i + ... + (p-^p-DlSj-bJ.

II en resulte le theoreme:
Theoreme III. Les coefficients de la fonction (22) et par suitę aussi les coefficients c1, c2,... de la fonction donnee (1) ne dependent que du diametre transfini de F et des limites Si, s2)... des moyennes (17) des points ex- tremaux de F.
Les formules (23) et (24) montrent que le coefficient 

bfc+I de la serie (22) ne depend que de k termes initiales 
de la suitę des moyennes Si, s2, s3... et que ce coefficient 
est un polynome par rapport a Si, s2,... sk.
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^J^emplaęons dans la serie (22) la variable y par la serie
Ci x + c2x2 + c3 x3 + .... On aura identiąuement dans le 
cercie K{ | x | < | }

—ci x + (c2+b2 cf) x2+(c3+2b2 Ci c2+b3 c’) x3 + 
+ (c4 + 2fe2 Ci C3+fe2 C2 + 3&3 C; c24-ł>4cf) x4 + ...

d’ou Fon deduit les formules
1 Sj 3s; — s2 8s,— 6s, Sj-^-SjC1 ~d’ C2=~d~2’ Ci= 2d3 ' Ci= 3d* ...

Par suitę, si Fon donnę a la serie (1) la formę

(25) y — f (x) = ci (x + a2 x2+a3 x3 + a4 x4+...), 

ou a2 = c2/ci, a3 = c3/ci, ..., on aura
1

(26)
si

a4
8 s, — 6 Sj s2 + s3 

3d3

Ces formules mettent en evidence la signification geome- 
triąue des coefficients dune fonction univalente dans le 
cercie. On voit notamment que:

Si la fonction (25) est univalente dans le cercie | x ) < 1, 
il existe un continu borne F tel que: 1° F constitue la 
frontiere d’un domaine simplement connexe contenant le 
point z = oo dans son interieur et ne contenant pas le point 
z = 0, 2° lorsqu’on calcule le diametre transfini d de F, 
les points extremaux (6) de F et les moyennes Si, s2,..., 
on peut exprimer les coefficients ci, a2, a3,... de la serie
(25) par les formules (26).

Observons que, lorsąue d est fixe, le coefficient an ne 
depend, ąuel que soit n — 2. 3,..., que de la position des 
moyennes s1( s2,..., sn_x.
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Dapres la seconde des formules(26) 1’innegalite connue de 
Bieberbach |a21<2 exprime le fait que la moyenne s* 
est contenue dans le cercie

| z | < r, ou r = 2 d.
Pareillement, d’apres 1’inegalite | a31 < 3 de L ó w n e r, la 
moyenne s2 est contenue dans le cercie

| z — z01 < r , ou z0 = 3sj , r = 6 d12

Inversement, chaque relation entre les moyennes svs2>..., sn-i 
et le diametre transfini d de 1’ensemble F entraine une re
lation entre les coefficients a2, a3,..., an de la fonction uni- 
valente (25).

Państwowy Instytut Matematyczny.



SUR LES OBJETS GEOMfiTRIQUES A UNE 
COMPOSANTE

par
St. Gołąb (Kraków).

§ 1. Dans le travail publie dans le tome XX1) de cet 
annuaire je me suis pose le probleme de determiner, en 
faisant les suppositions les plus generales possibles, tous les 
objets geometriąues de premiere classe a une composante2). 
La methode generale de mon raisonnement dans le cas 
n>3 ne pouvait pas etre appliquee au cas particulier de 
n = 2 qui exige un traitement particulier.

*) S t. Gołąb. Sur la theorie des objets geometriques. Ann. Soc. 
Polon. Math. XX (1947), 10-26.

2) En ce qui concerne la terminologie, nous renvoyons le lecteur au 
travail de MM. J. A. Schouten et J. Haantjes, On the theory 
of the geometrie object. Proc, of the Lond. Math. Soc. Vol. 42 (1937). 
356-376.

3) Les numeros correspondent au travail cite plus haut (1. c.1)).

Dans mes considerations sur ce cas une erreur de signe 
se glissa dans le deuxieme et le sixieme symbole de 
Poisson (97)3). II s’ensuit que les formules (98) dans 
ce travail doivent avoir la formę suivante:

(Xt, X2) f = (X2, X4)/ = - X2f
(Xt, X3) f = (X3, X4)/ = X3f(xlt X^f = o
(X2, X3)f = - XJ + X4f

A cause de cette erreur le raisonnement qui suivait 
tombe, ce qui eut pour resultat que pour n = 2 seulement 
une certaine partie de la classe entiere des objets cherches 
a ete determinee.
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En 1946 parut le travail de J. P i e n c o w consacre 
au meme sujet dans leąuel 1’auteur en appliąuant une 
autre methode due a Medolaghi-Wagner4 5), basee 
sur la theorie de groupes des transformations de Lie, 
dótermine entre-autre 1’ensemble des objets geometriąues 
de premiere classe a une composante pour n — 2. L’auteur 
ne precise pas exactement ce qu’ il entend par deux objets „semblables“ (nous le faisons dans une notę qui va paraitre 
dans le Bulletin de TAcad. Polon, des Sciences et des Lettres 
sous le titre „ Sur la notion de similitude des objets geo- metriquesl‘j. II appliąue d’ailleurs une methode ąui suppose 
le caractere analytiąue des fonctions ąui y interviennent, 
une methode ne pouvant pas exclure d’avance l’existence 
d’autres solutions, comme p. ex. dans le cas de n = 1 l’au- 
teur n’a pas pu obtenir (comme E. C a r t a n6) en son 
temps) les densites au sens de M. W e y l.7)

4) J. P i e n c o w, Classification des objets geometriques differentiels 
a une compo antę de classe v (en russe). Doki. Akad. Nauk S. S. S. R. 54 
(1946), No 7, 56 —570.

5) V. Wagner, Doki. Akad, Nauk S. S. S. R (1945); P. M e d o - 
lag hi, Annali di Matematica (1897).

6) E C a r t a n, Sur la Structure des groupes infinis des transfor
mations. Ann. Ecole Norm. Sup. 21 (1904), 153—206 et 22 (1905), 219—308

’) La densite au sens de M. Weyl c’est un objet a une composante. 
dont la loi de transformation est la suivante: x—x • | m.

Le but de cette Notę, qui complete organiąuement mon 
travail mentionne, est de corriger 1’erreur dont il a ete 
ąuestion au debut et de determiner dans le cas n = 2 la classe 
complete des solutions en partant des suppositions for- 
mulees anterieurement.

§ 2. Des óąuations (1) resulte le systeme suivant des equa- 
tions ordinaires du premier ordre aux fonctions in connues 
(2) o>ik (xj . (z, k = l,2)

®11 ^12 W12 ^11 -- 0*12
W11 W21 Ajl "11 ~ "21 
<011 w22 m22 "11 = 0
^12 U>21 "21 "12 M22 "11
"12 a>22 "22 "12 ~ "12
M21 m22 m22 "21 -- "21
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La ąuatrieme des eąuations (3) conduit a la conclusion 
(4) a>22 = a- mn , ou a est une constante.
En tenant compte de cela, nous obtenons de la cinąieme 
et de la sixieme de ces eąuations

a (<ł>12 "u "u "12) "12a (co21 Cl)]! "11 Cl>2]) CO2l
ce qui, confronte avec la premiere et la deuxieme eąua
tion, nous conduit a ce que

co12 (a + 1) = 0 
co21 (a + 1) = 0 .

Les eąuations (5) nous donnent l’alternative

(5)

(6) "12 = "21 = 0
ou bien
(7) a = —1.
L’eventualite (6) avec la ąuatrieme des eąuations (3) donnę 
"22== "11, d’ou nous obtenons les formules (114) de mon 
travail, ce qui conduit aux objets geometriąues du type A-

II reste a considerer le cas (7). Dans ce cas la premiere, 
la deuKieme et la ąuatrieme eąuation (la troisisme, la 
cinąieme et la sixieme ont ete deja utilisees} donnent le 
systeme:

(8)
CO]] COj2 CO]2 CO]] C0]2
"11 "21 "21 "11 "21
"12 "21 "21 "12 -- CO]]

ou, en changeant les notations pour eviter dans la suitę les 
grandeurs a deux indices:

A = CO],

(9) /C = CO12
V = "2i

le systeme suivant:

(10)
A ,11A — jic
A v — v A' = v
/z y — v /z'= — 2 A 

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 6
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Le systeme (10) ne peut pas etre resolu par rapport aux 
derivees A', X, v' des fonctions cherchees puisque le deter
minant des coefficients est identiąuement egal a zero. II 
en resulte que les solutions de ce systeme (si l’on inter- 
prete A, /z, v comme les coordonnees des points dans Fes
pace a trois dimensions) ne remplissent pas Fespace tout 
entier, mais sont situees sur une certaine surface (de deu- 
xieme degre) que nous allons determiner.

Multiplions, notamment, la premiere des equations (10) 
par v, la deuxieme par p. et soustrayons ces equations membre 
a membre. Nous obtiendrons:
(11) A(/z/ —vX) = 2/zv
et, en tenant compte de la troisieme des equations (10),
(12) — Aa = /o-.

J’affirme qu’aucune des fonctions 2, /z, v ne peut etre 
identiquement nulle. En effet, si par exemple /z = 0, on aurait 
aussi A = 0 et la deuxieme des equations (10) donnerait v = 0, 
c’est-a-dire que toutes les fonctions a>ik seraient identiquement 
egales a zero contrairement a la supposition (32). L’equation
(12) permet d’eliminer la fonction v(x) et de reduire le sy
steme (10) au systeme de deux equations a deux fonctions 
inconnues A,/z qui se reduit dans la suitę (a cause de la de- 
pendance lineaire de deux equations) a une equation a deux 
fonctions inconnues A, /z:
(13) A/ —/zA' = —/z.
Si l‘on traite dans l’equation (13) /z (x) comme une fonction 
donnee arbitrairement et A(x) comme fonction cherchee, 
nous obtenons Fequation lineaire (non homogene):

(14) a', = A + 1 ,
/Z.

dont Fintógrale generale a la formę:

(15) A (x) = C /z (x) + /z (x) J*- 

C etant une constante arbitraire.
fensemble de toutes les solutions qui depend d’une fonc

tion arbitraire /z M et d’une constante arbitraire C est donnę 
par les formules:
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(16)

2 = Clu.(x)+tu(x) ,

/i = /2(x),

[c-X*)+z<wJ^]
/*(*)

Les formules (16) sont valables dans chaąue intervalle ou- 
vert, dans lequel la fonction lu(x) n‘est pas egale a zero.

Apres la determination de on a maintenant:
(17) cou = 2(x), ćo12 = /z(x), w^^rU), w22 = —2(x).

La substitution de ces valeurs dans le systeme (95) conduit, 
en designant pour plus de commodite,:

Ąi = Ą, A2= ^21 = ^3’ ^22 = At >
Zl — fli @4 fl2 »

(18)
f_8Z .8/ 
,0 8x’ Zi '

au systeme:

f2~ 4gV + M = 0
f3-
fi- 4(-au-a2^)=o.

Ce systeme, en eliminant le coefficient v tire de l’equation
(12),  prendra la formę:

(19)

f- +
f2- 4(a^+m=o 
fs + ■t(/?i7t + /v)==:0 
fi +

6'
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Le systeme (19) est un systeme complet de J a c o b i (on 
le verifie sans difficulte), il possede donc des solutions non 
triviales (non constantes). Nous laissons de cóte les details 
de 1’integration du systeme (19). Remarquons seulement que 
nous devons nous souvenir de ce que ż et « ne sont pas 
independants a cause de la relation (14.)

Apres avoir integre le systeme (19), nous trouvons 1’inte- 
grale particuliere

7,l(x)+V(x)

En vertu de la theorie generale, 1‘integrale generale sera

(21)
Ifii * (*) + &/*(*)) 

'—\p32 w + & m/
ou <p (u) designe une fonction arbitraire de la classe Cv

II faut maintenant revenir du systeme (19) a l’equation 
fonctionnelle des objets geometriques, c’est-a-dire a l’equa- 
tion:

(22)
/{/(», a1; a2, a3, a4), Ą, &, } =
= f [ X, «! + & a3, a2 + /S2'«4> & al + & «3> & a2 + $4

On sait seulement que, dans nos hypotheses, toute so
lution de l’equation (22) doit verifier le systeme (19) et 
que le reciproque n’est pas necessairement vrai. Remar- 
quons d’abord a ce sujet que la fonction f doit remplir la 
condition supplementaire, a savoir

(23) f (x, 1, 0, 0, 1) = x .
Si nous tenons compte dans (21) de la relation (23), nous 
obtenons la condition:
(24) ’ ^[zT(x) ^X-

Les equations (24) et (14) donnent:

<25>



OBJETS GfiOMfiTRIQUES 85

ce qui montre (/z 7^ 0) que la fonction <p est reversible et 
qu’ elle est, notamment, la fonction inverse de la fonction 
<Z> (x) determinee par la relation:

O® ”
La fonction cp est donc determinee univoquement a l’aide 
des fonctions 2 et /-«, c’est-a-dire a 1’aide de la fonction 
u (x) et de la constante C.

Le fait que la fonction p (x) dans la formule (21) es 
arbitraire suggere 1’idee que la foction 0(x) definie au 
moyen de la formule (26) peut etre choisie d’une faęon 
arbitraire. Examinons cette hypothese. Remarquons que 
la fonction f definie par la formule (21) peut etre, a cause 
de (26), exprimee de la faęon suivante:

(27) ■ IA0W + AI
' M + AJ'

Les parametres fii, &, P3, Pt etant arbitraires, on conclut 
que la fonction cp (u) doit avoir le domaine d’existence non 
borne. La question se pose si la fonction cp peut avoir des 
points ou elle n’est pas definie. Or, s’il existe un seul et 
unique point u0 d’ indetermination, alors il est possible de 
construire une fonction cp (u) possedant au point Uo une 
discontinuite (ne pouvant pas etre supprimee) et reversible 
en meme temps dans tout le domaine d’existence. Par 
contrę, il est impossible de construire une telle fonction cp 
possedant au moins deux points d’indetermination. Par 
consequent, le domaine d’existence de la fonction cp est 
identique avec l’intervalle (—+ °°) tout entier ou bien 
avec l’intervalle (— °°, + 00) prive d’un point u0. Le reci' 
proque est aussi vrai. Nous pouvons enoncer notamment 
e s uivant

Theoreme. 0(x) etant une fonction arbitraire, continue et rerersible, definie dans un ensemble ouvert E se composant d’un seul interualle (fini ou infini) ou bien de deux intervalles contigus, si l‘ensemble des valeurs de la fonction <£> est l'intervalle (—0°, + 00) ou bien 
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Vntervalle (— + oo) prive d'un seul point, si (p (u) est la fonction inrerse a la fonction <I> (x), alors la fonction f, definie par la formule (27) satisfait a l‘equation (22) et a la condition (23).
La demonstration est simple. En substituant (27) dans

(22) nous obtenons:

| (/Si«i + ^2a3)0(x) + Ągad- ^2a41
99 ((Ał «i + P^s) & (*) + 1

Puisęue la fonction 9? est reversible et que [92 (u)] = u, la 
derniere equation est equivalente a la suivante

A0 ' fai0(x) + a2\
- \a30(x) + a4' | + P2

fe0 0
l'a10(x) + a2i
\a30(x) + a4/

]+Ai

«i 0 (x) + «2 
1 Ctą 0 (x) + Uj o ai $ (x) +«2 3 a3 0 (x) + a4

+ A>

+ Al
(Pt «l + /?2 ^3) 0 (*) + Pi a2 + P2 ^4
(ft “1 + A «3) 0 (*) + A; «2 + Pi 04

qui est une identite presque evidente.
Par la meme notre proposition est demontree et dans 

le cas (7) tous les objets sont ainsi determines.
Remarquons que pour les objets obeissant a la loi de 

transformation (27) il existe les systemes de coordonnees 
dans lesquels l’objet ne possede pas de composante. Appel- 
lons tels systemes „exceptionnels“. x0 etant la composante 
de Fobjet dans un systeme non exceptionnel, prenons une 
transformation (donnee a 1’aide des parametres plt Pz, p.i, Pi) 
telle qu’on ait p3 d> (x0) + Pi = 0. Alors cette transformation 
conduit a un systeme exceptionnel. Un cas analogue se 
presentera si la fonction 92 (u) possede un point d’indeter- 
mination u0 et si les parametres Pt definissant la transforma
tion remplissent lequation:Pi 0 (xp) + P-2 __ P3 $ (x0) + Pi ° •
L’ensemble des transformations qui conduisent d’un systeme 
exceptionnel quelconque a un autre systeme exceptionnel 
forment un sous-groupe du groupe generał donnę.
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§ 3. Considerons maintenant deux cas particuliers.
I. Posons ^(x) = — x2, C = 0. On a alors

2 (x) = -— X , 0 (x) = i (u) = 1X u
et

(28) — X^ — X2 Pi _ Ps + Pi-.x— xPi — X2p2 pi + P-2- X (X 0).
Etant donnę un vecteur contrevariant arbitraire v', si l’on

pose

(29)

nous obtiendrons precisement 1’objet geometriąue qui se 
transforme d’apres la regle (28).

II. Posons /t(x) = — 1, C = 0 .
On obtient dans ce cas

2 (x) = x, 0 (x) = — x, <p (u) = — u
et par consequent

(30) f = x Pi — p2 _ p2 — Pi x X Ps — Pi Ps x — Pi
Etant donnę un vecteur covariant arbitraire si l’on 

pose

(31)

nous obtiendrons precisement 1’objet geometrique dont la 
composante x se transforme d’apres la regle de transfor
mation (30).

§ 4. Le fait que parmi les objets trouves sont les 
quotients des composantes du vecteur nous suggere le pro
bleme suivant: soit un vecteur arbitraire, d. ex. un vecteur- 
densite contrevariant donc un objet a deux indices b pour 
lequel la regle de transformation est:

b1 = zTtPib1 + Ąb2) 
b2 = ^(A^ + Ąb2) Z/ -- Pl Pi ft A 7^ •(32)
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Demandons nous ąuelle doit etre la fonction

(33) F(^) ,
pour que
(34) co = F(b1,b2)

soit un objet geometriąue de premiere classe a une composante.
Si Fon suppose que co soit un objet du type z), on arrh e 

tres vite a la contradiction. En effet, cette supposition con
duit a la relation
(35) F{Jm(M + /W, Jm(M + M} = vHJ-!F[F(^)]}, 
ou tp est une certaine fonction reversible de classe Cj et !F la 
fonction inverse de tp. En posant dans cette relation A = 1, 
on obtient
(36) F(ftf+ /^, + M) = F(£;}?)
et de la on arrive facilement a une seule condition restrei- 
gnante Ą Ą — A Ą = 1 pour les yariables Ą, et a la conclusion 
que F (£, i?) doit etre une fonction constante. On obtiendrait 
donc un scalaire, c’est a dire 1’objet geometriąue de la classe 
0 et non de la classe 1.

Supposons maintenant que <w, determine par la formule
(34) soit un objet de second type, notamment

co=F (b G b2) = <p /?i 0 w + /S2 I
0 W + /?4 J

c’est-a-dire

07) FIZ" (A«+&,),Z" (A£$1:$Ta }
Posons en particulier A — 1 dans 1’eąuation (37). Nous 

obtiendrons:

F (A f + & »? , & f + & *?) = 0 

ou, plus exactement,

(A 0 [F_(Gj)H &) 
U 0 [F (G 77)] + aJ

&0[F(^)]+^2^(38)
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Differentions les deux membres de la relation (38) par 
rapport a et substituons, apres la differentiation, = 1, ^2=f>3—0. Nous obtiendrons:

(39) f Fi(£,t?)—77 F2(£,??) = <p'(F($, tj)) • 2 • $[F(£,7])].
En differentiant (38) par raport a y?2, on aura apres la sub
stitution A = 1, $> = $>=0:

(40) jjF/^t?) = </[F(f,7?)].

La differentiation par raport a f>3 et la substitution /»i = 1, 
A> = & = 0 donnę pareillement:

(41) ^2(f>ł?) = - <p'[F(>, t?)] • 02[F(^)1.

En eliminant les derivees partielles Fi et F2 des óąuations 
(40) et (41), on aura apres la substitution dans 1’eąuation (39):

— <p' H—= 2 • ,rj ę
d’ou en simplifiant par ę/[F(f,77)] A 0, on obtient:

(42) y + -|-02[F(^)] = 20[FO]

11 sensuit

(43)

ou encore

(44) F(^) = ^A\ .

II n’est pas difficile de verifier que si <p dósigne une fonc
tion reversible arbitraire d’une variable indópendante, dans 
ce cas la fonction F^,y) determinee par 1’eąuation (44) 
remplira 1’eąuation (37). Ainsi donc nous sommes arrive 
au resultat suivant: les seules fonctions des composantes du vecteur ordinaire (m = 0) ou du vecteur-densite (m 7^ 0) qui constituent 1’objet geomefriąue de premiere classe, sont des fonctions homogenes (d‘ordre 0) de ces composantes.

Un resultat analogue peut etre obtenu pour les vecteurs 
covariants.



REMARQUE SUR LE DIAMETRE TRANSFINI DES 
ENSEMBLES PLANS

Par
Jerzy Górski (Kraków).

Soit E un ensemble infini ferme et borne de points du 
plan, z0, z15.. ., zn un systeme de n + 1 points de E, Vn la 
borne superieure de produit

U(z0,..., zn) = Iz, — zk\
0<i<k«,n

lorsąue, n etant fixe, les z; varient dans E et soit

(1)
un systeme de points de E pour leąuel V (%,.... yn) — Vn. 
Supposons encore ąue les indices des points (1) soient choisis 
de maniere ąue, si Fon pose

— — I Hi”^i+l —^„1
pour i = 0,1,..., n, on ait

Le systeme (1) sera dit n-ieme systeme extremal de 1’ensem
ble E. On sait1) que les suites

{"/Z’} et

tendent vers le diametre transfini de E. Ce diametre sera 
designe par d (E).

*) F. Leja, Ann. de la Soc. Polon, de Math. t. XVIII (1945), p. 5.
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M. F. Leja a pose le probleme suivant2): Quel doit etre 
1’ensemble E pour que la suitę { ]/J tende vers la meme 

limite d(E) que la suitę { ]/zj^0) } ?

2) F. Leja, ibid. t. XX (1947), p. 422.
3) Ibid., t. XII (1933), p. 57 — 71; voir p. 60. Le continu = Fensemble

borne, ferme, connexe, contenant plus d’un point.

Ja vais demontrer que:Lorsąue Fensemble E est une somme des continus, on a
lim 'j/j? = d(E).

n—>coAu contraire, lorsąue E contient des points isoles, on peut 
avoir lim inf > d (E).

Demonstration: 1°. Supposons d’abord que E soit 
une somme de continus donc3) d (E) > 0. L’ensemble comple- 
mentaire CE a Fensemble E est une somme finie ou denom- 
brable des domainesCE — +Dj+D2+...
dont un, que je designe par D^, contient le point a 1’infini 
(la somme Dx + D2+... pouvant etre vide). Soit F la frontiere 
de Dx. D’apres le principe de maximum les points t]n
sont situes sur F et on a d (F) = d (E). II est clair que F C E.

Soit z un point quelconque de D^. M. F. Leja a de- 

montre4) qu‘il existe la limite lim l/|z—■>]1\...\z—tj\ et n—>oo r 
qu’on a

lim 1/ \ z — 9?i |... | z — Vn\ — d(E) eG{z),
ou G(z) est la fonction de Green du domaine avec le 
póle z — Par suitę il existe aussi la limite

(2) lim 1/\z — % |... 11 z — | = d(E) eG<-z) pourzeD^.n->oo '

’) Ibid., t. XII, p. 68.
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Designons par Er la somme de tous les cercles \z— ,?|<r 
lorsąue C parcourt E, par celui des domaines com-
plementaires a ET qui contient le point z = ® et par Fr la 
frontiere de Posons Br = C{D!X)T et designons
encore par <5(z,F) la distance du point z a la frontiere F.

Puisąue F est une somme de continus la fonction G(z) 
tend uniformement vers 0 lorsąue z (appartenant a D^) 
tend vers F, c’est-a-dire, a chaąue e > 0 on peut faire cor
respondre un nombre r(e) tel qu’on ait
(3) eGl2)<l + e pourzfDx. et <5(z,F) < r (e).

Observons maintenant que la convergence (2) est uni
forme dans chaąue ensemble borne et ferme situe dans 
D^1), donc la convergence (2) est uniforme sur la fron- 
itere Fr(s). Par suitę a chaąue y > 0 on peut faire corres-1 
pondre un nombre N(r/,Fr(£)) tel qu’on ait
(4) J/Z |z —... | z —| < c?(E) eG(z) + »; 

pour z e Fr(£) et n > N (y, Fr^.
II suit de (3) et (4) 1’inegalite

]/ I z —%|... I z —97n_x I < d (E) [l+ej+ł? 
pourzeFrW et n > N (i?,Fr(£)) 
donc

]/max \z —1]0|.. .|z—| <d(E)[l + e] + ł7
2eFr(£)

pour n>N(j],Fr(e)) et par suitę

lim sup 1/ m?x I z — % I... — ^„-i I < d (E) [l + ej+ł?.
n—>oo zeFr(c)

Comme > 0 est arbitrairement petit, on a

(5) lim sup]/max \ z — r)Q\...\z — i]n-\ I [1 +e]d(E).
n_>o° zeFr(£)

>) Ibid., t. XII. p. 68.
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D’autre part, on sait que2)
4 n’ = ma? I 2 —% I • • • I — %-! I •

Puisąue E C ErM C Br(-£) et que Fr(£j est la frontiere de Br(-s), on 
a d’apres le principe de maximum
J(n) <max\z — | z — max\z — %|... \z —

" zs£r(s) Zs-Br(e)= max\z — r]o\...\z — 7]n_1\ZtFr(e)
et par suitę

J(nn) < Vmax I z — 7]0\.. ,\z~T]n_x\.
2 2 Fr(e)

II en resulte d’apres (5) que

(6) lim sup }/< lim sup ]/max Iz—% |... | z—| <n -> oo n->oo z e Fr(£)

< d (E) [1 + e]

et comme l/z/„n) > |/z/(n0) et lim j/A^ = d (JE) on ar n—^oo r
(7) lim inf > d(E) •

Des inegalites (6) et (7) resulte immediatement la formule 

lim ]/ A^ — d(E),n oo
car e est arbitrairement petit.

2. Supposons maintenat que 1’ensemble E soit compose 
du segment 0 < z < 1 et du point z = 3 et soit %,.. ,,r]n le 
n-ieme systeme extremal de points de 1’ensemble E. Le point z = 3 appartient quel que soit n = 1, 2 , . . . a ce systeme. En 
effet, si Fon avait 1 on aurait

I % I • • • % I < I I • • • I 1-I
ou v'„ = 3, donc etant

I7 (%>••• . Vn) =Aln) * l7 , 7)^) ,
on aurait

2) Ibid., t. XII, p. 64.
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f7 , »?„) < T , Tjn) < Vn

ł) M. Fekete, Math. Zeitschr. t. 32 (1930), p. 109. 
G. S z e g ó. Math. Zeitschr. t. 9 (1921), p. 254.

ce qui est incompatible avec 1’egalite Vn = V , i?n).
On sait1) que le diametre transfini de notre ensemble E

est egal a D’autre part, on a

___ X"’ > I Vn I • ■ • I ^-1 —< I > 2"
■ donc |/> 2 et par suitę
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SUR L‘EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES DE 
LA DIFFUSION

Par
M. KrzyżANSKI (Kraków).

1. Considerons l’equation normale aux derivees partielles 
du type parabolique
(1) ^(u) = ~ a(x,y) — b(x,y) c(x,y) u = 0
dont les coefficients a, b, et c sont continus dans une region 
illimiteeT': — °°<x< + o°, 0<y </i, le coefficient by satis
faisant a la condition b(x,y) > y? > 0, /? etant une constante.

Lorsqu’on pose a(x,y) =^f(x'), b(x,y) = c(x,y) = 

= y = ^ etant une fonction admettant la de-

rivee f'(x) eontinue, B>0 et D > 0 — deux constantes, on 
obtient l’equation de la diffusion sous 1’action d’une force exterieure1'> f(x), a savoir

82u B d r,, Ą 1(1) St D Sx2 2 8x
Ceci met en evidence la relation entre l’equation (1) et la 
theorie analytique de la diffusion,

2. On appelle ler probleme aux limites pour l’equation (1) 
relatif a un domaine rectangulaire R: xi<x<x2, yi <y< y%

’) Voir p. ex. M. Smoluchowski. Uber Brown’sche Molekular-
bewegung. Annalen der Physik. Bd 48 (1915) p. 1103—1112. P. Frank
und R. M is e s. Die Differential- und Integralgl. der Mechanik und
Physik, New-Jork 1943, Bd. II, p. 593.
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un probleme qui consiste en la recherche d’une solution de 
l’equation (1) reguliere2) dans R et se reduisant aux fonc
tions continues donees sur les cótes de ce rectangle, exepte 
celui situe sur la caracteristique y=y2 ■ On dit que le rect
angle R est regulier par rapport au Ier probleme aux limi- 
tes pour l’equation (1), lorsque ce probleme est toujours reso- 
luble univoquement quels que soient les conditions aux 
limites (continues).

2) C’est-a-dire continue dans R et de classe (admettant les deri- 

vees du 2me ordre continues) a l’interieur de R.
3) Voir M. Gevrey. Sur l’equation aux derivees partielles du type 

parabolique. Journal de Math. pures et appliquees, ser 6, vol. 9 (1913), 

p. 305—471, en particulier, p. 380.

4) M. Krzyżański. Sur les solutions de l’equation lineaire du type 
parabolique, determinees par les conditions initiales. Ann. de la Soc. Polon. 
Math. t, 18 (1945), p. 145—156. Notę complementaire, t. 20 (1947).

Pourqu’il en soit ainsi, il suffit, en particulier, que les coefficients de(l) 

soient lipschitziens, b^l et que a admette la derivee ax bornee3). On 
peut ramener l’equation < 1) au cas par un changement des variables

independantes (voir le travail cite de M. Gevrey, p. 371); lorsque b(x, y) 
est de classe (voir notę1)) le coefficient a dans l’equation transformee 

admet encore la derivee ax bornee.

J’ai demontre4) que si les coefficients de (1) sont bornes 
et si, en outre, b (x, y) > fi > 0, etant une constante, alors la 
seule solution de (1), reguliere dans E (c’est-a-dire continue 
dans r et de classe C(2) a 1’interieur de f), appartenant a la 
classe E2 de fonctions u(x,y), tels que | u(x,y)| <Mek°x" (M et k0 etant deux constantes positives), s’annulant pour y = 0 
est u(x,y) = 0.

Si, en outre, la fonction continue <p(x) appartient a la 
classe E2 et la hauteur de r est assez petite, alors la suitę 
{uJ de solutions de l’equation (1), regulieres dans les rec- 
tangles Rn: — rt<x<n, 0<y<h et satisfaisant aux condi
tions: un(x,0) = <p(x), un( + n,y) = <p(±n) converge dans r 
vers une solution u(x,y) de (1), reguliere dans r et satisfai
sant a la condition initiale u(x,0) = <y(x).
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Dans le prósent travail je passe aux solutions de l’óqua- 
tion (1), discontinues sur la caracteristiąue y = 0. Des telles 
solutions admettent une interpretation evidente dans la theorie 
de la diffusion et des processus stochastiques.

Je demontrerai d’abord certains theoremes generaux pour 
en deduire ensuite des criteres particuliers d’unicite et d’exis- 
tence de telles solutions.

3. Soit E un ensemble ferme, situe sur la caracteristique 
y = 0; dósignons par CE son complementaire (par rapport 
a cette caracteristique). On dira qu’une fonction u(x,y) est 
une solution de l’óquation (1) regulióre dansT—E, lorsqu’elle 
y est continue, elle est de classe C a 1’interieur de E et y 
satisfait a l’óquation (1).

Theoreme I. On suppose ąue u(x,y) est une solution de 1’eąuation (1) reguliere dans r — E, 2° on a u(x,0) = 0 sur CE, 3° il existe une fonction K(jx,y) continue et posi- tive dans r—E, de classe C( a 1’interieur de E et telle que l’on y a E(K) < 0, 4° on a lim u(x,y): K(x,y) — 0 lorsąue le point P(x,y) ->Po(xo ,0) e E et lorsąue alors u(x,y):=0 dans E— E.
Demonstration. Posonsu (x, y): K (x, y) dans T — E

0 aux points de E.
La fonction v(x,y) est ainsi dófinie partout dans T et 

on a v(x,0) = 0; cette fonction est, en outre, de classe C(2) 
a 1’interieur de E et constitue dans E une solution reguliere 
d’une equation du type parabolique

(2) — a (x, y) |~* — b (x,y) — c (x,y)v = 0,

avec:

(3) c(x, y) = ~ y) J (K) > b(x,y)>fi>0.
D'apres 1’hypothese 4° on peut choisir un nombre positif Qo 
de sorte que l’on ait | v (x, y) | < « pour | x | > £0. Considórons 
le rectangle Ro: — Qo<x <Qn, 0<y<h. En vertu de (3), la 
borne supórieure de v (x, y) dans Ro, si elle est positive et 

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 7
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la borne inferieure, si elle est negative, sont atteintes sur 
les cótes de Ro non situes sur la caracteristique superieure y = hJ\ Or on a: v (± Q, y) | < e et v (x, 0) — 0. II en 
resulte que | v (x, y) | < s partout dans Ro, en suitę de quoi 
(e etant petit a volonte) v(x, y) = 0 partout dans r, c’est 
a dire u(x, y) = 0 dans r—E.

II en resulte aussitót 1’unicite de la solution de (1) re
guliere dans r — E, telle que
(4) u(x,0) = cp(x) pour x e CE
dans la classe de fonctions satisfaisant a l’hypothese 4° 
du theoreme I.

4. On va demontrer maintenant un theoreme analogue 
au th. III de mon travail, concernant les equations du type 
elliptique5 6). Ce theoreme admet des applications impor- 
tantes dans la theorie des processus stochastiques7).

5) Voir le travail cite de M. Gevrey, p. 372.
6) M. Krzyża ńsk i. Sur les solutions de l’equation Iineaire du type 

elliptiąue... Studia Math. XI, p. 95—125.
7) Voir p. ex. A. K c h i n t s c h i n e. Asimptoticzeskije zakony tieorii 

wierojatnostiej, Moskwa, 1936. W. F e 11 e r. Zur Theorie der stochastische 
Prozesse. Math. Annalen t. 113 (1936) p. 113—160.

Theoreme II. On suppose que 1° {ę%(x)j est une suitę de fonctions continues pour —o°<x< + °°, tels que lim <pn(.x) — <p(x) sur CE et {un(x,y)} une suitę de solu- n-ł-oo tions de Fequation (1) regulieres dans r et telles que un(x,0)= = <p„(x), 2° il existe une fonction K (x, y), continue et po- sitive dans r — E, de classe C(2) a 1’interieur de r, telle que l’on y a E (K) < 0 et que lim K (x,y) = 00 , lorsque P (x,y) Po(xo,0) e E et lorsque | x | ->oo, 3° on a lim | cpn (x) — n->oo— cp (x) | : K (x, 0) = 0 sur CE, cette convergence etant uniforme, 4° e > 0 etant arbitrairement choisi, on peut deter- miner un nombre @ > 0, tel que Fon ait:| un(x,y) | : K (x,y) < epour | x | > q et n = 1, 2,..., 5° chaque rectangle detache de r par des paralleles aux axes des coordonnees est re- 
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gulier par rapport au ler probleme aux limites pour l’equa- tion (1).Alors il existe lim un(x,y) — u(x,y) partout dans r — E, n—>oola conrergence etant uniforme dans tout ensemble ferme, borne, contenu dans r — E.La fonction ufx, y) constitue dans r—E une solution re- guliere de l’equation (1), satisfaisant a la condition initiale (4).
Demonstration. Posons vn(P) = un(P) : KfP) pour P e T — E, vn(P) = 0 dans E, (ou l’on a designe par P le 

point (x,y)).
11 resulte de Fhypothese 3° que e > 0 etant arbitrairement 

choisi, on peut determiner un nombre N > 0 tel que
(5) | vp(x, 0) — vQ(x, 0) | < 2 £ pour p> N, q> N. 
D’apres Fhypothese 4°, on a

(6) | vp(x, y) — vqfx, y) | < 2 e 

pour | x | > e, p,q = 1, 2,....

Considerons un rectangle R: — r 0<y<h, oii
l’on a r>Q. L’inegalite (6) subsiste sur la partie de son 
contour, non situee sur la caracteristique y=h, pour p > N 
et q> N (puisque pour y — 0 on a (5) ).

Or vn(x, y) satisfont a 1’interieur de r a l’equation (2), 
ou l’on a c > 0 et b > 0. L’inegalite (6) subsiste donc par
tout dans R. Comme r peut etre choisi grand a volonte, 
on en deduit la convergence de la suitę {vj partout dans T, en suitę de quoi il existe lim un(x,y) — u(x,y) partout 
dans r—E; la convergence etant uniforme dans chaque 
ensemble ferme, limite, contenu dans r — E, la fonction 
u(x,y) y est continue et satisfait a la condition (4) pour 
y = 0.

II reste a demontrer que u(x, y) satisfait a l’equation (1) 
a 1’interieur de I1.

Or, soit Po(xo, y0) un point quelconque situe a 1’interieur 
de r et Ro un rectangle detache de P par la caracteristique 
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y — y (y < yo) et les droites x = xi et x= x2 (%i < Xo < x2), 
contenant Po a 1’interieur. Soit u(x,y) une solution de 
l’equation (1), determinee dans Ro et coincidant avec u(x, y) 
sur la partie So du contour de Ro, constituee par les cótes, 
non situes sur la droite y = h.

Une telle solution existe en vertu de 1’hypothese 5°. On 
va demontrer que u(x,y) = u(x,y) dans Ro. A cet effet on pro
cede comme a la fin de la demonstration du theoreme III 
dans le travail cite dans la note6) .

On pose notamment:V(x,y) = u(x,y) : K(x,y)
et on observe que, s > 0 etant arbitrairement choisi, on 
a pour n assez grand
(7) u„(x,y) — u(x,y) | < e sur So
et
(8) un(x,y) — H(x,y) | < e dans Ro,
en suitę de quoi
(9) vn(x,y) — T/(x,y)| < e:co0 sur So,a>0 designant la borne inferieure de K(x,y) dans Ro. Or 
vn—V satisfait dans Ro a l’equation (2), en suitę de quoi 
1’inegalite (9) subsiste partout dans Ro ■ II en resulte que

un(x,y) — u(x,y) I < e • ,
&o etant la borne superieure de K(x, y) dans Ro; en tenant 
compte de (8), on en deduit l’inegalite

| u(x,y) — u(x,y) | < s ^1 + .

Or s etant petit a volonte, on a u(x,y) = u(x,y) partout 
dans Ro-

Remarque. L’hypothese 3° est realisee en particulier, 
lorsque {<?n} satisfait aux conditions suivantes:

1° F etant un ensemble ferme, contenu dans CE et e un 
nombre positif, arbitraire, on peut choisir un nombre N>0 
de sorte que | ę?n(x) — ę>(x) [ < e pour n>N et x e F; 2 
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etant un nombre positif arbitraire, il existe un nombre 
<5 > 0 tel que si x0 e E, 1’inegalite:| x — Xo | < <5
entraine:| <pn(x) | : K(x,0) < e et | 9?(x) | : K(x,0) < e 

pour tout Xo e E, x e CE et n = 1, 2,...
5. Comme on l’a deja signale, le theoreme II est lui — 

meme appliquable dans la theorie des processus Stocha" 
stiques. On en peut deduire un theoreme d’existence en 
construisant effectivement la suitę {<ą,(x)} conformement 
aux hypotheses du theoreme II. Ceci exige des hypotheses 
supplementaires, concernant la fonction g?(x).

En particulier, la construction effective de la suitę 
!?„(*)! conforme aux hypotheses du theoreme II est tou
jours possible, lorsque la fonction ę?(x) est bornee. Soit, 
en effet, M la borne superieure de gs(x) dans CE. Desi- 
gnons par Gn 1’ensemble des points xeCE, tels que K(x, 0) > 2M.n. Les ensembles Gn sont ouverts, et leurs 
complementaires, Fn sont fermes. Posons: %(x) = ę?(x) 
pour xeFn et admettons que g?n(x) varient lineairement 
dans les intervalles contigus aux Fn. On a alors

| 9?n(x) — | : IC(x,0) < 1/n pour x e Gn<Pn(x) = pour x e Fn,
c’est a dire:| <pn(x) — <p(x) | : K(x, 0) < 1/n dans CE.

6. Tai traite jusqu’a present des solutions determinees 
dans une region illimitee r. Or on peut proceder d’une 
maniere analogue, lorsque l’on remplace la region T par 
un domaine limite D, detache de T par deux courbes: x — n(y) et x = 72(y), qui ne sont nulle part tangentes 
aux caracteristiques. Cette fois le procede devient meme 
plus simple, car on n’a besoin d’aucune hypothese, concer
nant le comportement de K(x,y) a 1’infini. On suppose 
que les solutions cherchees de l’equation (1) se reduisent
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aux fonctions continues le long de ces deux courbes. On 
a ainsi le premier probleme aux limites generalise, les so
lutions cherchees devenant discontinues aux points d’un en
semble E, situe sur la caracteristiąue y — 0. On peut traiter 
de meme les problemes analogues, relatifs a une demi — 
region I” qui constitue une partie de I\ s’etendant a droite 
ou a gauche d’une courbe x = y(y). On cherche la solu
tion continue dans Z” sauf aux points d’un ensemble E, 
situe sur la caracteristiąue y = 0.

7. Dans les theoremes qui viennent d’etre demontres 
intervenait une fonction K (x,y), jouant le role du diviseur 
amortissant (voir le travail, cite dans la notę 6), en particulier 
p. 110). II est evident que la portee de ces theoremes de- 
pend de la possibilite de la determination effective de la 
fonction K, relative a un ensemble donnę E des discontinuites. 
La recherche des fonctions K dans le cas particulier, ou E 
est contenu dans un interyalle de la caracteristiąue y = 0, 
sera entreprise a present.

Je commence par l’etude de 1’integrale de Weierstrass 
generalisee. Supposons que 1’ensemble E soit ferme, de mesure nulle et qu’il soit contenu dans l’intervalle ferme 
j = < — r, r >. On peut supposer que les extremites de 
cet interyalle appartiennent a E.

Soit #(x) une fonction continue et positive dans l’en- 
semble ouyert G = j — E, telle que 1° lim &(x) = +

e E

2° 1’integrale J &(x)dx soit convergente.8) On peut choisir
— r

r

r

■&(x) de faęon que J &(x)dx = 1.

Considerons 1’integrale

Jo(x,y) = J U (x,y; s) #(s) ds
— r

— r

8) Pour la construction d’une telle fonction voir S. S a k s. Theory of
the integral. New-York, 1947, p. 205.
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avec U (x, y;s) = ~/=- exp
2 ]/ %y

(s-x)2l
4y ]•

II est evident qu’elle est convergente pour y > 0, car
r

30(x,y) < j (^y) " J (s) ^s-
— r

Elle est toujours positive. Quant au comportement de 
1’integrale 30(x,y) lorsąue y -> 0, nous allons demontrer le 
theoreme suivant.

Theoreme III. On a
lim (x, y) =(x,y)->(xo,0)

1? (x0)
+ oo 
o

si x0 e G si x0 e E si | x01 > r.

Demonstration. 1° Supposons que xoeCE et soit d 
un nombre positif, tel que 2 <5 < inf I £ — x01 • Designons 

par ctij le voisinage de x0 de rayon <5, c’est a dire l’inter- 
valle (x0 — <5, x0 + <5) et par co2 celui de rayon 2 <5. Soit 

= j si | x0 | > r et & = j — si x0 e G.
Admettons que x e ct>i. Si s e Q, on a | x — s | > <5 et par 

suitę
r _Ł2 f
I U(x, y; s) & (s) ds <—?—iy I #(s)ds<——4y

o 2y ny q 2yny
de sorte que cette integrale tend vers zero avec y, pour x e coi. II en resulte que si i x0 i > r, on a lim Jo (x, y) = 0.(x,y).->(*o.o) 
Si Xo e G, on aJo (x, y) = J U(x, y; s) & (s) ds + J U(x, y; s) & (s) ds.

Q CU 2

La fermeture de a>2 ne contenant pas de points de E, la 
seconde integrale tend vers & (%o) pour y -> 0, d’apres le 
theoreme classiąue de Weierstrass. On trouve donc 

lim Jo (x,y) = & (x0) pour x0 e G .
(x0, Oj
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Supposons en second lieu que x0 e E. Le nombre M > 0 
etant choisi a volonte, soit <5 > 0 assez petit pour que l’on 
ait & (x) > M pour | x — x0| < <5.
Alors, E etant de mesure nulle, on a:

f *o4-&fu(x, y; s) & (s) ds > jU (x, y; s) & (s) ds > 
—r x0—8

m[u(x, y; s) ds.
*o—<5

2.
Or, en posant s = x + 2oy 2, on obtient

xo+ó—X
ro+* A i r 2yiJ U(x,y,s)ds = _/= e °2 do.

x0—3 r ~ 2yl

Supposons que | x — x0 | ; alors

/•+i 1 r ‘
J U(x,y,s)ds> j/-J_
—<3

s
4\/y 

e-®2 do 
ó__

’ 4\/r
et on peut choisir le nombre t) de sorte que

U(x, y; s) ds > 1 poury<ł?.
xo—ó

On a donc:
r

J"U(x, y; s) ds> M.
— r

pour |x — x01 + y < min[~, vl-

8. Considórons le cas particulier, ou Fensemble E est eon' 
stitue par un nombre fini de points isolós x(op) (p = 1,2,...n). 
On peut choisir cette fois la fonction #(x) de sorte que la

_  
fonction 70 (x, y) croisse pour y -> 0 plus rapidement que y 2" 
ou a < 1, mais peut s’approcher de 1 a vołonte.
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A chaąue point x(op) on fait correspondre un yoisinage cDp = (x0 — dp, x0 + dp), les nombres óp etant choisis de faęon 
que les intervalles cop soient non impietants. On pose cette fois

#(x) = <5“ | x — x(op) | 0 < a < 1n
lorsąue xea>p et #(x) = l pour xe j — •

p=i

La fonction $(x) etant ainsi definie, il est aise d’etudier 
l’ordre de la croissance de 70 au yoisinage des x(op).

Comme

(11) d0(x,y)> f U(x,y;s)#(s)dsmp
il suffit d’etudier 1’integrale qui figurę dans le second membre 
de 1’inegalite (11).

Pour simplifier les calculs on suppose que XqP)=0 et on 
pose <5 = <3 < 1. Alors

a
J" Ł7(x,y;s) #(s) ds = óa J U(x,y;s) | s|~“ ds =™p' -d

ó—x
O f2 I '17 l““

= 2 o e | x + 2y2 o | do.
d 3+x

2V7
Soit

i

J" U (x,y; ś) #(s)ds> 2<5a J e ° |x + 2y1/2o|-“ do> a>p —1
>2gó“(|x|+2y1/2)-“,

ou l’on a pose
i

-i



106 M. KRZY2ANSKI

Soit Q un nombre positif inferieur a — (et a fortiori a -7-). 16 2

Si | x | + y < q, on a: | x | + 2y2 <2(1 x|'2+y2)<2 |/2( | x | +
+y)2 < 2 ]/2en suitę de quoi 20 (x,y) > / U (x,y; s) #(s) ds

“p
a

• g“ • Q~ 2, de sorte ąue 30 (x,y) augmente commeó

2 ]/z2aQ au moins, lorsąue <>->() (<5 etant fixe).

9. Passons maintenant a la determination du diviseur, 
amortissant K(x, y).

On a besoin de faire plusieurs hypotheses supplementaires 
concernant les coefficients de 1’eąuation (1).

On suppose notamment que le coefficient a(x,y) admet a 
1’interieur de r les deriyees partielles du ler ordre conti
nues et que b (x,y) = 1. On peut alors par un simple chan- 
gement de la fonction inconnue9)

Xu(x,y) = w(x,y). exp [| ja(s,y) ds]
o

eliminer le composant, contenant la derivee 8 w8 x , de sorte

que 1’eąuation (1) se ramene a la formę

(12) ^i(iv)=|-^ ——ci(x,y)w’ = 0 .

On suppose, de plus, que dans 1’eąuation (12) le coefficient 
Ci (x, y) est borne inferieurement par un trinóme du second 
ordre, plus precisement, qu’il existe deux nombres positifs A et B tels que: 

(13) ci (x, y) > — (Ax2 4- B)

partout a 1’interieur de r.
’) Transformation de H. B 1 o c k. Arkiv de Stockholm. Bd IV.
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Posons 

—r

ou le noyau

9l(x — s, y) 1

2 et r etant deux constantes positives, qu’on va choisir con- 
venablement dans la suitę.

L’integrale J (x,y) se comporte de meme que 30(x,y) lors- 
que le point (x,y) tend vers un point de la caracteristique y — 0. En effet, comme I s | < r, on a I x — s | < | x | + r, 
par suitę
(14) U(x, y; s) < ‘ift. (x, y; s) < U(x,y;s)-e2( x| rr)2+ty

7o (x, y)<3 (x, y) < 70 (x, y) e2 (1 x 1+r>2+*y
II en resulte que lim 7 (x, y) = 0 pour | x01 > r et que J(x, y) 

(*. y)->(x0. 0)
augmente infiniment, comme 70 (x, y), lorsque le point (x, y) 
tend vers un point de E.

Enfin, si x0 e G, soient a>1 et a>2 les intervalles introduits 
dans la demonstration du theoreme III et -Q = j—co2. 
Supposons que xeco1. L’integrale I %t(x,y;s) &(s) ds tendvers

.o
zero avec y, en vertu de (14). Quant a 1’integrale etendue a a>2, observons que si s e ćo2 on a | x — s | < 4 <5 et par suitę

J"U (x,y; s) (s) ds < JiR (x,y; s) & (s) ds <
W2 

ei6«2+^ fu(x,y,s)#(s)ds.
II en resulte que e > 0 etant arbitrairement petit, on peut 
choisir un nombre »; > 0 tel que

70(x,y)— «<7(x, y)<emó' + ry 30(x,y)+e poury<»/.
Or ó peut etre choisi petit a volonte. Donc, en vertu du 
theoreme III,

lim 7 (x,y) — & (*o) pour xeG.
(x, y)->(*o. 0)



108 M. KRZYŻANSKI

Examinons maintenant ^i(7). On a

= 2 2 (21 — (* ~~ s)2 + 2 2 — t—ci (x, y);
en vertu de (11) on a

[91] <22 (22 —1/y) (x —s)2 + (22 —t) + ^4x2 + B =
= 22(22— 1/y) (x— s)2 + (2 2 — r)+A(x— s)2+2As(x— s) + 
+ yłs2+B.
Or 2 s (x — s) < s2 + (x — s)2 et | s | < r> en suitę de quoi

"7 [91] < 2 [2 (2 2 — 1/y) + /I] (x — s)2 + 2 Ar2 + B + (2 2 — t).

Posons 2 = ] A, t = 2 (Ar2 + ]/A) + B + r0,
to etant un nombre positif arbitraire. Supposons, en outre 
que la hauteur h de la couche r satisfasse a 1’inegalite

, 1n<—7= .
3 |/t1

Alors:
^i[9ł]< —t0<0

et par suitę
r r

P) — f [91] (s)ds < — t0 J 5R (x — s,y) •& (s) ds,
—r —r

c’est a dire
(15) (7) < - t0 7 .
La fonction 7(x,y), augmentee d’une constante positive, 
satisfait a toutes les conditions qu’on imposait au diviseur K (x,y) aux n- ros 3 — 5, sauf a celle de tendre vers + o° 
avec | x |.

10. Dans le travail cite au n-ro 2 (notę 4), j’ai intro- 
duit le diviseur amortissant, qui dans le cas des deux Yaria
bles independantes a pour expression:

H (x,y) = exp y + vy
k etant un parametre, y et v les fonctions de k.
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La fonction H est positive; elle croit a 1’infini au moins 
comme efcjt2. On choisit actuellement les fonctions ft(.k) et v (k) de faęon que l’on ait [H] < 0.

On a notamment
2k

en tenant compte de (11)

(16) +

k(4k—fi) , , A
(T=Ty)*on en deduit 1’inegalitek(l~py)2 (4 k—-y) + tI | + B—v.

Posons
(17) ,= 4fc+f v=B + ^+z0,

h etant la hauteur de la region P, v0>0 arbitraire.

On suppose que h<— .
II resulte de (17) que

Os) +
d’autre part 2k < 2k

1—/iy 1—yh '
en suitę de quoi on deduit de (16), en tenant compte de (17) 
et (18), 1’inegalite:

(19)

11. On peut passer maintenant a la determination defini- 
tive du diviseur amortissant K(x,y). On pose notamment K (x,y) = J (x,y) + H (x,y).

La fonction K(x,y) est continue dans r—E a condition 
/ 1 1 \

que h < min —, —7= ; elle est positive, croit au moins \y 3yA]
comme ekx2 lorsque | x | -> + 00 et tend vers 4- °° lorsque le 
point P (x,y) tend vers un point de E. On a, en outre, 
d’ipres (15) et (19)

^(K) <-t0J — v0H.
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On peut choisir vo — . Alors :

^1 (K) < To < 0.

La fonction K(x,y) satisfait ainsi a toutes les conditions 
qu’on a lui impose aux theoremes I et II.

12. Dans le cas particulier de l’equation (1) de la diffu- 
sion sous 1’action de la force f(x) le coefficient Ci(x,y) dans 
l’equation reduite (12) a pour expression:

ci(x,y) = f'M + 4D fKx)O
donc Ci(x,y) > f'(x). Pour que Ci satisfasse a la condition

113), il suffit que l’on aitf'(x) > — (A'xs + B')
(ou A' et B' sont deux constantes positives). Cette derniere 
condition est en particulier satisfaite, lorsque la derivee f'(x) 
est bornee inferieurement. Ceci a lieu, en particulier, dans 
le cas de la diffusion sous 1’action de la force elastique f (x)=— mx; ce cas fut traite en detail par S m o 1 u c h o w s k i10).

13. Precisons enfin quelques consequences importantes, 
concernant 1’unicite des solutions de l’equation (12) regulieres 
dans 1’ensemble r—E, 1’ensemble E etant ferme, borne et 
de mesure nulle.

Nous supposons que le coefficient Ci(x,y) verifie la 
condition (13).

Soit, en premier lieu, iv(x,y) une solution de l’equation
(12) reuliere dans r — E, bornee a 1’interieur du rectangle Roi — r< x < r, 0 < y < h, de classe E2 en dehors de Ro. 
Plus precisement, on suppose l’existence des deux nom
bres Mo et k0, tels que l’on ait

| iv(x,y) | < 3f0 ek°x~
pour | x | > r. Supposons que w (x, 0) = 0 pour x e CE. Soit K (x,y) le diviseur amortissant, determine aux n - ros

10) Voir la notę O.
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9—11. Si Fon choisit k > k0 dans l’expression pour H (x,y), 
on a K (x,y) > ek°x~ et w (x,y) satisfait a 1’hypothese 4° 
du theoreme I (a condition que la hauteur li de T soit 
suffisamment petite, voir n-ro 10), en suitę de quoi on 
a, en vertu du theoreme I, w (x,y) = 0 dans E— E. On 
peut donc enoncer le theoreme suivant.

Theoreme IV. Sz 1° le coefficient Ci de l’equation (12) satisfait a la condition (13), .2° 1’ensemble E est de mesure nulle, alors la seule solution de (12), reguliere dans T"— E, bornee a 1’interieur du rectangle Ro: —r<x<r, 0 <y<h, de classe E2 en dehors de Ro, s’annulant pour y = 0 en dehors de E, est w(x,y) = 0.En particulier, la seule solution de (12) reguliere et bornee dans r—E, s^annulant avec y en dehors de E est 
w(x,y) = 0.

11 en resulte 1’unicite, dans la classe de fonctions bor
nees dans r—E, de la solution de l’equation (12), deter
minee par la condition initiale (4).

Supposons ensuite que Fensemble E se compose d’un 
nombre fini n de points isoles: x^,x^\... x('0’h Si Fon 
choisit pour #(s) dans l’expression pour 7 (x,y) (voir n-ro 9) 
la fonction determinee au n-ro 8, on deduit du theoreme I 
le theoreme suivant:

Theoreme V- Si le coefficient Ci de l’equation (12) satisfait a la condition (13) et si 1’ensemble E est constitue par un nombre fini n de points: x(10\ x(20\... x(„\ alors la seule solution de Fequation (12), reguliere dans r — E, qui 1° satisfait a 1’interieur du rectangle Ru a la condition:
I w(x,y) | <31 o [ | x — x0,p) | +y] 2 (p = l, 2, ...n)ou Mo et oto < 1 sont deux constantes positiyes, 2° est de classe E2 en dehors de Ro, 3° sannule avec y en dehors de E, est iv(x,y) = 0.

Les deux theoremes qui viennent d’etre enonces, s’appli- 
quent en particulier a l’equation de la chaleur

32iv _
8x2 By

Państwowy Instytut Matematyczny.



SYSTEMES DES EQUATIONS ET DES INEGALITES 
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES AUX DEUXIEMES 
MEMBRES MONOTONES ET LEURS APPLICATIONS

Par
Tadeusz Ważewski (Kraków)

Considerons l’equation differientelle

-^ = g(;,y) (1)

et supposons que la fonction g soit continue dans un en
semble ouvert ii.

On sait que:
at) Par tout point (f0, yo) de ii il passe une integrale su- 
perieure bilaterale c.-a-d. definie a gauche et a droite de to. 
Elle se łaisse prolonger dans les deux sens jusqu’a lą fron
tiere de ii .
a2) Si A = (t0,a), B — (t0,b) sont deux points de ii pour 
lesquels a < b et y — cp (f) est une integrale quelconque issue 
de A tandis que y = y>(f) et 1’integrale superieure de (1) 
issue de B, alors on a ę?(f)<v'(^) dans tout intervalle dans 
lequel ces integrales existent.

De la il resulte en particulier que:
a3) Si pour les points A et B, introduits tout a 1’heure, on 
a 1’inegalite a<b alors a chaque integrale y = cp (t) issue de A correspond une integrale y = ip(t) issue de B, telle que cp (t) < y> (f) dans un voisinage bilateral et suffisamment petit 
de to.

II se pose le probleme de savoir dans quelle mesure ces 
proprietes ax, a2 et a3 se laissent etendre aux systemes

d y;
jy = gl(t,y1,..., yn) , (z = l,..., n) (2)



EQUATIONS ET INEGALITES DIFFERENTIELLES 113

les fonctions g' etant, par hypothese, continues dans un en
semble ouvert ii.

Voici d’abord quelques definitions qui faciliteront le 
langage et 1’ecriture.

SoientA = (/0, aj,..., a„) , B = (70, b„)
deux points dont les premieres coordonnees t0 sont iden- 
tiques. Nous dirons que B majore A (ou A minore B) 
lorsque ai<bt, (i=l,..., n).

Une suitę de fonctions ^(f),..., <??„(/) sera designee, 
tout court, par 0 (t) »$ (f) = (<px(t), <P„ (0) (3)

Nous introduisons les notations
W) = (^(0 K(0)

y = (yj,..., yn)
Le systeme (2) prendra ainsi la formę

= g* (f, Y) , (i = 1,..., n) (2 bis)
La notation

G(f,Y) = (g^Y),..., g"(f,Y))
permettra d’ecrire le systeme (2) sous la formę vectorielle

= G (t, Y) (2 ter)

Si ’F (t) — (vq CO , • • •, Wn (0 ) est une integrale du systeme 
(2 ter), on aura

On dira que le systeme (2 ter) majore le systeme
0'(/) = G(Z, !F(/)).

ou, tout court, le systeme

= F(f,Y) (4)
dans ii Iorsque

F(f,Y)<G(f,Y) (dans •£) 
c.-a-d. lorsque < g' dans ii.
Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIH. 8
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II sera commode de distinguer, relativement au systeme 
(2 ter), entre les integrales superieures (ou inferieures) 
a droite, a gauche et bilaterales.

On dira que ¥ (f) avec 1? (t0) ~ (af,..., an) constitue 1’inte
grale superieure a droite relative au point initial

A = (t0, at,..., an) et a V intervalle t0<t<y 
lorsąue, pour chaque integrale 0 (f) issue de A on a 
0(0 < (/) dans chaque intervalle t0 < t < fi < y dans leąuel
0 (0 et (Z) existent.

Les definitions des integrales superieures a gauche et 
des integrales superieures bilaterales ainsi que des integrales 
inferieures des trois especes sont anałogues.
La continuite das fonctions g' ne garantit pas l’existence de 
1’integrale superieure a droite.

M. Fukuhara*) a envisage les systemes des eąuations
(2) remplisant 1‘Hypothese K (cf. § 1) consistant en ce que 
la fonction g' , (i = 1,..., n), est continue et croissante au 
sens large par rapport a chacune des variables yt, , y(_j, 
yi+i, ..., yn separement.

M. Kamke**) a donnę une simple demonstration de ce 
que, sous 1’Hypothese K par tout point A de Q il passe une 
integrale superieure a droite relative a A et a un intervalle 
f0< t < /> laquelle integrale tend vers la frontiere de & lorsąue t tend en croissant vers /?, (/J < + °°).

Or, dans cette hypothese, ce theoreme n’est pas tout a fait 
strict (cf. l’Exemple du § 3)***), c’est pourąuoi nous avons 
cru utile de revenir a sa demonstration basee sur la meme 
methode, abstraction faite de quelques modifications. Ce 
theoreme devient strict lorsąue Fon admet accessoirement 
que 1’ensemble Q jouit d’une certaine Propriete P (cf. § 1).

*) Japanese Journal of Mathematics 6 (1930) p. 269-—280.
”) E. K a m k e. Zur Theorie Gewóhnlicher Differentialgleichungen II.

Acta Mathematica 58 (1932 p. 57—85. Satz 7.
***) Dans cette hypothese ne subsistent que certaines propositions de

caractere local (cf. Propositions 3 et 4 du § 3).
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Une remarąue critiąue du meme genre se rapporte au suivant 
theoreme de M. Fukuhara traite aussi par M.Kamke****):

•***) E. Kamke 1. c. Satz 9.

*****) Ce theoreme peut n’etre pas juste dans aucun yoisinage a droite 
de A, tout petit qu’il soit. II n’est donc pas juste meme au sens local.

*) On a, par definition, = (D-j- <f>j (f), ..., D_|_ <pn (t) ou
O + <f>; (s) designe le nombre derive inferieur a droite de <f , (f).

**) Ceci veut dire que $’(#) = G(f,<I> (f)). Si l’on remplace cette egalite 

dans 1’enonce du present theoreme, par 1’inegalite (5), 1’inćgalite (7) reste 
vraie a fortiori.

Si le systeme (2 ter) satisfait a 1’Hypothese K (dans £?), 
majore le systeme (4) et X<B alors 1’integrale superieure 
a droite du systeme (2 ter) issue de B majore toutes les 
integrales <P (f) du systeme (4) issues de B (cf. l’Exemple 
du § 6)*****).  Ce theoreme devient juste lorsąue l’on admet 
accessoirement la Propriete P relativement a O.

Nous demontrons un theoreme plus generał bien maniable 
dans certaines applications: Si le systeme (2 ter) remplit 
FHypothese K et & jouit de la propriete P et lorsąue Fon 
a, pour une courbe eontinue Y = <P(f) issue de A vers la 
droite,

D + 0(/) < G(t 0(f))#) (5)
alors on a, a droite de A,

(6) 
ou IF (/) designe 1’integrale superieure a droite de (2 ter) issue 
de A (Theoreme 2 du § 1).

II se pose le probleme de savoir si FHypothese K associee 
a la Propriete P represente 1'hypothese la plus generale dans 
laąuelle a lieu la limitation fournie par ce theoreme. La 
reponse, obtenue dans une voie bien simple, est positive au 
sens precise par le theoreme suivant (Theoreme 3 du § 2):

Si 1°) les fonctions g' sont continues dans & ouvert qui 
jouit de la Propriete P.

2°) pour toute couple de points A et B appartenant a Q et 
tels que A < B et a toute integrale <P (f) du systeme (2 ter) 
issue de H**) correspond une integrale 'F(f) du meme systeme 
issue de B, telle que

0(/)<W) (7)

8:
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dans un petit yoisinage a droite de A et B, alors le systeme 
(2 ter) remplit 1’Hypothese K dans

Si nous supposons en plus que 1’inegalite (7) ait lieu dans 
un yoisinage bilateral de A et B alors (cf. Theoreme 4 du § 5) 
le systeme (2 ter) est forcement de la formę

= g1’ (t, yt), 0 = 1........ n) (8)

ou la fonction g' ne depend d’aucune des variables yi, ..., yi—11 yi_i_i, yn •
Ce systeme presente une „juxtaposition“ des n equations 

dont chacune separement presente une equation a une fonc
tion inconue.

Nous voyons ainsi que la propriete a3 d’une seule equa- 
tion differentielle, relative au yoisinage bilateral, ne peut pas 
etre etendue aux systemes d’equations differentielles a l’ex- 
ception du cas banał d‘une juxtaposition des equations a une 
fonction inconnue.

On voit aussi que, pour ° jouissant de la Propriete P 
ce sont exclusivement les systemes d^eąuations differentielles remplissant PHypothese K qui se pretent a une majoration des integrales de tous les systemes minores dans 
un yoisinage a droite du point initial. *)

En posant f = — t dans l’equation (2) on obtient un sys
teme

dy' id ( t

teł que la fonction h\ (i = 1,..., n) est decroissante au sens 
large relativement a chacune de yariables yi,...,yi_i,yi+i,-..,yn.

Pour les integrales de ce systeme auront lieu les pro
prietes analogues dans un yoisinage a gauche du point 
initial.

Nous appliquons le theoreme relatif a 1’inegalite (5) a la limitation des modules ddntegrales (§ 8 et 9) et nous en

') C’est une simple consequence du Theoreme 3 du § 2.
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deduisons un critere cTunicite (§ 10) consistant a la compa- 
raison d’un systeme avec un autre.

Dans le § 9 nous indiąuons une methode de solution approchee des systemes d’equations differentielles et de la 
limitation de 1’erreur. A titre d’exemple nous donnons une 
limitation (meuiłleure que les limitations courantes) de 1’er
reur que Fon commet en supprimant dans le developpe- 
ment de Taylor des seconds membres d’un systeme, les 
puissances superieures a 1 et en considerant les integrales 
du systeme ainsi simplifie comme solutions approchees du 
systeme primitif.

Le terrain d’applications des inegalites differentielles 
traitees dans le present travail est vaste.

Nous avons enonce certains propositions moins gene- 
rales sur ce sujet dans nos travaux anterieurs et nous les 
avons appliquees a:
1°) la limitation du domaine d'existence des integrales des eąuations aux derirees partielles du premier ordre, **)

") Ces Annales T. XII (1933) p. 8 et T. XIII (1934) p. 3.
***) Rendiconti dei Lincei T. XVIII serie 6, 2° sem, fasc. 9 (1933) 

p. 373. Annali di Matematica T. XV (1936—37) p. 1.
«•») Ces Annales T. XV 1936 p. 103.
’****) Ces Annales T. XVI (1935) p. 97.
*) J. Mikusiński. Sur un probleme d’interpolation pour les integrales 

des eąuations differentielles ordinaires (Ann. Soc. Polon. Math. T. XIX 

p. 165).

2) probleme d’unicite et de la limitation des integrales des eąuations aux derirees partielles du premier ordre et de 
certains systemes de telle sorte, ***)
3) probleme d'existence des integrales de certains systemes d'equations aux derivees partielles du premier ordre, ****)
4) la limitation du domaine d’existence et des modules des 
integrales des systemes d’equations differentielles ordinaires dans le domaine des variables complexes. *****)

Un theoreme remarquable rentrant dans le meme ordre 
d’idees a ete trouve par M. J. Mikusiński*) et 
applique a un probleme constituant une generalisation du 
probleme de S t u r m.
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M. J. S z a r s k i **) a demontre que 1’inegalite (6) sub- 
siste lorsąue l’on remplace 1’inegalite (5) par 1’inegalite

08' (f) < G (f, 0 (/))
et lorsąue l’on suppose ąue cette inegalite ait lieu presąue part out, que les fonctions de la suitę 0 (£) = (ę^ (/),.,., ^„(f)) 
soient absolument continues generalisees au sens plus large 
et le premier membre de cette inegalite designe la suitę 
des derivees approximatives des fonctions <pt(t\

§ 1. Systemes aux deuxiemes membres croissants. In- 
tegrales superieure et inferieure. Theoremes sur les ine- 
galites differentielles.

Hypothese H. 1°) Les fonctionsr (t, yl,..., yn) (ż = l,....n) (1,1)
sont continues dans un ensemble ouvert 12 de 1’espace des 
points (/, y1,,.yn), 2°) Si, pour un i ąuelconąue (z — 1,.. ., n) 
les points

zł,- (1, av..., c, ., an)
fi, (/, b],..,,. bj—i, c, bi+l,.,., bn) 

appartiennent a 12 et
a„ < br, (v = 1,.,., i — 1, ż+1,..., n) 

alors

Hypothese K. 1°) La fonction (cf. 1, 1) est continue 
dans un ensemble ouvert 12, 2°) Elle est une fonction crois- 
sante (au sens large) de chacune des variables y1,..., y'_1, 
y1+1,..., yn separement. *)

Remarąue. L’ Hypothese FI a pour coseąuence 1’HypotheseK. L’inverse n’est vrai ąue pour une classe tout-a-fait speciale 
des ensembles 12.

*’) J. Szarski. Sur un systeme d’inegalites diffferentielles (Ann. Soc.

Polon, de Math. T. XX. p. 126).

*) C.-a-d. f ‘ (t, y1,..., yi—1, , yi+'.......  yn)^f' (ty1........yi—1, i’ ,
yż+l..........yn) lorsąue i T j et k1 . On ne suppose pas que fl soit
croissante relativement a y' et i.



EQUATIONS ET INEGALITES DIFFERENTIELLES H9

Afin de caracteriser une telle classe nous introduirons 
la notion suivante.

Soient P — (t, p ,..., pn), Q = (t, q , ..., qn ) deux points 
du plan t — z. On dira que

P<Q
lorsąue p' <q‘, (i=l,..., ri). On dira qu’une ligne polygonale 
des sommetsAp..., At situes dans un plan t — z est simple
ment croissante lorsąue Ap< Ay+V (v = 1,..., r —1) et lors
ąue chaąue segment [Av, Hr+1] est parallele a un des axes 
y1, • • •, y".

Propriete P. Nous dirons qu’un ensemble ouvert ii de 
Fespace des points Z, y1,..., yn jouit de la Propriete P lorsąue 
toute couple des pointsA (t, Sj, . . . , C, , an),B = (z,bx,..., b„\
apartenant a ii et tels que B, se laisse joindre par une 
ligne polygonale simplement croissante qui est contenue 
dans ii.

La Propriete P a lieu lorsąue, en particulier, pour chaąue 
couple de points P, Q, (P < Q) de la section de ii par un 
plan ąuelconąue t — z, le segment [A, B] fait partie de ii.

L’ensemble ii jouit evidemment aussi de la Propriete P 
lorsąue chaąue section de ii par le plan t = c constitue un 
paralellepipede

— oo < a (c) < y,- < /? (c) < + o° **)
On a evidemment la
Proposition 1. Pour tout ensemble ii jouissant de la 

Propriete P les Hypotheses H et K sont equivalentes.
Proposition 2. Dans le cas n = 1 les Hypotheses H et K 

sont evidemment verifiees pour tout ensemble ii des points 
(L yi).

Dans le cas n = 2 les Hypotheses H et K sont evidem- 
ment equivalentes pour tout ensemble ii des points (/, yi, y2).

’’) Ce paralellepipede peut coincider, en particulier. avec le plan t = c
tout entier.
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Lemme 1. Admettons 1’hypothese H relativement aux 
deuxiemes membres du systeme des eąuations differentielles

= (ty1,..., y"), (ż = l,...,n) (1,2).

Nous supposons en plus que la eourbe 
yi = v‘ W, (i = l,..., n) 

envisagee dans l’intervallet0< t <a (1, 3)
soit contenue dans & et continue dans cet intervalle et que 

y* = <},■■(/), (i=l,...,n)
soit une integrale du systeme (1,2) definie dans le meme 
intervalle c.-a-d. que

= fl (L T1 (t), ■ ■■, <Pn (t)), (i = 1, • • •, n).

Ceci etant admis on a les proprietes suivantes:
I. Si pour i = 1,..., n (to) < <pl (t0)D+ yś (t) < /' (t, tp1 (t),y>n (/)),

D- y>' (t) < fł (t, yj1 (t), ....,yjn (/)), 
alors pour les memes indices z

(f) < (pl (t),
II). Si pour i=l, ..., ntp1 (to) > <Pl(to),

(t0<t < a)(t0 <t < a)
(to<t < a) (1,4)

D+ (t) > f (t, yl(t), y>" (t)) ,(to<t< a) *)
P_yi(/)>/'(Z, y\(t), y>n(t)), (to<t<a)

alors .pour les memes indices iyś (t) > (t) , (to<t<a)
Demonstration. Pour un e > 0 suffisament petit 1’inegalite

(1,4) a lieu dans l’intervalle t0<t0 + £. C’est evident pour 
les indices i pour lesąuels yś(to) < <pl(to)- C’est aussi vrai 

*) D4- tp; D—y> designent respectivement les nombres derives su-
perieurs a droite et a gauche, ,D+ V • Q— ip les nombres derives de ip
interieurs a dioite et a gauche.
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lorsąue v>Vo) = 9?'(fo) car on a D+ ipl (f0) <f (to,w'(to),..., ip1-1 (t0) ,yż (/o), yi+1(^o), (O =f‘ (t0 , V1 (t0) , ipl~l (to) , (p‘ (to) , U+1 (to) , • • •, V>" (to)) <f‘ (t0 , (p1 (to)..  'Z’1’-1 (to) , <Pl (to) , 9?i+1 (to) , • • •, <Pn (to) =
II en resulte que D+(y>l(t)— <p' (t))t = to<O, yj'(t0)—<p'(to) = O 
et, par suitę, on a pour un e>0 suffisamment petit y>' (t) — — <p' (t) < 0 lorsąue t0 < f < t0 + « et i = 1, ..., n.

Supposons ąue pour un tto<to + ^<t<a
le systeme d’inegalites (1,4) ne soit pas rempli et designons 
par ti la borne inferieure de tels t. On aurato<to + e<t1<a

V1’ (fi) < y1 (ti), (i = 1, ..., n)yj' (t) < cp1 (t) [pour i = 1, ..., n et t0 < t < fi] (1,5) 
et, pour un certain indice i = k,y>k (ti) = <pk (ti)

Au moyen d’un raisonnement analogue au precedent on

en conclut que D- ipk (ti) < et par suitę, > 0 etant= ti
suffisamment petit on aura, pour Ą — y < t < Ą l’inegalite ipk (t) > <pk (t) contrairement a (1,5).

La demonstration de la partie II du present lemme est 
analogue.Definition. Une integrale y' = Y‘(t) d’un systeme d’equa- 
tions differentiellesy (t) = g‘(ti yl(t), yn (t)), (i — 1,..., n) (1,6) 
issue d’un point (t0, yj, • • • yfi) et definie dans un inter- 
valle z/ contenant to, est dite integrale superieure relative 
a ce point et a cet intervalle lorsąue pour chaąue integra
le y' = y' (t), (i = 1,..., n) issue du meme point et definie 
dans un intervalle z/i (ou to e z/i C z))*) on a:

*) di designe que f0 est un element de 2I1 et diC-d veut dire
que di fait partie de d-
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y‘ (Z) < Y‘ (Z) lorsque z = 1 ,..., n et t e z/i
En remplaęant ce systeme d’inegalites par le systeme:y' (t) Y' (/) lorsque i = 1 ,... n; t e Ai, 
on obtient la definition de kintegrale inferieure relatire au point (t0, yj,..., y„) et a l’intervalle A .

Remarque 1. Si dans chaque interyalle Ax (ou IjfJ^J) 
le systeme (1,6) admet une integrale unique passant par 
(Zo, yj,..., yf) alors cette integrale unique constitue a la 
fois integrale superieure et inferieure relative a ce point et 
aj.

Si le systeme (1,6) se reduit a une seule equation 
y1 (/) = g1 (t, y1) dont le deuxieme membre est defini et con
tinu dans un ensemble ouvert A, alors*) par chaque point 
de Q il passe une integrale superieure et une integrale in
ferieure qui peuvent etre prolongees a droite et a gauche 
de faęon a tendre vers la frontiere de A.

Dans le cas ou n>2 et les fonctions g'(f, y1,..., yn) sont 
continues dans un ensemble ouvert A il peut arriver que, 
par un point (/0, yj,..., yj) de A il ne passe aucune inte
grale superieure (ni inferieure) relative a ce point et a un 
interyalle A quel petit que soit A **)

Theoreme I.***) Dans 1’Hypothese 77 il passe par tout 
point (70, yj,..., yg) de une integrale superieure J (et une 
integrale inferieure 2) du systeme (1,2) relative a ce point 
et a un interyalle 70 < 7 < a. Le nombre a peut etre choisi 
de faęon qu’un point M yariant sur J tend vers la frontiere 
de A lorsque t tend vers a.

Demonstration. Choisissons k > 0 de faęon que l’hyper- 
cube t — /0| < k, 'y1' —yj,| < k, (z = l,..., n) (1,7)

*) E. Kamke. Differentialgleichungen reeller Funktionen (1930) p. 78.
Ce livre sera cite dans la suitę comme D. R. F.

”) E. Kamke. loc. cit. Acta Math. 58 (1932) p. 59.
***). Ce theoreme correspondond au Satz 7 de M. Kamke (Acta

Math. 1. c. p. 79) qui necessite une hypothese accessoire.
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soit contenu dans & et choisissons M de faęon que l’on 

ait | /*| + KAI pour les points de ce cube. Posons =
Le systeme S„

y —/'+p (KI,,,,, n) (\)

admet au moins une integrale Jr
y'=yl (i) , KI,..., n) (7„)

issue du point (t0, yj,,.., y„), definie pour
f0<K70+h (1,8)

et situee dans le cube (1, 7). Soit
yi = oi(f)? (z = l,...,n)

une integrale quelconque du systeme (1, 2) issue du meme 
point et definie dans l’intervalle (1, 8).*) On verifie facile
ment qu’elle est situee dans le cube (1, 7) et, a plus forte 
raison, dans On a dans l’intervalle (1, 8)

ó‘ (*) = /' (t, (0,..., on (f)) < f(/,Ol(f),..., ©„(/)) + pp ,

y'+i(/) = f (t, yJ+iCO,..., y"+i (/) + <V -f- 1

<f'(t, yl+i (£)+•.••) + ■“ ,
yi (0 = f (/, y’ (f),..., y" (Ó)

et par suitę on a (cf. le lemme prócedent)
(0 < y'+i (C < y‘v (0 , (t0 < t < to + h).

La suitę y'r (/) est donc convergente vers une fonction 
T'(f) pour Iaquelle

O‘ (0 < ^(t) , t0 < t < t0 + h) . (1, 9)
La convergence etant uniforme [car en en raison de | y‘r | = | f‘ (t, y'v,...) | < M les fonctions yj, sont ógalement continues 

dans (1, 8)] la courbe y‘ = ri(f) constitue une integrale du

) Une telle integrale existe cf. E. Kamke D. R. F. p. 128, Satz 4.
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systeme (1, 2),**) elle passe par le point (t0, yj,..., y<j) e* 
est renfermee dans le cube (1, 7). Elle constitue 1’integrale 
superieure de (1,2) relative au point (t0, yj,..., yj) et a 
l’intervalle (1, 8) car les inegalites (1, 9) subsistent pour 
toutes les integrales y‘=oi(t) de (1,2) issues du point 
(to, yj,..., yj). Par le procede presente dans le manuel 
de M. Kamke*) on peut prolonger 1’integrale superieure du 
cóte droit de t0 de faęon qu’elle tende vers la frontiere 
de &.

La demonstration relative a 1’integrale inferieure est 
analogue.

Theoreme 2. Admettons 1’Hypothese H. Supposons que 
les fonctions ip' (t), (z‘ = 1,..., n) soient continues dans l’in- 
tervalle

to<t<« (1, 10)

et que la courbe y'=^'(t), (z = l,..., n) envisagee dans cet 
intervalle, soit englobee par SoientA = (t0, aI?..., a„), B = (f0, bj,..., b„)
deux points de pour lesquels on a

af < b;, (i = 1,..., n).
Dans cette hypothese subsistent les propositions sui- 

vantes:
I) Si la courbe y' = tp' (t) passe par A et 1’integrale supe
rieure y' = (t), (z = 1,..., n) du systeme (1, 2) relative au
point B existe dans l’intervalle (1,10) alors (par l’hypothese 
meme)

y1' (t0) = af < bt = T; (t0), (ż = 1,..., n) (1,10 a)
et chacun separement des systemes de relations (1,11),
(1.12),  (l,12a) (avec ż = l,...,n)

D + y1' (t) < f (t, y1 (/),..., y" (/)) pour t0<t<a (1,11) 
D - y1'(t) < f (/, y1 (t) y"(0) „ „ „ (1,12)

**) On le demontre en faissant tendre v vers dans 1’egalite yj, (Z) =
= ■■••)+”] da + yÓ-

*) Kamke. Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930
p. 135.
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(L V1 W, (0) (1-12 a)

impliąue les inegalites *)

*) Les systemes d’egalites (l,12a) et (l,16a) expriment que la courbe 

yi = yi (t) est une integrale du systeme (1,2).

**) Pour s > 0 posons G' (s, f) = E‘ (t) — s t. On a D + G‘ (e, t) < 0 
lorsąue f8 < f < a. Supposons ąue f0 < ą < f2 < a et G‘ (e, ft) < 
G> (e,td. Soit t3 le maximum de t pour lesąuels f, fs, G‘ (s, f) =
Gi (s, tj. Ona < t3 < f2, G' (®, fi) = G‘ (s, t3) <Gf (s, L) et G> (s, t3) < 
G‘ (s, t) lorsąue t3 < t < t2. De la il vient ąue D G‘ (s,t3)^0, ce ąui 
est impossible. On a donc G‘ (s, f,)^G‘ (s, t2) lorsąue f0 < h < h < «, 
d’ou pour £->0on obtient F‘ (Jd^Fi (f2).

pour i — 1,..., rr, to<.t<a (1,13)
II. Si la courbe y' — ip‘ (t) passe par B et 1’integrale infe
rieure du systeme (1, 2) y' = ł/ (t) relative au point A existe 
dans l’intervalle (1,10) alors (par 1’hypothese meme)

V (to) = at < bi = y (to), (i n) (1,14)
et chacun separement des systemes de relations (1,15),
(1,16),  (1,16 a)
D + yj‘ (f)>f‘ (t, ip1 (t) ,...,ipn (t)) pour i = l,...,n;t0<t <a (1,15) 
D_ V''(/)>/'(^,Vl(/),-..,(6) „ „ „ (1,16)

^dt~ ? i (t,vx (t) ....,y;n (t)) „ „ „ (l,16a)
impliąue les inegalitesyś (t) rf (t) pour i = l,... ,n; t0<t < a (1,17) 

Demonstration. Nous discuterons le cas de 1’inegalite
(1,11).  Posons tFl (t) = tp1 (t) — J f (s, ipr (s) , . <., yjn (s)) ds.

*0

En vertu de (1,11) et de la continuite de f‘ (s, tp1 (s),..., ipn (s) 
on aura D + F‘ (t) < 0 pour to < t < a

La fonction F' (t) etant continue, il en resulte qu’elle est 
decroissante au sens large**)  dans l’intervalle to<t<a et, 
en raison de sa continuite, aussi dans l’intervalle to<t<a.
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De la il resulte que D + F‘ (/) < O pour t0<t <a.
II s’ensuit que pour r = 1, 2,...

D+ y>' (/) < fl (t, ip1 (/), ... ,-ipn (t)) + — Iorsque to < t < a,V
D- V ' (O < f' (t, yj1 (t),... ,y>n (f)+— lorsque t0<t <a.V

En gardant les notations de la demonstration du Theo
reme 1 on en conclut en vertu du Lemme 1, que

CO, (to<t<to+h)
et en passant a la limite v-*-+<>□

V (/) < ? (/), (to < t < t0 + h).

Ces inegalites subsistent aussi pour t0<t < a.
Dans le cas contraire, en designant par Ą la borne inferieure 
des t to + h T t a.
pour lesquels ces inegalites ne subsisteraient pas a la fois 
on aurait

(*i) < (*i) , (i=l,..., n)
En appliquant au point ti le raisonnement applique tout 

a l’heure au point t on aboutirait a la conclusion que les 
inegalites en question subsisteraient dans un intervalle fi<ti + 
+ hi, (hi > 0) contrairement a la definition de Ą.

Le cas des inegalites (1,12) et la partie II du present theo
reme peuvent etre etablis dans une voie pareille.

Du theoreme precedent resulte immediatement le suivant 
corollaire.

Corollaire 1. Admettons 1’Hypothese H et soient A = = (f0,an), B = (t0, bx, bn) deux points de £ 
pour lesquels a; < b,, (z = 1, ..., n). Cela pose on a les 
proprietes suivantes I, II et III.

I). A chaque integrale y‘ = y>' (t) , (z = 1, ... , n) issue 
de A (du systeme 1,2) corespond au moins une integrale 
y‘ = ?(/), (i = 1, ..., n) du meme systeme passant par B
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(et notamment 1’integrale superieure), telle que pour un e>0 
suffisamment petit on a

(/) < t' (f) lorsąue t < t0 + s.
II) . A chaąue integrale du meme systeme y' = y>' (f) qui

passe par B correspond au moins une integrale du meme 
systeme (1’integrale inferieure) y' = (f) qui pour un petit
£ > 0 remplit les inegalites »/’ (f) < yś (f) pour to < t < to + £.

III) . Si par chaąue point de & il passe une integrale uniąue 
du systeme (1,2) et y‘ = yś (f), (z — 1, ..., n) ; y' = t‘ (/) 
designent les integrales passant respectivement par A et B, 
alors (<f) T‘ (0 dans tout intervalle to < t < a dans leąuel 
ces integrales existent simultanement.

§ 2. La necessite de 1’Hypothese K pour la verite des 
theoremes sur les inegalites diferentielles du paragraphe 
precedent.

II se pose le probleme de savoir dans ąuelle mesure 1’Hy
pothese K est essentielle pour le verite du Theoreme 2.

Or l’exemple presente plus tard (cf. p. 131) montre que 
l’Hypothese K n’est pas suffisante a cet effet lorsąue l’en- 
semble ne jouit pas de la Propriete P (cf. p. 119).

En adoptant la Propriete P et l’Hypothese K (au lieu de W) 
nous deduirons du Theoreme 2 le theoreme qui suit. Ce 
theoreme n’utilisera pas la notion des integrales superieure 
et inferieure (dont Texistence a ete prouvee sous l’Hypothese H ou bien sous l’Hypothese K associee de la Propriete P). 
On obtiendra ainsi une legere modification du Theoreme 2 
pour laąuelle on prouvera ensuite la necessite de l’Hypothese K.

Theoreme 2 a. Supposons que la section de 1’ensemble 
ouvert & par un plan ąuelconąue t = c represente un parał" 
lelepipede

— oo < a (c) < y‘ < /? (c) < + °° (2,1)
(ou plus generalement adoptons la Propriete P (cf. p. 119)).

Adoptons relativement aux fonctions f‘ (cf. 1,2) 1’Hypo
these K. Soient A = (t0, a1; ..., an), B = (t0, bit bn) 
deux points de £? pour lesąuels on a: a, < (z — 1, ..., n). 
Dans cette hypothese subsistent les propositions suivantes.
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I. Si une courbe continue y'=y'(t), (i—1 , . .., ri) faisant 
partie de A passe par A et remplit un des trois systemes 
de relations (1,11), (1,12), (l,12a) alors il existe une integrale 
y‘ = ?(/), (i = 1, . .., n) du systeme (1,2) qui passe par B 
et remplit les inegalites (1,13) dans un intervalle t0^t<t0 + s 
(pour un e > 0 suffisamment petit).

II. Si une courbe continue y‘ = y' (t) englobee par 12 
passe par B et remplit un des trois systemes de relations 
(1,15), (1,16), (l,16a) alors il existe une integrale y‘ = t/ (t) 
du systeme (1,2) qui passe par A et remplit les inegalites
(1,17) dans un intervalle suffisamment petit t0<t<t0 + e.Demonstration. L’ensemble Q jouit, par 1’hypothese, de 
la Propriete P. L’Hypothese K entraine donc 1’Hypothese H 
(cf. Proposition 1). Le present theoreme resulte, par con- 
sequent, immediatement du Theoreme 2.

Avant de prouver que 1’Hypothese K est essentielle pour 
la verite du Theoreme 2 a nous etablirons le suivant

Lemme 2. Admettons les hypotheses suivantes:
1°) Les fonctions f‘ figurant dans le systeme (1,2) sont 

continues dans un ensemble ouvert D.
2°) Si

A = (/0, at, an), B = (f0, blf b„) 
sont deux points de D pour lesquels

a,- < &,•, (i = 1 , ..., n) (2,2)
et si y‘ = yj1 (t) est une integrale du systeme (1,2) passant 
par A, alors il existe une integrale du meme systeme y‘ = 
= t‘ (f), (i = 1, ... , n) qui passe par B et satisfait aux 
inegalites

^,(/)<Ti(#) pour i = 1, ..., n et t0<t<t0 + e (2,3) 
(ou e > 0 est un nombre suffisamment petit) *).

Ceci etant admit nous affirmons que
«) les fonctions f‘ satisfont a 1’Hypothese K, c-a-d. la fonc

*) Le present lemme reste vrai lorsąue Fon remplace 1’hypothese 2°

par la suivante hypothese 2 bis: Si les points A et B appartiennent a (2
et remplissent les inegalites (2,2) alors a chaąue integrale du systeme (1,2)

issue de B correspond une integrale de ce systeme qui passe par A et
remplit les inegalites (2.3).
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tion f‘, (z = 1,... ,n) est une fonction croissante (au sens 
large) de chacune de variables y1,..., y'-1, y‘+1,..., yn separe- 
ment;
/?) dans le cas ou 1’ensemble Q jouit de la Propriete P 
(cf. p. 119)*)  les fonctions /' remplissent dans & 1’Hypothese H du § 1.

•) L’ensemble Q jouit de la Propriete P par exemple dans le cas ou 
la section de Q par un plan quelconque t = c constitue un parallelepipede 
de la formę (2,1).

Demonstration. Supposons que les points
P = (/o, CH, Pp cn)Q (^o ’ ^1 »• • • > 1 ’ ’ • • • ’

appartiennent a & et que . Afin d’etablir la partiea) du present lemme il suffit de prouver quef‘ (P) < f‘ (Q) pour i j (2, 4)
Soit yk — yjk(f), (k=l,..., n), une integrale du systeme 

(1, 2) issue du point P. En vertu de la premisse 2° du pre
sent lemme il existe une integrale yfc = Tfc(0 issue de point 
Q qui satisfait aux inegalites (2, 3).

On a
V!(/o) = •*'((<))  = Cf pour iy^j.

En rapprochant ces egalites des inegalites (2, 3) on obtient
V' (f) — (Oo < P (0 — (fo)

- (ż ¥= j , t0 < t < to + 0 

d’ou a la limite y!' (to) < P (0), (z =# j) . En remarquant que 
y' (to) — f (P), (to) — f (Q) on en deduit les inegalites (2,4).

La partie fl) du present lemme resulte de la partie a) 
en vertu de la Proposition 1 du § 1.

Theoreme 3. Supposons que la section de 1’ensemble 
ouvert & par un plan quelconque t — c represente un pa- 
rallelepipede de la formę (2,1) ou plus generalement sup
posons que 1’ensemble & jouisse de la Propriete P (cf. p. 119).

Rocznik Pol. Tow. M«tem. XXIII. 9
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Ceci etant admis chacune des Hypotheses H et X du 
§ 1 est nócessaire pour chacune de six parties du Theo
reme 2a. *)

Demonstration. La necessite des Hypotheses H et K 
pour la veritó de cette partie du Theoreme 2a qui se 
rapporte au systeme des relations (1, 12a) a ete etablie dans 
le lemme prócedent.

Or la veritó de la partie de ce theoreme qui se rapporte 
a (1, 11) (ou 1, 12) a pour cosóquence la verite de sa partie 
relative a (1, 12a). II en resulte que chacune des Hypotheses H et K constitue une condition nócessaire pour les parties 
du Theoreme 2a qui se rapportent aux systemes des rela
tions (1, 11) et (1, 12). —■ La necessite pour les parties re- 
latives a (1,15), (1, 16) et (1, 16a) s’etablit d’une faęon ana
logue.

§ 3. L’insuffisance de FHypothese K pour la prolongea- 
bilite de 1’integrale superieure a droite jusqu’ a la fron
tiere du domaine.

Proposition 3. Si le systeme (1,2) remplit FHypothese K 
dans un ensemble ouvert Q alors par chaque point A = (f0, 3],..., an) de & il passe une integrale superieure 
a droite valable dans un intervalle t0<t <tn+e, pourvu 
que t > 0 soit un nombre suffisamment petit.

Autrement dit, FHypothese K assure l'existence locale de 1’integrale superieure a droite.
Demonstration. Soit t —t01 < h,\y‘ — at\<h, (i=l,...,ri) 

un cube contenu dans Ce cube jouit de de la Propriete 
P du § 1. Le systeme (1,2) remplit donc, dans ce cube, 
FHypothese H (cf. Proposition 1). II existe, par consóqusnt, 
1’integrale superieure a droite du systeme (1,2) issue de A 
et pouvant etre prolongee jusqu’a la frontiere de ce cube 
(cf Theoreme 1).

*) II s’agit de six parties du Theoreme 2a qui se rapportent respective-
ment aux systemes de relations (1,11), (1,12), (1.12a), (1,15), (1,16) et (1.16a).
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Proposition 4. Si le systeme (1,2) remplit dans A l’Hy- 
pothese K alors par chaąue point A = (Zo, aj,..., an) de Q 
il passe une integrale y‘ = ?’ (f), (i = 1 ,..., n) definie dans 
un intervalle t0< t < b < + °° jouissant des proprietes sui- 
vantes: 1°) elle tend vers la frontiere de 12 lorsąue t tend 
vers b;
2°) si + 00 alors elle constitue 1’integrale superieure
a droite du systeme (1,2) issue du point (Ą, ą (tj), rn(/j))
relative a un intervalle ti < t < tt + £ (Ą) ou e (ti) > 0 designe 
un nombre suffisamment petit.

Ceci resulte immediatement de la Proposition 3 et d’un 
theoreme bien connu sur la possibilite du prolongement d’une 
integrale jusqu’a la frontiere de 12.

Remarąue 1 a. II peut arriver (voir Exemple qui suit) que 
cette integrale y1’ = ? (t) nest pas une integrale superieure 
a droite du systeme (1,2) relativement au point de depart A 
et a un intervalle t0< t < c < b. II se peut bien qu’il existe 
une autre integrale y1' = (t), i = 1, ..., n) issue de A 
qui existe dans l’intervalle t0 < t < c et qui ne remplit pas 
les inegalites (t)<t,.(t), (i = l, ..., n) pour un t2(t0<t2<c) 
suffisamment eloigne de .

Exemple Nous allons construire un exemple d’un sys
teme de trois*) eąuations differentielles

^ = /f(t, y,, y2. y3), G=i, 2, 3) (3,1)

verifiant l’Hypothese K dans un ensemble ouvert 12 pour 
leąuel il n’existe aucune integrale superieure a droite issue 
d’un certain point et tendant vers la frontiere de 12 lorsąue t 
tend en croissant vers une certaine limite**).

*) Un exemple analogue pour un systeme de deux eąuations est im-
possible en vertu de la Proposition 2 du § 1.

**) Le role de cet exemple dans la theorie qui nous occupe devient
plus clair lorsąue Fon tient compte des Propositions 3 et 4 et de la Re
marąue ładu present paragraphe.

9'
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II en resulte que ni le Theoreme 1 ni le Theoreme 2 ne 
sont pas vrais lorsąue Fon y remplace l’Hypothese H par 
1’Hypothese K.

I. Posons
iv(0 = 3/2 0(3—2 0. (3,2)

On a
w (0=18/2”/(1—0) (3,3)

iv(0) = 0, iv(1) = 3/T, w'(0) = 0, w'(1) = 0, (3,4)

iv (0 > 0, w (0 > 0 pour 0 < t < 1. (3,5)

II. Considerons sur le plan des variables t, z les trois 
familles Fi, F2, F3 des courbes definies dans l’intervalle 
0< t < 1 et dependant respectivement des parametres a, P et yz —a, (—°°<a<0) (.familie Fi)z = fw(t), (0< P < 1) (familie F2)z = w(t) + y, (0<y< + °°) (familie F3)
et reunissons ces familles en une seule familie F=Fi+F2 + F3. 
On vo:t facilement que deux courbes de cette familie ayant 
un point commun P ont la meme tangente au point P. II 
est ainsi clair que par chaąue point de la bandę

0 < t < 1, — °° < z < + °° (3,6)
il passe au moins une courbe de la familie F. Les courbes 
de la familie F constltuent donc les integrales d’une eąuation 
differentielle

ddZf = h(t,z) (3,7)

La fonction h(t,z) est definie de la faęon suivante:h (t,z) = 0 pour 0 < t < 1, z < 0 (3,8)

h (t,z) = pour 0 < t < 1, 0 < z < iv (0. (3,9)

h (t,z) = w' (f) pour 0<f<l, z>iv(0. (3,10)
On verif‘e facilement les proprietes suivantes pt, p2, p3 et Pt. pf) h (t,z) est coi tinue dans la bandę (3,6).
p2) h(0,z) = h(l, z) = 0 pour —°°<z<+oo, 
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p3) h (t,z) est croissante au sens large relativement a z (cf.
(3,8),  (3,9), (3,10) et (3,6)).
p<)Les courbes de la familie Fs constituent toutes les integra
les de 1’eąuation (3,7) issues du point t=0, z=Q. L’integrale 
inferieure de (3,7) issue de 1’origine est donc z = 0 et l’in- 
tegrale superieure z = w (t). Ces integrales existent dans 
l’intervalle 0 < t < 1.

III. Considerons maintenant le systeme des eąuations 
differentielles z — h (Z,z), v = 0, (3,11)
dont les deuxiemes membres sont definies dans 1’ensemble 
0<f<l, —oo<z + oo) —oo < v < + oo.
p5) En vertu de la propriete p< les courbes dependant du 
parametre P

Z = /?U'(f), v=0, (0<y3<l)
constituent toutes les integrales du systeme (3,11) issues de 
1’origine t — z = v = 0.

IV. Nous assujettirons maintenant le systeme (3, 11) a la 
transformation

^^(y.+y?. 

y^f-y.+yA c.-a-d. y2 = ^fe + y).

Le systeme (3, 11) passera ainsi en systemed yi _ 1 d t j/2dy-z dt (3, 12)

dont les deuxiemes membres sont definis dans la bandę
0 < t < 1, -- OO < y. < + oo, (/ = 2).

y sont continues et croissant au sens large par rapport a 
chacune des variables yr et y2 separement (cf. p3).
pfi) En vertu de p5 les courbes de la familie suiyante depen
dant du parametre
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/2 fi w (i), (O</?<!)

presentent la totalite des integrales du systeme (3, 12) issues 
de 1’origine t — yl=y2 = 0.

V. Considerons maintenant quatre ensembles , (z—1,2,3,4) 
definis respectiyement par les relations suivantes:

— °° < t < 0, — 00<yi< + 00, G‘ = 1,2,3,) (ensemble -rA)
0< t < 1, — oo < y. < + oo, (i— 1, 2, 3) 
Kf <+», y2i +y2 <1, — oo < y3 < + oo

(ensemble -O2)(ensemble /?3)
+ (y, — 3)2 + (y2 — 3)2 < 1, — ~<y < + ~

-et posons
(ensemble £?4)

*0 — H2 "b *^3 ~b ii^.
L’ensemble ii est evidemment ouvert. Nous definirons main
tenant dans H le systeme d’equations differentielles (3,1) 
de la faęon suivante. Nous posons
A (A yi> y2. y3> = 0> (i = 1, 2, 3) dans ii} (3,13)

A = A = j/1=A(AjyL-y1, +-^=y2), A = 0 dans H2, (3,14)

A=A=A=O dans &3, (3,15)
A = A = O, A = 1— dans £?4 (3,16)
Or il est evident que les fonctions A> A> A sont continues 
en tout point (t, yv y2, y3) de ii pour lequel t 0 et f ?M. 
La continuite des A dans le cas ou t = 0 ou bien t = 1 re
sulte de la propriete p2.

VI. Nous allons demontrer que le systeme (3, 1) remplit 
dans ii 1’Hypothese K du § 1. Nous demontrerons que 
chaque fonction ft, (t = 1, 2, 3) est croissante aus sens large 
relativement a chacune des yariables yi, y2, y3.

C’est evident pour t < 0 (cf. 3, 13). C’est une conse- 
quence de (3,14), p3 et (3,4) pour 0 < t < 1. II reste le 
cas t > 1. Soient P = (t, yi, y2, y3) et P = (t, yr, y2, y3) deux 
points de ii pour lesquels f > 1, y« < ya (pour un certain in
dice a), tandis que y = y; lorsque i #= a. Les points P et P appartiennent evidemment a £?3+£?4. On demontre faci- 
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lement en raison de la definition de -r23 et que les points 
P et P appartiennent ou bien a la fois a -O3 ou bien ils 
appartiennent tous les deux a Ą. Dans chacun de ces cas 
on voit en vertu de (3,15) et (3,16), que ft (P) = fi (P). La 
croissance en question des fonctions fi se trouve ainsi de- 
montree.

VII. Soit
y» = t.- (f), (f = 1, 2, 3) (3,17)

une integrale quelconque du systeme (3,1) issue du pointt = yi = ys = y3 = 0 (3,18)
qui tend vers la frontiere de Q lorsque f croit. Soit

0 < f < a (3,19)
son maximal intervalle d’existence. *) Nous prouverons 
que integrale (3,17) ne peut pas etre integrale superieure a 
droite relativement au point initial (3,18) et a rintervalle 
(3,19). **)

Supposons que (3,17) soit integrale superieure a droite du 
systeme (3,1) relative au point initial (3,18) et a l’inter- 
valle (3,19). Soit

0 < t < 1 (3,20)
En vertu de (3,14), p6 et (3,4) la courbe

yi = T2 = w y3 = 0, (0 < t < 1)

constitue Fintógrale superieure a droite du systeme (3,1) 
relative au point initial (3,18) et a Finteryalle (3,20). Deux 
integrales d’une telle sorte etant identiques on a

*) Si f tend en croissant vers a, 1’integrale (3 17) tend vers la fron
tiere de 12.

**) (3,17) etant une integrale quelconque du systeme (3.1) issue du
point (3,18) et tendant vers la frontiere de 12, nous prouverons en meme
temps qu’il n’existe pas une integrale superieure a droite issue de (3.18)
et tendant vers la frontiere de 12.
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En vertu de (3,4) il s’ensuit que
ti(D = t2(I) = 3,t3(1) = 0.

L’integrale (3,17) passe donc par le pointt = 1, yi = 3, y2 = 3, y3 = 0.
Ce point appartient a En raison de (3,16) on aura donc

(0 = *2 (f) = 3, r3 (f) = — (t — l)2 pour 1 < t < 1 + e

lorsąue e > 0 est suffisamment petit,
On aura, en particulier,

r3 (0 < 0 pour 1 < t < 1 + e, (3,21)
En vertu de (3,14), p6, (3.4) et (3,15)
la courbe

y = t]i (t) = 0, (i — 1, 2, 3), (0< t < + oo)
constitue une integrale du systeme (3,1) issue du point
(3,18).  En raison de (3,21) on aura

r3 (f) < i]3 (0 pour 1 < t < 1 + e,
ce qui prouve que 1’integrale (3,17) ne peut pas etre inte
grale superieure a droite du systeme (3,1) relativement au 
point initial (3,18) et a l’intervalle 0</<l+e, ni, a plus 
forte raison, relativement a l’intervalle (3,19). Nous avons 
ainsi abouti a une contradiction.

§ 4. Cas des systemes d’equations differentielles aux 
deuxiemes membres decroissants.

Les considertions des paragraphes precedents se rappor- 
taient aux systemes d’equations differentielles (1,2) ou les 
fonctions f'(t, y1,..., y") etaient croissantes dans le sens 
precise par les Hypotheses H ou K du § 1.

Or au moyen de la transformation des yariablesy‘ = , (i = 1,..., n), t = — s (4,1)
on peut deduire des propositions acąuises precedement les 
resultats tout-a-fait analogues. Ces resultats se rapporteront 
aux systemes d’equations differentielles qui different du 
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systeme (1,2) par ce que ses deuxiemes membres sont dćcroissants au sens precise par les hypotheses qui suivent. 
Les systemes d’equations differentielles envisages dans 

le present paragraphe auront la formęx (s) = F' (s, X1,..., xn), (i = 1,..., n)*)  (4,2)

*) Nous ecrjvons out court x(s) au lieu de •

**) C.-a-d. F‘ (s, X1...,, x}-\ ki,x]+l,.,„ xn)
F‘ (s, X1,..., x’~1. F xi+1„.., xn) lorsąue i^j et kJ < F-

On ne suppose pas que F' soit decroissante relativement a x‘ et a s.

Hypothese H bis. 1° Les fonctionsF‘ (s, X1,..., xn), (z = l,..., ri) (4,3)
sont continues dans un ensemble ouvert Fi des points 
(s, x’,..., x") 2°) Si pour un i quelconque (i = 1,..., n), les 
points

^4 = (s, a,,..., a,_ c, ai+1an) 
B = (s, b,_i c, b,+i,..., bn)

appartiennent a Fi etar<b„, (ł'=l,..., z —1, ż + 1,..., n) 
alors F‘ (AJ > F‘ (B.) .

Hypothese K bis 1°) La fonction F‘ (z = l,..., n) (ćf. 4,3) 
est continue dans un ensemble ouvert Fi. 2°) Elle est une
fonction decroissante (au sens large) de c acune des varia- 
bles x x'_1, x‘+1,.... x" separement.**)

Les deux hypotheses precedentes ne sont pas equiva- 
lentes pour tous les ensembles ouverts Fi, On a sur ce 
sujet la suivante:Proposition 1 bis. Pour tout ensemble Fi jouissant de la 
Propriete P du § 1 les Hypotheses H bis et K bis sont 
equivalentes.

Voici maintenant les remarques permettant de deduire 
immediatement des resultats des § § 1 — 3 les resultats 
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analogues mais relatifs au systeme d’equations differentielles
(4,2) et aux Hypotheses H bis et K bis.a) Soit p (s) une fonction definie au yoisinage de s = So 
et posons (/) = p (—t), to = — s0.

Les nombres derives des fonctions y> et p sont relies par 
les relationsD (+) y> (to) = — D(-) P (s0), D (+) yj (to) = —-D(-)p (s0),

D (-) ip (to) = — D(+) p (so), D( )v(to) = — D(+)p(so).
P) Appliquons au systeme (4,2) la transformation (41). 

Nous obtiendrons le systeme

= — F‘(—t, y1, ..., v"), (i = l, n)
ou bien en posant/'■ (t, yl, .... yn) = — F‘ (—t, y1, ..., yn)
le systeme

= fl (t, yl, ..., y ), (i=l, n) (4,4)

y) Soit un ensemble de points (t, y1, ..., yn) consti
tuant 1’image de & par 1’intermediare de la transformation
(4,1).  Cela pose les ensembles & et ne peuvent etre 
ouverts qu’a la fois et ne peuyent que simultanement jouir 
de la Propriete P du § 1.

ó) La cond’tion necessaire et suffisante pour que les 
fonctions F‘ (s, x', ..., xn) remplissent dans Q 1’Hypothese H bis (ou K bis) consiste en ce que les fonctions f (f, y1,..., yn) 
remplissent dans 1’Hypothese H (ou K).e) Si y' = y' (t) (i = l, ..., n) est une integrale superieure 
(ou inferieure) du systeme (4,4) relative au point (f0,aj,..., an) 
et a l’intervalle alors la courbe x = xl (s) = y‘ (—s),
(ż = l,..., n) constitue une integrale inferieure (ou superieure) 
du systeme (4,2) relative au point (— f0, at, ..., an) et a l’in- 
tervalle — a < s < s() — —10.

Theoreme 1 bis. Dans l’Hypothese H bis il passe par 
tout (s0, , ..., xfi) de & une integrale superieure J et une
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integrale inferieure J_ du systeme (4,2) relative a ce point et 
a un intervalle a<s<s0, Le nombre a peut etre choisi de 
faęon qu’un point M variant sur 9 tende vers la frontiere 
de & lorsąue s tend vers a.

Theoreme 2 bis. Admettons L’Hypothese H bis. Suppo
sons ąue les fonctions y>‘ (s), (i = 1, ..., n) soient continues 
dans l’intervalle a < s < So (4,5)

et ąue la courbe x‘ — ip‘ (s), (z = 1, ..., n) envisagee dans 
cet intervalle soit englobee par Soient

A • ($q , , • •., an), B (s0 , bi, ..., bn)
deux points de & pour lesąuels on a 

a(<b, (i = l, ..., n)
Dans cette hypothese subsistent les propositions suivantes:
I) . Si la courbe x' (s) = y>' (s) passe par A et 1’integrale 

superieure t'(s) existe dans l’intervalle (4,5) alors chacun sepa- 
rement des systemes de relations (4,6), (4,7), (4,8) (z = l, ...,n)

D(+)V’'(s)>F'(s,V'’(s),..., yn(s)) pour a<s<s0 (4,6) 
D(-)^‘(s)>F'(s,^1(s),..., ^"(2)) „ „ „ (4,7)

^^>Fi(S,V1(s),..., v"(s)) (4,8)

impliąue les inegalites*)y>' (s) < t‘ (s) pour z = 1,..., n ; a < s < s0 (4,9)
II) . Si la courbe x’ = y>' (s) passe par B et 1’integrale

inferieure du systeme (4,4) x' — (s) relative au point A
existe dans l’intervalle (4,5), alors chacun separement des 
systemes de relations (4,10), (4,11), (4,12)
D(+)y' (s)<F' (s, yd(s)..., y" (s)) pour ż=l,..., n;a<s<s0 (4,10) 

(s)<F; (s.yKs),...,^ (s)) „ „ „ (4,11)

<FAs,y^s),...,vn(s)) „ (4,12)

*) Les systemes d’egalites (4,8) et (4,12) expriment que la courbe

x‘ = v>'(s), (i = 1,..., n) est une integrale du systeme (4,4).
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implique les inegalites
V1 (s)>*f («) pour ż = 1,..., n; a < s<s0. (4,13)-

Lcmme 2 bis. Admettons les hypotheses suivantes:
1°) Les fonctions F‘ figurant dans le systeme (4,2) sont 

continues dans un ensemble ouvert 12.
2°) Si

A (Sq, ,. •., an), B (s0, bp ..., bn)
sont deux points de 12 pour lesquels

8i < fei, (i = 1,..., n)
et si x' — yj' (s), (z — 1)..., n) est une integrale du systeme
(4,2) passant par A, alors il existe une integrale du meme 
systeme x‘ — (s) qui passe par B et satisfait aux inega
lites (s) < tl (s) pour i — 1,..., n et s0 — « < s < s0 (ou s > 0 
est un nombre suffisamment petit). *)

Ceci etant admis nous affirmons que
a) les fonctions F‘ satisfont a 1’Hypothese K bis c.-a-d. la 
fonction F\ (z = 1,..., n) est fonction decroissante (au sens 
large) de chacune de variables X1,.,., x‘_1, x'+’,..., xn sępa-' 
rement.
/>) dans le cas ou 1’ensemble 12 jouit de la Propriete P (cf.p. 119), 
les fonctions F' remplissent dans 12 1’Hypothese H bis.

Nous nous dispensons d’enoncer lesTheoreme 2a bis et Theoreme 3 bis
qui resultent respectivement du Theoreme 3 par l’inter- 
mediaire de la transformation (4,1).

§ 5. Systemes d’equations differentieles dont 1’integrale 
supćrieure (ou inferieure) bilaterale croit avec la position 
de son point initial.

Definition I. Nous dirons que le point D = (t2, dv, dj
*) Le present lemme reste vrai lorsąue l’on remplace 1’hypothese 2°

par 1’hypothese suivante: Si A et B appartiennent a 12 et remplissent les
inegalites b; alors a chaąue integrale (s) du systeme (4,2) issue

de B correspond une integrale de ce systeme x‘ = i/>‘ (s) qui passe par A
et telle que yA (s) <1 (s) lorsąue i=l,..., n et s0—(ou e>0 est
suffisamment petit).
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majore le point C — (Ą, cv..., c„) et nous ecrirons D^C 
lorsąue t1 = t2 et d,>c, (z — 1,..., zz). Si D>C nous dirons 
aussi que C minore D et nous ecrirons C < D.

Definition II. Soit x' = v>'(f), (z = l,..., n) une courbe 
ąuelconąue. Dósignons par X et 0 (f) les points dont les 
cordonnees sont respectivement (X1,..., xn) et 951 (7)......... ę?n(f).
Le symbole 0 (Z) dósigne ainsi une fonction subordonnant a 
la variable numeriąue t le point (ę4 (f),..., 9?n(/)).

Soit x‘ = y>1 (f), (z,..., n) une autre courbe que nous ecri
rons sous la formę X = Vz(f).

Nous dirons que la courbe X — S7 (f) majore X — <1> (f) 
dans un intervalle J lorsąue q>1 (Z) < y>‘ (Z) pour les valeurs 
de t appartenant a A. Dans ce cas nous dirons que P (Z) 
majore P (f) (ou 0 (Z) minore P (t) dans A et nous ecrirons: 
0(Z)<Sz(Z) dans A, ou bien !Zz(Z)>0(Z) dans J*)

*) La diffórence entre la s;gnification du s;gne dans les relations

C^D et ne pretera pas a l’equivoque.

**) Cf. la precedente Definition I.

Theoreme 4. Soit
^y = /i(Z,y1,..., y"), (z = l,..., n) (5,1)

un systeme d’equations differentielles dont les deuxiemes 
membres sont continus dans un ensemble ouvert 12, tel que 
sa section par un plan t — c ąuelconąue constitue un paral- 
lelepipede de la formę

— oo<aj(c) <y'<Ą(c)< + oo, (z = l,..., n) (5,2) 
Ceci etant suppose nous avons les propositions suivantes 
I, II, III.

I.)  La condition nócessaire et suffisante pour qu’a toute 
couple de points appartenant a 12

X=(f0, ap..., a„), B = (f0, bp..., bn) 
tels que B**)  et a toute intógrałe 0 (Z) = (<?' (Z),..., <pn(Z)) 
du systeme (5,1) issue de A corresponde une integrale P (Z)
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de ce systeme qui passe par B et majore 0 (Z) dans un petit 
yoisinage bilateral de Zo***) consiste en ce que la fonction 

ne depende pas des yariables y1,..., yi_1, yi+1,..., y".
Cette derniere propriete revient a ce que le systeme (5,1) 

doit etre de la formę

dyndt gn(t, yn) (5,3)

II. La condition necessaire et suffisante pour qu’a toute 
couple de points A, B de la meme sorte et pour toute inte
grale P (Z) issue de B existe une integrale 0 (Z) issue de A et 
minorant P(Z) dans un petit yoisinage bilateral de t0 consiste 
en ce que le systeme (5,1) soit de la formę (5,3).

III. Supposons accessoirement que par tout point P de Q
il passe une integrale unique Y(P;Z) du systeme (5,1). Ceci 
etant admis, la condition necessaire et suffisante afin que 
pour toute couple de points de A 1’integrale Y (B;f)
majore Y (A; f) dans un petit yoisinage bilateral de t0 con
siste en ce que le systeme (5,1) soit de la formę (5,3).

Demostration. Les demonstrations des propositions I, II 
et III etant analogues, nous nous bornerons a la demonstra
tion de la proposition I.

Notre condition est suffisante en vertu des Theoremes 
2 (§ 1) et 2 bis (§ 4).

Nous passons a la demonstration de la necessite de cette 
condition.

A toute couple de point A et B (A<B) appartenant a 
12 et a toute integrale 0 (Z) du systeme (5,1) issue de A cor- 
respond, par hypothese, une integrale (Z) de (5,1) issue de B et majorant 0 (Z) dans un petit yoisinage bilateral de Zo
ll en resulte, en vertu des Lemmes 2 (§ 2) et 2 bis (§ 4), que

***) C.-a-d. verifie la relation 0 (t)<i S7 (f) pour f0 — s < t < t0 + e ou:
s > 0 est un nombre suffisamment petit (cf. la precedente Definition II).
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les fonctions f remplissent dans A a la fois les Hypotheses K (§ 1) et K bis (§ 2). La fonction est donc a la fois 
croissante et decroissante au sens large (et parsuite constante) 
relativement a chacune de variables y1, y2,..., y'-1, y'+1,..., yn separement.

Afin d’en conclure que le systeme (5,1) a la formę (5,3) 
considerons deux points dc AK = (c,k\..., k>~\ y', k"),L = {c,l\..., y‘, n
II suffira de prouver que f (K) = f‘ (L).
Relions, a cet effet, les points K et L par une ligne poly- 
gonale des cotes paralleles sucessivement aux axes de coor- 
donnees y*, ..., y!_1, y‘+1,..., y". Cette ligne polygonale 
appartient evidemment au parallelepipede (5,2) et a plus 
forte raison, a Z2. La fonction f /tant constante le long 
de chaque cóte de cette ligne, il s’ensuit que f (K)~f'(L).

*) Pour l’existence de 1’integrale superieure cf Theoreme 1 du § I-

§ 6. Comparaison des integrales des deux systemes 
dont I’un majore 1’autre.

Theoreme 5. Supposons que les fonctions f(Z, y1,...,y") 
et g' (Z, y1,..., yn) soient continues dans un ensemble ouvert A et soient A = (Zo, a„..., a„), B = (Zo, bx,..hn) 
deux points quelconques de -O, tels que yl C B (c.-a-d. 
a< < 5, pour z = 1,..., n).

Considerons deux systemes d’equations differentielles

= f (Z, y1, • • •, y"), (i = 1,..., n), (6,1)

= g; (L y1, • • •, y"), (z = 1, • • •, ii). (6,2).

Ceci etant admis nous avons les propositions suivantes:
I. Si les fonctions f remplissent ITIypothese H du § 1 

et le systeme (6,1) majore le systeme (6,2) (c.-a-d. g'</' 
dans &), si ensuite 0 (Z) designe une integrale de (6,2) issue 
de A et (Z) 1’integrale superieure droite de (6,1) issue de B *)  
alors V7 (Z) majore 0 (Z) (cf. Definition II. § 5) a droite de
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t0 dans tout intervalle t0<t <a dans lequel ces deux inte
grales existent.

II. Si les fonctions f remplissent dans Q 1’Hypothese H 
et le systeme (6,2) majore (6,1) dans 12 (c.-a-d. f < g'), si !P (1) 
designe une integrale du systeme (6,2) issue de B et 0 (!) 
1’integrale inferieure droite de (6,1) relative a^4 alors P(/) ma
jore (f) a droite de dans tout intervalle t0 < t < a dans 
leąuel ces deux integrales existent.

III. Si les fonctions f‘ remplissent dans 12 1’Hypothese H bis du § 4 et le systeme (6,2) majore (6,1) dans 12, si cp (/) designe une integrale quelconque de (6,2) issue de A 
et P (f) 1’integrale superieure gauche de (6,1) relative a B, 
alors P (1) majore 0 (/) a gauche de t0 dans tout intervalle a<t<t0 dans lequel ces deux integrales existent.

IV. Si les fonctions f remplissent dans 12 1’Hypothese H bis et le systeme (6,1) majore (6,2) dans 12 (c.-a-d. f >g')‘ 
si P (f) est une integrale quelconque de (6,2) issue de B et

(1) 1’intśgrale inferieure gauche de (6,1) relative a A, alors P (/) majore <5 (/) a gauche de t0 dans tout intervalle a < t < t0 dans lequel ces deux integrales existent.

Demonstration. Ce theoreme constitue une consequence 
immediate des Theoremes 2 (§ 1) et 2 bis (§ 4).

Exemple. Nous allons montrer que 1’Hypothese K du 
§ 1 n’est pas suffisante pour la verite du Theoreme 5. De 
notre exemple il resulte en meme temps que, pour etre 
strict, il faut, dans un theoreme de M. Kamke*) admettre sur 
1’ensemble 12 une hypothese accessoire p. ex. qu’il jouit de 
la Propriete P du § 1.
/

Considerons deux ensembles 12j et 122 definies par les 
inegalites

,.y2i + y22 <1, — 00 <t < + °°, — 00 < y3 < + 00 (ensemble 12j) 
(yi — 3)2 + (y2— 3)2 < 1, — °° < f < + °°, — °° < y2 < +00

) Kamke 1. c. Acta Mat. T. 58 p 74. Satz 6.
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(ensemble 132) et posons

Nous definirons deux systemes d’equations

= A Vi> y2> Vj) - 0 = 1. 2, 3) (6,3)

= g, (f, yP y2, y3), 0‘— 1,2,3) (6,4)

Nous posons

fi = 0 dans 12p ft = — 2 dans 122, (z = 1, 2, 3) 
g; = 1 dans 12,, g. = — 1 dans (1 = 1, 2, 3).

On verifie, comme precedemment (cf. 1’alinea VI de l’Exemple 
du § 3), que chacun des systemes (6,3) et (6,4) remplit 
1’Hypothese K dans On a

ft < gj, (i — 1, 2, 3) dans

Envisageons les points

A — (to, aj, a2, a3) = (0, 0, 0, 0,),B = (t0, bi, b2, b3) = (0. 3, 3, 0).

On a (z 1, 3)» L integrale du sj^steme (6,3) issue
de A est

y,' = (Pi (t) = 0, (ż = 1, 2, 3)

et 1’integrale y,-= (t), (z = l, 2, 3) du systeme (6,4) issue
de B est de la formę yj:i (f) = 3 — t, (i — 1,2) ; yj3 (t) — — t.

On a, en contradiction avec le Theoreme 5, <p3 (f) > %(f) 
pour />0.

Moyennant quelques complications on pourrait s’arranger 
de faęon que 12 meme et toutes ses sections par les plans t = const, soient connexes.

Voici encore un theoreme rentrant dans le meme ordre 
d’idees:

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIU. 10
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Theoreme 5 bis.*) Supposons que les systemes
t i y...., y”), (z = l,..., ri) {Systeme S)

= g' {t, y\ • • •, yn, (z = 1, z?) {Systeme S)
satisfassent aux conditions suivantes:

1°) S et Sv, (? = 1,...,°°) remplissent 1’Hypothese H 
dans un ensemble ouvert Q.

2°) gi tend uniformement vers g' dans toute partie bornee 
et fermee de Q lorsąue v tend vers oo.

3°) gi > g' dans

Soit zl, = (Zo, aj,..., a„) une suitę de points de Q ten

dant vers A = {t0, al,..an) ou A appartient a £? et a, > a;.

Soient respectiyement y = i'{t) et y = 4 (/), (z = 1,..., ri) 
les integrales superieures a droite des systemes 5 et Sr issues 
respectiyement de A et Av et prolongees jusąu’ a la fron
tiere de . Soit t0<t<b l’intervalle d’existence de ? (f) 
et soit to < c < b.

Ceci etant suppose les integrales riCO existent, a partir 
d’un indice v assez grand {v N) dans Finteryalle f0< t < c, 
y remplissent les inegalites r, (t) < t\, {t) et y tendent unifor
mement vers t; (Z).

Remarąue 1. En appliąuant la transformation y'=—ou 
bien t = — v on deduit du theoreme precedent les theoremes 
analogues relatifs aux integrales infórieures a droite et aux 
integrales extremales a gauche (dans le cas de l’Hvpothese H bis).

La demonstration du Theoreme 5 bis est tout analogue 
a celle du Theoreme 1.

*) Un theoreme de M. Kamke (Acta Mat. 1. c. Satz 10, p. 83) qui est
formule d’une faęon moins generale necessite aussi une hypothese accessoire.
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§ 7. L’extension, au moyen d’un changement des variables, 
des precedentes methodes de majoration et de minoration.

Remarąue 2. Supposons ąue le systeme

yy = /'(/, y1,..., y"), (ż=l,..., n) (7,1)

remplisse 1’Hypothese H du § 1 et soit y'= (/) , (z = l,...,n)
une eourbe (ąue nous designerons par C) issue d’un point A = (t0, a1;..., an).

Le Theoreme 2 du § 1 permet de majorer (ou de mi- 
norer) sous certaines conditions (cf. (1,11), (1,12, (l,12a) ou 
(1,15), (1,16), (l,16a), cette eourbe au moyen de certaines 
integrales du systeme (7,1). Cette majoration (ou minora
tion) n’est valable que dans les conditions suivantes at et a 
at) l’intervalle J s’etend a droite de to et, par conseąuent 
se compose de points pour lesąuels t0<t <a, 
a2) le morceau de la eourbe C correspondant a l’intervalle J 
est renferme dans 1’ensemble ouvert -Q, dans leąuel le sys
teme (7,1) remplit 1’Hypothese H.

On peut parfois, par un changement des variables, ob- 
tenir une limitation de la eourbe C meme dans le cas ou 
ni la condition ar ni a2 n’est pas remplie.

I.)  Supposons, par exemple, que le point Ą appartienne 
a O et qu’il s’agisse d’obtenir une limitation de S a gauche 
de t0.

Nous designons d’abord, a cet effet, la variable t dans 1’eąuation de C par une autre lettre, par exemple par u. 
L’equation de C prendra la formę y' = yji (u), (z = 1 ,..., n).

Appliquons le changement des variablesu = — ł+2t0, y^y1 (7,2)
et posons

o! (/) = V1 (2 to — /).
On a o'(fo) = S’il arrive, par exemple, que, dans un
intervalle t0 <t <t0+fi,on a D (+) o'(t) < f‘ (/, o1 (f) ...., on (t)) 
et si 1’integrale superieure a droite ?'(/) (du systeme (7,1) issue 
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d’un point B = (t0, blt..., bn), a; < bt, existe dans Finter- 
valle to<t<0 alors on aura

o' (f) < pour t0 < t < t9+P,
■c.-a-d. v>' (2 to — f) < t'(Z) ou bien

(u) ■Co'(2 to — u) ou enfinyś(f) <o'(2 to — f) pour t0 — fi<t <t0.
On obtiendra ainsi une majoration de la courbe y‘ = (7)
a gauche de t0.

II. II peut arriver que le point A de la courbe C n’appar- 
tienne pas a Dans ce cas on ecrira d’abord (en remlanęant y' par x‘ et t par u) l’equation de C sous la formę: x' = y'(u), 
(i = l,..., n). On choisira ensuite un point P=(t\, pi,..., pn) 
dans & et on soumettra la courbe C a la transformation

u = g(f —/J + fo ou e = ±l (7,2 a)y‘ = x‘ + p‘ — a‘ .*)

*) On pourrait, plus generalement, appliąuer une transformation de 
la formę

u = A (t), (A (f) 0), yl = .........xn) (7,3)

ou les fonctions V sont suffisamment regulieres et satisfont aux inegalites 

t'(*1 ,..,, -k") > V C*1,. • •. lorsąue xl^xi, (j = 1,..., n).
Łe systeme d’inegalites xJ est invariant relativement a des telles trans
formations, — c’est essentiel.

et on cherchera ensuite d’appliquer le Theoreme 2.
Remarque 3. II peut arriver que le systeme (7,1) ne 

remplisse pas FHypothese H, mais si l’on 1’assujettit a une 
transformation T de la formę y‘ = ■&' (X1,..., x") , t = A (?) 
il passe en un systeme remplissant cette hypothese. Si x' = 
— •, y") , ? = y(t) est la transformation inverse,
le Theoreme 2, en cas de son applicabilite, conduira aux 
inegalites de la formę (y^GO,..., yP(t)) (ja (t}),....■t" (p (0) ou x‘ — t' (?) , (i — 1,..., n) represente une in
tegrale convenable du systeme S. Deux cas presentent un 
interet special: 1°) lorsque T est une transformation lineaire 
aux coeffitiets constants et 2°) lorsque T est de la formę 
y' = £,x' ou (e,)2=l.
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Remarąue 4. La meme methode peut rendre services au 
cas de la comparaison des integrales de deux systemes d’equa- 
tions differentielles (cf. le Theoreme 5 du § 6).

Soit

=g'(L y1,---, yn), z = l,..., n) (7,4)

un systeme qui n’est pas majore par (7,1). Nous commen- 
ęons par remlacer, dans (7,4), les yariables par d’autres lettres. 
Ce systeme prendra la formę

7,7 = g'(u, x',..., x"), (z = l,,..,n) (7,5)

On applique a ce systeme une transformation de la formę
(7,2),  (7 a) óu (7,3). (cf. la notę en bas de la page precedente). 
Le systeme (7,5) passera alors en systemedydt
S’il est majore ou minore par (7,1) on appliquera le Theoreme 
5 du § 6.

Remarąue 5. Une methode analogue s’applique au cas 
ou le systeme (7,1) remplit 1’Hypothese H bis du § 4.

§ 8. Majoration et minoration des modules des com
posantes d’une courbe. Notations. Nous designerons par 

O(+)9’W
chaąuenombre kauąuel appartient au moins une suitę hih2,...,. (hv>0, hr-+0), telle que<p(t + h) — (p(t)h. —-k

sera appełe nombre derive moyen a droite. On 
definit d’une faęon analoąue les nombres deriyes a gauche D(_) <P (t).

Les ąuatre nombres derives extremaux D(+)ę>(f), D(+) </>(/), 
A-) <p (f), D<_) q> (t) representent des cas particuliers de 
A+) <p(f) et D(-) <p (t).
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On a D(+) cp (f) < D(+) cp (f) < £)(+) cp (/) et D(-> cp (f) < 
< D(-) cp (t) < D(_) Ces inegalites subsistent pour touts
les nombres derives moyens D(+) cp (f) et D(-) cp (f).

Remarąue 6. En vertu des inegalites 

h
\<p(t+łi)\ — lyffll h <p(t+h) — <p(f) h

on obtient facilement les inegalites
A+) I <P (01 < IA+) 9=* (C I, D(-) | cp (f) I < I D(_) cp (f) I (8,1) 

qui subsistent pour chaąue nombre derive moyen Dę+)cp(t) 
et ©(-)??(/).

Theoreme 6. Si
1°) le systeme

y’..... y"), i = 1,..., n) (8,2)

satisfait a 1’Hypothese H du § 1 dans un ensemble ouvert ii
2°) les fonctions cp'(f) sont continues dans l’intervalle t0<t<t + a et la courbe yi=19?(f)|, (i = l,...,n)

est renfermee dans ii et remplit les inegalites

I DMcp (f) | < f\t, | <p\t) |,..., | cpn(t) \), (i = l,...,n) *) 
pour to < t < to + a,

3°). Le point B — {t0,bl,...,bn) appartient a ii et| cp‘ | < £>,, (i = l,...,n),

4°) 1’integrale superieure a droite de (8,2) y'=r;(0 
issue de B existe dans l’intervalle to < t < to + a, 
alors on a

| ę?'(f) | < ?'(£) lorsąue t0 < t < t + a,

*) Nous entendons par cela qu ’a chaąue indice i et a chaąue t cor-
respond au moins un nombre derive moyen D_^ęp' (/) satifaisant a cette
inegalite.
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Demonstration. II suffit de remarąuer (cf. 8,1) que D(+)1 cp' (t) | < f‘ (t, |tp1 (/)|,..., | cpn (f) |) et d’appliquer le Theo
reme 2 du § 1.

En s’appuyant sur le Theoreme 2 bis du § 4 on obtient 
un theoreme analogue que voici:

Theoreme 6 bis. Si:
1°) le systeme

=F'(s, x’,...,x ), (i = l,.. , n)

satisfait a 1’Hypothese H bis du § 4 dans un ensemble 
ouvert &

2°) les fonctions <p'(s) sont continues dans l’intervalle 
s0 — ^ < s < s0 et la courbe x = | J(s) |, (i = 1,..., n) 

est renfermee dans & et remplit les inegalites
I £>(_) <P (s) | < F‘ (s, | (s) |,..., | cpn (s) | ,(i = 1,..., n)

pour s0 — /? < s < s0,
3°) le point A — (s0, ax,..., a„) appartient a O et | <p (s0) |> 

>a„ (ż = l,..., n).
4°) 1’integrale inferieure a gauche de (8,3) x = r) (s) 

issue de A existe dans l’intervalle s0 — fi < s < s0, 
alors on a:

I <P (s) I > V (s) lorsque s0 — fi > s s0.
Remarąue 7. En appliquant a la courbe y‘ = <p (Z) un 

changement de variables, p. ex. de la formę (7,2), on ob- 
tiendra un theoreme concernant la possibilite d’une majo- ration des modules | cp (f) | a gauche de t0. Une remarque 
analogue se rapporte a la possibilite d’une minoration de 
I <p’ (s) | a droite de s0.

§ 9. Limitation des modules des integrales des systemes 
d’equations differentielles. Une methode d’apprecier l’erreur 
des solutions approchees de tels systemes.

Hypothese L. Considerons le systeme d’equations diffe
rentielles
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= of (g, u1,..., u„), (i = 1,..., n) (9,1)

Nous supposons que les fonctions
of (g, up . .., un), (z = 1,..., n) (9,2)

soient continues et non negatives dans un ensemble 0 de- 
fini par les inegalites
0 < g < ^ < + °°, 0 < < + °°, (j = 1,..., n) {ensemble 0) (9,3)

a,, (e, iZp ..., zz„) > 0 dans 0 (9,4)
Nous supposons enfin que la fonction o;, (z = l,..., n) soit 
croissante (au sens large) dans l’intervalle ferme (0, + °°) 
separement par rapport a chacune des variables ub ..., 
Ui_i, ui+l,..., un.

Notation. Nous designerons par
u; = rf (e; kp. • •, fcn), (ż= 1,,.., n) (9,5)

Fintegrale superieure a droite du systeme (9,1) issue du 
point

6 = 0, Uj = ki>0,{j=l,...,n) (9,6)

Remarque 8. Le systeme (9,1) remplissant 1’Hypothese L ne satisfait pas a 1’Hypothese H du § 1 parce que l’en- 
semble 0 n’est pas ouvert. L’existence de 1’integrale supe
rieure (9,5) n’est donc pas, a priori, certaine. On pourra 
neanmoins etablir cette existence et ćtendre certains resul
tats yalables dans FHypothese H grace au lemme suivant.

Lemme 3. Si les fonctions a; ((?, u,,.,., un) remplissant 
1’Hypothese L dans Fensemble 0 defini par les relations
(9,3) alors il existe une suitę de fonctions

(g, ub..., un), (z = 1,..., n) (9,7)
remplissant les conditions suivantes

I) elles sont continues dans Fensemble ouvert 12 defini 
par les inegalites — <5 < Q < <5, — 00 < u^ < + °°, (;' = 1,..., n) {ensemble &)

II) on a
/ > 0 dans 12 et dans 0 (9,8)
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III. le systeme d’equations diffórentielles
d li: = un~), (i,..., n) (9,9)

remplit f Hypothese H du § 1 dans fensemble

Demonstration. Soit d’abord P= (q, uv ..., un) un point 
de fensemble & (dófini tout a 1’heure) pour lequel £>>0. 
Soient uai,..., celles de ses coordonnees qui sont nega- 
tives. En remplacant ces coordonnees par 0 et en ne chan- 
geant pas les autres, nous obtiendrons un point
Q = (ę, ub..., iźj^appartenant a fensemble 0. Nous posons 
r(p) = o.(Q), n)

Les fonctions Z, se trouvent ainsi definies dans fensemble 
de points pour lesquels on a

0 < Q < d, — oo < u. < + oo, n)
En posant pour — <5 < Q < 0

Z; (q, uJ = Xię — Q,ux,..., un)
nous obtenons des fonctions definies dans . On verifie fa
cilement qu’elles remplissent les conditions I), II) et III).

Theoreme 7. Supposons que le systeme d’equations dif
ferentielles (9, 1) remplisse dans fensemble & (cf. 9,3) 
1’Hypothese L du prósent paragraphe.

Ceci etant admis on a les proprietes suivantes:
I. A chaque point

g = 0, u, = fc;>0, (ż=l,..., n) (9,10)

correspond une integrale superieure a droite (unique)
u,= .(eifcp..., fcn) (9,11)

du systeme (9,1) issue de ce point et dófinie dans un inter- 
valle maximal

0<{?<a (9,12)

II. Pour toute courbe continue uf == % (f) remplisant les con
ditions
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77,. (0) < kj, (/) > 0 pour 0 < t < b < a
et pour laąuelle on a ou bien
jD(+)’?,(O<c’i(O’?i(O,..., ^„(O) Pour i = n et 0<t<b 
ou bien
A-)ł?i(/)<ai(f,ł71(f),??„(/)) pour i —1,n et 0<t<b 
subsistent forcement les inegalites

■t]i (Z) < t. (f; k1(..., kn) pour 0 < t < b.
(Pour la signification de a et des fonctions T,(/;kj,..., kn) cf. 
la partie I du present theoreme).
III. Soit J un intervalle contenant 0 et faisant partie de 
l’intervalle — a<t < a*) et supposons que la eourbe u, = ?/,• (f) 
(z = l,..., n) soit continue dans J.
Soit

| % (0) | < kf < + °°, (i = 1,..., n)
et supposons que, ou bien, pour tous les points t de J. 
(#7^0), on ait**)

I -D(+) (0 I < (I f I, Hi (?) I, • • •, Hn (01, (i = 1, •••, n) (9,13) 

ou bien, pour tous les points t de J, (f < 0), on ait
I £>_»?,• (01 <^.(1/1, 1^(01,..., Hn(0l), (ż=l,..., n) (9,14). 
Ceci etant admis, on a dans J les inegalites

H, (0 ,<b ( I ....... fc„) (9,15)
IV. Pour chaque eourbe u, = 2/;(*)> (i = l,..., ri) continue 
dans l’intervalle |x — x0|<b<a remplissant la condition 
I SL (x0) I < k;, (ż — 1,..., n) et pour laquelle on ou bien

I D(+) (x) I < o,. ( I x-x0 U (x) I,.... I U) | ) 
lorsque 0 < | x — x01 < b

ou bien

*) La signification de a est la meme que dans (9, 12).

**) La signification des nombres derives moyens D.
a ete rappele dans le § 8 (Notations). Les inegalites (9, 13) (et les inegali
tes analogues dans la suitę) doivent etre interpretees de la faęon suifante:

A chaąue t correspond un certain nombre derive yerifiant (9, 13).
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I D(_} (x) | < o,- (| x — x01, | y\ (x) |,..., | y\ O) |)
lorsąue 0 < | x — x0| < b

on a forcement les inegalites
| y7,. (x) | < (| x — x01, k1;..., kn) 

pour z = l,..., n et 0<|x — x0|<b.

Demonstration. Ad. I. Considerons le systeme auxiliaire
(9,9)*)

En vertu du Theoreme 1 du § 1 il existe, pour ce systeme, 
une integrale superieure a droite issue du point (9,6):

u, = T,(e; ki,..., k„), (ż = l,..., n) (9,16)
L’intervalle maximal dans leąuel elle existe aura la formę
(9,12) c.-a-d. il sera compose des Q pour lesąuels

0 < q < a.
Considerons la courbe

u, = (o) = 0 pour 0 < q < a
On aura en vertu de (9,8)

= 0 < Z, (s>, Vi (e),..., (e))

d’ou il resulte, en vertu du Theoreme 2, que Q = <
< L (Pj ki,..., k„) pour 0 < Q < a .

Ces inegalites expriment que la courbe (9,16) est situee 
dans 1’ensemble 0 (cf.9,3) dans leąuel le systeme (9,1) cóincide 
avec le systeme (9,9) (cf. 9,8). La courbe (9,16) constitue 
donc 1’integrale superieure a droite du systeme (9,1) issue du 
point (9,6)**).Ad II. En se servant du systeme (9,9) on ramene immedia- 
tement la partie II du present th Soreme au Theoreme 2 du § 1. Ad III. En observant que D 1 (t) | < | D (+) (t) |, (cf. 8,8)

*) Ce systeme remplit FHypothese H dans 12 (cf. Lemme 3).
*•) On pourrait obtenir le meme resultat, sans introduire le systeme

auxiliaire (9 9), en appliąuant le meme raisonnement qui a servi a la demon
stration du Theorćme 1.
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on deduit de (9,13) pour t>Q les inegalites D +1 <Pi (i) | < dt (t, j (t) |,..., | <pn (f) | ), 

d’ou il resulte, en vertu de la partie II du present theoreme, 
que les inegalites (9,15) ont lieu pour les f>0*),
Afin d’etablir ces inegalites, pour les t < 0 de intervalle J , 
on appliąuera la methode du changement des variables du § 7 
et Fon posera

v = — f, A; (v) = (p; (— v) = cpi
On aura D(_} A; (v) = — £)(+) cpt (/) et (cf. 8,8) 

£>(_) I A,- (v) | < | D (_} A; (v) | = ! Df+) (pi (t)\.
L’inegalite (9,13) prendra donc pour les v > 0 (c.-a-d. pour 
les t < 0), la formę

D(_) I A; (v) | < | £>(_; A; (v) | < of (v, | Aj (v) ,..., An (v) ) 

d’ou il resultera, comme precedemment, que

I A; (v) | < ą (v, kx,..., k„) pour w > 0 
c.-a-d. | <pt (/) | < r; ( i 11 ; k1,..., kn) pour t < 0.

Ad IV. On ramene la partie IV du present theoreme a la 
partie III par le changement de variable x — x0 = t.

Theorettie 8. Conservons FHypothese L relativement au 
systeme auxiliaire (9,1) et designons par

= r,(e; k1;..., kj, (i = l,...,ri)
Fintegrale superieure a droite de ce systeme auxiliaire issue 
du point q — 0, u, = k,>0, (i = l,...,n). L’intervallemaximal 
de l’existence de cette integrale sera determine par 1’inegalite 

0 < 8 < a = a(k\.. kn).
Supposons que les fonctions ft intervenant dans le systeme

= A(t yi.---. yn)» (i—n) (9,17)

') On demontre pareillement que (9,15) resulte de (9,14).
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soient continues dans le domaine
|x —£|<h, |y,■ — (ż = l,... , n) (9,18)

et qu’elles y remplissent les inegalites
i/i(x,y1,...,yn)| < a,(|x — £|, I yx — I,. - -, I y„ ~ 1 (9,19)
Soit

y,. — <y,(x), (i = 1,..., n) (9,20)
une integrale du systeme (9,17), telle que

|<P,(^)—J?,l (i = l,..., n)
Designons par la plus petite racine positive de l’equation 

h (e; ,..., kn) = b,
et dans le cas ou une telle racine n’existe pas, posons (?,- = + 
Ceci etant admis, 1’integrale (9,20) peut etre prolongee de 
faęon qu’elle existe dans l’intervalle| x — x01 < minimum (a, h, Q1,..., £„)
et elle remplit dans cet intervalle les inegalites 

l^iW—y,| < t;(|x —x|, fc„)*) (9,21Demonstration. ■ Ce theoreme resulte immediatement des 
parties I et IV du Theoreme 7 łorsque l’on pose ^i(x) = = <Pi(x)—yi.

Corollaire 2. Si, dans le theoreme precedent b; = + °° 
c.-a-d., si les fonctions remplissent les hypotheses prece- 
dentes dans le domaine

|x — x\<h, — °°<yi< + co
alors 1’integrale (9,20) peut etre prolongee de faęon qu’elle 
existe dans l’intervalle |x — £| < min (a, b) et elle y remplit 
les inegalites (9,21).

Theoreme 9**) Conservons relativement au systeme (9,1) 
THypothese L ainsi que la definition du nombre a et des 
fonctions (q , kx,..., kn) (cf. Theoreme 8).

*) Le cas le plus interessant est celui oii k, = | <"Ą (£) — | .
*’) Des theoremes analogues subsistent dans le domaine des variables

complexes cf. T. Waźewski. Sur l’apprec'ation des integrales des sys
temes d’equations differentielles ordinaires et de leur domaine d’existence

(v. la suitę en bas de la page suivante)
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(0,25)

(9.26)
(9.27)

Considerons deux systemes d’equations differentielles

= g, (x, , -.. , yn), (z = 1,..., n) (9.22)

= Gt (x, yyn) (z = 1,..., n) (9,23)

dont les deuxiemes membres sont continues dans le do
maine | x~x | < /1 y —y, 1 < b, (i = 1, n) (9,24)

Supposons que, dans ce domaine, on ait les inegalites

I Gi (x, yj........yn) — g; (x, y,,.. •, yn) I <
< Oi(|x —^|,|yj —yj,..., yn — yn|)

Soient yl = ^i(x),..., yn = <ynMyi = ifJM,---, yn='tPnM
certaines integrales respectivement du systeme (9,22) et (9,23) 
qui existent dans l’intervalle| x — x | < h' < h,
sont renfermees dans le domaine (9,24) et pour lesquelles 
on a | <Pi (x) — y>i (x) | < ki (kt constanteś) (9,28) 

Cela pose on a les inegalites| <Pt (x) — yji(x)\ < r, (| x — x01 ; ....... kn) (9,29)
valables dans l’intervalle

|x — x| < min (a, h') .
La demonstration decoule immediatement de la partie IV 
du Theoreme 7.

(Suitę de la notę en bas de la page precedente)
dans le cas des variabtes complexes. (Annales de la Soc. Polon, de Math.
T. XVI. p. 97 et s. s.) Dans 1'enonce du Theoreme 2 du travail cite s’est
faufilee une erreur evidente: 1’inegalite (3, 2) a la page 106 doit avoir la
formę de 1’inegalite (9,25) du present travail. Cette erreur a entraine le
fait, — comme me l’a fait remaręuer M. J. Szarski, — que l’exemple
3 a la page 109 devrait etre remanie.
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Corollaire 3. Si l’on pose, dans le theoreme precedent 
g; (x, y1,..., yn) = G, (xj yj,..., y„)

on obtient la limitation (9,29) pour la difference de deux 
integrales du systeme (9,22) dans Fhypothese que leur Ya
leurs initiales remplissent les inegalites (9,28).

§ 10. Une condition d’unicite.
Theoreme 10.*? Considerons le systeme d’equations 

differentielles

= o; (e, «i,..., u„), (z = 1,..., n) (10,1)

Designons par 0 Fensemble
0 < < <5, 0 < Uj < + oo , (j = 1,..., rz) (10,2)

Supposons que, dans Fensemble 0 , les fonctions a; soient 
continues, non negatives (o; > 0) et que la fonction 

, (z'=l...., n) soit croissante (au sens large) separement par 
rapport a chacune des variables ux,..., u^, ul+1,..., un . 
Supposons ensuite que l’unique integrale du systeme (10,1) 
issue du point Q = 0, tij = O, (j = 1,..., n) qui remplit (10,1) 
dans un intervalle 0 < f? < C (ou 0 < C < ó) soit identique- 
ment nulle.
Ceci etant admis sur le systeme (10,1) nous avons le suivant 
critere d’unicite.

Si les deuxiemes membres du systeme

~ = fi(x,y1,..., y„), (ż = 1,..., n) (10,3)

remplissent dans 0 les inegalites
|/; (x, yi,..., yn)~ fi (x, yy,..., yn)| <
< O,(|x — ^IJyj—yj,... ,|yn—y„l)

et si le point
(^, i?!,..., ^n) (10,5)

*) Communiąue le 13 Septembre 1933 au XIV-eme Congres des Me-
decins et Naturalistes Polonais a Poznań, v. Pamiętnik Zjazdu Lekarzy

i Przyrodników Polskich w Poznaniu, T. 1. p. 199.
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appartient a & alors deux integrales y^^-W, (z = l,..., n) 
■et y; = ipi (x), (z' = 1,..., n) de ce systeme issues du point 
(10,5) qui yerifient ce systeme dans un intervalle — £ | < f 
(ou 0 < C < <5) sont identiques dans cet intervalle.Demonstration. Ce theoreme resulte immódiatement du 
Corollaire 3 du § 9. A cet effet il suffit de poser dans 
les relations suivant (9,20) k, = 0 et d’observer que finte- 
grale superieure du systeme (9,1) issue du point £=0, zą = O, 
(z = l,...,n) est identiquement nulle dans l’intervalle

0 < Q < Z, c.-a-d. ą 0,..., 0)) = 0.

§ 11. Solution approche d’un systeme d’equations diffe- 
rentielles et limitation de 1’erreur.

Considórons un systeme d’equations diffórentielles

= g' (x, yP.. ■, y„), (z = 1,..., n) (11,1)

qui est difficile a resoudre. On se propose de trouver 1’in
tegrale approchee issue d’un point P et d’apprecier 1’erreur. 
On peut supposer queP = (0, 0,..., 0), g' (0,..., 0) = 0, (z = 1 n) (11,2) 
car on peut realiser cette condition au moyen d’une trans
formation lineaire de la formę z, = y; + a, x+b„ (z = 1,..., n). 
1-ere etape. On remplace le systeme (11,1) par un systeme

= G' (x, yv..., yn), (i = 1,,..., n) (11,3)

ou G' (0,..., 0) = 0. On prend soin de choisir les G‘ d’une 
telle faęon que ł’on ait| G' (x, y1;..., y„) — G‘ (x, yv ..., y„) | <

< o ( I x |, | yj — yi |,..., | yn — y„ |)
ou les fonctions o' remplissent l’Hypothese L du § 9 et que 
la solution effective ou approchee du systeme (11,3) soit 
plus facile a calculer.

Soient respectiyement
y,. = <Pi (x), (z = 1,..., n)
y,- = V,- U), (ż = 1,..., n)

(11.4)
(11.5)



EQUATIONS ET INEGALITES DIFFERENTIELLES 161 

les integrales du systeme (11,1) et (11,3) issues de 1’origine 
des coordonnees.2- eme etape. Nous posonsh‘ (x, yb..., y„) = g' U, yb ..., y„) — G' (x, y„..., y„). 
On observe que 1’integrale (11.4) remplit le systeme

— G' (x, yb..., yu) + h' (x, (x),(x)). (11,6)

3- eme etape. On cherche a majorer les fonctions| h' (x, <Pi (x),...,<pn (x)) |
c.-a-d. a trouver les fonctions af (x), telles que| ti (x, <??! (x),..., <pn (x) | < a. ( | x |) (11,7)
A cet effet on cherche d’abord fonctions (x) qui majo- 
rent les i <pt (x) |

I 9’,- (x) | < Ą ( | x | ).
Une telle majoration pourra etre obtenue au moyen du 
Theoreme 7 du § 9. Ceci permettra de trouyer une majo
ration (11,7), car| h‘ (x, (x),...,) | = | h' (x, 9?! (x),...,) — h! (0,0,..., 0) | == \xh'x^,y1,..., %) + S <p. (x) (f, ^..., %) | <

|<31[!x| + Ą(|x|) + .., + ^(|x|)] 
lorsque | h‘x | < M, | h'y | < M.4- eme etape. On a d’apres (11,4) (11,5) et (11,7)

~dx =
= | G' (x, cpx (x),..) + h' (x, (x),...) — G‘ (x, (x) ,...)|<
< o'(| X I, I 9?J (x) — (x) I,..., I 99n (x) I — v>n (x) |) + at (I X |).

- En designant par u, = ((?) 1’integrale superieure a droite 
issue de l’origine du systeme

= o,(e, «!,...,«„) + «,• (e), z = 1,..., n) *)

*) Ce systeme remplit evidemment aussi FHypothese L du § 9.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 11
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on obtiendra en vertu du Theoreme 7 du § 9 les inegalites | <p O) — y>‘ (x)\<Ti(\x\'),(i = l,..., n) 
qui fournissent la limitation cherchee de 1’erreur.

Exemple: A titre d’exemple nous calculerons une limita
tion*)  de 1’erreur que l’on commet en remplaęant les deuxiemes 
membres d’un systeme d’equations differentielles par les 
termes lineaires de leur developpement de Taylor et lorsque 
l’on considere 1’integrale du systeme ainsi obtenu comme 
1’integrale approchee du systeme primitif.

*) Une limitation identiąue de 1’erreur (cf 11,23) subsiste pour les 
eąuations differentielles dont les deuxiemes membres sont fonctions analy. 
tiąues des variables complexes, lorsąue les derivees partielles d’orcre 1 
et 2 remplissent les inegalites (11,10) et (11,11) dans le domaine complexe 
(11,9). Ceci resulte de notre theoreme anterieur (T. Ważewski. Sur 

1’appreciation des integrales des systemes d’equations difierentielles ordi
naires et de leur domaine d’existence dans le cas des variables complexes. 
Annales de la Soc Polon, de Math. T. XVI. p 104). L’exemple 3 (qui ne 
pas correct) du travail cite (p. 108) pourrait etre remplace par le present 
exemple.

**) Dans le cas A = 0 on aurait g' = 0 et la solution de (11,8) sertait 
immediate.

On pourrait verifier que notre limitation est plus exacte 
que les limitations courantes de telle sorte.

Nous indiquerons aussi la limitation de la longueur de 
l’intervalle dans lequel les integrales en question existent.

Supposons que les fonctions g‘ figurant dans le systemed y-
-^ = g‘(x,yi..., y„), n) (11,8)

possedent les derivees partielles du second ordre continues 
dans 1’ensemble\x\<h,\yi\<h, = n) (11,9)
et que l’on y ait il les relations

| g‘ | < A, | g'. | < A ou A > 0, **)  (11,10)

I4;yfcl<5’ dW
g'(0,..., 0) = 0. (11,12)
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Posons pour abreger
Ż = gl (0, o,... 0), 4. = g^ (0, 0,..., 0)

1 - ete etape. En remplaęant dans (11, 8) les g' par les termes 
lineaires de la serie de Taylor nous obtenons (cf. 11,12) le 
systeme lineaire

gL + Jjy^-g^, (ż = l,..., n) (11,13) 

plus facile a la solution exacte ou approchee que le systeme
(11,8).

Ce systeme a la formę

J^' = G'(x, yv..., y), (ż = l,..., n) (11,14) 

ou

G' = xg'x +i;y7.g; (i=l,..., n) (11,15)
i/i

On a en vertu de (11,10)
nG‘ (x, yp..., yn) — G‘ (x, yp..., yn) | < A £ | yy — y, |,

j/i
la fonction o' de (11,9) a donc la formę

o‘ (e, up..., un) = A X Uj- 
J/l

Designons respectivement par
y1 = 9’,(x), (ż=l,..., n), (żntegra/e de 11,8) (11,16) 
y^y/*), (z = l,..., n), (integrale de 11,13) (11,17) 

les integrales des systemes (11,8) et (11,13) issues de l’ori- 
gine des coordonnees

0 = (Pi (0) = iPi (0), (z = l,..., n) (11,18)2-eme etape. En posant
yp..., y„) = g'(x, yp..., yn) —G‘(x, yb..., y„) 

nous pouvons mettre le systeme (11,8) sous la formę

d x G’(x, yp..., yn) + h'(x, yP..., y„), (z = l,..., n) 

11"
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et les fonctions 92,- (x) remplissent le systeme

= G' (x, yp ..., y„) + h‘ (x, <p1 (x),..., cpn (%)).
3-eme  etape. Afin de trouver les fonctions majorantes pour 
les | h' (x, cpt (x),..., cpn (x)) | nous cherchons d’abord les fonc
tions majorantes pour les | g?,-(a:) 1. On a vertu de (11,12) et 
(11,10) pour les points de 1’ensemble (11,9)

n

|g'(*, yp..., yn) I = I*gL(f, ’?n) + 2,y7-g^.(f,’?1,...,’?n)l

< A (| x | + J? | y, |).j/i 1
Considerons le systeme auxiliaire remplisant l’Hypothese L 
du § 9

4“ = ^(e + Źu), (z = l,..., n).
u Q jm

Pour 1’integrale de ce systeme issue de 1’origine des coordo- 
nnees on aura en raison de symetrie

Ui = u2 = ... = un = 2 (e) 
d2(g>) _ . .ou —- — A (@ + n 2).

On trouve

*(e) = ~ri (enAe~ 1 — nAe) = n A
. 1 4 2 n A n

<2^-e e

et pour 0 < < h on aura
, z 1 / 1 4 2 n A h
4 (e) < 2 e

Q

et, par suitę,

(11.19)

Ces integrales existeront tant que
1 1 4 I 2 1 n A h iX | < 2 I X I e < U et x \ < h, c.-a-d. lorsque
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x < minimum e '"H (ii-2o) 

et cette inegalite fournit une limitation de la longueur de l’intervalle dans lequel existent le? integrales cpi(x).
Passons a la limitation des | h‘ (x, cp1 (x) ,.., cpn (x) |.
En appliquant la formule de Taylor aux fonctions g nous 

obtiendrons en raison de (11,12), de la definition des h‘ et 
des inegalites (11,11)

I m 1 I 8 , " 8 Y2), i (J- -v ,| h (x, yp..., yn) i = 21 +j?1 yi 8y.] 1 g ‘
|b(|x| +j?|yj)2

et par suitę (cf. 11,19)

| h' (x,. yt (x),..., yn(x)) i< — B ^1 + ”- ^4 | x | e:

En posant

2
|xl2rtA h

2

(11,21)

on obtient
(11,22)4-eme etape. On a d {cp, (x) — y,. (x)) d x G' (x, cpx (x),...,) + h‘ (x, <pt (x) ,...) —

— G' (x, v»i (x),...) I = I j) gy. • {Pj M—yjj (x)) + 
j=l, 7+ h‘ (x, <Pi (x),... )|

d’ou, en raison de (11,10) et (11,22), il s’ensuit que
d (y,- (x) — y,. (x))d x

Afin de majorer | y, (x) — y; (x) | nous introduisons le sys
teme suivant remplissant 1’hypothese L du § 9 dv‘ de = A^vj+Cs2

i=i
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et. comme <p, (0) — y,(0) = 0 (cf, 11,8), il suffira de trouver 
1’integrale de ce systeme issue de 1’origine et d’appliquer 
le Theoreme 7 du § 9. Or, en raison de symetrie, on aura, 
pour cette integrale — v2 =... = vn = a (o) ou

~ = n A a + Cq~de
L’integrale de cette eąuation, pour laąuelle a (0) = 0 sera

( 2C a(e)~~(n A)3
nAsEn developpant e 

galite

nAs _ 1 nAę _ (nAe)2\
1 jj 2! /•

en serie, on parvient facilement a 1’ine-

__ En appliąuant le Theoreme 7 du § 9 on en deduira fa
cilement la limitation cherchee de 1’erreur

I -<?,• (x)(x) | | x | 3 CA
ou C a la formę (11,21).

(11,23)



SUR LES INTEGRALES PREMIE RES DE L’EQUATION 
y’ — f (x, y)

Par
Z. SZMYDTÓWNA (Kraków).

Introduction.

Considórons l’equation differentielle ordinaire

y’ = f(x,y) (1)
definie dans un ensemble ouvert E.

Une fonction z(x,y) sera dite 1’integrale premiere non 
banale de l’equation (1) dans un sous-ensemble ouvert E1 
de E lorsqu’elle:

1) possede dans E1 des derivees partielles continues du 
premier ordre,

2) est constante le long de chaque integrale de l’equa- 
tion (1),

3) zy(x,y) 7^ 0 dans Er
La condition necessaire et suffisante pour qu’une fonc

tion z(x,y) soit 1’integrale premiere non banale de l’equa- 
tion (1) dans El est qu’elłe soit integrale de l’equation

et qu’elle possede une deriyee partielle par rapport a y dif- 
ferente de 0 dans Fensemble enyisagex). Par 1’integrale de

*) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930) t
p. 298 et 299.
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l’equation (2) dans 1’ensemble E^ j’entend ici, selon l’usage 
generał, une fonction z(x,y) de classe C1 dans Er 2) et qui 
y satisfait a l’equation (2).

2) Une fonction f(x,y) definie dans un ensemble E est appelee fonction 

de classe Cn lorsqu’elle possede des deriyees partielles continues de 1’ordre 

n dans 1’ensemble E. Elle sera appelee fonction de classe C°°, si elle 
possede dans 1’ensemble enyisage des deriyees partielles continues de tous 
les ordres.

3) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930), 
p. 316, Satz 5.

4) T. Ważewski: „Sur un probleme de caractere integral relatif 

a l’equation : — Q (x, y) —= 6" Mathematica, Vol.VIII,(1933), p.103—116.dx dy
6) J. Szarski: „Sur un probleme de caractere integral relatif a l’e- 

quation ~ + Q(x,y) — =0"Ann. Soc. Pol.Math.vol.XIX, (1946), p. 106-132.

M. K a m k e a demontre quelques theoremes sur l’exis- 
tence des integrales premieres de l’equati©n (1) dans un 
ensemble donnę d’avance. Je vais rappeler l’un d’eux3):

Soit f(x,y) une fonction continue et possedant la derivee 
partielle fy(x,y) continue dans un domaine simplement 
connexe £?. Cela pose, dans chaque domaine H borne et 
contenu avec sa frontiere dans le domaine il existe une in
tegrale z(x,y) de l’equation (2) pour laquelle zy(x,y) > 0 
dans chaque point du domaine El.

Or, dans le domaine & tout entier, 1’integrale premiere 
non banale de l’equation (1) peut ne pas exister, comme le 
montre le theoreme suivant de M. Ważewski4):

II existe un domaine ouvert et simplement connexe & 
et une fonction /(x,y) possedant dans & des derivees par
tielles continues de tous les ordres, tels que toute inte
grale de (2) valable dans tout entier est forcement con
stante.

M. Szarski5 6) a demontre ensuite que l’on peut rem- 
placer dans le theoreme de M. Ważewski 1’ensemble -O, 
dont la Structure etait bien compliquee, par un carre ouvert 
arbitraire ou par le plan tout entier-
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M. Ważewski m’a propose d’examiner le probieme 
d’existence des integrales premieres non banales de l’equa- 
tion (1) de classe C"(n>2) valables dans un domaine 
ouvert et simplement connexe. Or j’ai obtenu a ce sujet 
le theoreme suivant:

Theoreme. Pour chaąue n naturel, egal au moins a 2, on peut construire un domaine ouyert, simplement connexe &n et une fonction fn(x,y) de classe C°° dans cet ensemble de sorte quil existe une integrale premiere non banale de classe C" 1 de l’equation
y — fn(x, y)yalable dans £>n tout entier, tandis ąuune integrale non banale de classe C" yalable dans &n nexiste point. Plus precisement, chaąue integrale de classe Cn de 1’eąuation

yalable dans Qn tout entier est forcement constante.
I. Je laisse de cóte le cas n — 1, car il conduit au theo

reme de M. Ważewski.
II. La demonstration sera effectuee en plusieurs etapes. 

Nous introduirons a cet effet quelques definitions et nous de- 
montrerons quelques lemmes preliminaires. Pour simplifier 
1’ecriture je vais designer 1’ensemble Qn et la fonction fn(x, y) 
intervenant dans 1’enonce de notre theoreme par Q et f(x,y).

Supposons que f(x, y) soit definie dans un ensemble 
ouvert Q et que (x0,y0) e E C &.

Definition 1 . Nous dirons que le point (x0,y0) est 
„horizontal de classe Cn“ par rapport a 1’ensemble E et 
a l’equation (2), lorsque — pour toute integrale z(x,y) de 
classe C" de (2) valable dans E — on aura

zy(xo>yo) = 0 •

8) Cette definition a ete introduite par M. Ważewski pour le cas
n = l (voir la ncte 4 en bas de la page).
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En vertu de l’equation (2) on aura alors aussi

ą(Vo) = 0 •

De cette definition il resulte immediatement le lemme 
suivant:

Lemme 1: Si le point (x0,y0)
(x0,y0) e Ej C E C &

est horizontal de classe C" par rapport a 1’ensemble E1 et 
a l’equation (2) il l’est aussi par rapport a 1’ensemble E et 
a l’equation (2).

III. On sait que l’equation (1) est l’equation des caracte- 
ristiques de (2).

Definition 2. La caracteristique de l’equation (2) sera 
dite caracteristique horizontale de classe C" Par rapport a 
1’ensemble E et a l’equation (2) lorsque chacun de ses points 
est horizontal de classe C" par rapport a E et a l’equa- 
tion (2).

Lemme 2°. Soit /(x,y) une fonction de classe C1 
dans Q. La caracteristique de l’equation (2) issue du point 
(x0,y0) et situee dans l’.ensemble ouvert E C est hori
zontale de classe C" par rapport a 1’ensemble E et a l’equa- 
tion (2) a condition que le point (x0,y0) soit un point hori
zontal au meme sens.

Lemme 3. Dósignons (voir la figurę 1) par Q le carre

| a < x < a + h
I /? < y < /? + h , 

par IIA le rectangle

| a — h < x < a
111 I < y < fi + 2h , 

7) Quant a la demonstration voir le lemme 2 du travail cite dans la
notę 5) en bas de la page.
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par 772 le rectangle
| a+h<x<a+2h 
I — h< y < fl + 2h ,

et enfin par II le polygone

U—ZZi + Q + II2 .
Polygone 9T

9T2

l
ii
lA2 i D

pi !

s1111
Q< Qs p0 *

(X2iq)
li"

Z I
!
i i c R
i

A

P2 I
II

■ ^2 [II
—

i

II est important de remaręuer que le polygone II 
ouvert ni ferme. On 1’obtient du polygone ferme 
primant les cótes fermes paralleles a ł’axe OX.

Divisons le carre Q en trois rectangles Qj, Q2,

a + —-- - h < x < a + h
G = l,2, 3)

n’est ni 
en sup-

Q3:

(3)fl<y<fl+h .
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Nous affirmons qu’il existe une fonction f(JI',x,y} defini e 
dans le polygone ZZ egale a 0 aux points de ZZ; + Qj + Q3+ ZZ2 
et jouissant des proprietes suivantes:

wj f(n;x,y) est de classe C°° dans ZZ .

w2) Les lignes z/j et z/2

I a — h< x < a [ a — h< x<ay = l> ’ M y=f + h
sont des caracteristiques horizontales de classe C" (def. 2) 
par rapport a 1’interieur du polygone II et a l’equation:

+ y)|| = 0. (4)

w3) Par rapport a chaque fonction o>(y) de classe C" 1 dans 
l’intervalle (/S — + 2 Zi) dont la derivee o»'(y)>0, il existe
1’integrale non banale z(x,y) de classe Cn_1de l’equation (4) 
admettant sur le segment ouvert AB les memes valeurs que 
la fonction co (y) et dont la derivee

zy (x,y) > 0

dans II tout entier.
Introduisons pour la demonstration deux fonctions auxilia- 

ires F(rj) et 2(x). Voici la definition de la 
fonction F(rj):

F(^) = ~ [g (01 n p Pour fi<r)<fi + h
^ = h~h

ou

g(f) = f " —(1—f) “ pour

1. On verifie facilement que la fonction F(rj) qui transforme 
l’intervalle [/?,/? + h] en luimeme est de classe C°° dans 
l’intervalle (/?,/? + Zi), de classe C" 1 dans [/?,/? + h] et ne 
possede pas de derivee finie d’ordre n pour = fi et t) — fi + h. 
En outre F’(ł?)>0 pour fi <rj<fi + h.
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Avant de definir la fonction 2 (x) introduisons d’ał?ord la 
fonction t (x)

t(x) = e 
def

r(x) = 0
def

1 1

pour

X

. h r , 2h ,1pour x e a, a + — et pour x e a + , a + h
Designons par G (x)

G (x) = / r (x) d x
et soit

2'(x) = G(x)
2h\ pour x e [a, a + h] .G a +

2. On constate ąue

2 (x) = 0

2 (x) = 1

pour xe
pour xe

En outre 2 (x) est dans l’intervalle [a, a + h] une fonction 
croissante de classe C°°, dont les derivees de tous les ordres 

s’annulent pour x = a + et pour x = a +

3. Nous affirmons ąue l’on peut resoudre 1’eąuation
y = F 0?) + b? — F (»?)] 2 (x) (5)

par rapport a tj dans 1’ensemble F defini par les inegalites

a < x < a + h , P<y<P +h , 
fi < tj < fi + h .

Pour la demonstration supposons que les deux points (x}, yp r;fi), 
(x2, y2. %) appartiennent a 1’ensemble F, satisfassent a l’equation
(5) et que ^7^%. II suffit d’etablir que (xp y^ (x2, y2). Si 
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xt 7^ x2, le theoreme est demontre, sinon nous avons les 
relations

Yi = F fo) [1 — 2 (Xj)]+»7i y2 = F (%) [1 — 2 (xt)] +% •

Comme 1 — 2 (%j) >0 et la fonction F (77) est croissante au 
sens stricte (cf. 1) il s’ensuit de ces dernieres relations que Yi ¥= y?..

4. La fonction
i?=Z(x,y)

que Fon obtient en resolvant l’equation (5) par rapport a t; 
est, d’apres le theoreme sur les fonctions implicites, de 
classe C°° en particulier dans le rectangle Q2 (cf. la relation (3)).

5. Posonsf {U; x, y) — {Z (x, y) — F [X (x, y)} 2' (x) (6)
pour (x,y)eQ2.

En vertu des proprietes de la fonction 2(x), la fonction (6) 
s’annule avec ses deriyees partielles de tous les ordres pour 

/i 2hx = a+^ et pour x = a+ II s’ensuit que la fonction 

f(II;x,y) jouit de la propriete uq).

6. Comme f(Il;x, y) s’annule dans Qj et Q3 les equations
(5) nous donnent d’apres la definition de f {II; x, y) dans Q2 des 
caracteristiques de l’equation (4) pour les xe[a, a+h].

7. Chaque caracteristique de l’equation (4) issue d’un point 
interieur du segment RS atteint aussi le segment CD dans 
un point interieur. En prolongeant ces caracteristiques dans 
les interyalles [a — h, a] et [a+h, a+2h] on obtient des seg
ments paralleles a l’axe OX, car la fonction f{II;x, y) s’an- 
nule dans les rectangles FIX et 772.

8. Je me borne a donner la demonstration de la propriete 
iv2) respectivemcnt a la caracteristique Jj, car pour J, elle 
est tout a fait analogue.
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Supposons pour la demonstration par 1’impossible qu’il 
existe une integrale z(x, y) de classe C" de l’equation (4) 
telle que pour un certain xte (a — h,a) on ait

. (7)

Soit x2 un point arbitraire, mais fixe, situe dans l’intervalle 
(a + h,a + 2h). La relation

z (xj, F(»?)) — z (x2,»?) = 0 
etant yalable8) pour /?<»?</?+Ti on obtient a la limite

8) Voir la notę 1) en bas de la page.
9) E. K am k e: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930), 

p. 155, Satz 1.

z (Xj, /i) — z (x2,/?) = 0 (8)
car F (/9) = /?.

En vertu des relations (7) et (8) on peut resoudre l’equation z (xp y) — z (x2,t?) = 0
par rapport a y dans le voisinage du point (/?, F). La fonction 
y = 2 (rj) ainsi obtenue etant unique et de classe Cn dans le 
voisina'ge du point A la derivee F(n) (/?) doit etre aussi finie 
ce qui contredit a une propriete de la fonction F (t]) (cf. 1.). 
La propriete w2) est ainsi demontree.

9. Pour la demonstration de la propriete w3) designons 
par Po, Pv P2 les carres:

p (a + h< x<« + 2 h p Ja + /i<x<« + 2 h p +°\F<y<P+h ’ l[F+h<y<F+2 h’ 2\F ~h< y < F.
Soit <p(x;£,T]) la caracteristique de l’equation (4) issue du 
point En particulier

7>(xj; x, y) = y dans II x + Qx, cp (xp x, y) = F(y) dans Q3 + Po .
D’apres un theoreme de Bendixson9), la fonctionv(x, y) =9’(x1; x,y)
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est une integrale de 1’eąuation (4) dans 1’interieur de l’en- 
semble 77t + Q + Po, dont la derivee par rapport a y est 
positive. La fonction f(JI-,x,y) etant de classe C°° (pro
priete iVj), il resulte du theoreme sur la differentiation des 
fonctions caracteristiąuesl0) ąue y>{x,y) Fest aussi. La 
fonction z(x,y) definie par des relations:

z(x,y) = <o[y(x,y)] a 1’interieur de 77j + Q.+Po , 
z(x,y) = co(y) sur les cótes verticales de nx ,
z(x,y) — «[F(y)] sur les cótes verticales de Po .

est une integrale de classe C"-’ de 1’eąuation (4), qui jouit 
des proprietes suivantes:
1) z(x,y) = co(y) sur le segment AB ,
2) z(x,y) = co[F(y)J dans le carre Po ,
3) zy(x,y) > 0 dans nx + Q + Po ,
4) il existe les limites fini es cr et dv

lim ^z^l = c dyvlim S”z(x,y) _ , v = 0,1,...» n —1 , a + x < a + 2 h ,
avec Cj > 0 et d1 > 0 .

Soit

Cj (y—Z5)” P°ur fi — h<y<P
Si > 0 dans l’intervalle [/?—h, /?] je pose tout simplement

z(x,y) = o(y) dans P2

sinon, il y a dans cet intervalle la plus grandę racine y0 de

1’eąuation = 0 ■ Choisissons le nombre k de faęon que

10) E. Kamke: D>ff. reeller Funktionen p. 166, Satz 4.
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1 •
, (yo—£)2 \ i „ke >\m

ou

Soit

m = min do(y) dy pour .

u(y) =
0 pour y=

k e (y pour /? —h<y</?.
Je pose par definition

yz(x,y) = o(y) + I u(y) d y pour (x, y) e P2.
On voit immediatement que zy(x,y) > 0 aux points de P2 . 
La definition de la fonction z(x,y) dans Px se fait d’une 
maniere analogue.

On parvient ainsi a une integrale z(x,y) de classe C"_1 
de l’equation (4) qui admet sur le segment AB les memes 
valeurs que la fonction w(y) et possede la deriveezy(jx,y) > 0
dans le polygone II tout entier.

Notre lemme est donc demontre.
IV. Passons maintenant a la demonstration du theoreme 

meme.
1*. Nous nous servirons d’une suitę de polygones W 

aux cótes paralleles aux axes de coordonnees, d’une suitę 
des fonctions f(lVp;x,y) et des equations differentielles (_Rp) 

|Ł+«ir,;x,y)^ = 0 (R„)

qui possedent les proprietes suivantes: «p) f (lVp ;x,y) est de classe C°° dans Wp,
Pour un point quelconque M situe a 1’interieur de Wp 

il se presente au moins une des circonstances suivantes:
1) M est un point horizontal de classe C" par rapport 

a lFp et a l’equation (f?p), ou bien
2) la caracteristique de cette equation issue du point M se laisse prolonger vers la droite jusqu’a ce qu’elle 

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 12
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rencontre le cóte vertical du polygone Wp en un point 
C (x0, c) qui n’est pas un sommet de Wp. II existe donc 
des nombres k > 0, 1 > 0, n) tels que le rectangle o (fig. 2)

1 x0 — k<x < x0 
° I a<y<bO C Wp et f (Wp ; x,y) = 0 dans o,

tandis que polygone t
( x0< x<xa + l

T I a < y < b
n’a pas de points communs avec 1’interieur de Wp.

7P) II existe au moins une integrale premiere non banale z(Wp; x,y) de classe C"-1 de l’equation

(Sp)y’ = /(lFp;x,y)
pour laquelle Zy (Wp; x,y) > 0 dans Wp tout entier.

Si p > 1 on a:
óp) wp_. c Wp f (Wp; x,y) = f (Wp_x-, x,y) dans TFp_v 
sp) zWp ;x,y) = z(lTp_i ;x,y) dans lTp_i ,

tout cercie de rayon - ~ ■ et de centre situe a 1’interieur v p—1

ll) Les nombres *0 , c, a, b, k, l dependent du polygone W et du
choix du point M. Afin d’etre plus rigoureux il faudrait donc ecrire x0 (M,
Wp)......... (M,Wp).
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de Wp_x contient au moins un point horizontal de classe 
Cn par rapport a Wp et a l’equation (7?p).

L’existence des suites Wp, f (,Wp ; x,y) va etre demontree 
par recurrence. Nous prenons comme W\ un rectangle (ar
bitraire du reste) aux cótes paralleles aux axes des coor- 
donnees et nous posons

KTFi;x,y) 0 
z(lFi;x,y) = y dans Wx, 

dans W i.
Les proprietes aj, Ą) /;) sont ainsi verifiees.

Supposons que pour un polygone Wp et une fonction f (lFp;x,y) les proprietes ap) ...., 7?p) subsistent. Nous affir- 
mons qu’il existe un polygone Wp+1 et une fonction f (Wrt>+i',x,y) pour lesquels subsistent des proprietes

Le polygone Wp peut etre couvert par un nombre fini 

de cercles de rayon ~ et dont les centres sont des points 
interieurs de Wp . Soient

(9)

les centres de ces cercles. Je vais etendre la definition de 
la fonction f(Wp ;x,y) aux points du polygone plus large Wp+l de faęon que les proprietes ap+i) ,..sp+1) subsistent 
et que les points (9) deviennent horizontaux de classe C" 
par rapport a et a l’equation (JRp+J. La propriete
^p+i) sera aussi remplie en vertu de la faęon dont on a 
choisi les points (9).

Si est horizontal par rapport a 1’integrale de classe 
C" de l’equation (A’p) je pose

W'p+1 = WP et /(TFp;i;x,y) = /(lFp;x,y) 

sinon, la caracteristique de l’equation (Rp) coupe un cóte

12:
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droit de Wp (propriete /5p) et on peut construire le poly
gone n du lemme 3 de sorte que (fig. 3)

5,

ZZ. c

Q + n2 (
T

0,

Z 7.

(x»,b)

6

o'

s,

a2

B
D

Ss

Q
C' c

A

U(x0,o)

/ f(Wp;x,y) dans Wp| f(II-,x,y) dans ZZ12)

Fig. 5

Posons
w\1+x = wp + n .

La fonction

f(TFj+1 ;x,y) = 

est de classe dans W^p+1 et les segments z/j (CC’) et 
^/2(DD’) sont des caracteristiques horizontales par rapport 
au polygone ZZ et a 1’integrale de classe C" de l’equation (4) 
(lemme 3). II resulte de la definition (10) et des lemmes 1 
et 2, que les caracteristiques CC’ et DD’ tant qu’elles existent 
a 1’interieur de Wp+1 sont horizontales de classe C" par rap
port a l’equation:

g-y = o- (11)

En particulier le point est horizontal par rapport a 1’inte- 
rieur de Wp+1et a 1’integrale de classe Cn de (11).

12) Quant a la dćfinition de la fonction voir le lemme 3.



INTEGRALES PREMIERES 181

Le lemme 3 assure en plus l’existence de Lintegrale z(x, y) 
de classe C"_1 de 1’eąuation (11), telle que

(x, y) > 0 dans lFp+1 .

Le role de la fonction o>(y) du lemme 3 est joue mainte
nant par la fonction z (Wp ;x0,y) (fig. 3)-

Les remarąues faites ci-dessus montrent que les proprietes 
a +1), ... , e +1) subsistent a condition d’y remplacer W^p+1 par IFp+1 • En appliquant de nouveau le meme procede nous 
etendons de proche en proche la definition de la fonction 
f (lTp+1; x,y) aux points d’un polygone lFp?H= IFp^ de 
sorte que les proprietes a+1) , ..sp+1) soient yerifiees et 
que les points (9) deviennent horizontaux de classe C" par 
rapport a W7p+1 et a 1’eąuation (Rp+i) (lemme 1 et 2).

L’existence des suites { Wp} et {Rp } est ainsi demontree 
2*). Designons par & la somme de la suitę croissante (proprie
te óp) des polygones ouverts Wp . Q est donc un domaine 
simplement connexe. Soit (x,y) un point arbitraire de Q.
Posons

f(x,y) = /(TFk;x,y) (12)

ou Wk est le premier polygone de la suitę {Wp} qui contient 
le point (x,y). En rapprochant les proprietes ap) et <5p) on 
constate facilement que la fonction /(x,y) possede dans & 
des derivees partielles continues de tous les ordres. Les 
points rentrant dans la suitę infinie:

M\, Mi,..., M2r2,...
forment un ensemble partout dense sur 12 des points hori- 
zontaux par rapport a 12 et a 1’integrale de classe C" de 
1'eąuation

d Z j. z x 0 Z. ___ „+ fUy) = 0, (13)
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ce qui resulte immediatement de notre construction 
lorsqu’on tient compte du lemme 1 et de l’egalite (12).

Soit ę?(x,y) une integrale de l’equation (13), valable et 
de classe Cn dans 12. Ses derivees <yx(x,y) et 9%(x,y) sont
continues. On a donc

<Px(x,y) = 0 ]
, X n ( dans 12 .

<py(*;y) = 0 j
Comme 12 est un domaine il en resulte que la fonction <p(x,y) 
est constante. En meme temps la propriete yp) nous assure 
l’existence de 1’integrale z(x,y) de classe C"-1 de (13) dont 
la derivee zy(x,y) > 0 dans 12 tout entier.

Notre theoreme se trouve ainsi demontre.



SUR. UNE PROPRIETE DES ENSEMBLES PLANS
DE DIAMETRE TRANSFINI NUL

Par
Roman Leitner (Kraków)

Soit F un ensemble infini, ferme et borne des points du 
plan. Considerons dans F un systeme de n > 2 points
(1) Vin\ V(2n)^ • • • - V(nn

distribues dans F de maniere que le produit de toutes leurs 
distances mutuelles
(2) u G//0,..., ?/nn)) = n |^n) —4n)|
remplisse la condition
(3) V rfp) = max V(zlt..., zn) ,
E__
ou m''x V designe le maximum de la fonction V lorsąue les (F)
points zt,..., zn varient dans 1’ensemble F (ce maximum 
est atteint car F est un ensemble ferme). Nous dirons que 
les points (1) forment un systeme extremal du rang n de 
1’ensemble F. II est bien connu que la suitę

(4) ]/V (^n),..., r/nn))

est toujours convergente vers une limite d(F) dite diametre transfini de F.
Formons la nouvelle suitę

(5) #n (ż) — ]/| z—r/^ | ... | z—»£n) |

ou z est un point quelconque du plan. M. F. L e j a a de
montre1) que:

*) Ann. Soc. Pol. dc Math., t. XIV (1935). p. 131—134.
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1° lorsąue c?(F) > 0 la suitę (5) tend en dehors de F 
vers une fonction limite 2),

2) En dósignant par D le domaine infini situe dans Fensemble com- 
plementaire a F et par A Fensemble ouvert complementaire au domaine 
ferme D, M. F. Leja a proure que dans D + A on a

lim Hn (z) = d(F) • eG<-2^ . 
n/oo

ou dans D G(z) est la fonction de Green de ce domaine avec le póle 
a 1’intini et dans A , si- cet ensemble n’est pas vide. G(z) = 0 , (v. Ann. Soc. 
Polon, de Math.. t. XVIII (1945), p. 4—11.

’) La fonction lim H n (z) est dans ce cas ógale a | z—z(J | , ou z0 est 
n/oo 

le point d’accumulation de F.
4) On sait que le diametre transfini d’un tel ensemble est egal a zero

2° lorsąue d(F) = 0 la suitę (5) est aussi convergente 
en dehors de F a condition que F n’ait qu’un seul point 
d’accumulation 3 4).

Le but de ce trayail est de demontrer que dans le cas 
d(F) = 0 la derniere condition est essentielle. Nous allons 
notamment demontrer ce que voici :

Theoreme. II existe un ensemble F borne, ferme, ne possedant que deux points daccumulatiori^ et tel que la limite de la suitę (5) nexiste pas en generał.
La demonstration se compose de trois parties: Dans le § 1 

nous allons formuler ąueląues proprietes d’un ensemble 
borne, formę, ne possedant ąue deux points d’accumulation: 
0 et 1.

Dans lc § 2 nouś prouyons ąue, s’il existe un ensemble i 
F jouissant de ces proprietes, la suitę (5) correspondante 
a cet ensemble ne converge pas en generał en dehors de F.

Le § 3 est cónsaćre a la construction d’un ensemble 
jouissant des proprietes specifiees dans le § 1.

cn
§ 1.

Soit F la somme d’une suitę infinie d’ensembles Et,
oo

F - 2’ F;
i/1

jouissant des proprietes suiyantes:
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Propriete 1. IJensemble Et est compose des deux points 
z = 0 et z=l. Chaąue Et est un ensemble fini, non vide. Definition 1. Nt designe le nombre d’elements de ł’en- 
semble Et.Propriete 2. Les ensembles E; et Ej sont disjoints pour i^j.. sDefinition 2. Soit Gs 1’ensemble 2' Ef et Ms le nombre 

s
d’elements de Gs, donc Ms~ S Nt.
Definition 3. E etant un ensemble fini ąuelconąue con
tenant au moins deux points designons par ^(E) le pro
duit de toutes les distances mutuelles des points de E.Propriete 3. Les points de 1’ensemble Gs forment l’unique 
systeme extremal de rang Ms de 1’ensemble F, c’est-a-dire 
les ensembles Es+1, Es+2 ... sont definis de faęon que: V (Gs) > V (G^) pour tout ensemble Gs diffórent de Gs, com
pose de Ms points de F.Definition 4. Soit a;, i = 1, 2, 3,, une suitę de nombres 
positifs tels que:

«! = 1, a; > ai+i, a,.->0

Propriete 4. Les points z de 1’ensemble E, satisfont a 1’ine
galite:

I z — 01<a,., lorsąue i—2k, k=l, 2, 3,...
et a 1’inegalite| z— 1 <ait lorsąue z = 2 fc +1, fc = ], 2, 3,... .Definition 5. Soit Ą, z = l, 2, 3,..., une suitę de nombres 
tels ąue:

O<Ą<1, Ą->1

Propriete 5. Le nombre d’elements de 1’ensemble E, sa
tisfait aux inegalites:o

z5 i < jif < 1 pour i = 1, 2, 3 ...



186 ROMAN LEITNER

Remarąue. Observons que, s’il existe un ensemble F 
jouissant de ces proprietes, il est infini, borne, ferme et ne 
possede que deux points d’accumulation.

§ 2.
Lemme 1. Supposons qu’il existe un ensemble F jouis

sant des proprietes 1—5, formons la suitę (5) correspon- 
dante a cet ensemble et considerons deux suites partielles 
de la suitę (5) correspondantes a n = M2k, k = 1. 2, 3........
respectivement a n = M2k+l, fc = 1, 2, 3,... Nous affirmons 
que ces suites partielles convergent. en dehors de F, respec- 
tivement vers les limites | z | et | z — 11 .

Demonstration. Soit z un point fixe quelconque nappar- 
tenant pas a F. Posons a = | z |, h = \z — 1|. On a a > 0, h > 0. 
En vertu de la definition 4 il existe un nombre naturel 
impair m tel que a — am>Q, h — am > 0.

Dćfinition 6. L’ensemble E etant fini designons par W (z, E) le produit de toutes distances | z — £ |, ou C par
court E.

Remarque: Les ensembles E' et E" etant disjons, on a

TF(z,F' + E") = ir(z,F'). TF(z,F")

Pour les indices s, oii s< m, nous avons, selon les proprietes 
1 et 2, la relation:

(6) IF(z,Gs) = TF(z,Gm). IFuJe,.). IT(z,Es)
i/m+l

D’apres la propriete 4 on a:

(a — a^’1 < W (z, Et) < (a + a/)^'' pour i pairs,
(7) (b — a^)N‘ < W (z, E) < (b ~b a)N‘ pour i impairs.

En vertu de la def. 4 nous avons, pour i>m, les inegalites:

a —am< a —at , a + a. < a + am b~am<b~ Oi , b + ai<b + am
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d’ou

(8)
pour i pairs,(a-aJ^W^E^a + aj"1

pour i impairs.

II en resulte

(9) (a - am)p.s (b - am)Qs < W {z, ^E) < (a + am)P.s (b + «m)Q‘
i/m+l

OU = Qs=SNi
m<A^s m < i s
i pairs i impairs

Supposons que le nombre s soit pair. On aura alors 
dapres (7):

(10) (a - as)N‘ < W (z, Es) < (a + «S)N°
En designant les ąuantites: a + am, a — am, b + am, b — 
W(z,G„) respectivement par: A, A, B, B, C nous avons, 
en vertu de la propriete 3 et des relations (5), (6), (9), (10), 
1’inegalite:

Ms

Faisons tendre s vers + °° par les nombres pairs.
D’apres la propriete 5, on aura alors:
N, Ms, P. Qs
Ą Ms * °’ Ps < Ms~v Qs < Ms~v Ms °’ 7TS °’ 

d’ou il resulte que

(12) HMs —> a = | z |

En supposant que s soit un nombre impair on obtient 
d’une faęon analogue les formules (10), (11), (12), ou a doit 
etre remplace par b. Le lemme 1 est donc demontre.

Lemme 2. Soient G un ensemble fini et e un nombre 
positif tels que
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l°|z'— z"| <l pour toute couple de points z', z" appar- 
tenant a G,

2° | z' — z" | < e pour une certaine couple des points dif- 
ferents z', z" appartenant a G. Alors il est clair qu’on 
a 1’inegalite: 0<K(G)<e.

§ 3.
Construction de 1’ensemble F. En conservant les nota- 

tions precedentes nous allons construire 1’ensemble F. 
Choisissons une suitę Ą suivant la definition 5. L’ensemble 
Et soit compose des points: zx = 0, z2 = 1. Supposons qu’on 
ait defini pour i < s les ensembles E,. Choisissons le nombre 

as comme il suit: ax = 1, a2 — - et as < l^G^) si s > 2. Nous

avons: as < as_.v as^_ 0. Suivant que le nombre s soit ,pair

ou impair considerons l’intervalle pour s == 2k,
respectivement l’intervalle pour s = 2k +1.

Partageons cet intervalle en Ns — 1 parties, ou Ns est un 
nombre naturel suffisamment grand pour que la propriete 
5 soit remplie. Soit Es 1’ensemble compose des points de 
partage ainsi obtenus et des extremites de l’intervalle.

CO
Nous allons demontrer que 1’ensemble F = 2Ei ainsi i = 1

defini par recurrence jouit des proprietes 1—5. II est evi- 
dent que 1’ensemble F possede les proprietes 1, 2, 4, 5. II 
nous reste encore a demontrer la propriete 3. Nous allons 
distinguer trois cas suivant que 1’ensemble Gs — Gs contient: 
1) un seul point z, 2) deux points z', z", 3) trois points ou 
plus.

Ad 1): Le point z' est contenu dans un des intervalles
(13) [0, «s+1] ,'[1-«S+I, 1] 

par exemple dans le premier. Si z1 = 0 appartient a Gs, alors, 
selon le lemme 2, on a 1’inegalite
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(14) l’(Gs)<as+1<JZ(Gs)
parce que z’ appartient a Er, ou r>s; z'—z1<ar<a,_1
Si, par contrę, zx — 0 n’appartient pas a Gs, alors

Gs = Gs-{z,} + {/}

et Fon voit qu’en remplacant z' par zx on augmente cer
taines distances mutuelles des points sans changer les autres. 
II en resulte
(15) r(Gs)<E(Gs)

Ad 2): Si z et z" sont contenus dans le meme intervalle
(13),  alors en vertu du lemme 2, on a 1’inegalite (14). 
Supposons ensuite que z soit situe dans le premier et z" 
dans le second intervalle (13) et que les points zl = 0, z2 —1 
n’appartiennent pas a Gs.
On aura alors: Gs = Gs — { Z[, z2} + { z', z" }
En remplacant les points z' et z" par zx et z2 on obtient, 
par un raisonnements analogue a celui applique dans le cas 
precedent, 1’inegalite (15).

Ad 3): Au moins deux points z et z" de 1’ensemble 
Gs sont contenus dans le meme intervalle (13). On aura 
alors: | z — z" | < «s+1. II en resulte immediatement 1’ine
galite (14).

L’ensemble F possede donc la propriete 3. En vertu du 
lemme 1, la suitę (5), correspondante a 1’ensemble F ainsi 
construit, n’est pas convergente, a moins que le point z ne 
soit situe sur la bisectrice du segment [0,1].



UNE SOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE HOMOGENE 
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER 

ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS.

Par
Michał Kumorovitz (Bratislava)

Je veux presenter ici une solution du systeme lineaire 
homogene d’equations differentielles du premier ordre a 
coefficients constants sans utiliser la theorie des 
di viseurs element air es. A la base de notre solution 
est un theoreme du a E. Weyr, relatif a la nullite des 
puissances d’une matrice, theoreme que Fon peut prouvęr 
sans faire recours aux formes canonipues1). Ce theoreme 
adapte a nos besoins peut s’enoncer de la maniere suivante:

Soit A une matrice carree constante quelconque et r 
une de ses racines caracteristiques de multiplicite s.J designant la matrice unitę du meme ordre que Ai 
nous poserons M = A — rJ. La nullite2) de la matrice M' (i = 1,2,3,...) croit avec l’exposant i jusqu’ a ce au’elle 
atteigne pour un i = q (1 ę s), la valeur s. A partir de 
ce moment, elle reste constante pour tous les i non in- 
ferieurs a q. Nous ecrirons nul M'—s (i-^q).

Soit donnę un systeme d’equations differentielles 
dxf =3ilx1 + ai2x2 + ... + ainxn (i = l....,n)

que Fon peut, a l’aide des matrices, mettre sous la formę

(1)

b E. Weyr, O Iheorii forem bilinearnich, Praha 1889, pp. 30—34,
ou bien O. Boruvka. Sur les matrices smgulieres, Comptes Rendus des
Seances de 1’Acądemie des Sciences, t. 203 (1936), p, 600.

2) Nul M = s signifie qu’il y a exactement s vecteurs p lineairement
ndependants satifaisant a l’equation Mp = 0.
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ou A designe la matrice carree des coefficients constants aik, x le yecteur aux composantes xlt..,. xn ecrites dans 
une colonne et t une yariable reelle.

Nous affirmons que pour trouver la solution generale 
du systeme (1), on peut proceder de la faęon suiyante:

a) On fait la decomposition du polynome caracteristi- 
que de la matrice A en facteurs lineaires

(2) f(r) = | X - rJ| = (r - r^1 (r - r2)s’ ... (r — rfc)s*‘, 
ou l’on a S] + s2 + ... + sk= n,

b) on calcule la matrice
(3)
pour chaque racine caracteristique (x=l,...,fc) et on 
construit les polynomes

c) on ecrit sx yecteurs p lireairement independants et 
satisfaisant a l’equation

(5) Ms* p = 0
et l’on obtient ainsi une suitę de k matrices Px
(6) Px = (p[x) , P^.. P^) , (x = 1 ,..., fc)
la matrice Px etant d’ordre nXsx .

Theoreme 1. La solution generale du systeme (1) est 
donnee par la formule

(7) x = (F /) er< ..., F (Mkt) Pk *) ■ c
ou c 0 est un yecteur eonstant arbitraire.

Corollaire. Dans le cas special ou toutes les racines 
caracteristiques rx sont simples, on aura F (31, f) = J et, au 
lieu de (5), on aura tout simplement Mxp = 0 pour x = 1,..., n.

Remarque 1. Comme nous allons le prouver, au lieu 
du polynome (2) il suffit de prendre le polynome minimal 
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de A, y>(r) = (r— rr)qi... (r — rk)qk, si on le connait, mais 
alors dans (4) et (5) il faudra remplacer respectivement les sy par les qx (x = l,...,k), tandis que la formule (6) reste 
la meme car le nombre de vecteurs p est encore egal a sx.

Demonstration. Rappelons, pour commencer, que 
a solution du systeme (1), acquise par exemple a 1’aide du 

developpement en serie de Taylor et admettant pour t = 0 
la valeur initiale x (0) — x0 7- 0, est donnee par la formule *)

(8) x(f) = eAtx0,
ou x (Z) designe le vecteur aux composantes Xj (Z),..., xn (f), 
et e 11 la matrice donnee par la serie exponentielle conver- 
gente
zn\ at _  T . At (At} . • • £(9) e = J + - - + Nr.- + ... m mf.1 ! z.!

dont le determinant1 2) est egal a e(’11”a22+ " ^ann)f, et qui est 
reguliere pour toute valeur finie de la yariable t.

1) Peano. Integration par series des óąuations differentielles. line- 
aires, Math. Annalen 32 (1888). p. 456 (1’auteur n’emploie pas la serie 
de Taylor).

2) Schlesinger. Neue Grundlagen fiir einen Infinitesimalkalkiil der 
Matrizen, Math. Zeitschrift, 33 (1931), p. 43—44.

Pour passer maintenant de la formule (8) a une autre 
qui ne comprend qu’ un nombre fini de termes, nous 
aurons besoin de la decomposition

(10) A = My + rxJ (x = l,...,fc)

(qui n’est d’ailleurs que l’equation (3) transcrite) et d’une 
substitution

(11) x0 = Pc
dans laquelle la matrice reguliere P sera choisie conyena- 
blement. Dans la premiere etape de la demonstration, en 
admettant la regularite de la matrice P, nous etablirons une 
formule proyisoire (14). Nous en deduirons ensuite la for-
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mule (7) du Theoreme 1, et enfin nous etablirons la regula- 
rite de la matrice P, ce qui terminera la demonstration, du 
theoreme.

a) II resulte du theoreme de Weyr que Fon peut tou
jours trouver s vecteurs pM satisfaisant a l’equationO
(5') M’*p = 0 (x=l,...,k)

avec lesquels on peut construire une matrice

(69 Px=(p™, p?,..., p%) (x=l,...,k)

d’ordre n et du rang sx.
Si <p (M) est un polynóme scalaire d’une matrice M (sup- 

posee carree) du plus petit degre d tel que l’on ait <p(M)p=Q 
pour un vecteur p, on dira que le vecteur p est du degre d 
par rapport a la matrice M. Specialement, pour les vec- 
teurs p(f contenus dans la matrice Px il est clair qu’au 
moins un parmi ces vecteurs est du degre qx, avec <p(M) = Mx><, et qu’aucun n’est du degre superieur a qx. On 
a donc Mqxx Px — 0.

Cela pose, on a

, , M,t t , (M,O’-"1
'' 1 : p,+

+ q+..q

si conformement a (4), on designe par F(Mxf) l’expression 
contenue dans les premiers crochets du second membre. En 
utilisant la relation (10) et la commutativite des matrices M- et de J on a encore

(13) e/lf p =e^M>‘+r^t

= eM*‘ Px e’‘t = F(Mxf)
Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 13
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Construisons avec les matrices P>.(x=l,..., k) une ma
trice P qui contient Sj + s2 + ... + sfc = n vecteurs dont nous 
admettons — pour 1’instant — la regularite. Posons donc

P = (Pp P2,...,Pfc)
et ecrivons la solution (8) du systeme (1) en y remplaęant 
x0 par le produit Pc. On aura

x-e"'(PP P2,..., Pfc) c = (/fP1; eAtP2,..., eAtPk)c 
ce qui donnę, d’apres l’equation (13), la formule provisoire

(14) x = (F (^ t) Ą eri<,..., F (Mfc t)Pkekt) c
ou les polynomes F (Mr /),..., F (Mk t) sont de degre respec- 
tivement q1;..., qk.

b) La formule (14) n’est pas tres commode puisqu’il y 
figurent les q, c’est-a-dire les exposants minima pour 
lesquels on a nul Mqxx = sx. Nous allons prouver qu’on peut 
les remplacer par les nombres sx.

Lemme 1. Dans la formule (14) on peut remplacer les 
matrices Px,..., Pk calculees des equations (5') par les ma
trices Qj,..., Qk calculees des equations

(15) M‘xp = 0 (x = l,...,fc)
dans lesquelles l’exposant ix peut etre choisi arbitrairement 
pourvu qu’il ne soit pas inferieur a qx.

Soit, en effet, q le plus petit exposant tel que 1’ on ait nul Mq = s (nous omettons dans la demonstration 1’indice 
x des lettres M, P, Q, q, r, s). Soit j q. Dapres le theoreme 
de Weyr on a donc nul Mk+1 = s pour k = 0,1,2,.... Sup
posons que P soit du rang s. De la relation Al'P = 0 il 
suit que

(16) 31kH P=Mk M1 P=Mk. 0 = 0.

D’autre part, soit Q une solution fondamentale de l’equation Mk+i p = 0. Puisque P est une autre solution fondamentale, 
il existe une matrice reguliere C d’ordre s, telle qu’on ait 
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P = QC. II en resulte que O = Ms P — M1 QC et, en multi- 
pliant de droite par C~’, on voit que M* Q = 0. De cette 
derniere equation, a laquelle on peut associer une equation
(16) en Q, nous voyons que la matrice Q, servant de facteur, 
annule dans le developpement de eMt (l’equation (12)) les 
memes puissances de la matrice M que la matrice P. Le pro- 
duit F (M t). Q ne contient donc que les termes en Mt de 
degre inferieur a q, ce qui termine la demonstration de notre 
lemme.

De la demonstration precedente on deduit immediate- 
ment le:

Lemme 2. Les polynómes F(Mxt) intervenant dans (14), 
quant a leurs degres, ne sont astreints qu’a une seule con
dition, a savoir, que leurs degres respectifs ne soient pas 
inferieurs a

Nous en concluons qu’il est permis de prendre au lieu 
de la formule (14) la formule (7) avec les F(AIxf) donnes 
par (4) et P* donnes par (6).

c) II ne nous reste maintenant que de prouver que les rt vecteurs p'}5,..., p^,p™,p^ de la matrice P in- 
troduite apres ł’equation (13) sont lineairemnet independants.

Lemme 3. Soient P = (Pt, P2,..., Pk) etQ = (Q1,Q2,...Qk) 
deux matrices construites avec des solutions fondamentales 
arbitraires de (15) pour x = l,..., k. On peut trouver une 
matrice reguliere C d’ordre rt telle qu’on ait

(17) P = QC
De Px= Qx Cx, | Cj 7^= 0, (x = 1,..., k) il suit, en effet, 

que
/Cj 0 ... 0\

P = (Q1C1,..., QfcCfc) = (Q1,Q2,...,Qk) 0 C2 ;- 0 =QC 

\0 0 ...cj
et que | C | = | C, | | C21 ... I Ck | 7= 0.

13'
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Corollaire. Si une seule des matrices P, construites 
de la maniere prescrite, est reguliere, il le sont toutes.

Choisissons donc la matrice P, dont nous etablirons la 
regularite, de la maniere suivante. Pour une valeur fixe de 
1’indice x soit 1 i = qx (la signification de q reste toujours 
la meme). Si qx = 1, on a par definition de qx que nul Mx == sx, et alors tous les vecteurs de Px sont du premier 
degre par rapport a AIx. Si Fon a qx > 1 , il existe un ex- 
posant i tel que l^i<qx et que nul M‘x < nul Mx+1. Con- 
siderons tous les vecteurs lineairement independants 
et satisfaisant a l’equation Mx p = 0. II sont en nombre 
egal a nul Mx et ils satisfont aussi a l’equation My p = 0, 
car 3F+’p = M*• M'xp = Mx’O — 0. Or, le nombre total de 
solutions de M'*lp = 0 est egal a nul M‘x\ II y a donc 
d’autres vecteurs en nombre de (nul M'+l — nul Mx) > 0 
satisfaisant a l’equation 31*+1p = 0 qui ne se laissent pas re- 
presenter par une combinaisón lineaire de vecteurs consi- 
deres et qui sont evidemment de degre i+,1. Ajoutons ces 
vecteurs aux vecteurs premiers. Mettons successivement i = l,2,...,qx—1. Nous aurons ainsi construit une 
matrice Px qui jouira des proprietes suivantes:
1) Elle contient les vecteurs p^ (o = 1,..., sj depuis le 
premier jusqu’ au ęx-ieme degre par rapport a Mx.
2) Aucun de ces vecteurs ne se laisse representer par une 
combinaison lineaire d’autres vecteurs du meme degre, s’il y 
en a, et de vecteurs eventuels des degres inferieurs.
3) Supposons encore, pour plus de commodite, que les vec- 
teurs p^ dans Px sont ranges suivant leur degre decrois- 
sant.

Admettons maintenant, pour faire la demonstration in- 
directe, que P ne soit pas reguliere, c’est-a-dire qu’il existe 
un vecteur constant c=£0 tel que l’on ait
(18) Pc = 0,
ou bien plus explicitement,
(18a) Pxcx + P2c2 + ... + Pkck— 0 .
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Ici Ci est le vecteur partiel compose de Sj premieres, c2 le 
vecteur partiel de s2 suivantes, etc., et ck le vecteur partiel 
de sk dernieres composantes du vecteur c.

Soit maintenant la premiere parmi les composantes
. y2 • • ■ •» du vecteur c qui soit differente de zero. Par 

un changement eventuel des indices on peut toujours ob- 
tenir que appartienne a c1, ce que nous supposerons 
dans la suitę.
Dans le produit P1c1 groupons les termes contenant les 
vecteurs du degre le plus eleve i (1 i g Qj) et separons- 
les par une parenthese de ceux qui sont du degre inferieur 
a i, c’est-a-dire
(19) + ... +^p£”) + ^+1p^ + ... + y5i p« =

= + “i-i
ou les vecteurs ut et iz,-^ representent les groupements res- 
pectifs.

Multiplions de gauche l’equation (18a) par le produit• Mq‘ Mqa... Mkk et rappelons que les matrices Mx sont 
permutables entre elles. Comme on a MqxxPx=0 (x=2,...,k) 

= l’equation (18a) devient

(20) ... M[k • u. = 0.

Posons maintenant dans l’equation precedente
(21) Mx = A-r1J + (n ~rx) J = Mr + JxJ (x^ 1) 
ou ¥= 0, car les racines rx (x = 1,..., k) sont differentes, 
et nous aurons

(g (M.)•M1+Jq‘... JqkkJ) • ut = 0,

g (Afj) etant un polynome en de degre q2 + ... + qk— 1. 
Et finalement, a cause de la relation Afj zz, = O, on a

(22) ut = 0.

Cela veut dire que le vecteur u, est au plus de degre z — 1. En 
se rappelant la signification de u, introduite par l’equation
(19),  on peut ecrire
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(za ¥= o).
On a donc exprime le vecteur p^ comme une combinaison 
lineaire de vecteurs > • > • > qui sont de degre i et du 
yecteur u, de degre inferieur a i. Or, cela est contraire a la 
propriete 2) de la matrice P, signalee plus haut. Nous con- 
cluons qu’il est impossible de trouver un yecteur c 7^ 0 tel 
que l’equation (18) soit satisfaite. Les yecteurs de la ma
trice P sont lineairement independants et le Theoreme 1 est 
completement prouve.

Remarque 2. Pour justifier encore la Remarque 1 il 
suffit de demontrer le

Lemme 4. Le polynome (r) = (r — tj1' ... (r — rfc)9k 
avec les nombres qx, . . . , qk figurant dans la solution (14) 
est le polynome minimal de la matrice A.

Soit, en effet, v = (Pj, .. . , Pk) • v un yecteur arbitraire 
et la matrice (Pj, ..., Pfc) reguliere avec Px satisfaisant aux 
equations Mqxx = 0 respectiyement. On a

y>Q4v) = (^(^4)v>G4) P^ v
avec y>(A) Px — Mq‘... Mqxx ... Mqkk Px=0, car les Mx sont 
permutables. On a donc ip (A) v = 0, d’ou, v etant arbi
traire, on tire que (A) = 0.

Supposons d’autre part que u soit un yecteur, tel que Mqx u = 0, mais Mq‘-1 u t^O. En multipliant u de gauche par 
une matrice y>x (A) = . M‘k • Mqx ’, ou 1 Si ix SS qx
(x = 2, ..., k), on arrive a une expression analogue a celle 
du premier membre de (22), a savoir,

qui est differente de zero, les ayant la meme significa- 
tion que dans l’equation (21).
Cela prouve que y>x (A), pour annuler le yecteur u, doit etre 
en Mx de degre qx au moins et, par consequent, le polynome

(r) doit posseder le facteur lineaire (r—rx) du degre qx au 
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moins. Pareil raisonnement pour les autres facteurs montre 
qu’ils doivent etre au moins de degres respectifs qx. Le po
lynóme y>(r) est donc bien minimal.

Theoreme 2. Si la matrice A est symetriąue et reelle 
l’equation (4) devient F (Mx t) = J et au lieu de (5) il suffira 
de prendre Mx p = 0 = 1, ..., fc).

On sait, en effet, que dans ce cas les matrices Mx sont 
symetriques et reelles elles aussi et que, par consequent, nul Mx = sx deja pour i = q* — l (x = l, ..., fc).

Theoreme 3. Si Fon a un vecteur v satisfaisant a deux 
conditions suivantes: 1) Af,v = 0, 2) Al'-1 v #= 0, i ~> 1, 
pour un fixe, et que Fon construit le polynóme vecteur p (7) — F (Af.z /) v de sorte que F on ait une solution particu
liere
(p) x = p (7) er’ *

du systeme (1), nous disons que F on obtient (z — 1) autres so
lutions particulieres lineairement independantes en remplaęant 
p(7) dans cette solution particuliere (p) par les z’-—1 deri
yees successives par rapport a t du meme vecteur p (7).

Demonstration. Supposons que le vecteur v satis- 
fasse pour un h fixe a deux conditions indiquees dans le 
theoreme. Notons en passant que ces deux conditions avec 
le theoreme de Weyr entrainent que z SS sx. De la formule
(7),  le yecteur c etant arbitraire, il suit que 

x^'=F{Mxf)p^e^
represente une solution particuliere du systeme (1). Nous 
prouvons d’abord le:

Lemme 5. Avec les yecteurs non nuls v, M\ 1 v?
si v remplit les deux conditions du theoreme 3, on peut 
construire une matrice Pz du rang z qui donnę z solutions 
lineairement independantes du systeme (1), soit
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Pour etablir ce lemme il suffit de montrer que ces vec- 
teurs satisfont a Feąuation (5) et qu’ils sont lineairement 
independants. Mais ils satisfont a l’equation (5), car Ms ■ Mk v = Ms+k~‘ ■Miy = Ms+k~‘ -0 = 0 pour k=0,l,..., i—1 
(nous omettons 1’indice x dans la demonstration du 
Theoreme 3 qui suit; M = J par definition). Ces vecteurs 
sont lineairement independants. En supposant vrai le cont
raire on a

(23) /j v + y2 Mv + ... + /; 1 v = 0,

ou les constantes yx, y2,..., 7, ne sont pas toutes nulles. 
Supposons que yk en soit la premiere qui est differente de 
zero, c’est - a - dire yr = 0, y2 = 0,..., yk_r = 0, yky^ 0. De 
l’equation (23), qui commence cette fois par yk Mk~} v+yk+1 Mk v+yk+2Mk+1 v+..., si nous la multiplions de gauche par M‘ k, il ne reste dans le premier membre qu’un seul terme ykM'~x v qui, par hypothese faite au sujet de v et de yk, est 
different de zero. Ainsi est-on parvenu a une contradiction. 
Le lemme est donc demontre.

Parmi les vecteurs v, Mv,M'~l v choisissons un, soit M v (0 <fcsSf—1). La solution particuliere du systeme 
(1) relative a ce vecteur est x(fc+1) = F (Mt) • Mk v • e* • 
Comme M‘~kMkv = 0, le dernier terme de F(Mt) qui ne 
s’annule pas dans cette solution est de degre i—k—1 en Mt. 
D’autre part, si nous calculons la fc-ieme derivee par rap
port a t du vecteur p (f) = F (Mt) v, nous aurons

=(Mfc + Mk+'~ + ... + ---- ) • v= F (Mt) ■ Mk v,dtk 1 ! (i—k—1)!
ou F (Mt) est egalement de degre i—k—1 en Mt. On voit 
donc que pour k = l, 2,.... i—1 on a

(fc+i; = _dW).erfdtk
c • q • f • d.



SOLUTION OF A PROBLEM OF M. F. LEJA

By
HJDETAKA Terasaka (Osaka, Japan)

M. F. Leja has proposed the following problem (Ann. 
Soc. Pol. de Math. t. XIX (1946), p. 252.):

„Soit E un ensemble ferme et borne des points de l’es- 
pace a 3 dimensions, | Pj p21 la distance cartesienne des points 
p! et p2, n un nombre naturel fixe et

n(") n(n) n(n)P 1 ’ p 2 >•••> P n

un systeme de rt points de E tel que la somme

y __ 1
I n) (n

I < i < k < n | P Pk

soit la plus petite.

Prouver que la suitę des fonctions du point variable u
(*)

converge partout en dehors de E (ou montrer que cette 
proposition est fausse)."

In the following we shall show by constructing a simple 
counterexample that the proposition is false.

We are going to define step by step two sequences of 
natural numbers rti and m; (z — 1, 2,.. .) such that 

(1) 

and two sequences of real numbers an and bm (n, m— 1, 2,...) 
such that
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(2) 0 < a„+1 <an<bm< bm+l < 1, (n, m = 1, 2,...).

For the sake of simplicity we write

(3) zJ i a    „ i tai> a2> • ■ ■ i azJ

for n real numbers ax, a2, an which are different from 
one another.

Now let Hj be an arbitrary integer > 1 and let ar, a2,... ani be nx real numbers satisfying (2), otherwise arbitrary. 
Suppose an and bm with 1 -S rt nt and 1 'S m -S 
(mo = O) respectively have beem already defined for an i 1, 
and let bm, for m = + 1 be a positive number < 1
such that

(4) [0, anj, an._! , a2, a1; bv, b2, ... bmi_t,
Let c be a arbitrary but fixed real number different from

and satisfying a2 < c < at. We choose then an integer m; 

sufficiently large and correspondingly positive numbers bm 
(m,_i + 1 < m a7;) satisfying (2) and sufficiently near to 1, 
such that

1
n, + ml + 2

(5)
n = 1

1 1 1 'l 1c—bm 1 1 — c 1 —c
m = l

Similarly suppose an and bm with 1 '> rtś= n,and 1 ~ m S mi 
have been already defined for an i 1, and let an, for n = rij + 1 be a positive number < 1 such that

(6 [0, a , a ,..., a2, a1; bp b2,..., b , 1] < ~ .• 1 1 1 an'
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We choose then an integer n;+1 sufficiently large and 
correspondingly positive numbers an (n, +1 < n S n,+1) satis- 
fying (2) and sufficiently near to 0, auch that

1 +
(7)

m

+ 2 1
c-C

1_c <7-
of real numbers

m = l

We have thus defined two seąuences an and bm in the interval converging monotonously
to 0 and 1 respectively.

If we consider an and bm as the points on the segment 
[0, 1], then the point-set E = { 0, an, bm, 1 }, where rt and m 
rangę over all natural numbers, is the reąuired one, that is 
a set, for which the proposition does not hołd.

As a matter of fact we can prove that

n k = l 
does not converge for

To show this, let n > 1 and let 

be a system of points Q E such that 

assumes the smallest value. We remark first that Pn must 
contain both 0 and 1, sińce otherwise we would get a smal- 
ler value than [Pj if we substitute the smallest or the grea- 
test point of Pn by 0 or 1 respectively.

In case
n = 2 + (n1 + n2+... + n1) + (m1 + m2+...+ mi_1)
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Pn consits exactly of 0, an? an._lt..., a2, alt bu b2..  bm._}
and 1, because if Pn should contain a point an<an. or a 
point bm>bm._1, then, sińce Pn contains both 0 and 1, we 
would have either by virtue od (4)

[ 0; anji • • • > a2> al> ^1> h2, . . . , bm. 1]<-

or by virtue of (6)
[0> an(> • • • ’ al’ ^1> ^2> • • • > <

< [0, an;’• • ■ > ai ^i> h2,..., bm,. 1]C

which is absurd. We have thus by virtue of (7)

Similarly we nave in case
n = 2 + (hj + n2 + ... + n;) + (m1 + m2 + ... + m[) 

the relation

Thus gn (c) does not converge for n -*■ q. e. d.

REMARQUE SUR LA NOTĘ PRECEDENTE
Par

F. Leja (Kraków)

Observons que 1’ensemble }0, an, bm, 1} construit par 
M. H. Terasaka, pour lequel la suitę |gn(u)} admet des 
points de divergence en dehors de cet ensemble, ne possede 
que deux points d^ccumulation1) et que, par suitę, son 

*) Cf. la Notę de M. R. Leitner inseree dans ce volume, p...........
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diametre transfini au sens de MM. G. P o 1 y a et G. S z e g ó2) 
est egal a zero. Plus generalement, si le diametre transfini 
d’un ensemble E est nul, la suitę correspondante {gn(u)| 
peut parfois admettre des points de divergence n’appartenant 
pas a E. Par exemple, si E est un ensemble fini ne se 
reduisant pas a un seul point, les points extremaux de E 
peuvent etre choisis de maniere que la suitę {gn(u)J admette 
des points de divergence, tandis que, si E est infini et n’a 
qu’un seul point d’accumulation, la suitę correspondante 
|gn(u)} est toujours convergente.

Le cas generał, ou le diametre transfini de E est positif, 
exige une etude speciale et dans ce cas le probleme de con- 
vergence de la suitę {gn(u)} en dehors de E reste ouvert.

2) Cf. Journal fur Math. t. 165(1931), p. 4—49.



SUR LES SYSTEMES MAJORANTS D’EQUATIONS 
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Par
J. SZARSKI (Kraków)

Introduction

Considórons un systeme d’equations diffórentielles ordi
naires
(1) y^ = A(tyi......y») , (i = i,2,...,n)
ou les fonctions sont supposees d’etre continues dans un 
ensemble ouvert & de Fespace de points (Z, y1;...,yn). 
Nous allons adopter les definitions suiyantes.

Majoration universelle au sens Sv Nous dirons que le systeme (1) se prete a la majoration universelle au sens Sf dans lorsqu’ a tout point P{t(t0, j/j,..., yn) apparte
nant a Q il correspond une integrale
(2) y; — <?>•(*) > 0 = ri)
du systeme (1) issue du point Po et remplissant la condition 
suiyante:Condition M^~: pour chaque courbe
(3) y, = yj^t) , (z = 1,2,..., n)
passant par le point Po, continue et satisfaisant aux inega
lites diffórentielles
(4) < /,(*,''ąW,---, ^„(0) , (z = 1,2,..., n)
dans un yoisinage unilateral a droite de t0, les inegalites
(5) < <?,(/) , (ż = 1, 2,..., n)

sont yerifiees dans un yoisinage unilateral a droite de t0 ,
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Nous dirons que le systeme (1) se prete a la majoration uniyerselle au sens S~ dans P, lorsqu’ a tout point Po(/o , 
!,..., y„) appartenant a P il correspond une integrale (2) 

du systeme (1) issue du point Po et remplissant la condition 
suivante :Condition M1 : pour chaque courbe (3) passant par Po, et 
satisfaisant aux inegalites differentielles
(6) > fi(t, vyCO,---, V„W) , (ż = 1,2,..., n)
dans un yoisinage unilateral a gauche de t0, les inegalites (5) 
sont verifiees dans un yoisinage unilateral a gauche de .

Nous dirons enfin que le systeme (1) se prete a la majoration uniyerselle au sens St dans P, lorsqu’ il se prete 
a la majoration au sens Sf et au sens simultanement.

Majoration universelle au sens S2. Nous dirons que le systeme (1) se prete a la majoration uniyerselle au sens St dans lorsqu’ a tout point P0(70, ,..., yn) apparte
nant a Pt il correspond une integrale (2) du systeme (1) 
issue du point Po et remplissant la condition suiyante:Condition pour chaque systeme d’equations differen
tielles

(7) y; = g,(A Ti,---, yn) > (z = 1,2,..., n)

dont les seconds membres sont continus dans P et y satis- 
font aux inegalites

(8) gi(f,y1,...,yn)</;(f,y1,...,yn) , (z = 1,2,..., nj
et pour chaque integrale (3) du systeme (7) issue du point 
Po, les inegalites (5) sont yerifiees dans un yoisinage unilateral a droite de t0.

Nous dirons que le systeme (1) se prete a la majoration uniyerselle au sens S~ dans &, lorsqu’a tout point Po (f0. 
j?i,..., yn) appartenant a il correspond une integrale (2) 
du systeme (1) issue du point Po et remplissant la condition 
suiyante:Condition pour chaque systeme (7) dont les seconds 
membres sont continus dans & et y satisfont aux inegalites
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(9) g;(/, y,..., y„) >yi,.... yn) , (i = 1,2...., n)
et pour chaąue integrale (3) du systeme (7) issue du point PQ, les inegalites (5) sont verifiees dans un yoisinage uni- lateral a gauche de t0.

Nous dirons enfin que le systeme (1) se prete a la majoration uniyerselle au sens S2 dans ii, lorsąu’ il se prete 
a la majoration au sens S2 et au sens simultanement.

Remarąue 1. II est immediat qu’un systeme qui se prete 
a une des majorations au sens , S["> ou *^i se prete a for- 
tiori a la majoration correspondante au sens S^, S2, ou S2, 
mais le reciproąue n’est pas evident.

Majoration universelle au sens TP En remplaęant dans 
les enonces des conditions et 317 la phrase " pour chaąue 
eourbe (3) passant par le point P0(t0,$i,.. " par la
phrase suivante: " pour chaąue eourbe (3) issue d’un point 
Q (/oy1,...,yn) ąuelconąue appartenant a ii et tel que

(10) y,<^,- , (i = l,2,...,n).

continue etc." , on obtient les definitions des majorations 
au sens T*, et .

Majoration universelle au sens T2. En remplaęant dans les 
enonces des conditions et la phrase"pour chaąue 
integrale (3) du systeme (7) issue du point Po" par la 
phrase suivante: " pour chaąue integrale (3) du systeme (7) 
issue d’un point Q (f0,yt,...,yn) ąuelconąue appartenant a ii 
et remplissant les inegalites (10) etc.", on obtient les de
finitions des majorations au sens T2, et T2.

Propriete P de 1’ensemble ii. Nous dirons qu’un ensemble 
ouvert ii jouit de la propriete P, lorsąue toute section 
non-vide de 1’ensemble ii par un plan t = const. constitue 
un ensemble convexe.

Condition C. On dira que le systeme de fonctions fi (t, yi,...,y„), (i= 1,2,..., n), remplit la conoition C, lorsąue 
la fonction (t, yx,..., yn) est croissante (au sens large) par 
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rapport a chacune des variables y1;..., y,_p y,-+1,..., yn sepa- 
rement.1)

’) Ceci veut dire que
A (h y........yj-1. i, yj+1.........vn')<fięt,yl..........yj_r, lj, yj+1........ y„)

lorsąue i =t= j et kj lj .
2) cf. T. Ważewski: Systemes d’equations et cTinćgalites differen- 

tielles aux deuxiemes membres monotones, Ann. Soc. Pol. Math. T. XXIII. 
Theoreme 2a et Theoreme 3.

3) cf. Ważewski: loc. cit. Theoreme 2a bis et Theoreme 3 bis.

Condition D. On dira que le systeme de fonctions 
/,• (Ayyn), remplit la condition D, lorsąue la fonction 
A (f, y1;-• yn) est decroissante (au sens large) par rapport 
a chacune des variables yv..yt_v yi+l,..yn separement.

Remarąue 2. II est facile de montrer que si 1’ensemble & 
jouit de la propriete P, alors les fonctions d’un systeme 
A (A yP. •yn), (i = 1, 2,..n), remplissant les conditions C 
et D a la fois ont forcement la formę
(11) A(Ayi,-..,yn) = h,(Ay,), (ż = l,2,...,n).
ou la fonction h, ne depend que des variables t et y;.

M. T. Ważewski a demontre2) que la condition C est suffi- 
sante et necessaire pour que le systeme (1) se prete a la 
majoration universelle au sens . Une proposition ana- 
logue subsiste pour la majoration universelle au sens 'F2+ . 
La condition D est pareillement suffisante et necessaire3) 
pour que le systeme (1) se prete a la majoration universelle 
au sens T\. Une proposition analogue subsiste pour la 
majoration universelle au sens . 11 en resulte, en vertu
de la Remarąue 2, ąue les seuls systemes ąui se pretent a 
la majoration au sens ou bien au sens T2 dans un en
semble Q jouissant de la propriete P sont ceux dont les 
seconds membres ont la formę (11).

Or le but de la notę presente est d’etablir des propo- 
sitions analogues pour les notions de majoration au sens 5.

§ 1.
Avant d’enoncer les theoremes en ąuestion nous allons 

demontrer ąueląues lemmes ąui nous faciliteront les de- 
monstrations dans la suitę.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 14
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Lemme 1; Supposons que la fonction soit continue
au voisinage du point (0, 0) et qu’elle y remplisse les rela
tions
(12) K0,0) = 0
(13) f(t, 0) > 0 pourf>0.
Dans ces hypotheses il existe une courbe y = yj (f) definie 
et derivable au yoisinage de t = 0 et telle que
(14) y/(f) < / (f, y (/)) pourf>0.
(15) V"(0>0 pourf>0.
(16) y>(0)=0.

Demonstration. Considerons l’equation differentielle

(17) / = /(Ly) —yf (L0) .
ainsi que l’equation
(18) y=f(Ly)-/(L0).
et designons par y = (f) 1’integrale superieure de l’equation
(17) issue du point (0,0). On aura alors (16) ainsi que (14) 
puisque, d’apres (12) et (13)

(19) —/(L^ W) —W) pourf>0.
D’autre part le second membre de l’equation (17) etant, en 
vertu de (13), plus grand que celui de l’equation (18) et la 
courbe y = 0 etant evidemment une integrale de l’equation
(18) issue du point (0,0) on a 1’inegalite (15)4).

Lemme 2. Supposons que la fonction /(y) soit continue 
dans un intervalle A et que pour deux valeurs y > y appar
tenant a A on ait 1’inegalite
(20) /(y)</(y).
Dans ces hypotheses il existe un y appartenant a A et un 
<5 > 0 tels que
(21) (y)>/(y) pour —<5<y<y.

4) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen, Chelsea Pu
blishing Company, 1947, p. 91, Satz 5. L’inegalite (15) resulte de ce theo
reme en vertu de 1’inegalite (13).
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Demonstration. Designons par y> la borne inferieure de y tels que
(22) f(y) = f(y) et y<y<y.
D’apres (20) on a $ > y et en posant <5 = y — y on aura, en 
vertu de la continuite de f (y), 1’inegalite (21).

Lemme 3. Soit donnę dans le plan des variables (Z, y) un 
ensemble ouvert G contenant a son interieur le segment 
ouvert (— <5, 0) sur l’axe y, ou <5 > 0.

Nous affirmons qu’il existe une courbe y = y> (f) continue 
et continument derivable dans un voisinage unilateral a 
droite de t = 0, situee a 1’interieur de G pour t > 0 et telle que
(23) • v(0)=0
(24) lim y/ (t) = — 00 ;

f—>0J-0

Demonstration. Soit yv, (r = 1,2,...) une suitę de points 
sur le segment (—<5, 0) de l’axe y telle que
(25) yv < yv+l, lim yv = 0 .

-P-H-OO

Pour tout indice v il existe un hv > 0 tel que le rectangle Rv defini par les inegalites
(^v) ; yv<y<yv+1.
est contenu a 1’interieur de G. On aura alors

oo

(26) £RvQG.
V=1

Soit hv une autre suitę telle que
(27) 0 < hv < hv ; hv+1 < hv ; lim h = 0.

■P-H-OO

Joignons les points (hv, yv) et (hv+1, yv+1) par un segment 
rectiligne Sv. Dapres (27) nous aurons alors
(28) SVGRV.
Ces segments reunis forment une ligne continue
(29) t = o(y) pour — <5 < y < 0
telle que, d’apres (27),

14’
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(30) lim o (y) = 0 .
y—>0—0

En vertu de (28), la ligne (29) est contenue a 1’interieur de
OO

v=l

Dans chaąue intervalle (yv , yv+1) on a
(31) . o' (y) = dv
ou dv est une constante satisfaisant a 1’inegalite
(32) dv<0.
On verifie en outre que

y

(33) o (y) = f o'(y) dy pour — <5 <C y < 0 .
o

Coniderons maintenant les rectangles Rv definis par les ine
galites(Rv) dv<t <0 ; yv < y < yv+l
et construisons, comme tout a 1’heure, une fonction o(y) 

■pour — ó<y<0 de faęon que la courbe

(34) f = o (y) pour — d < y < 0
oo

soit continue, situee a 1’interieur de Rv et qu’ on ait 
V=1

(35) lim o (y) = 0
y—>0—0

On aura donc, d’apres (31) et {Rv\ dans chaąue intervalle 
(Vii » y-y-|-i)
(36) a'(y) < o (y) < 0 .
II en resulte qu’en posant

y

(37) r y) = f °(y) dy
o

on a
(38) t(y) > 0 pour — <5 < y < 0 ; r (0) = 0 .
(39) / (y) = 5 (y) < 0 pour — <5 < y < 0.
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y

(40) z (y) < f a'(y) dy = o (y) .
o

D’apres (35) et (39) on a
(41) r'(0) = 0.
II s’ensuit de (38) et (40) que la courbe
(42) f = *(y).

OO

est contenue a 1’interieur de Rv pour — <5 < y < 0, puis- 

que la courbe (29) 1’etait. Par consequent, d’apres (26), la 
courbe (42) est situee a 1’interieur de G pour — <5 <y< 0. 
La fonction r(y) est en outre continument derivable et de
croissante au sens stricte, d’apres (39).

En designant donc par y (t) la fonction inverse a r(y) 
on verifie, d’apres les proprietes de la fonction z (y) et en 
particulier en vertu de (38) et (41), que la courbe y = y(f) 
qui est identique a la courbe (42) remplit toutes les condi
tions du lemme present.

Les lemmes qui suivent joueront le role principal dans 
les demonstrations des theoremes du § 2.

Lemme 4. Supposons que 1’ensemble Q jouisse de la 
propriete P.
Supposons en plus que les seconds membres du systeme
(1) soient eontinus et que la fonction Ą (L y^..., yn) ne soit 
pas croissante par rapport a y2 dans Q.
Dans ces hypotheses il existe un point Po (Zo,£1;.. .,yn) appar- 
tenant a Q tel qu ’a toute integrale (2) du systeme (1) issue 
du point Po il correspond une courbe (3) passant par 
Po, satisfaisant aux inegalites differentielles (4) dans un voi- 
sinage unilateral a droite de tQ et y remplissant 1’inegalite

(43) (0 > (0 pour t > t0.
Demonstration. II existent, par hypothese, deux points 

^(^o,yi»y2>^3>-•-’^n) et -R(t0,yi,y2>y3>---,J^J appartenant a & 
tels que y2>y2 et
(44) A (f0, y2, j>„) < Ą (t0, p ,
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L’ensemble & jouissant de la propriete P le segment [7?, i?] 
est contenu dans Tt. En vertu de (44) il existe, d’apres le 
Lemme 2 (en posant f (y) = f1(.t0. y1; y, y3,..yn)). un y2 et un 
ó > 0 tels que
(45) f 0, yv y2, ^3- • • ■ > j>„) > A (/0 y i, y3- • • >

pour j>2 — <5 < y2 < y2.
Soit (2) une integrale du systeme (1) issue du point Po.
Introduisons maintenant la transformation, definie dans un 
yoisinage V de Po

(46)
T = /-f0.
Y^yj —<?i(Z).
Y7 = yy-^ + ^(f-f0) > Q' = 2,3,...,n).

ou M > 0 est une constante fixe, choisie de faęon qu’on ait
(47) fj (t0,yv...,yn) + M>0 , (j =2,3,.. .,n).
Lepoint Po (/0, yt,..., £„) se transforme en point Qo = (0. 0,.. .,0) 
et le systeme (1) prend la formę
(48) y/ = F;(T,Y1,...,Yn) , (i = 1,2,...,n).
ou
(49) F1(T,Y„...,Yn) == fi [T + t0, Yj + gjj (T + f0), Y2+y2—- MT,..., Yn + yn - MT] - (T+f0)

(50) Fj(T,Y1,...,Yn) == fi IT + f0, Y, + <P1 (T +1„). Y2 + y2 - MT,.— MT] + M,(j = 2, 3,...,n).
II est immediat que la transformation (46) ainsi que la 
transformation inverse conservent les inegalites differen
tielles de la formę (4) et les inegalites ordinaires de la 
formę (5).
Dósignons par Y, = 0, (T) celle des integrales du systeme 
(48) issue du point Qo qui est i’image de 1’integrale (2) par 
1’intermediaire de la transformation (46). On aura alors au 
voisinage de T = 0
(51) ^CD^O,
et par consequent
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(52) F1(0,0,...,0) = 0.
D’autre part, en vertu de (47) et (50)
(5 >) Fj (0, 0,..., 0) = (/0 y„ ^2,..., ^n) + 31 > 0, (j = 2,3,..., n). 
L’inegalite (45) implique, d’apres (49) et (52)
(54) F, (0,0, V2) 0,..., 0) > 0, pour — <5<Y2<0.
II en resulte, en vertu de la continuitó de la fonction F„ qu’il 
existe dans le plan des variables (T, Y2) un ensemble ouvert G contenant a son interieur le segment ouvert (—ó,0) sur 
l’axe Y2 tel que
(55) F, (T, 0, Y2, 0,..., 0) > 0 dans G.
En vertu du Lemme 3 il existe dans G une eourbe Y2=72(7) 
continue et continument derivable dans un yoisinage uni
lateral a droite de T — 0 telle que
(56) 7, (0) = 0 .
(57) lim 7/ (T) — — .

T—>04-0
Posons ensuite
(58) 7.(7>0 , (1 = 3,4,..., n).
On aura alors, d’apres (55)
(59) F, (7, 0, 72 (7), 73 (7),..., 7„ (7)) > 0 pour T > 0 .
dans un yoisinage unilateral a droite de T = 0 .
II s’ensuit, selon le Lemme 1, en posant

Hf,y) = F,(f,y,72(f),..., 7n(f)),
qu’il existe une fonction 7,(7) satisfaisant a 1’inegalite diffe
rentielle
(60) 7/(7) <F,(7,7,(7), 72(7),..„ 7n(7)) pour 7>0.
dans un yoisinage unilateral, suffisamment petit, de 7 = 0 
et telle que
(61) 7,(0) = 0.
(62) 7,(7) > 0 = 7/7) pour 7 > 0 .
D’apres (53), (56), (57), (58) et (61) et en vertu de la con- 
tinuite on aura dans un yoisinage, unilateral, suffisamment 
petit, de 7 = 0.
(63) 7/(7) < F/7, 7,(7),..., 7„(7)) , (j = 2,3,..., n).
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En dósignant par y.— yz.CO, (i = 1,2,..n) 1’image de la 
courbe y,=Szi(7')> (z = 1,2,..., n), construite tout a 1’heure, 
par fintermediaire de la transformation inverse a (46), on 
verifie que la courbe y; = v>i(f) passe par le point Po (f0 , 
yj,..., yn) en vertu de (56), (58) et (61), satisfait aux inega
lites differentielles (4) dans un voisinage unilateral a droite 
de t0 (en vertu de (60) et (63)) et y remplit 1’inegalite (43) 
(d’apres (62)).
Cette courbe en est donc une dont il fallait demontrer 
l’existence.

Lemme 5. Conservons les hypotheses du Lemme 4 relatives 
a fensemble fl et a la continuite des fonctions f,, et suppo
sons que la fonction f,(f, yj,..., yn) ne soit pas decroissante 
par rapport a y2 dans fl.
Dans ces hypotheses il existe un point P0(f0, yj,..., yn) 
appartenant a fl tel qu’ a toute integrale (2) du systeme (1) 
issue du point Po il correspond une courbe (3) passant par 
Po, satisfaisant aux inegalites differentielles (6) dans un voisi- 
nage unilateral a gauche de t0 et y remplissant 1’inegalite

(64) > ^1(0 pour t<t0.
Demonstration. Nous allons deduire ce lemme du Lemme

4 en introduisant la transformation

(65) T = — t ; Y, = y(, (z = 1,,..., n ).

qui change le signe des inegalites differentielles de la 
formę (6) et conserve les inegalites ordinaires de la formę (5). 
Par cette transformation le systeme (1) prend la formę
(66) YI.' = F/(T,Y1,...,Yn) , (z = 1.2,..., n)
ou
(67) Pi(7',Y1,...,yn) = -A(-T,Y],...,Yn) , (z = 1,2,..., n) . 

La fonction jf/#, yj,..., yn) n’etant pas decroissante par 
rapport a y2 dans fl ii resulte de (67) que la fonction F X(T, Yx,..Yn) n’est pas croissante par rapport a Y2 dans 
(fensemble fl* qui est 1’image de fensemble fl par finter
mediaire de la transformation (65);



SYSTfiMES MAJORANTS 217

II s’ensuit que le systeme (66) satisfait aux hypotheses du 
Lemme 4 dans 1’ensemble ^2* et par cosequent il existe un 

o o

point Q0(T0, Y1;...,Yn) appartenant a 42* et remplissant les 
conditions du Lemme 4 par rapport au systeme (66).
Designons par Po (tu, y y n~) l’image du point Q0 par 
1’intermediaire de la transformation (65), c. — a.— d.
(68) f0 = —To ; y, = Y; , (i = 1,2,..n).
Soit (2) une integrale quelconque du systeme (1) issue du 
point Po.
Son image par la transformation (65) sera une integrale
(69) Y, = 0f(T) , (i —1,2,..., n) .
du systeme (66) issue du point Qo. ou
(70) 0,.(T) = ^.(-T) , (z = l,2,..., n).
En vertu du Lemme 4 il existe une courbe
(71) Y; = ^,.(T), (ż=-l,2,...,n).
passant par Qo, satisfaisant aux inegalites differentielles
(72) lP;(T)<Fi(T,'Ą(T),...,0n(T)), (z = 1,2,..., n).
dans un voisinage unilateral a droite de T = To et y rem
plissant 1’inegalite
(73) 3^(7) >0,(7) pour7>70.
En posant
(74) y,(f) = !Zz!(—f), (z = l,2,...,n).
on verifie, d’apres (67) et (72), que la courbe Yi = Vi (t) 
satisfait aux inegalites differentielles (6) dans un voisinage 
unilateral a gauche de t =10 et y remplit, selon (70) et (73), 
1’inegalite (64).

Lemme 6. Supposons que les seconds membres du systeme
(1) soient continus dans 1’ensemble ouvert 42 contenant le 
point P0(f0, £,,...,£„) et que la fonction (4, y„..yn) soit 
de classe C1. Supposons en plus qu’on ait 1’inegalite

(75) <0.

Dans ces hypotheses, pour toute integrale (2) du systeme
(1) issue du point Po il existe un systeme d’equations (7) 
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dont les seconds membres sont continus dans & et y satis- 
font aux inegalites (8), et une integrale (3) du systeme (7) 
passant par Po et satisfaisant a l’inegalite (43) dans un voi- 
sinage unilateral a droite de t0.

Demonstration. Etant donnee une integrale (2) du systeme 
(1) issue du point Po il suffit de construire le systeme (7), 
dont il est ąuestion, dans un voisinage ferme du point Po, car 
on pourra ensuite prolonger les seconds membres du systeme 
obtenu sur 1’ensemble Q tout entier de faęon que les fonc
tions g; soient continues et satisfassent aux inćgalites (8) 
dans
En effectuant la transformation
(76) T = t — t0 ; Y.— y, —^.(f) , (ż = 1, 2,..., n).
nous pouvons reduire le cas generał a celui ou Po = (0, 0,..., 0), 
toutes les fonctions cp, (f) remplissent les identites
(77) ę>,(t)^O , (z'=l,2,...,n), 

et par ęonsequent
(78) ' f,(f,O,...,O) = O , (z = l,2,...,n).
D’apres (75) il exite un A > 0 tel que 

(79)

dans un voisinage suffisamment petit de Po. D’autre part 
la fonction etant, par hypothese, de classe C1, il existe 
un B > 0 tel que 

(80) df' 
dy.

au voisinage de Po.
D‘apres (78) et (79) on a dans un voisinage V, suffisamment 
petit, de t = 0
(81) A(PO, — t, 0,..., 0) > A t pourf>0.
Posons

(82) ip2(P) = — t, yjk (f) = — (k = 3,4,...,zz) .
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On aura alors, cTapres (80), dans le yoisinage V
A (A 0, %(A , • ■ • ,Vn (A) - A (A 0, (f), 0,.. „ 0)) >

> ■— B ” i pour t > 0 .
2 b

donc en vertu de (81)

(84) A (A 0, ip2 (/).. y>n (/)) > j t > 0 pour t > 0 .

dans le yoisinage V.
II en resulte, selon le Lemme 1, en posantf (A y) = A(A y- % (f),(A),
qu’il existe une fonction ipx (A) satisfaisant dans un yoisinage, 
suffisamment petit, de f = 0 a l’equation differentielle

(85) ,
(A = A (A (A, v2 (A, - • vn (A) — j /1 (A 0, v2 (f)......ipn (ty>

et telle que
(86) V'1(0) = 0
(87) (A > 0 = cpx (f) pour t > 0

II suffit maintenant de poser au yoisinage du point Po

gi (A yj, • • •, yn) = A (A yi>• • • - yn)~| A (A 0, v2 (A, • ■ •, vn(A 
pour Z>0. 

g1(Ayi,...,yn) = A(Ayi,...,yn)+^ pour t<o.
g2 (f,y1,...,yn) = —1 .

g;(/,y1,...,yn) = —, (i = 3,4,...,n).

On yerifie, d’apres (78) et (84) et en vertu de la continuite, 
que les fonctions g; ainsi definies satisfont aux inegalites (8) 
dans un yoisinage, suffisamment petit, de Po. D’autre part, 
d’apres (82) et (85), la courbe y; = y,- (A est une integrale, 
issue du point Po, du systeme (7) avec les seconds membres 
definis par (88). Cette integrale remplit, en vertu de (87), 
1’inegalite (43).
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Lemme 7. Conservons les hypotheses du Lemme 6 en 
remplaęant 1’inegalite (75) par inegalite 

(89)

Dans ces hypotheses, pour toute integrale (2) du systeme 
(1) issue du point Po, il existe un systeme d’equations diffe
rentielles (7) dont les seconds membres sont eontinus dans Q et y satisfont aux inegalites (9) et une integrale (3) du 
systeme (7) passant par ce point telle que dans un voisinage 
unilateral a gauche de t — t0 on a 1’inegalite (64).
Ce lemme decoule du Lemme 6 par 1’intermediaire de la 
transformation (65), tout comme le Lemme 5 a resulte du 
Lemme 4.

. § 2.
Theoreme 1. Supposons que les seconds membres du sy

steme (1) soient eontinus dans 1’ensemble ouvert & jouissant 
de la propriete P.
Dans ces hypotheses la condition C (Introduction) est suffi- 
sante et necessaire pour que le systeme (1) se prete a la 
majoration universelle au sens Sj1- dans

Demonstration. La condition C est suffisante. En effet, 
la condition C etant remplie dans £?, a tout point Po appar
tenant a & il correspond une integrale du systeme (1) issue 
de ce point (et notamment 1’integrale superieure a droite 
issue de Po) satisfaisant a la condition (Introduction)5). 
La condition C est aussi necesaire. En effet, supposons que 
les fonctions ft ne remplissent pas la condition C. Nous 
pouvons supposer (en changeant au besoin le numerotage 
des variables et des fonctions) que la fonction Ą(f, yv..., yn) 
ne soit pas croissante par rapport a y2 dans ii.

5) E. Kamke: Zur Theorie der Systeme gewohnlicher Differential- 
gleichungen, Acta Math.. T. 58, p. 82, Satz 9.

II resulte alors du Lemme 4 que la condition enoncee dans 
la definition de la majoration au sens ó’/ (Introduction) est 
en defaut pour un point Po appartenant a Q.
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Theoreme 2. Dans les hypotheses du Theoreme 1 la con
dition D (Introduction) est suffisante et necessaire pour que 
le systeme (1) se prete a la majoration universelle au sens 
57 dans ii

Demonstration. La condition est suffissante. En effet, la 
condition D etant remplie dans 12, a tout point Po apparte
nant a 12 il correspond une integrale du systeme (1) issue 
de ce point (et notamment 1’integrale superieure a gauche 
issue de Po) satisfaisant a la condition Alf (Introduction) 6) . 
La condition est aussi necessaire. En effet, supposons que la 
condition D ne soit pas remplie Nous pouvons supposer 
que la fonction (f, y,..., y„) ne soit pas decroissante par 
rapport a y2 dans ii. II resulte alors du Lemme 5 que la 
condition enoncee dans la definition de la majoration uni- 
verselle au sens 5f est en defaut pour un point Po apparte
nant ii.

En vertu de la Remarque 2 les Theoremes 1 et 2 impli- 
quent le suivant

Theoreme 3. Dans les hypotheses du Theoreme 1 la con
dition suffisante et necessaire pour que le systeme (1) se 
prete a la majoration universelle au sens dans ii con- 
siste en ce que les fonctions A (/, yr.. •, yn) soient de la 
formę (11).

Theoreme 4. Supposons que les seconds membres du sy
steme (1) soient de classe C dans 1’ensemble ouvert ii 
jouissant de la propriete P.
Dans ces hypotheses la condition suffisante et necessaire 
pour que le systeme (1) se prete a la majoration universelle 
au sens Sf dans ii consiste en ce que les inegalites

f
(90) ’ l=4=7, .

soient verifiees en tout point de ii.
Demonstration. La suffisance de la condition resulte du 

Theoreme 1, puisque les inegalites (90) impliquent dans ii 
jouissant de la propriete P la condition C.

•) E. Kamke: cf. loc. cit. 5).
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La condition est aussi necessaire. En effet, supposons que 
les inegalites (90) ne soient pas remplies toutes en un point Po. Nous pouvons supposer (en changeant au besoin le 
numerotage des variables et des fonctions) qu’on ait l’ine- 
galite (75). II resulte alors du Lemme 6 que la condition 
enoncee dans la definition de la majoration au sens 0'7 est 
en defaut pour le point Po.

Theoreme 5. Dans les hypotheses du Theoreme 4 la con
dition suffisante et necessaire pour que les systeme (1) se 
prete a la majoration universelle au sens S2 dans & con- 
siste en ce que les inegalites

d A(91) -^<0 , i =1= j, (i, j = 1,2,..., n),u y j
soient verifiees en tout point de

Demonstration. La suffisance de la condition resulte du 
Theoreme 2. La condition est aussi necessaire. En effet, 
les inegalites (91) n’etant pas verifiees toutes en un point 
Po, nous pouvons supposer qu’on ait 1’inegalite (89). II 
s’ensuit alors du Lemme 7 que la condition enoncee dans la 
definition de la majoration universelle au sens ST, est en 
defaut pour le point Po.
Les Theoremes 4 et 5 entrainent le suivant.

Theoreme 6. Dans les hypotheses du Theoreme 4 la con
dition necessaire et suffisante pour que le systeme (1) se 
prete a la majoration universelle au sens S2 dans & consiste 
en ce que les fonctions ft (t, yx,..., yj soient de la formę (11).

Remarąue 3. On peut definir les notions de minoration 
universelle analogues a celles de majoration universelle. 
Nous definirons a titre d’exemple la notion de la

Minoration universelle au sens U*. On dira que le systeme (1) se prete a la minoration universelle au sens U~^ dans lorsqu’ a tout point Po appartenant a & il corres- 
pond une integrale (2) du systeme (1) issue de Po et remp
lissant la condition suivante :
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Pour chaąue courbe (3) passant par Po, cotinue et satis
faisant aux inegalites differentielles (6) dans un yoisinage 
unilateral a droite de t0 les inegalites
(92) , (i = l,2,..., n)
sont verifiees dans un yoisinage unilateral a droite de t0.

On definit d’une faęon analogue les notions de minoration 
au sens U~, , U*, IJ~ et U2.

Or tous les Theoremes 1—6 restent vrais aussi pour les no
tions de minoration uniyerselle.
On obtient les theoremes respectifs des Theoremes 1—6 
par 1’intermediaire de la transformation
(93) T=t ; y; = -y; , (z = l,2,‘.., n)
car elle transforme les inegalites differentielles de la formę
(94) y'i<fi(t, yn) , (z = l,2,..., n).
en les inegalites de la formę
(95) v; > , (i=l,2,..., n)et les inegalites
(96) y,-(f) < , (ż=l,2,..., n)
en les inegalites
(97) ^(T)>^.(T) , (z = 1, 2,..., n) .



SUR UN THEOREME DE M. BIERNACKI

Par
GYULA (Julius) Sz.-NAGY (Szeged, Hongrie)

§ 1. Je vais exposer ici une demonstration elementaire 
du theoreme suivant:

I. Designons par Z et u des nombres quelconques (reels ou complexes) et par m2,...,mn des nombres positifs arbitraires et posons:
(1) /(z) = (z—Zj) (z—z2)... (z—zn)

(2)

Si le cercie K
(3)

g(z) = /(z)

contient tous les zeros du polynome f(z) alors le cercie
(4) |z—z0J<r1 = rj/2

contient an moins (n—1) zeros du polynome g(z).Le cercie Kx contient tous les zeros du polynome
(5) /(z) g'(z) — g(z) /'(z)

c. a. d. tous les zeros, situes a distance finie, de la derivee de la fraction rationnełle g(z): f(z).
Ce theoreme a ete etabli dans le cas ou mx = 

= m2 ==... = = 1, c. a. d. dans le cas des polynomes

’) L’idee fondamentale de ce travail est deja contenue dans un article
que j’ai publie en hongrois en 1942. Cependant les demonstrations actu-
elles sont beaucoup plus simples et plus courtes que celles d’autrefois.
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g(z) = ż/(z) + pf'(z) par M. Biernacki2’. J. Dieudonne3’ a trouve une autre demonstration de la premiere partie de 
ce theoreme de Biernacki.

2) M. Biernacki, Sur les eąuations algebriąues contenant des para- 
metres arbitraires. Bulletin de 1’Academie Polonaise des Sciences et de 
Lettres, Classe des Scienc. Math., Serie A 1927, 541—685.

3) J. Dieudonne, Sur quelques points de la theorie des polynomes, 
Bulletin des Sciences Math., Serie 2, 58 (1934), 273—296.

4) Gy. (J.) v. Sz. Nagy. Zur Theorie der algebraischen Gleichungen, 
Jahresbericht der Deut. Math, Ver. 31 (1922), 238-251.

§ 2. On a le theoreme suivant:
II. Soient etC2 (£\ 7^ C2, Pour i = 1,2 et k=l,2,..ri) des zeros du polynome g(z) (#7^0) et H l’hyperbole equi- latere qui passe par et et dont le centre es/y (£j + C2) • Le polynome f(z) possede au moins un zero dans la region du plan exterieure a l’hyperbole H et aussi au moins un zero dans la region inferieure a cette hyperbole, a moins que tous les zeros de f(z) ne soient pas situes sur H.Ce theoreme est encore ralable lorsque ^ — ^2 es^ un z^ro multiple du polynome g(z), tandis que /(Cj) 7^ 0. Dans ce cas H est un couple quelconque de droites se coupant a 1’angle droit au point .
Dans cet enonce la region esterieure (respectivement 

inferieure) a 1’hyperbole H est le lieu des points d’ou Fon 
peut mener deux (resp. aucune) tangentes a l’hyperbole. 
Chacune des regions relatives a une hyperbole II degeneree 
(Cj = C2) est un angle rectangle double dont les cótćs se con- 
fondent avec les droites de H (il comprend deux angles 
droits symetriąues par rapport a C\).

J’ai deja demontre4’ d’une maniere elementaire la pre
miere partie du theoreme II 7^ C2) dans le cas des poly- 
nomes /(z) = 2 /(z) + p /'(z). Ma demonstration est valable 
sans modification dans le cas ou les mk sont des nombres 
positifs arbitraires.

Lorsąue C, = f2 et 7^ 0 on a g(£\) = 0 et g'(?i) — 0. 
Donc Cj est un zero de la fraction rationnelle:

f(z) g'(z) — g(z) f (z) _ [g(z) 1' _ _ mk .
(6) f(z) t/(z)J “

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIH. 15
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D’apres un autre theoreme tout aussi elementaire que j’ai 
etabli ailleurs5) tous les zeros de cette fraction rationnelle 
sont situes dans un domaine dont la frontiere est le lieu 
des points d’ou l’on voit sous 1’angle droit le plus petit po- 
lygóne convexe contenant tous les points Zj, z2,..., z„ („kon- 
vexe Hiille“ des points zk). Si un point de la frontiere 
du domaine en ąuestion est un zero de la fraction ration
nelle, les points zfc sont situes sur les cótes de 1’angle droit. 
II en resulte la deuxieme partie du theoreme II.

§ 3. Pour etablir le theoreme I nous aurons besoin du 
theoreme II et d’un lemme geometriąue ąue voici:

III. Soient K et Kx deux cercles concentriąues de rayons r et rx = r]/2 respectiyement. Par chaque couple de points P1, P2 situes a l’exterieur du cercie Kx il passe une hyper- bole equilatere H* dont le centre est le milieu Po du segment PXP2 et qui na aucun point preeP) en commun avec le cercie K.
Dans la demonstration de ce theoreme nous allons dire, 

pour abreger, qu’une hyperbole ćąuilatere dont le centre 
est Po et qui passe par Pt et par P2 est une „//-hyperbole". 
Si cette hyperbole n’a aucun point en commun avec K, elle 
sera dite une ,,//*-hyperbole“.

Une //-hyperbole est determinee soit par sa tangente tx 
au point Pu soit par ses asymptotes, sa tangente t2 au point P2 est parallele a Ą. Si K est contenu entre tx et t2 //-hy
perbole est evidemment une //*-hyperbole. II s’ensuit l’exac- 
titude du theoreme III dans le cas ou Po est situe sur la 
circonference de K ou a 1’interieur de ce cercie. En effet, 
la longueur de ces cordes du cercie K{ qui sont tangentes 
a K est 2r; si donc Po est situe sur la circonference de K ou 
a 1’interieur de ce cercie il existe evidemment une bandę 
comprise entre deux droites paralleles p et t2 passant par

5) Gy. (J.) v. Sz. N a g y , Uber die Lagę der Wurzeln von linearen
Verknupfungen algebraischer Gieichungen. Acta scient. math. Szeged, 1
(1923), 127-138.
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Pt et P2 respectivement et qui contient le cercie K. La 
H-hyperbole ayant la tangente est donc une H*-hyper- 
bole.

La demonstration du theoreme III dans le cas ou Po est 
situe a l’exterieur du Kj est tout aussi aisee. Les tangentes 
menees du point Po au cercie K font entre elles un angle 
aigu, il existe donc un angle rectangle double W de sommet Po (il comprend deux angles droits symetriques par rapport 
a Po) qui ne contient aucun point de K. Si P{ est situe 
dans W alors la H-hyperbole dont les asymptotes sont les 
cotes de W est une /P-hyperbole.

Lorsque la demi-droite P0Pt coupe la circonference de Kr aux points Q, et Q2 et lorsque Qj est situe entre Po et 
Q2, Pj est situe soit sur le segment P0Qi soit en dehors du 
segment P0Q2. Dans le premier cas la /i-hyperbole dont les 
asymptotes sont paralleles a ces tangentes du K qui passent 
par Qj est evidemment une H?-hyperbole. Dans le second 
cas il existe une H-hyperbole dont la tangente au point Px 
soit n’a pas de points communs avec K, cette hyperbole 
est une H*-hyperbole.

II ne reste donc plus qu’a etablir le theoreme III dans 
le cas ou Po est situe dans 1’anneau compris entre les cir- 
conferences K et Kx. En introduisant un systeme des coor- 
donnees rectangulaires dans lesquel 1’origine est au centre 
du K et l’axe positive Ox coincide avec la demi-droite OP0 
on obtient les relations:

Po=(xo,O),P1 =(x1,y1),P2 = (x2,y2), xx + x2 = 2x0,yj+y2 = 0, 
r < x0 <Tj = r |/2 , Xt + yx > rx = 2r , x2 + y2> r^.
Dans ce systeme de coordonnees les equations de cercles K et Kt sont respectivement:
z-,\ 2,2 2 2,22-2(7) x + y = r x + y — q — 2r .

Nous pouvons admettre que Fon a dans la demonstration 
du theoreme III:

(8) a*q j | z* et z ■'C- z*|.

15’
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En effet, lorsąue \yl\l>r cette H-hyperboIe dont la tan
gente en Px est parallele a l’axe Ox est une LP-hyperbole. 
Cela a lieu aussi dans le cas ou xr < r car on a alors 
y2 > r2 — r — r2. Lorsąue xr < — r c’est la 7f-hyperbole dont 
la tangente est parallele a l’axe Oy qui est une H*-hyper- 
bole.

L’equation de la ff-hyperbole symetriąue par rapport a 
l’axe Ox s’ecrit:

(9) y2 — {x — x0)2=y2l—(x—x0)2=A,
et les abscisses de ses points d’intersection avec K satisfont 
a 1’eąuation:

(10) (x—x0)2 + x2—r2 — A.
Pour que cette eąuation ne possede aucune racine reelle il 
faut et il suffit que l’on ait:

2
(11) x20 + 2(r2 — A — ) < 0, c. a. d. A+ -^ > r2 .
Or cette condition est remplie, car Fon a:

X = y2 — (%! — x0)2 = (x2 + y2) — x2 — (xj — x0)2 >
> Tj — Xj — (Xj — x0) = rt — x0 + 2%! (x0 — xt) > r, — x0 

et par suitę:

L’hyperbole (9) est donc une 77*-hyperbole.
Le theoreme III est donc completement etabli. II est evide- 
ment valable aussi dans le cas ou et P^ se confondent 
avec Po et la P/*-hyperbole se decompose donc en deux 
droites perpendiculaires passant par Po, car dans ce cas on 
voit le cercie K d'un point situe a l’exterieur du cercie Kx 
sous un angle aigu.
§ 4. Supposons maintenant que la premiere partie du the
oreme I soit inexaute, il existerait alors un polynome g(z) 
de la formę (2) qui aurait au moins deux zeros (distincts 
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ou confondus), soit et t2 situes a l’exterieur du cercie (4). 
On pourrait tracer une hyperbole equilatere H* (pouvant 
se decomposer en droites) de centre 9 (fi+?2) Qui passerait 
par des points et f2 et qui n’aurait aucun point (reel) 
commun avec le cercie | z—z01 = r. II en resulterait que ce 
cercie et par suitę tous les zeros du polynome (1), seraient 
situes dans une des deux regions determinees par 1’hyper- 
bole //*, c’est ce qui est en contradiction avec le theo
reme II. L’exactitude du theoreme I en resulte car tout 
zero situe a distance finie de la fraction rationnelle (6) est 
situe dans le cercie (4).

Le theoreme I peut etre enonce aussi de la faęon suivante:Si les póles de la fonction rationnelle
nR(z) — . >0; k = 1,2,..n)

k=l z zksont compris dans le cercie \z—z0|<r, alors R(z) est uni valente dans l’exterieur du cercie \z—z0| — r lz2 . 6)

°) M. Marden, On the zeros of rational functions having prescribed
poles, with applications to the derivative of an entire function of finite
genre, Trans. Amer. math. Soc., 66 (1949), 407—418, vient de generaliser

le theoreme I au cas ou les coefficients mk sont des nombres complexes
compris dans un angle de sommet 0 et d’ouverture co (<» et 2 est un po
lynome de degre p—1 a coefficients quelconques. Le polynome g(z) a alors

au plus p zeros d’ou l’on voit l’enveloppe connexe de zeros de t<ż) sous
.T--- CO

un angle < p _ j .



UNE METHODE ELEMENTAIRE DE RESOLUTION 
DU PROBLEME DE DIRICHLET DANS LE PLAN

Par
F. Leja (Kraków)

1. Introduction. Soit F la frontiere d’un domaine plan 
quelconque Doo contenant le point a 1’infini dans son inte
rieur, ę?(z) une fonction reelle definie et eontinue sur F des 
bornes m et M m < 9?(z) < M
et J 1’ensemble (suppose non vide) complementaire 
a Doo + F. II est clair que J est une somme finie ou de
nombrable des domaines disjoints bornes simplement con- 
nexes dont la frontiere est contenue dans F.

Soit £(n) un systeme den+1 points diffórents quelconques 
situes sur F; C(n) = {C0, Cv..., fn}. Dósignons par V (C(n)) = 
= U(C0, Cp..., Q le produit

(1) r(^n))=77|^-:k|,
o C i < k < n

par £0) (z, f(n)) le polynome
(2) L<»(Z,{W)=JG|=^, >=o, 1......

et par 2 un parametre reel non negatif.
Lorsque le systeme £(n) varie sur F la valeur du pro

duit n
(3)

reste bornee et atteint sa borne superieure. Dósignons par

(4)
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ou plus brievement par
<4') /"M4”,«!"’.......4"’}.

un systeme de n +1 points de F en lequel
(5) F/x(n)) = sup y/c(n)).

C(n)eF

n = l, 2,...,

Un systeme (4) remplissant la condition (5) sera dit systeme des points extremaux de F du rang n correspon
dant a 2ę?(z).

Les polynomes

(6) 7=0,1.......n.

seront dits polynomes extremaux du degre n associes a F 
et 2<p(z). Je dis que ces polynomes satisfont sur F a 1’ine
galite

(7) 10O) (z, 2, x(n)) <e""AW, j = 0, l,..’.,n;zeF.
En effet, designons les points (4') plus brievement par x0, xvxn et soit z un point quelconque de F. D’apres (5) 

on a
Ux(x0,...xJ._1, z, xj+1,..„ xn)<lĄ (x0,..., x„)

d’ou l’on conclut que

Cn\z — xk |) e~nlvW < (A| x_. — xk |) e~nW 
k=0 k=0 1

(fc4=n (fc+n
et cette inegalite entraine immediatement 1’inegalite (7).

Formons la somme de modules des polynomes extre- 
maux (6) et faisons varier n
(8) ^(z,2) = i?|ś>0)(z,2,x(n))|, n = l,2,...

y = 0

II est evident que la fonction Fn(z, 2) est positive dans le 
plan entier et, si 2 4=0, la fonction

~ log VFn(z,l)



234- F. LEJA

<2°) nHm ]/0n(z,2) = 0(z,2).

La limite (10) existe car on a quel que soit z

(21) ^nGu) < Fn(z,l)<(n + l)20n(z,2).

La premiere de ces inegalites est evidente. Pour prouver 
la seeonde faisons correspondre a s > 0 un systeme de points 
de F, soit
(22) y(n)==:{y0,yv-..,yn},
pour lequel
(23) 0n(z, A) > max I 0(k)(z,2,y(n)) | — s.

(fc)
D’apres la formule d’interpolation de Lagrange on a 

^0)(z4,x(n)) = ^0%,. A, x(n)) • Lw(z,?n)) 
k=Q

donc en vertu de (7)

|0O)(z4,x(n))l<ilL(fc)(zIy(n))|enX’’(^ = fl 0(fc)(z,2,3’(n))l 
k=0 k=0

et par suitę d’apres (23)
I <Z>°(z, 2, x(n)) | < (n +1) [<Ż>n(z, 2) + e],

ce qui entraine 1’inegalite Fn(z,2)< (n + l)20n(z,2) car e est 
arbitrairement petit.

II reste a prouver que la limite 0(z,2) est partout finie. 
Soit

»?(n)= {^o- Vv- Vn}
un systeme de n + 1 points de F en lequel le produit (1) 
atteint son maximum qui sera designe par Vn(F). Parmi 
les produits

= I (%• — %)••• (^ — (»?y — ^+1) • • • (^ — %) I. j= 0,1,..., n,
soit J(n0) le plus petit On sait1) que les deux suites 

{rjF)^1} et {jW"}

’) Ce journal t. I 1 (1945) p. 4—11.
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tendent vers le diametre transfini (capacite) de 1’ensemble F. 
Designons ce diametre par

d(F)
et soit z un point quelconque du plan et R(z) la plus 
grandę distance de z a F. Puisque

enlM

et que <Fn(z, 2) < max | <£<;)(z, 2, ?/''’) I on a
0)

(24)

donc d>(z,F) < R(z) • e' '1: d(F) et par suitę $(z, 2) est finie 
car d(F) > 0.

Les inegalites (11) et (12) resultent des suivantes: D’apres
(6) et (8) an a quel que soit z
(25) F„(z, 2) > Ź | Lw(z, x(n)) | e"',m > en'm

J=oet d’apres (7) on a sur F
(26) Fn(Zj2)<(n + l)enMz)
Le theoreme est donc demontre.

Remarąue. Les fonctions Fn(z,2), $n(z,2) et d>(z, A) de
pendent de 2ę?(z) et seront designees aussi parFn(z, 2ę?), 0n(z,2<p) et 0(z,29?).

Observons que, si y>(z) est une fonction definie sur F et si 
<p(z)>y>(z) sur F, on a d’apres (14) en chaque point du 
plan 0n(z,29?) > 0n(z,2y) donc

0 (z, 2ę?) > (z, 2y) si 9? > y sur F.
Observons encore qe la continuite de la fonction ę?(z) 

sur F n’est pas necesaire pour l’existence des fonctions (14). 
II suffit pour ce but que <p (z) soit bornee sur F et on 
constate aisement que la limite (20) existe dans ce cas 
generał.



236 F. LEJA

3. Propositions auxiliaires. J’aurai a m’appuyer sur deux 
lemmes demontres ailleurs. Soit C un continu plan quel- 
conąue2) et z0 un point de C.

2) Ne se reduisant pas a un seul point.
3) Pour la demonstration cf. Math. Ann. t, 108 (1933) p. 520.

Lemme l3). A tout e>0 correspondent deux nombres positifs d et N tels que toute suitę de polynomes {Pn(z')}, ou le degre de Pn(z) est<n, remplissant sur C la condition
IPn(z) |<M, ou M est une constante et n = l,2,... remplit dans le cercie \z — z01 < <5 la condition

I Pn(z) I < -31(1 + 6)n pourn>N.
Soit Ky")}, ou j = 0, 1,..., n et n = l, 2,..., une suitę 

triangulaire des points situes sur F tels que les points de 
chaque systeme ?<n) = {^n), soient differents entre
eux. Formons les n + 1 polynomes (2) correspondant a C(n) 
et soit z0 un point quelconque de F, r un nombre positif et M (z0, r, C(,,)) le plus grand de ceux des modules

ILW(z0, f(n))I, j =
pour lesquels le point est contenu dans le cercie 
z — z0|<r. Si aucun des points ^on\ ..., n’appartient 

au cercie | z — z0|<r posons M(z0, r, t(n)) — 0.
Lemme 2. Lorsque z0 est un point d’accumulation de la suitę triangulaire on a quel que soit r>0

(28) lim sup 1/ M (z0, r, £(n)) > 1.

La demonstration de ce lemme est donnee implicitement 
dans le travail insere dans les Annales Soc. Polon, de Math. 
t. 21 (1948), p. 80—89.

Les points extremaux (4), ou A est fixe et n —1, 2,... 
forment une suitę triangulaire Designons par

W
Fensemble des points d’accumulation de cette suitę. Le 
lemme 2 entraine la conclusion suivante:
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Corollaire. En chaąue point z0 de Fx on a 
(29) <5(z0,2) = e’”(z»).

En effet, q> (z) etant continue en z0, a tout s > 0 cor- 
respond un cercie K{\z —z0|< r} tel que <p(z)> <p(z0) — e si z e F. K, donc si le point x(jn) du systeme (4') est contenu 
dans F.K on a d’apres (6) quel que soit z

et par suitę

II en resulte d’apres (10) et (28) que ^(z0,2) > e’1’(z,) cI 
d’ou l’on conclut que (z0,2) > e' ’<Zo). D’autre part, il suit 
de (12) que <5(z0, 2) < eXł’<Z|':) donc 1’egalite (29) est demon- 
tree.

Nous supposerons dans la suitę pour simplifier que F 
soit une somme des continus4).

Observons que, si 2 = 0 ou si 2 etant quelconque la 
fonction <p(z) est constante sur F, les points extremaux (4') 
sont repartis sur F de maniere que le produit K(x<n)) soit 
le plus grand. En vertu de principe de maximum les points 
de la suitę triangulaire (4) forment a’ors un ensemble par
tout dense sur F et par suitę 1’ensemle F, couvre F, c’est- 
a-dire F,==F.

Lorsque 2>0 et <p(z) n’est pas constante, la difference F—Fx n’est pas en generał vide. Neanmoins, lorsque 2 de- 
croit 1’ensemble F, augmente (ne diminue pas) et la distance 
<5(z0,Fx) d’un point quelconque z0 de F a F; tend vers zero 
avec 2.

En effet, si <5(z0, Fx) ne tendait pas vers zero avec 2, 
presque tous les points de la suitę triangulaire (4') seraient 
situes sur une partie fermee E de F a distance positive

4) La frontiere de zJ remplit manifestement toujours cette hypothese.



238 F. LEJA

de z0. Par suitę, en designant par ^„(E) la borne superieure 
de K(C(n)) lorsąue £(n) parcourt E, on aurait

y,.(?n)) < JZ(x<n)) • e_n(n+in'M Vn (E) • e
D’autre part, on a d’apres (5)
(29') h\(x(n)) > Kn(F) • e-n<"+»^
et par suitę

en(n + 1)).(M_m)>J/n(F)/rn(£).

On en conclut que 22(31— m>log [d(F)/d(E)J donc 2 reste 
plus grand qu’un nombre positif car d (F) > d (E).

Observons encore que, si <p (z) est constante dans un 
yoisinage d’un point z0 de F5), alors en vertu du principe 
de maximum 1’ensemble F, couvre un yoisinage plus petit 
de z0 des que 2 est suffisamment petit.

Designons, comme plus haut, par Vn(F) la borne supe
rieure du produit (1), par Vn} (F) la borne (5) et par d(F) 
et d;(F) les limites6)

_ 2_ __ 2 d(F) = lim Vn (FY(n+1\ dx(F) = lim F„,.(F)n(n+1).
n—> oo n —> oo

II suit de (29') que d; (F) >d(F)e~2"'1. D’autre part, etant 
d’apres (3)

rxC(n))< jz(C(n))e-n(n+1>,'m

on en deduit 1’inegalite d, (F) < d(F) • e-2'm, donc lorsque2-*0 
on a d;(F)->d(F).

4. Proprietes des fonctions 0(z,2). Supposons comme 
plus haut que 2 soit fixe.

Theoreme II. La fonction
(30) log $ (z, 2)est 1° harmonique dans le plan entier en clehors de la partie Fx de F et 2° continue en tout point de Fx.

5) C’est-a-dire dans 1’ensemble F.K, ou K est un cercie de centre z0.
°) La demonstration de l’existence de la seconde de ces limites est

analogue a celle de la premiere fcf. M. Feketc, Math. Z., t. 17 (1923) 
p. 228—249],
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Demonstration. 1° Dósignons les points extremaux
(4) plus brievement par

X(n>= {x0, xv..., xn}
et supposons que leurs indices soient choisis de maniere que 
parmi les n + 1 produits

^0)(yj | _Xk\) e-nK^xj\ j — n,
k = 0 J

soit le plus petit. Soit z un point quelconque du 
plan non situe sur F, et r(z) et R (z) la plus petite et la 
plus grandę distance de z a F,. Les polynomes extremaux
(6) satisfont aux relations 

„or 
0°>(z, 1, ?">)= i, x'«) •

donc

et par

z—
--------, j = 0,1,..., n, 
z-x;.

I 0W(z, 2, x(n)) |< 1<J>(0)(z, 2, x(n)) | ■

suitę

(31) Fn(z, 2) < | 0(o)(z, 2, xW)\<Fn (z, 2).

II en resulte d’apres le theoreme I que la suitę
(32) log f n = l,2,...

converge en dehors de F, vers log <J>(z, 2).

Soit G un domaine borne quelconque a distance positive 
de Fx, r la distance de G a F, et R le diametre (proprement 
dit) de G + Fv D’apres (31), (21), (24), et (25) on a dans G 

y'5T+TLR- c“ < < W+ B2 ■ 73®’ e“

donc la suitę (32) est uniformement bornee dans G ce qui 
prouve que la limite log <Ż> (z, 2) est harmonique dans G car 
les fonctions (32) y sont harmoniques des que n est suffi
samment grand.
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2° Je dis que la fonction <b(z, 2) est s e m i -c o n t i n u e 
inferieurement en tout point du plan.

En effet, soient k et rt deux nombres naturels ęuelcon- 
ques. D’apres (15) on a quel que soit z 

4>kn(z, 2) > [<x>„(z,2)]fc 
donc

> |/0n(z,2)

et par suitę, lorsque k
(33) 0(z, 2) > j/<&n(z,2) pour n = 1,2,...

Comme d’apres (21) d>n (z, 2) > Fn (z, 2): (n + l)2 on a

<P (z, 2) > cn ]/Fn (z, 2) ou cn =
donc, z0 etant un point fixe quelconque du plan, 

0(z,2)>cn j/F„(z0,2) + cn []/F„ (z, 2) — -j/F„(z0,2)].

Observons maintenant que cn y/Fn (z0, 2) -> <J> (z0, 2) donc 

a tout s > 0 correspond un nombre N tel que cN j/FN(z0,2) > 
> <S> (z0,2) — e/2 et par suitę

0 (z, 2) > <Z> (z0,2) - | + - j/F“(z72) ] .

D’autre part, la fonction j/FN(z, 2) etant continue en z0 il 
existe un voisinage |z — z01 < <5 de z0 dans lequel

cN [ j/O7) - ]/Fn (z~ 2) ] > -1

donc
(34) 0 (z, 2) > <t> (z0, 2) — £ lorsque|z—z0|<<3.

II suffit de prouver encore que la fonction <J> (z, 2) est 
semi-continue superieurement en tout point z0 
de Fx. I*our ce but observons que <p(z) est continue en 
z0 donc a tout ?;>0 correspond un cercie K{|z—z01 < r} 
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tel que, si Fon designe par y le produit F.K, on aura 
sur y cp(z) < cp(z0) + i]
et par suitę dapres (7)

II en resulte que les modules des polynomes

sont uniformement bornes par le nombre 1 sur un continu 
passant par z0.

Or, dapres le lemme • 1 a tout e > 0 correspond un 
nombre N et un yoisinage \ z — z01 < ó dans lequel

| 0O)(z, 7, x(n)) | e < (i + £)n pour n>N,j = 0,l,...,n.
donc

Fn (z, 2) < (n + 1) (1 + e)n e"' , pour n> N, Iz — z01 < <5, 

et par suitę d’apres (10) et (29)
(35) 0(z,2)<(l + e)e*’ -0(zo,2) pour | z — z01 < <5

ce qui prouve que (z, 2) est semi-continue superieurement 
en z0. Le theoreme est donc dómontre. *

Cas particulier. Dans le cas 2 = 0 la fonction (30) ne 
depend pas de la fonction frontiere <p (z) et il suit de (11) 
et (12) que
(36) log <J> (z, 0)

s’annułle en tout point de F. D’autre part, lorsque z->oo la 
fonction (36) tend vers 1’infini et y possede un pole simple 
car les fonctions (32) ont pour 2 = 0 la formę 

(z — xx) (z — x2)... (z — x„)

et possedent a 1’infini un póle simple. II en resulte que:La fonction (36) est egale dans le domaine Doo a la fonction de Green de ce domaine et de póle a 1’infini; 
Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 16
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dans le domaine complementaire A et sur F elle est iden- tiąuement nulle.7)

7) Dans le cas generał, ou la frontiere F est ąuelconąue, log $(z,0) 
est la fonction de Green generalisee de Doo.

Pour marąuer la dependance de la fonction 0 (z, 2) de 
1’ensemble F designons la par 0(z, 2;F). En partant des 
formules (8) et (14) on peut prouver que dans le plan entier 
on a
(37) log0 (z, 0; FJ + i. m<log<t> (z, 2; F) <log0 (z,0; Fj + 2M 
ou la signification de log 0 (z,0; F,) est analogue a celle de 
la fonction (36).

5. Second passage a la limite. Nous allons examiner 
le comportement de la familie de fonctions harmoniąues

(38) j- log 0 (z, 2) , 0 < 2 < °° ,

lorsąue 2->0. Je dis qu’on a dans le plan entier

(39) Y log 0 (z, 2) > i log 0 (z, 2') si 0 < 2 < 2'.
X X

En effet, lorsąue z->oo toutes les fonctions (32) tendent 
vers 1’infini donc de meme 0 z, 2) Soit R > 0 un nombre 
si grand qu’on ait

0(z, 2)>eM pour|z|>R

et que J + F soit continu a 1’interieur de la circonference 
C{|z| = R}. D’apres (10) a tout point zetae>0 corres- 
pond un nombre N tel que, si n > N, on a

]/ Fn (z, 2) < (1 +e)’? 0 (z, 2)
et a fortiori

I L0) (z, x(n)) | < (l+£)".x0 (z, 2)" , j = 0,1,..., n ,

ou Xy = x(J) = x(njx). Lorsąue z est situe sur C on a 

0(z, 2) > donc etant 2<2' on a
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I LW (z, X(n)) | < [(1 + c) 0 (z, 2)17e”(x>) ]" 
<Kl+e)0(z,2)17e”(x7"V

8) La limite (40) existe aussi dans le domaine Doo, mais elle y est par- 
tout infinie.

II s’ensuit que
I 0O) (z, 2', x(n))| < [(1 + e) 0 (z, 2) vTr, j = 0,1,. 1. n,

et comme <t>n (z, 2') < max 10W (z, 2', x(n)) I on trouve
O)

]/0n (z, 2')1/;/ < (1 + e) O (z, 2)1W pour n > N, 
d’ou Fon deduit 1’inegalite (39) sur C car e est arbitraire- 
ment petit.

L’inegalite (39) a lieu aussi sur F, car sur F, son premier 
membre = <p (z) d’apres (29) et le second est <<p(z) d’apres 
(12). En dehors de F, le deux membres sont harmoniąues 
d’apres le theoreme II car F} Z) Fxz donc d’apres le principe 
d’extremum 1’inegalite (39) a lieu dans le cercie | z K R et, 
comme R est arbitrairement grand, dans le plan entier.

Theoreme III. Dans 1’ensemble zl + F il existe la limite finie
(40) lim I -7 log 0 (z, 2)1=0 (z).

La fonction est harmonique dans J, continue dansd + F et egale a <p(z) sur F8).

Demonstration. La familie (38) est uniformement 
bornee sur F d’apres (11) et (12), donc la limite (40) existe 
dans A et la fonction 0(z) y est harmonique d’apres (39) et 
le theoreme connu de Harnack.

Soit z0 un point de F et e>0. Puisąue <p (z) est continue 
en z0 il existe un cercie K de centre z0 tel que 9?(z)>ę?(z0) —s 
dans 1’ensemble F.K. Designons par y(z) la fonction de- 
finie sur F comme il suit:

16’
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V<(z) =
9? (z) si 9?(z)<<p(z0) —e, 
9?(z0) —£ si 9?(z) > 9? (z0) — £.

On sait que, quels que soient z et 2, on a <Z> (z, 2ęo) > cp (z, 2y») 
et lorsque 2 est suffisamment petit, soit 2 < 2 (z0, e), 1’ensem- 
ble Fx correspondant a y(z) couvre un yoisinage V (z0, e) de z0 sur F donc lorsque zeV(z0, e) et 2 < 2(z0, e) on 
a d’apres (29)

<X>(z, 299) >0(z, 2y) =
On en conclut d’apres le theoreme connu de Borel qu’a 
tout e>0 correspond un 2(e)>0 tel que, si 0<2<2(e), on 
a sur F &(zAp)>eIv(z)-']
donc en tenant compte de (12) on a sur F

<p(z) — £< -- log 0(z, 2ęs) < 99(z) pour2 <2(e) X
II en resulte que la convergence (40) est uniforme dans A + F et par suitę la fonction <J>(z) jouit des proprietes de- 
mandees.

6. Conclusion et remarques. II suit du theoreme prece- 
dent que le probleme de Dirichlet pour un domaine borne 
simplement connexe quelconque dont la frontiere est con- 
tenue dans la frontiere de son domaine complementaire Dco 
admet toujours une solution9).

”) La formule (20) a ete demontree dans mon travail anterieur (Buli. 
Acad. Polon., Kraków 1936, p. 79—91). En partant de cette formule 
M. Mas a o Inoue (Proc. Imp. Acad. Tokyo, vol. XIII, p. 352—357) le 
premier a prouve que la limite (40) existe et donnę la soluton du probleme 

de Dirichlet lorsąue F est une courbe ferme de Jordan. Dans sa demon
stration 1’auteur admet comme le fait connu que le probleme de Dirichlet 

pour 1’interieur d’une courbe de Jordan F possede une solution.

La formule (9) donnę le moyen de construire cette solu
tion pour tous les domaines complementaires a D 00 cn meme 
temps. II suffit pour ce but de trouver sur la frontiere de 
Doo les points extremaux correspondants a la fonction fron
tiere donnee.



PROBLEME DE DIRICHLET 245

Cette methode est susceptible de generalisations. Dans 
le cas des domaines plans multipłement connexes on doit 
remplacer les polynomes (6) pas des fonctions rationnelles 
de la formę

L0)(z,x(n)) 7 = 0,l,...,n„

ou p(z) est une puissance d’un polynomp convenablement 
choisi. Ce cas generał sera 1’objet d’un autre travail.

Państwowy Instytut Matematyczny.



SUR LES PUISSANCES DU NOMBRE 2

Par
W. Sierpiński (Warszawa)1)

M. H. Uhier a publie recemment dans les Scripta Ma- thematica vol. 15 (1949), p. 247—251 une notę, dans laąuelle 
il donnę des yaleurs des nombres 2" pour certaines grandes 
yaleurs de n (comme n = 1000, 2000, 3000, 4001).

Le but de cette Notę est de demcntrer deux theoremes 
sur les nombres 2".

Theoreme 1. Soit k un nombre naturel donnę. Les restes modulo 10k des nombres 2n (n=l, 2,...) forment une suitę infinie periodique, ou la (plus courte) periode a 4.5k_1 termes dont le premier est 2 .
Pour dómontrer notre theoreme nous prouverons d’abord 

le lemme suiyant:
Lemme. k etant un nombre naturel, le nombre 2 appartient pour le module 5 a l’exposant 4. 5 _1.
D emonstration du lemme. Soit <5 l’exposant au- 

quel appartient le nombre 2 pour le module 5 [c.-a.-d. soit 
<5 le plus petit nombre naturel tel que 2d = l(mod 5k)]. 
Comme on sait, on a <5 | <p (5 ), donc <51 4. 5 \ Pour k = 1 
on a evidement <5=4; notre lemme est donc vrai pour fc=l 
et nous pouvons supposer plus lo:n que k>l.

S’il etait <5 < 4 5k_1, on aurait soit <5! 4.5k~\ soit d 12. 5kl .
Suposons qu’on a pour un nombre naturel k>2

(1) 24’5k_2= 1 + 3 5k_1 (mod 5k)
(ce qui est eyidemment vrai pour k — 2, vu que 24= 1 + 3.5). 
Comme k>2, on a k—-1>1, d’ou j (k — 1) — k—1 + (j — l)(k—l)>k pour j = 2,3,4, et 5(k—l) = k—l+4(k—1)> k—1 + 4 > k + 1.

‘) Communication presentee a la seance de la Societe Polonaise de 
Mathematiąue, Section de Varsovie, le 2 Juin 1950.
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Or, on a
(l+3-5k_1) = l+3-5k + 2 - 5 - 32.52('c_1)+2-5-3?53(k_1)+5 - 34.54(fc‘1) 

s 5(k—1)
+ 3.5, et on voit que tous les termes a droite, sauf 
les deux premiers, sont divisibles par 5k+1. On trouve ainsi

(2) (1 +3-5k_1 )5 = 1 + 3 • 5k (mod 5k+1).

Or, si l’on a a = b (mod 5k), il existe un entier t tel que a = b + 5kt. d’ou

as=(b + 5k t)5 = b5+5-5kt + ... +55kt5^b5 (mod 5k+1): 
les formules (1) et (2) donnent donc

24-5^(l+3-5k-1) = l+3.5fc (mod 5k~k) .
La formule (1) est ainsi demontree par 1’induction pour 
tout k naturel>2.

D’apres (1) on a

(3) 24’5 =|=1 (mod 5k), pour fc>2,
ce qui prouve qu’il ne peut pas etre <5|4-5k72 D’apres (3) 
on a

(4) 24-5fc_1-|~l (mod 5k+1), pour k>l .

On a

(5) 24 •5k_1-1 = (22 •5k-4- 1) (22 • 5k-1+ 1) ;

d’apres (4) le cóte droit de (5) n’est pas divisible par 5k'bl 
et, comme22 = —1 (mod 5), d’ou 22‘sk X+l = (—l)sk_1 + 
+ 1 = 0 (mod 5), le premier facteur a droite ne peut pas 
etre divisible par 5 , c. a. d. on a

22-5fc_1=|=l (mod 5k) ,

d’ou il resulte qu’il ne peut pas etre d |2 • 5k_1.
On n’a pas donc ni <514 • 5k 2 ,ni <512 • 5k 1 et, comme 

<514-5fc \ il en resulte que <5 = 4*5k_x. ,
Notre lemme se trouve ainsi demontre.
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Demonstration du theoreme 1. Dósignons, pour 
k et n naturels, par r(nfc) le reste modulo 10 du nombre 2" .

D’apres le theoreme d’E u 1 e r on a, pour k naturels:

24'5 = 1 (mod 5fc) ,
d’ou:

24.5fc-l+k_2k (-morf

et il en resulte tout de suitę que

24’5 +" =2" (mod 10k) pour n>fc,
c’est-a-dire

(fc) W ,^44.5^-1 = rn pour n>k.
Si l’on avait rw k-i = r(k)^k—1—1-4 • 5 ^k—V

on aurait (vu la definition des nombres ) 
2k-i+4.5fc-i_ ,

d’ou
2k|2fc-1(24-5k“1-l),

ce qui est impossible. La suitę infinie ■ ■ ■ est donc
periodique et le premier terme de la periode est

Admettons maintenant qu’il existe un nombre naturel 
m < 4 • 5k_1, tel que

rn+m = ?n pour n> k.
On aurait donc

2n+m = 2n (mod 10k) pour n^k
donc, en particulier, pour n = k:

2k+m^2k (mod 10fc) ,
ce qui donnę

2m=l (mod 5fc) ,
ce qui est impossible pour m < 4 • 5fc_1, d’apres le lemme.

Nous avons ainsi dómontre que la plus petite periode de 
la suitę r^,... a 4 • 5fc_1 termes.
Le theoreme 1 est ainsi dómontre.
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II en resulte tout de suitę que, pour k naturel donnę, 
les k-iemes chiffres (en comptant de droite a gauche) des 
nombres 2" (n —1,2,...) forment une suitę periodique (a par- 
tir du k-ieme terme ), ou le nombre de termes de la plus 
courte periode est un diviseur du nombre 4-5k~\ 
Pour k=l cette periode est formee de quatre chiffres 
2, 4, 8, 6; pour k = 2 elle est formee de 20 chiffres

0, 0, 1, 3, 6, 2, 5, 1, 2, 4, 9, 9, 8, 6, 3, 7, 4, 8, 7, 5. 

Pour k = 3 la periode a 100 termes.

II est a remarquer que le troisieme et le deuxieme chiffre 
(en comptant de droite a gauche) des nombres 2n(n=3,4,...) 
pris ensemble forment une suitę periodique ou la periode 
a 100 termes qui presentent (dans un certain ordre) tous 
les entiers noin neigatiifs < 100. C’e:St 1a suitę
00, 01, 03, 06, 12, 25, 51, 02, 04, 09, 19, 38, 76, 53, 07, 14, 28,
57, 15, 30, 60, 21, 43, 86, 72, 45, 91, 82, 64, 29, 59, 18, 36, 73,
47, 94, 88, 77, 55, 10, 20, 41, 83, 66, 32, 65, 31, 62, 24, 49, 99,
98, 96, 93, 87, 74, 48, 97, 95, 90, 80, 61, 23, 46, 92, 85, 71, 42,
84, 69, 39, 78, 56, 13, 27, 54, 08, 17, 35, 70, 40, 81, 63, 26, 52,
05, 11, 22, 44, 89, 79, 58, 16, 33, 67, 34, 68, 37, 75, 50.

Notons encore; que 1 es dern iere s chiffires des nomb resn 
n (n == 1, 2,.. .) forment une■ suite periiodijque dont la f>lus
courte periode a 20 termes et que, pour tout m naturel les 
restes modulo m des nombres n" (n = l, 2,...) forment une 
suitę periodique.

Theoreme 2. m etant un nombre naturel quelconque et s—le nombre des chiffres du nombre m (en representation 
decimale), il existe un nombre naturel n tel que les s pre- miers chiffres du nombre 2n coincident respectirement avec ces du nombre m.

Lemme. a etant un nombre irrationnel> 0 et a et b etant deux nombres reels, tels que 0<a<b, il existe un nombre naturel n et un entier k^0, tels que
(6) a<na — k<b.
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Demonstration du lemme. Soit q un nombre na- 
turel tel que

(7) ~ < b — a
et soit r un nombre naturel > — . Les ę + 1 nombres jra—
— Ejra, ou j = 0,1,2,..., q sont tous distincts (vu que a est 

irrationnel) et tous >0 et <1. II existe donc deux entiers 
distincts Ą et j2 de la suitę 0,1,..., q, tels que

(8) 0 > jja — Eą ra — (j2 ta — Ej2 ra) < ~ .

Distinguons deux cas.
1)ą>j2. Posons s = (j1 — j2) r, t = Ej\ ra — Ej2ra: s sera 

donc naturel, t — entier > 0 et (8) donnę

(9) 0 < sa —■ / < —
Q

et il existe un nombre naturel m qui est le plus petit tel 
que

On a donc
m (sa — /) > a .

donc,

On a

(m — 1) (sa — t) < a ,
d’apres (9) et (7):

m (sa —7) < a + (sa — f) < a + < b
ainsi a < m (sa — f) < b

et, en posant n=ms, k = mt, on obtient les inegalites (6). 
ou n est un nombre naturel et k un entier > 0 .

2) j\ < j2. Posons s = (/2—Ą)r, t = Ejzra — Ej\ra; s sera donc naturel > r, t entier > 0, et (8) donnę
z a 1(10) --  Q

et, vu que b—Eb— 1 < 0, il existe un nombre naturel m 
qui est le plus petit tel quem (sa — t) < b — Eb — 1.
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On a donc
(m — 1) (sa — t) > b — Eb —■ 1,

d’ou d’apres (10) et (7):

m (sa — /) > b — Eb —• 1 + (sa—/) > b — Eb — 1 — >a—Eb—1. 
On a donca — Eb — 1 < m (sa — f) > b — Eb — 1, 
d’ou a<m(sa — /) + Eb + 1 < b ,
et, en posant n = ms, k = mt — Eb — 1, on trouve les inega
lites (6), ou n est naturel et k entier.

Or, on a n = ms>s>r>- d’ou na>b et comme d’apres a
(6),  k > na — b, on trouve k>0. Le lemme se trouve ainsi 
demontre.

Demonstration du theoreme 2. Soit m un 
nombre naturel donnę >1. Le nombre Lg 2 (ou Lg designe 
le logarithme a base 10) etant irrationel, il existe, d’apres 
notre lemme, un nombre naturel n et un entier k>0 tels 
que Lgm < nLg2— k < Lg(m + 1),
d’ou Lgm + k < n Lg 2 < Lg (m+1) + k 
et

m-10k < 2n<m 10fc+ 10fc, c.a.d. 2n<m-10k + 10fc — 1 . 
Donc, si m = (cr c2... cs)10 est la representation decimale du 
nombre m, on a

(c^... cs 0 0...0)10< 2n <(c1c2...cs99...9)10

ce qui prouve que les s premiers chiffJes du developpement 
decimal du nombre 2" sont respectivement les memes que 
les s chiffres du nombre m.

Le theoreme 2 est ainsi demontre.



SUR LA PLRIODICITE MOD m DE CERTAINES 
SUITES INFINIES D‘ENTIERS

Par
W. Sierpiński (Warszawa)1)

Comme on sait, les restes modulo m de termes succes- 
sifs de certaines suites infinies d’entiers
(1) Up u2, u3,...
forment des suites infinies periodiąues, par exemple pour

n(n + l)
2

Le but de cette Notę est d’etudier la base commune de 
ces faits. Cette etude m’a ete proposee par M. Zaran
ie i e w i c z.

Designons par { un} la suitę infinie (1). m etant un 
nombre naturel, nous designerens par Fm la familie de 
toutes les suites infinies (1) aux termes entiers qui satis
font a la condition suivante: les restes modulo tn des nom
bres u2, ... forment une suitę periodiąue. En d’autres 
termes la formule { un } e Fm equivaut a 1’assertion qu’il existe 
deux nombres naturels k et h, tels queun+k = un (mod m) pour n > h.

Posons encore F =FlF2F3... .
Theoreme 1. Si l on a pour un m naturel {un} e Fm et 

{v„}eFm, on a aussi {un+vn}eFm et {unvn}eFm.
Demonstration. Si { un } e Fm et { vn } e Fm, il existe 

des nombres naturels kv k2, et h2 tels que

*) Communication presentee a la Societe Polonaise de Mathematiąue, 
Section de Varsovie, le 9 juin 1950.



SUITES INFINIES D’ENTIERS 253

un+kt = un (mod m pour n > hv et v„+k = vn (mod mi) pour 
n>h2 ce qi donnę tout de suitęun+kik^un (mod zn) pour n>hlt et vn+k^k^Vn (mod zn) pour n>h2 d’ou

un+kIk2 + vn+ki k2 = tzn + vn (mod zn) pour n>h1 + h2
e

un+fcifc2vn+fcifc2 = zzn + vn (mod zn) pour n>/i1 + h2

ce qui prouve que { un + vn } eFm et { un vn } e Fm, c. q. f. d.
Corollaire 1. Si{un}eF et {v„}<?F, on a {u„+v„|eF et 
vn}eF.

Corollaire 2. Sz {un} eF et a est une constante entiere on a { a un} e F.
Corollaire 3. SzJizJeF, on a (iz^JeF pour k —1,2,3...
Corollaire 4. Si /(x) est un polynóme en x aux coefficients entiers,, et si (uJeF, on a {/(izn)}eF.
Les demonstrations de ces corollaires n’offrent pas de 

difficulte.

Theoreme 2. a etant un entier, on a {a"}eF.
Demonstration. Soit m un nombre naturel donnę. 

Designons, pour n — 1, 2,..., par r„ le reste du nombre a" 
modulo zn. Les nombres rv r2,..., rm+1 appartiennent tous 
a la suitę 0, 1, 2,..., m— 1: ils ne peuvent pas donc etre 
tous distincts. II existe donc des nombres h et l > h de la 
suitę 1, 2,..., zn + 1, tels que rz = rń. Comme l > h, nous 
pouvons poser l = h + k, ou k est un nombre naturel (<zn). 
On a donc rh+k = rh, c’est-a-dire a/>+fc = a/' (mod zn), d’ou il 
resulte tout de suitę que an+fc = an (mod zn) pour n>h, ce 
qui prouve que jan}eFm. Ceci etant vrai pour zn = l,2,..., 
on trouve {a"} e F, c. q. f. d.

Corollaire 5. Si a et r sont des entiers et s est un
nombre naturel, on a
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Demonstration. Soit m un nombre naturel donnę. 
D’apres le theoreme 2 et le corollaire 2 on a {anr}eFms et 
il existe des nombres naturels k et h tels que ankr = = an v (mod ms) pour n^h. II existe donc pour tout n'^h 

n-f-k 
un entier tn tel que a"k r = an r + mstn, d’ou E—~ — 

| eFm, c. q. f. d.

En particulier, pour a = m, il en resulte tout de suitę 
la periodicite des developpements des nombres rationnels 
en fraction infinie a base m [le n-ieme chiffre du develop- j. n n—1
pement de — etant, comme on sait, E EŁr — m g '?7-----r ==

s ss

= (mod m)].

Or, il est a remarquer que, pour les suites {v„} aux 
termes >0, la formule {vn}eF n’entraine pas en generał la 
formule {2Vn}eF. Posons, en effet,

vn = n! (E ]/n — E ]/n — 1).

m etant un nombre naturel donnę, on a evidemment m | vn 
pour n>m, d’ou {v„hFm. On a ainsi [v„|fF.
Or, comme on voit sans peine, on a

2Vn = l + Ep n—-Ej/n— 1 (mod 2) pour n = l, 2,..., 

c’est-a-dire 2v" = 0 (mod 2) pour tous les nombres n carres 
et 2V" = 1 (mod 2) pour tous les autres n naturels, de sorte 
que la suitę infinie de restes mod 2 de nombres 2V1,2V2,... 
n’est pas periodique. II n’est pas donc \2Vn}eF2, et, a plus 
forte raison il n’est pas { 2Vn } e F.

On a cependant le

Theoreme 3. Si l’on a pour un m naturel {u„)eFm et si |vj est une suitę telle que v„>0 pour n = l, 2,..., 
lim vn=+oo et [vJeF, on a \unVn\eFm.n = oo
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Demonstration. Soit m un nombre naturel donnę. 
D’apres le theoreme 2 il existe pour tout nombre j de la 
suitę 0, 1, 2,..., m — 1 des nombres naturels k- et hj tels que
(2) jn+ki = jn (mod m) pour n hj
Posons k = kok1k2...km_1 et h = h0+h1+... + hm_1: il resulte 
tout de suitę de (2) qu’on aura

(3) xn rk = xn (mod rn) pour n~^h
quel que soit le nombre entier x.

Soit {vn} une suitę telle que vn>0, lim vn =+oo et n = oo
{vn} e F. II existe donc des nombres naturels s et l, tels que

(4) et vn+s = vn (mod k), pour n^l
Soit n un indice > Z. On a donc vn>h. Si vn+s>vn, on 

a, d’apres (4), vn+s = vn+kt, ou t est un entier > 0 et 
d’apres (3) on trouve

x''" ' s — xvn+kt == xvn (mO(j

quel que soit 1’entier x.
Si vn+s<vn, on a, d’apres (4): vn — vn+s = kt, ou t est un 
entier >0 et, d’apres (3) on trouvexVn — xvn+s+kt = xVn+s (mod m)
quel que soit 1’entier x. On a donc toujours

(5) xVn+s = xVn (mod m) pour n>l
quel que soit 1’entier x.

Soit maintenant {un} une suitę telle que {un}eFm: il existe 
donc des nombres naturels q et 'r tels que

un+q = un (mod rn) pour n>r, 
d’ou
(6) uVn =uVn (mod m) pour n>rn-f-gs n

Or, d’apres (5) (pour x = un+qs) on a

(7) == (mod m) pour n^l.
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D’apres (6) et (7) on a donc

“ Un" (m°d m) pour n > Z+r, 

ce qui prouve que {u*n} e Fm, c. q. f. d.
II resulte tout de suitę du theoreme 3 le
Corollaire 6. Sz l’on a pour un m naturel [un}eFm, on a aussi {u"} e Fm.
On en deduit tout de suitę que {n"| e F, ensuite que 

{n" | e F etc-

Theoreme 4. Si {u„}eF et si d est un diviseur naturel 
commun de tous les termes de la suitę {uJ, a/ors{-^jeF.

Demonstration. Soit {un} une suitę infinie telle que 
{un}eF et soit d un diviseur naturel commun de tous les 
termes de la suitę {uJ. On a donc un = dvn pour n — 1, 2,..., 
oii v„ (n = 1,2,...) sont des entiers.

Soit m un nombre naturel donnę. Comme {uJeF, on 
a {uJeFdm et il existe des nombres naturels k et h, tels 
que un+k = (mod dni) pour n > h,
donc, vu que un = dv„ pour n = l, 2,...:d vn+k = dvn (mod d ni) pour ni>h,
ce qui donnę

Vn+k vn (mod ni) pour n>h,

ce qui prouve que 

naturel, on trouve

{vn}eFm. Ceci etant vrai pour tout m
{vn} eF, donc jeF, c. q. f. d.

II est a remarquer que si, pour un m naturel donnę, on a 

[un}eFm et si d\un pour n=l, 2,..., la formule 6 F™

peut n’etre pas vraie. Par exemple, pour m = 2, un = 2E]/n d = 2, on a un = 0 (mod 2) pour n = l, 2,..., donc {un} e F2>
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et on n’a pas j ~~ | e F2, les restes modulo 2 de termes de 

la suitę {E |/n} ne donnant pas une suitę periodique.
Voici une application du theoreme 4. D’apres le corol

laire 4 on a }n (n + 1)} e F. Or, comme on sait, on a 21 n (n + 1)
pour n=l, 2,... (vu qu’un des facteurs 

jours pair). D’apres le theoreme 4 on a 

c’est-a-dire:Quel que soit le nombre naturel m, m de nombres triangulaires succesifs

n et n + 1 est tou-

les restes modulo forment une suitęperiodigne.
En particulier, pour m = 10, la periode a 20 termes, pour 

m — 100 elle a 200 termes.

Pareillement on trouve

(n —5n3+4nl „
i------- 120------ leF-

/n(n + l)(2n + l)( xque j s--------- j e F et que

Theoreme 5. Si l’on a, pour un nombre naturel m [un}eFm, on a {u^u^.. . + un} e Fm.
Demonstration. Soit m un nombre naturel donnę 

et soit {uJ une suitę telle que {un}«Fm. Posons v„ = 
= u1 + u2+... + un pour n = l, 2, 3........
II resulte de {un}eFm qu’il existe des nombres naturels k 
et h, tels que

un+fc = u„ (mod m) pour n>h,
et on en deduit tout de suitę qu’on a pour i et j entiers
> 0: un+ik+j^un+j (mod rri) pour n>h,
d’ou

m—1£ un+ik+j^mun+j = 0 (mod m) pour n>h,
i=0

€t
k m—1E 2 un+ik+j = ° (m°d m) P°ur n>h,

j=l j=o

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXHI. 17
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c’est-a-dire
un+1+un+2+ ... +un+mfc = 0 (mod m) pour n>hf 

d’ou
u1 + u2+--+ u n-ł-mk ^1 ^2 * ’ ’ ! n (mO Cl n?) pOU V U h

c’est-a-dire
Vn+mk^^n (mod /7?) pOUr H> h,

ce qui proure que |v„hFm, c. q. f. d.
En particulier, pour u„ = n (n = 1, 2,..on retrouve la 

formule J e F.



SUR CERTAINES FONCTIONS HARMONIQUES 
JOUISSANT DES PROPRIETES EXTREMALES 

PAR RAPPORT A UN ENSEMBLE

Par
J. Górski (Kraków)

1. Objet du travail. Soit E un ensemble borne et ferme 
de points du plan, f(z) une fonction reelle, definie et con
tinue dans E, p (z) une fonction complexe, definie et. con
tinue dans un domaine D contenant 1’ensembłe E. Nous 
supposerons que p(z) soit different de zero dans D.

Soit f0, un systeme de n + 1 points differents
quelconques de E; je designerai ce systeme plus brievement 
par une seule lettre f
(1) f = 1^^...,^}

Designons par (z; f, p, f, E) ou plus brievement par 
(z; p) le produit

C’est une fonction de z definie dans domaine D.
Faisońs maintenant varier les points du systeme (1) dans E et designons par <I>n (z; p, f) ou plus brievement par 0n (z; p) 

la borne inferieure du plus grand des n + 1 modules 
(z;f, p) I, j = 0,l,...,n, lorsque, z etant fixe, les points 

(1) parcourent E
(3) 0n(z;p) = inf {max|<^,j)(z;£,p)|}, n = l,2,.., .

(cE (P
La borne 0„(z;p) est positive en chaque point zeD.
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En effet, soit m la borne inferieure du produit |p(z)|e/w 
lorsque z parcourt E. Vu que p(z) est different de zero 
sur E on a m > 0 donc

et comme

mAx 11O) k = o

nn
k = 0

on a

(z; p) = inf {max | 0nw (z; I, p) |} >(j)
Designons par d (E) le diametre transfini de E introduit 

par M. F e k e t e!) et observons que 1’ensemble complemen- 
taire de E par rapport au plan ferme est une somme finie 
ou denombrable de dcmaines disjoints. Designons par Don 
celui de ces domiines qui contient le point a 1’infini et par F sa frontiere. On sait que d (E) = d (F).

Considerons le cas particulier ou, c etant une constante 
differente de zero, on af (z) = 0 dans E et p(z) = c dans D.
M. F. Leja2) a dćmontre que la suitę |j/0n(z;c)} tend 
dans le plan entier vers une fonction limite <t> (z) jouissant 
des proprietes suivantes:

1° Si d (E) > 0, d> (z) est partout finie 1 dans D et 
<J> (z) = 1 dans E.

2° Si ci(E) = 0, 0(z) est infinie en dehors de E et 0(z) 
— 1 dans E.

3° Lorsque F est une somme de eontinus, log <Z>(z) est la fonction de Green classique du domaine Doo avec le póle z~°°.
*) M. Fekete, Math. Z., t. 17 (1922), p. 228—249.
2) F.Leja, Ann. de la Soc. Polon, de Math., t. 12 (1934), p. 56—71.
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Le but de ce travail est d’examiner la suitę (3) dans le 
cas generał ou f (z) et p (z) sont des fonctions quelconques 
remplissant les conditions specifiees plus haut.

2. Existence d‘une fonction limite. Considerons la 
suitę (3).

Theoreme 1. La suitę {j/<X>n (z;p)| tend dans le domaine D vers une limite
(4) lim p/<hn (z; p) = <t> (z; p).

n—>oo

La demonstration sera appuyee sur lemme suivant:

Lemme 1. Les termes de la suitę (3) satisfont quel que soit zeD aux inegalites suivantes
(5) 0„+v(z;p)>0/,(z;p)-0v(z;p) pour p et v = 1, 2,... .

Demonstration du lemme. Soit z un point fixe 
de D. II est evident qu’a chaque «> 0 on peut faire corres
pondre dans E un systeme de p + v +1 points {%, t]v .ł?jIt+v} = V 
tels qu’on ait

0,i+v (z; p) > max | <t>£ & p) | - e .
Introduisons les notations suivantes: {£0, lp..., £„} = f etant 

des points quelconque du plan, posons

(6) c(i0,ip...,in) = /7

n(7) J (£;£) = TI — pour j = 0,...,n
k = 0
(k^j)

et observons que, quel que soit j = 0, l,...n, on a relation

V (f0, fp..fn)=j (Iy; f) • V (£0, fp..., ^_p eHP..., q.

Ceci pose, soit z le point fixe plus haut et i) ,77,...... 77,
1 •'2 V

un systeme de v points quelconque du systeme 77. L’ex- 
pression
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p(z)in-V(z;rlrl) _nSf(Vj}----- -- -i-- — e s=o... r
possede un maximum lorsąue, z etant fixe, les points ,...,w;v 
parcourent le systeme ij. En changeant corivenablement 
des indices des points de ce systeme on peut supposer que 
ce maximum soit egal a IF (z; ^i+1,..., ł/u+v).

La suitę de demonstration est completement analogue 
a la demonstration du lemme qui se trouve dans le travail 
de M. F. Leja insere dans le Buli, de 1’Acad. Polon, des 
Sc., Cracovie 1936, p. 79—92.

Le theoreme 1 resulte immediatement du lemme 1 et du 
lemme connu suivant:

Si une suitę {an} a termes positifs remplit la condition 
a(+v>a((-a„ pour p et v = l, 2,..., la suitę /an tend vers 
une limite finie ou infinie.

3. Construction des certaines fonctions extremales.
Considórons la fonction

F^,^,...,^) -W
pCQ.......pO"

ou V (£0,...,fn) est definie par la formule (6) et cherchons 
son maximum, lorsąue n etant fixe, les points f0,... varient 
dans E. Appelons n-ieme systeme extremal de 1’ensemble E par rapport aux fonctions f(z) et p (z) un systeme de 
points de E, soit
(9)
pour leąuel
(10) U = max U .f e E

Supposons encore ąue les indices des points $0, 
soient choisis de maniere a avoir

< |p(OI?en^) pour j = 0,
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et formons les fonctions
(12) 0„’(z;^p) , j = Q,l,...,n.

Lemme 2. En chaque point zeE les fonctions (12) satisfont quel que soit n aux inegalites
(13) |0^(z;^,p)|<en/(z) , j = 0, l,...,n .

Demonstration. Si 1’inegalite (13) n’etait pas satis- 
faite dans E pour une valeur de 1’indice j il existerait dans E un point z —tel que

donc
J (&;•; 0 • IP(pI? enf^ > J (e? 0• IP(p I? enf^'i}

En multipliant les deux membres de cette inegalite par

/7 IP Qte) I e"/cTfe)
= 0
*

on en deduirait l’inegaliteU (So,.... tj+1, (80, • • •, U
incompatible avec 1’hypothese (10), donc les inegalites (13) 
ont bien lieu.

Supposons maintenant que p(z) soit une fonction ana- 
lytique reguliere ne s’annulant pas dans D.

Theoreme 2. Si d (E) > 0, alors 1° il existe dans 1’ensemble ouvert D—E la limite
lim )/|0®(z;£,p)|

n->oo

et cette limite est egale a la fonction d>(z; p) definie par (4)

(14) lim }/ 0<o)(z;£,p)| =0(z;p) ,
n->oo

2° la convergence est uniforme dans le voisinage de chaque point zeD—E et la fonction log 0(z;p) est harmonique dans D—E.
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Demonstration. 1°. Soit z un point fixe quelconque 
de D—E, r = r(z,E) la borne inferieure des distances \z—a| 
lorsque a parcourt E et R = R(z, E) la borne superieure des 
ces distances. Je vais prouver les inegalites
(15) -^0n(z;p)<|0(°)(z;g,p)|<(n + l)-0n(z;p) , n = l,2,...

En effet, a chaque e>0 on peut faire correspondre un 
systeme de points {%, r)v..., yj = tj tel, qu’on ait

(16) Ó„(z;p)>max 10(nj) (z; p) | — e .
CO

Designons par (z; /]) le polynome

(17) L(?(z;ł?)= n j =
k=0 %

(k=ł=

et observons que le produit (p y.))" (z; p) est un poly
nome du degre n. D’apres la formule d’interpolation de 
Lagrange on a identiquement

Zl

(p (z))n <t/0) (z; l,p) = 2 (p p) ■ (z'> >1)
j=0

donc

0^o) (z; £, p)= 0™ (Vj; l, p) • (z-, rj) • ( ^ (^) )
et par suitę d’apres (13)

I (z; e, p) I < S I } O;
j=0

n

En tenant compte de (16) on aura

donc la seconde des inegalites (15) est vraie car e est arbi- 
trairement petit.

Considerons le n-ieme systeme extremal £ = Uo> Bi- • W 
de E et soit s celui des indices j = 0, l,...,n pour lequel '
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<5n (z; p) <max I O(nj) (z; £, p) | = | (z;ź,p)\ .
0)

On a identiąuement

ou Vj designe le seconde membre de 1’inegalite (11). Etant 
vs>v0 on a

0n(z;p) < 0(no)(z;^p) z So 
z=-Ts

Rr
donc la premiere des inegalites (15) est vraie.

La formule (14) resulte immediatement de la formule (4) 
et des inegalites (15)

2°. Soit G un domaine borne et ferme ąuelconąue con
tenu dans le domaine D—E et z un point fixe de G. Desig
nons par la borne superieure du plus petit des produits (7) 
lorsąue le systeme I = varie dans E.

On sait3) que j/J„ tend vers le diametre transfini d(E).
Soit R le diametre de E + G et r la distance de E a G; 

il est Jclair que r > 0. Designons encore par A et B les 
bornes.

A — inf {| p(z) | e (5} , B = sup { | p(z) | )! •
z£E v ’ zsE ' ’

Puisąue E est compact et p(z) 7^ 0 dans E on a B A > 0. 
Je dis que

(18)
B_ R

lpO)l V An
En effet, il existe dans E un systeme de n + 1 points, 

soit {yoyv...,yn}=y, pour leąuel Jn=min J(y?. ;y.) Dapres
(2) et (3) on a 1

' “) F. Le ja, Bul. 1’Acad. des Sc, Cracovie 1-933, p. 281-289. - . '
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ce qui entraine la seconde des inegalites (18).
D’autre part, soit x= [x0, xlt.. ,,xn} un systeme de n + 1 

points de E pour lequel

ce qui entraine la premiere des inegalites (18).
De (15) et (18) on deduit pour chaque zeG 1’inegalite

n + 1 • R___B
]/d~n IP(Z)

Puisque ]/jn -> d(E) > 0 et que | p(z) ) est borne et plus grand 
d’un nombre positif dans G la suitę

["log|o>^0) (z;8,p)

est uniformement bornee dans G. Les termes de cette suitę 
sont harmoniques dans G, donc la convergence 

log 0(z;p)

est uniforme dans G et par suitę la fonction limite est har- 
monique dans G.4. Le comportement de la fonction <X> (z; p) dans l‘en- 
semble E. II est clair que la fonction <i>(z;p) depend de la 
fonction f(z). Supposons que la fonction /(z) soit identique- 
ment nulle dans E et que p(z) soit definie dans le domaine D par a formulep (z) = ]/ z + aj zfc_1 +... +afc
ou zk + ax zk_1+ ... + ak est un polynome quelconque du degre 
k>l dont les zeros sont exterieurs a D et la determination 
du radical est quelconque. Le module | p (z) | dont nous nous 
servirons dans la suitę est bien determine. Je vais demontrer le
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Theoreme 3. Si 1’ensemble E est une somme de eontinus et z0 est un point de E situe sur la frontiere de E, la fonction d>(z; p) tend vers 1 lorsąue z, en restant dans le domaine D—E, tend vers z0.
(20) lim d>(z; p) — 1.

z->z0

Demostration. Soit Q un nombre positif quelconque. 
Le point z0 est situe sur un continu CczE. Designons par 
Cp la partie de C contenue dans le cercie \z— z0|<e et po
sons /?p==max |p(z)|. A chaque £z>0 correspond un nombre 
q (e') > 0 tel que

(21) f7(z)~j < 1 + fi/ si zo! < e(£') •

Puisque I p (z) | < B (£/) dans le cercie | z—z01 < et que,
dapres (17) ou f(z) = 0, on a | <!>„ }(z ; £, p) | < 1 sur C donc
(22) i p(z) • | 0® (z ; |, p) | < (Ą(e'))" Pour zeC{M,

Je m’appuyerai maintenant sur le lemme suivant du a 
M. F. Leja :4)

Soit r un continu quelconque, z0 un point de r et 
Wn(z)} une suitę de polynomes remplissant sur T la con
dition | lFn(z) | ■< M pour n = 1,2,..ou M est une constante 
et le degre de TFn(z) est < n pour n—1,2,... Alors a tout 
«>0 correspondent deux nombres positifs r=r (e, f) et N=N(e,r) 
tels que

j/|lFn(z)| < l+« pour \z — z0\ < r et n > N .
Observons que l’expression p(z)n • (z ; pflR^ est un 

polynome du degre n borne d’apres (22) par 1 sur C£j(sZ) 
pour n = l,2,..., donc d’apres le lemme de M. F. Leja on 
a dans un yoisinage | z — z01 < r de z0 1’inegalite

| p (z)?0(no) (z; L p) | < • (1 +«)" pour n > N
et par suitę d’apres (21)

(23) j/l 0® (z; a, p) | < (1+0 (1 +e) Pour | z—z0| < r et n > N.
') F. Leja, Math. Ann., t. 108, p. 517—524.
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D’autre part, si z n’appartient pas a E et v — 1, 2,..., il 
existe dans E un systeme de fcv+l points t)0, yv..., r)kv tels 
qu’on ait
(24) 0fcv(z;p)=max [ <Z>^(z;p) | =

En appliquant la formule d’interpolation de Lagrange au po- 
lynome [p(z)J on a

kv

(p(z)) = (z ; ł?) • p(^)
j=o 

donc
max | Łg(z;^ -pfy)- | >

et par suitę dapres (24) 3>fcv(z ;p)>l/(fcv+l). On en deduit 
1’inegalite

(z ; p) = lim ]/®kV (z ; p) > 1
v->oo

qui entraine (20) en vertu de (23) .
5. Cas particuliers I. Supposons comme dans le numero 4 

que /(z) = 0 et que p(z) soit le polynome [du degre 1 [de la 
formę p(z) = pŁ(z) = z — a, ou a est un point quelconque 
n’appartenant pas a E. D’apres (12) et (14) on a

z; P1) = (z ; D •

et _____________
<P(z ; pj = lim ]/\ (z ; L Px) [ •

n—^oo

Le point z = a est situe dans un des domaines dont la 
somme est 1’ensemble complementaire a E. Dósignons ce do
maine par Da.

Theoreme 4. Lorsque le diametre transfini d(E) est positif, alors log 4>(z‘,pd est la fonction de Green (classique bu generalisee) du domaine Da avec le póle z=a .
Demonstration. Supposons d’abord que E soit une 

somme de continus. II resulte immediatement des theoremes 
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2 et 3 que la fonction log 0 (z; pj est harmoniąue et po- 
sitive en dehors de E + {a} et qu’elle tend vers zero lorsque, z n’appartenant pas a E + {«}, tend vers un point quelconque 
de E.

Observons maintenant que d’apres (19) la difference 

^•log | 0cno)(z J,P1) | — log _ 

est bornee dans le domaine Da— {a}, donc sa limite pour 
c’est-a-dire

(25) log 0(z;Pi) — log >

y est bornee aussi. Par suitę la difference (25) est harmo- 
nique aussi au point a ce qui prouve que log 0 (z; px) est la 
fonction de Green classique de Da .

Lorsque la frontiere de Da est quelconque, la demonstra- 
stration est analogue a celle donnee dans le travail insere 
dans ce journal t. XXI (1948), p. 70.

Remarąue. Lorsque E est une somme de continus, la 
fonction log0(z;p1) est harmonique en dehors de E+Da et 
tend vers zero lorsque le point z n’appartenant pas E + Da 
tend vers un point de E. Par suitę d’apres le principe de 
maximum, log 0 (z; pj est identiquement egal a zero en 
dehors de E + Da.

II. Supposons maintenant que f (z) = 0 et que
p(z) = p2 (z) = j/ (z —a) (z — £)

ou la determination du radical est quelconque. Alors

G,,-a)G0-l)U
(z —a) (z —/?) J

Les points a et sont situes dans 1’ensemble complemen- 
taire CE de E. Designons par Da le plus grand domaine 
contenant a et contenu dans CE et par Dp le domaine ana
logue. II est clair que les domaines Da et peuvent etre 
identiques ou disjoints.
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Supposons que Da7^D/? et designons par G(z, DJ, la 
fonction de Green du domaine Da avec le póle a et par G(z, Dfi) la fonction analogue.

Theoreme 5. Lorsąue Day^D/, alors
2 log 0(z; p2) =

| G(z,Da) dans Da,
i G (z, D,) dans Dfi .

Demonstration. Supposons que E soit une somme 
de continus. II resulte des theoremes 2 et 3 que la fonction 
2 log <t> (z; p2) est harmonique et positive en dehors de 
D + {a} + {/9} et quelle tend vers zero lorsque z tend vers un 
point z0 e E. II reste a prouver que la difference

2 log <J>(z; p2) — log —

tend vers une limite finie lorsque z-*-a. Considerons a cet 
(2 7 o l

effet la suitę partielle | y I (z; g, p2) 1j et observons que 
d’apres (19) la difference

est bornee dans Da—{a}, donc la limite

(26) log 0 z;p2) —j Zog

est bornee dans le voisinage du point z = a et par suitę la 
fonction (26) est bornee et harmonique au point z = a.

Pareillement la fonction
lo 0(z; p2) —log|^j|

est harmonique dans le domaine Dfi.
Remarquons que dans le cas ou Da = D. et « la 

onction log O (z; p2) est harmonique et positive dans D — {a} — et tend vers zero lorsque z tend vers la fron
tiere de Dn. Les points a et /S sont des póles du degre 1/-> 
de cette fonction. En dehors de 1’ensemble Da + D^+E la 
fonction 2 k.g d>. (z; p%) est identiquement nulle.
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Le cas ou Dri = D., et a = /? se reduit au cas I.

III. Considerons maintenant le cas generał ou

p (z) = pk (z) = ]/ (z - aŁ (z —a2)... (z —afc)

et designons par Da., i — 1, 2,..k, le plus grand domaine 
contenant a; et contenu dans CE. Lorsąue D D , i^s = 
— on demontre comme plus haut 1’egalite

k-lo 0 (z; pfc) = G (z; D .) dans Da., i= 1,2,... k ,
ou G (z, Da.) est la fonction de Green (classiąue ou genera- 
lisee) du domaine Da. avec le póle a;. En dehors de l’en- 
semble SDa. + E la fonction k • log 0 (z; pk) est identiąue
ment nulle.

Si a; =aeDa, i — l,2,...,k nous retrouvons le cas I.



SUR LES TRANSFORMATIONS DES SYSTEMES 
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

par
Z. Mikołajska (Kraków).

Le theoreme qui suit constitue une reponse a une ąuestion 
posee par M. M. T. Waźewski et J. Szarski.

Theoreme: Considórons la transformation T
(T) = = r (i=l,...n)
Admettons que les fonctions F'(t, .. £n) et leurs deri-
vees partielles du premier ordre soient continues dans 
Fes pace de points (r, £„) et que le determinant
Det. (F‘ (0,...0)) soit different de zero. Supposons que T 
admette la transformation inverse 7

(T_1) ^i = f,(t,xs,...xn'),T=t
valable dans Fespace tout entier. Admettons en plus que 
la transformation T 1 appliąuee a un systeme quelconque 
d’equations differentielles lineaires et homogenes a coefficients constants

nX: = S a,, x
i=i 1

conduise a un systeme lineaire du meme genre.
Ceci etant suppose nous affirmons que la transformation T est de la formę

x.= t = r
k=l

Demonstration: Designons par A la familie de tous les 
systemes lineaires, homogenes a coefficients constants.
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Nous dirons qu’une transformation T possede la pro
priete P lorsqu’elle transforme la familie A en une familie 
partielle de A.

Posons Fi (0;... 0) = yik. La matrice n etant pas
singuliere elle admet une matrice inverse || Pik ||. Envisageons 
la transformation lineaire L
(L) Ąk uk , / = t (i= 1„.. n)

k=l

et la transformation composee W = L.T
(IF) x/=j;Ą.sFs(rJ1)...fn) = Hi(r,^... n),f = r

s=l

On verifie facilement, que
(i) w;fc(o,...,o)=óifc
ou <5;i=l et ójfc = 0 pour iA=k n,k = l,...,ń).

Nous demontrerons dans la suitę que les fonctions 
H'(t, fx,... f„) ainsi definies sont de la formę

(*) • =

II en resultera notre theoreme, puisque T — L~\ W. 
Nous passons donc a la demonstration de la formule (*).

La transformation TF~1 = T-1. possede evidemment 
la propriete P. La transformation IF-1 appliquee a un sy
steme quelconque

(Ą) x't == ai; Xj (i = 1,... n)

de la classe A conduit a un systeme d’equations differen
tielles

(#i) fi = i? Afj (i = 1,... n)
l=i

Une integrale quelconque f; = f, (/) de (RJ passe par 
1’intermediaire de W en une integrale x; = x, (t) de (RJ. 
On aura par suitę 1’egalite

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 18
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(2) x't = H‘ (f, ą... fn)+ 2 Q ł'fcJc=i K

valable le long de cette integrale. En remplaęant respective- 
n n

ment par S a;; x;- et £.• par S Ati j nous aurons 
j=i / =1

(3; Ź = „)+ 2 HSk(t,
]=1 k=lN

En remplaęant dans les dernieres egalites x} par H1 (t, fr... fn) 
nous obtiendrons 1’egalite

(4)

2 a>7 w (t,ą,... Q = h\ (t,Y) + 2 h (U...YUkla 
valable le long de toutes les entegrales de CRX). Par chaque 
point de 1’espace (Z, £„) passe une integrale de ce systeme
et par suitę les relations (4) sont valables dans 1’espace tout entier. A chaque matrice || atj || correspond donc une 
matrice constante | Ai} || verifiant partout 1’identite (4). A une 
matrice quelconque b,7 correspondra d’une faęon analogue 
une matrice B,7 telle que

2 (t,tv... Y) + i U Bkl
j=l lk—1 KOn aura donc

i (a, - 6,O = % A„-BU)S
j=l k,l=l

et par suitę

(5) w (/=l,...n)
j=l kl=l

ou ctj = a,7 — b,7, Ckl = Akl — Bkl (k, Z, i, j, = 1,... n)
A chaque matrice || c17 || correspond donc une matrice || Cw|i 
satisfaisant aux identites (5).



£QUAT1CNS DIFFRENTIELLES 275

Pour c,x = ó;; (zj = l,...n) nous aurons cTapres (5)

(6) % H‘s 
ki = i

et pour Sk = ... = fn — 0 nous obtiendrons

(7) H* (f, 0,... 0) = 0 (i = l,...n)

Posons dans les relations (5) t = f2 = ... == £n = 0, £x 4= 0.
Nous aurons

i c,.. Hs (0, fx, 0,... 0) = j; H\k (0, łx, 0,... 0) Ckl j=l k—1
et par suitę d’apres (7)

i ciy [ Hj (0, fx 0,... 0) — HJ(0,... 0) [= i (0,ę0,... 0)Ckl
f Cff Hjh (0, 0,... 0) - i h* (0, f1; o,... o) cfc; ix
i=i fc-i

oii 0 < Ąx< 1.

Dans le cas ou £x 4= 0 nous aurons

(8) i cijHi (0, ą, 0.... 0) - iĄ (o, £x, 0,... 0) Ckxj=l k=l
Les fonctions Hlsl (t, £x,... fn) etant continues nous obtien drons 
en passant a la limite £x -> 0, les relations

f Cij Hj (0,... 0) = i H\k (0,... 0) Cfcx (i=l,... n) j=l k=l
En posant t — Śv — ... = fp_x = £p+x...= £„= 0, f p 4= 0 nous 
obtiendrons d’une faęon analogue

f Cij H’d (0,... 0) - f H‘ (0,... 0) Ckp (ip=\,... n) j=l p k=l
ce qui exprime que

Ź Cu diP = Ź <5ifc Ckp (ip = l,...ń)
i—l k=l

18*
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c’est-a-dire
(9) cip-Cip.

En raison de (9) et (6) nous aurons pour c,. =:s, et c,7 —0 (i 4= j) les identites

y-f H‘ktt,£v...Q sktk
k=l

d’ou il vient que pour tous les sfc on aura

Sjk { (f, tv... f„) - ó,fc Hk (f, £p... fn) | = 0 (i = 1,... n)

et par consequent

d’ou

(10) H'Sk (t, £r... £„) = 0 pour i 4= k
(11) H\. (f, (i = l,...n)

En s’appuyant sur (10) on conclut que H' (t, fr... In) ne de- 
pend que de deux variables t et £(. c’est-a-dire
(12) W'(/,f1,...fn) = Gi(tą) (i = l,...n)
d’ou, en vertu de (11), on aura pour f, 4= 0

Gf. (f, = —y-----  =
’ i

En considerant t comme un parametre on voit que la 
fonction G verifie l’equation lineairedy _ y

d?,. f;
on aura donc

/ ds

G‘ (f, f,.) = G‘ (f, eSi° = Gl (f, I,) (f) • i
f;

(13) G\t, ^ = 0^
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De la continuite de H' et de relations (12 et)
(13) il s’ensuit que Fon aura partout

(14)

(f, .. fn) etant continue la derivee w, (/) existe et elle
est continue. D’apres (1) on aura

w;. (o,...o) = i
d’ou, en vertu de la relation (14), il vient que

. *>,(0)=l.

En posant a,7= et H' (t, £v... łn) = coi (f) dans la relation
(4) on obtiendra

H’ (t, £v... Q=H'f (f, ą,... In) + H‘ (t, £v... ^n) Aklik=i K

n

", (f) (0 , + Ż Mi (0 An
1=1

(i == 1,. ..n)

On aura donc pour = d == 1,- ..n)
(z) = «,.(/) (1-4..) (i == 1,. ..n)

En posant a, = 1 — Ait on aura

(/)="; (0) e°'f (i == 1J ..n)
d’ou il resulte que

(f) = <0,. (0) e‘* (i == 1,. .. n)
c’est-a-dire
(15) ", (/) = eo,< (i == 1,....n)
En s’appuyant sur (5), (9) et (15) on voit que 

f c^H1 (t, £v... fn) - f H‘k (t, .. łn) cki
1=1 M=1 r

f1 cij<Dj = £ (D^t) cH^ (i=l,... n) 
J=1 1=1

ic^[«>/f)-^)M
i=i

(ż = l,... n)
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d’ou il resulte que

c’est-a-dire 

■et par suitę
H‘ (t,Źv...£n') = eł (i = l,...n)

ce qui termine la demonstration de la formule (*).



COMPTĘS — RENDUS
DE LA SOCIETE POLONAISE DE MATHEMATIQUE.

1. X. 1949 — 1. VII. 1950.

Etat de la Societe.
L’etat du Bureau Central de la Societe ainsi que les etats 

des Bureaux des Sections de Cracovie, Gdańsk, Lublin, 
Poznań et Varsovie etant les memes que dans la periode 
precedente (voir Annales de la Societe Polonaise de Mathe- 
matique XXII, 1950, p. 273—275) nous nous bornons apublier 
1’etat actuel de la Section de Wrocław.

Section de Wrocław.President de la Section: Prof. Dr. Władysław Ś1 e b o - 
d z i ń s k i.Wice-President de la Section: Prof. Dr. Edward Mar
czewski.Secretaire de la Section: Mgr. Abraham G ó t z. Tresorier de la Section: Dr. Maria Nosarzewska. Membre du Bureau de la Section: Prof. Dr. Bronisław
K n a s t e r.Commision de Contróle: Prof. Dr. Jerzy Słupecki, Prof. 
Dr. Hugo Steinhaus, Prof. Dr. Witold Wolibner.Delegues a 1’Assemblee Generale de la Societe: Prof. Dr. 
Bronisław Knaster, Prof. Dr. Edward Marczewski, 
Prof. Dr. Jan Mikusiński, Mgr. Marceli S t a r k.Suppleants des Delegues: Prof. Dr. Hugo Steinhaus, 
Prof. Dr. Władysław Ślebodziński, Dr. Stanisław 

H a r t m a n, Prof. Dr. Jerzy Słupecki.

Chagements dans la listę des Membres de la Societe.
Signes: (C) — Cracovie, (Gd) = Gdańsk, (Lu) = Lublin, 

(Ł) = Łódź, (P) = Poznań, (V) = Varsovie, (Wr) = Wro
cław.
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Listę des Membres nouveaux de la Societe.
(P) Albrycht, Jerzy, Mgr., Poznań, Jackowskiego 13/6.
(P) Belina-Borzym, Arkadiusz, Mgr., Poznań, Szwajcar

ska 17.
(V) Berezowska, Maria, Mgr., Warszawa, Madalińskiego.
(V) Bernstein, Felix, Prof. Dr., Roma, Istituto di Statistica 

della Universita di Roma, Via della Terme 10.
(V) Chnialkowski, Zygmunt, Milanówek pod Warszawą.
(C) Czarliński, Tadeusz, Mgr., Kraków, Grottgera 30 m. 3.
(V) Einfeld, Maria, Mgr., Warszawa, Państwowy Instytut 

Matematyczny, Śniadeckich 8.
(Wr) Fast, Henryk, Wrocław, Barlickiego 24, m. 9.
(Wr) Gładysz, Stanisław, Mgr., Wrocław, Traugutta 89, m. 9. 
(Wr) Gótz, Abraham, Mgr., Wrocław, Oleśnicka 7, m. 3.
(V) Hampel, Roman, Mgr., Anin pod Warszawą, Grun

waldzka 25.
(V) Jaworowski, Jan, Warszawa, Dom Akademicki, pl. Na

rutowicza.
(C) Litwiniszyn, Jerzy, Dr., Kraków, Długa 6.
(C) . Mikołajska, Zofia, Mgr., Kraków, Lotnicza 30.
(C) Ottenbreit, Wanda, Mgr., Kraków, Świerczewskiego 1. 
(Lu) Radziszewski, Konstanty, Mgr., Lublin, Skłodowskiej 

nr 18, m. 9.
(Wr) Skrzywan, Wacław, Prof. Dr., Wrocław 9, Krzywic

kiego 11.

Changements dans la listę du volume XXII.
(P) Ajdukiewicz, Kazimierz, Prof. Dr., Poznań, Śniadec

kich 60.
(Wr) Birnbaum, Zygmunt, Dr., Seattle 5 (Wash. U. S. A.). 

University of Washington, Department of Mathema
tics.

(Ł) Charzyński, Zygmunt, Dr., Łódź, Sanocka 34, m. 96. 
(Lu) Dobrzycki, Stanisław, Mgr., Lublin, Plac Stalina 5.
(C) Fijoł, Kazimierz, Kraków, Traugutta 15, m. 2.
(V) Grzegorczyk, Andrzej, Dr., Warszawa, Dantyszka 6. 
(Wr) Helson, Henry, Cambridge 38 (Mass. U. S. A.), 

13 Channey Street.



(Ł) Janowski, Witold, Dr., Łódź, Narutowicza 41, m. 5.
(P) Karaśkiewicz, Edmund, Dr., Poznań, Marcelińska 32 a. 
(C) Krzyżański, Mirosław, Prof. Dr., Kraków, Złoty Róg 2. 
(V) Leżański, Tadeusz, Mgr., Warszawa, Państwowy Insty

tut Matematyczny, Śniadeckich 8.
(V) Mazur, Stanisław, Prof. Dr., Warszawa, Raszyńska 

nr 32/44, m. 39.
(V) Otto, Edward, Prof. Dr., Warszawa, Lwowska 7.
(Gd) Pawelski, Wacław, Dr., GdańskSiedlice, Zagrodowa 7, 

m. 6.
(Ł) Poprużenko, Jerzy, Prof. Dr., Łódź, Żeromskiego 17, 

m. 28.
(P) Rajewski, Marian, Dr., Warszawa, Polskie Radio.
(V) Rasiowa, Helena, Dr., Warszawa, Uniwersytecka 1.
(Ł) Szmuszkowicz, Hanna, Dr., Łódź, Daszyńskiego 17,

m. 19.
(C) Tatarkiewicz, Krzysztof, Dr., Kraków, Lenartowicza 

nr 18, m. 4.
(Gd) Turska, Olga, Mgr., Warszawa, Konopczyńskiego 5/7. 
(Gd) Turski, Stanisław, Prof. Dr., Warszawa, Konopczyń

skiego 5/7.
(Lu) Urbański, Włodzimierz, Prof. Dr., Lublin, Hipoteczna 2. 
(Wr) Warmus. Mieczysław, Dr., IFrocław-Księże, Katowicka 

nr 58, m. 1.
(C) Wrona, Włodzimierz, Doc. Dr., Kraków, Gramatyka 7.
(C) Zakrocki, Stanisław, Kraków, Smoleńska 21.
(P) Zeidler, Franciszek, Dr., Poznań, Stary Rynek 95-96.

Raye de la listę des membres.
(C) Węgrzynowicz, Leopold.

Comptes Rendus des Seances des Sections.
Section de Cracovie.

18. X. 1949. Krzyżański, M.: Sur la solution elementaire de l’equation de la chaleur. Rendiconti delFAcad. 
Nazion dei Lincei, 1950.

25. X. 1949. Seance tenue a 1’occasion du mois de 1’amitie 
polono - sovietique avec les conferences sur
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„l’Oeuvre des mathematiciens sovietiques” pro 
noncees par:
Leja, F.: Fonctions analytiąues, 
Gołąb, S.: Geometrie,
Ważewski, T.: Eąuations differentielles, 
Leitner, R.: Didactiąue des mathemafiąues

8. XI. 1949. Li t w i n i s z y n, J.: A certain boundary problem of vibrating string (a paraitre dans les 
Archives de Mecaniąue Appliąuee, t. 2, fasc. 2).

9. ;XI. 1949. Wekua, I. N.: Quelques problemes de la theorie des eąuations aux derivees partielles du type elliptiąue.
L’auteur a parle de quelques resultats publies dans son 

livre: Nowyje metodv rieszenia elipticzeskich urawnienij, 
Moskwa, 1950 (Nouvelles methodes de solution des equa- 
tions du type el!iptique).

15. XI. 1949. Leja, F.: Sur le probleme des coefficients des fonctions analytiąues univalentes dans le cercie 
Ann. Soc. Pol. Math., t. XXIII (1950), p. 69—78.

22. XI. 1949. W r o n a, W.: On multivectors in the Rie- mannian space, (a paraitre dans le Casopis pro 
pestovani matematiky a fysiky).

29. XI. 1949. Z i e m n i c k i, J.: Sur ąueląues applications de Teąuation de la chaleur dans la fechniąue de moteurs termiyues a piston.
6. XII. 1949. Ć e c h, E.: Affinites et homographies tangen- tes a une correspordance entre deux espaces lineaires. Application au probleme de la classi- fication affine et projective de telles- correspon- dances. Un expose complet sera publie dans 

une serie de Memoires a u Casopis pro pesto- 
vani matematiky a fysiky.

13. XII. 1949. Leitner, R.: Sur une propriete des ensembles de diametre transfini nul. Ann. Soc. Pol. Math., 
t. XXIII.

10. I. 1950. Ważewski, T.: Une generalisation de la notion du contingent et son rapport a un theoreme sur les accroissements finis. Buli. Int. de
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l’Ac. Pol. des Sciences et des Lettres, seance 
du 5. XII. 1949.

17. I. 1950. S żarski, J.: Sur les systemes majoranfs d’equations differentielles. Ann. Soc. Pol. Math., 
t. XXIII.

7. III. 1950. Hlawiczka, S.: The unity of the notion of the number, addition and multiplication based on the relational arithmetic.
Tn the relational arithmetic-based on the notion (due to 

Newton) of the number as a relation between two quanti- 
ties of the same kind the operations of addition and multi
plication are defined in the following way:

p + r^|Q|-p'Q/r'Q = S'Q

p ■ r^|Q|.p' / r'Q=s'Q

wherein Q is a quantity, P/R the relational product of two 
relations.

These definitions are valid for all kinds of numbers, as 
integjrs, retional, relative, real and complex numbers.

There exists in the relational arithmetic also a unique 
definition of a power:

Pr — r'p.

21. III. 1950. Leja, F.: Sur le probleme de Dirichlet dans le cas des donnees frontieres discontinues n admettant que deux valeurs differentes.
Soit F la frontiere d’un domaine plan, borne D simple- 

mant connexe, <p (z) une fonction reelle definie sur F 
n’admettant que deux valeurs differentes A et B et un 
systeme de n + 1 points diffórents quelconques t0, Cj.......
fn situes sur F.

Dósignons par le polynome du degre n egal
a 1 au point z = Cj et a 0 en d’autres points du systeme 
£<") et par um> „ (z, C(n)), ou m et n=l,2..., la somme

n (z. f(n’)= Ź IL° <z- C(n))l e^i>nlm

j=0

se reduisant a aux points du systeme Desig-

nons encore par um, n (z) la borne inferieure de cette 
somme lorsque n etant fixe le systeme varie sur F. 
11 est evident que la fonction um n (z) est positive dans 
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le plan entier et que log umn (z) constitue une approxima- 

tion de la fonction —<p (z) sur F. On demontre que: 
m

1° II existe dans 1’ensemble D+F la limite reiteree

lim ! lim
m -> oo | n —> oo

et on a A^u(z)^cp (z) aux points de F.
2° La fonction u (z) est harmonique dans le domaine D, 

continue en ceux des points de F en lesquels (z) est conti
nue et on a u(z) — (p(z) aux points de continuitó de <p (z).

28. III. 1950. Ślebodziński, W.: Sur la geometrie textile et les connexions affines (a paraitre dans les 
Prace Matematyczno-Fizyczne).

9. V. 1950. Ważewski, T.: Remarąues relatives au voyage scientifiąue en Tchecoslovaquie.
23. V. 1950. Słupecki, J.: Logiąue et 1’enseignement des mathematiąues.
30. V. 1950. Leja, F.: Une methode nouvelle de resolution du probleme de Dirichlet dans le plan.

Soit F la frontiere d’un domaine plan ąuelconąue D con
tenant le point a 1’infini dans son interieur, <p(z) une fonction 
reelle definie et continue sur F, A 1’ensemble ouvert (suppose 
non vide) complementaire a D+F et un systeme de po
ints differents ąuelconąues situes sur F.

Designons par V le produit de toutes les distances 
mutuelles des points Co, Cj,..., Cn, par ł un parametre reel et 
par le produit

Lorsąue le systeme varie sur F le produit ^(^”0 reste 

borne et atteint un maximum Vn). Soit

(1) *(in’........

un systeme de n + 1 points de F (dependant de 2) en 
leąuel VK (x(-rf>) — Vnl. Formons la somme

(2) Fn (z, 2) = | L^\z,
o

ou (z, x<n)), j=0,1,... n, designe le polynome de Lagrange 
du degre n egal a 1 au points z = x^ et a 0 en d’autres 

points du systeme (1).
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II est clair que la somme (2) est positive dans le plan 
entier et qu’elle se reduit a aux points du systeme
(1) donc la fonction __________

(3) fn (z, 2) = jlog j/f„ (z, 2), n = l,2,..„

se reduit a <p (z) aux points (1) et constitue une approxi- 
mation de la fonction frontiere <p (z) sur F. Observons 
encore que 1’ensemble A est une somme finie ou denom
brable des domaines simplement connexes disjoints et que 

la frontiere de A est contenue dans F. On peut demon- 
trer que:

1° Dans 1’ensemble A 4- F il existe la limite reiteree
lim / lim fn (z, 2) ' = <I> (z)

1-+0 I n->oo )
y satisfaisant a 1'inegalite m $ (z) M, ou m et M sont 
les bornes de cp (z) sur F.

2° La fonction 'I' (z) est harmonique dans A, continue 
dans A + F et egale d <p (z) sur F.

Cette methode de rósolution du probleme de Dirichlet 
dans le plan pour des domaines simplement connexes bor
nes quelconques peut etre etendue a des domaines multi- 
plement connexes.

6. VI. 1950. Discussion publique sur le sujet: Pourquoi la con-naissance des mathematiques superieures est necessaire pour enseigner les mathematiques elementaires.
7. VI. 1950. Egervary, J.: Sur le probleme des trois corps.

Une partie de ces resultats est contenue dans 
le travail: Sur une nourelle solution particuliere du probleme des trois corps. (Commentarii 
Math. Helvetici, t. 24, fasc. 1).

Section de Gdańsk.
17. X. 1949. Turski, St.: Sur les resultats acąuis par les mathematiciens sovietiques.
21. X. 1949. N a 1 e s z k i e w i c z, J.: Sur les methodes de-relaxation dans les mathematiques appliquees_22. I. 1950. Gołąb, St.: Sur une generalisation des equa-tions de Bonnet-Kowalewski dans 1’espace a plusieurs dimensions.
1. I. 1950. Pęczalski, M.: Sur la rationalisafion des- mathematiques.
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Section de Lublin
2. VII. 1948. Biernacki. M.: Sur une inegalite.

19. XI. 1948. R y 11 - N a r d z e w s k i, C.: Sur quelques proprietes des corps convexes.
3. XII. 1948. Biernacki, M.: Sur les fonctions faiblementp-valentes.

22.XII. 1948. Bielecki, A.: Sur la definition des fonctions trigonometriques a l’aide des integrales.
21. I. 1949. Biernacki, M.: Sur quelques proprietes des ovales.
21. I. 1949. Biernacki, M.: Differentialgeometrie de Rothe 

(compte rendu bibliographiąue).
11. II. 1949. Ryll-Nardzewski, C.: Sur un theoreme de M. Ważewski.
18. III. 1949. Bielecki, A.: Sur la couverture du plan par des segments.
18. III. 1949. Biernacki, M.: Blaschke: Differentialgeometrie (compte rendu bibliographiąue).
26. III. 1949. Krzyżański, M.: Sur les methodes de re- cherche des integrales des equations lineaires du type elliptique discontinues sur le bord du domaine d'existence.
14. V. 1949. Leja, F.: Sur une methode d’approximation des fonctions.
14. V. 1949. Leja, F.: Une demonstration nouvelle d’un theoreme de la theorie des series.

1. X. 1949. Biernacki, M.: Les principaux resultats obte- nus par les mathematiciens de l’U. R. S. S.
Le conferencier a expose les resultats obtenus par le 

mathematiciens de l’U. R. S. S. dans diffćrents domainss, en 
particulier dans la theorie des fonctions d’une variable 
reelle, des fonctions analytiąues, de la theorie des ensem- 
bles, du calcul des probabilites et de la theorie des 
nombres.

18. XI. 1949. Krzyż, J.: Sur une inversion du theoreme de la moyenne (a paraltre dans les Annales Univ. 
M. Curie-Skłodowska, Lublin, vol. IV, 1950).
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22. XI. 1949. Biernacki, M.: Sur quelques inegalites (a pa
raitre dans les Annales Univ. M. Curie-Skło- 
dowska, Lublin, vol. IV, 1950).

13. I. 1950. J a k ó b c z y k, F.: Les fractions periodiques dans differents systemes de numeration (a pa
raitre dans les Annales Univ. M. Curie-Sklo- 
dowska, Lublin, vol. V).

20. I. 1950. Alexiewieź, A.: Sur les vecteurs-fonctions.
18. III. 1950. Leja, F.: Sur les coefficients des fonctions analytiques univalentes dans le cercie.
3. VI. 1950. Wrona, W.: Sur une classification des espaces de Riemann.

Le conferencier a indiąue une classification possible des 
espaces de Riemann, fondee sur les proprietes de la cour
bure scalaire d’une m-direction et des multivecteurs princi- 
paux en un point d’un espace de Riemann; ces proprietes 
ont fait 1’objet de plusieurs publications anterieures du confe
rencier.

10. VI. 1950. Krzyżański, M.: Sur un proces stochastique continu en relation avec l’equation de la cha- leur (a paraitre aux Rendiconti dell’Accad. Na- 
zionale dei Lincei).

23. VI. 1950. Tatarkiewicz, K.: Sur la convexite desspheres dans 1’espace de Banach et sur la meilleure approximation (a paraitre aux Ann. 
Soc. Pol. Math., voir aussi C. R. Ac. Sc. Paris 
227).

Section de Łódź.
5. XI. 1949. Seance tenuc a i occasion du mois de 1’amitie 

polono-sovietique avec les conferences sur l’Oeu- vre des mathematiciens sovietiques prononcees 
par:
K r y s i c k i, W.: Calcul de probabilite et la sta- tistique mathematique.
P o p r u ż e n k o, J.: Theorie analytique des nombres, theorie des ensembles et topologie.
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C h a r z y ń s k i, Z.: Analyse fonctionnelle. 
Janowski, W.: Theorie des fonctions analy- tiques.

28. XI. 1949. Charzyński, Z. et Janowski, W.: Sur l’equation generale des fonctions extremales dans la familie des fonctions univalentes bornees (a paraitre dans les Ann. Univ. M. Curie- 
Skłodowska vol. IV).

Soit f (z) la fonction holomorphe univalente dans le 
cercie | z | < 1 de la formę

(1) f (z) = a1 z + ..., ou ax > 0

pour laąuelle

(2) |f(z)|<l.

Considerons la familie

(3) F
de toutes les fonctions de la formę (1) assujetties a la 
condition (2) et la familie

(4) Ft

de toutes les fonctions appartenant a la familie (3), pour 
lesąuelles

Sj T, ou 0 < T <. 1.

Les auteurs donnent la generalisation des eąuations pour 
les fonctions extremales obtenues par Z. Charzyński *).

Le resultat essentiel est compris dans le theoreme sui- 
vant: Etant donnee une fonctionnelle reelle

(5) K (f)

definie dans la familie (3), differenciable en chaąue point 
de la familie (4), dont la differentielle ne s’annule identi
ąuement dans aucun point de la familie (4), chaąue fonc
tion extremale (c. a. d. pour laąuelle la fonctionnelle (5) 
atteint son maximum dans la familie (4)):

(6) w = f* = (Z),

appartenant a la familie (4) remplit les conditions sui- 

vantes:

*) Z. Charzyński; „Sur les fonctions extremales dans les familles
de fonctions univalentes” a paraitre.
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I. II existe sur la circonference

(7) |z|=l

un are ouvert

(8) C

tel, que.la fonction (6) reste analytiąue sur cet are et le 

transforme en un are

(9) D
du cercie

(10) M = i
II. On a pour chaąue point z de C l’equation:

(U) [z-ę^-]2 2R[f*(z)] = 5R(z)

OU

(12) 3Jł(uO^D*|y (/*(O,-^)J +D*[¥f(r(C), łv]-2P*

(13) (z) D* r (C)]+D*[¥'(C,z)?*'(C)J-2P*

1141 / D’ (h) = (h) “ I- L’ (W)

1 ’ Id* (h) = l* (h) + i l* (hi)

L* (h) — la differentielle de la fonctionnelle (5) au point (6)

P* = Minim v [D® [W (f* (£), e~iy) 1 + D* i (f* (?) 
0<y<2?r 2 l 1

En meme temps f designe la variable apparente de l’ope- 
ration pour la distinguer de z, qui joue le role de para- 

metre.
III. Les fonctions (12) et (13) prennent sur la circonfe

rence (10), respectivement (7) les valeurs reelles non nega- 

tives.
IV. Le premier coefficient du developpement de toute 

fonction extremale (6) est egal a T.
II en resulte les corollaires suivantes, utiles dans leurs 

applications.
Corollaire I. Si les propositions:

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 19
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1° II existe un domaine

(15) E
compris dans le cercie |z| < 1, dont la frontiere contient 

un are

CjCC

tel, qu’aucun point de cet are n'est pas un point d’accumu- 
lation des points essentiels du complementaire du domaine
(15) .

2° On peut etendre la diffćrentielle de la fonctionnelle (5) 

a la familie lineaire G de toutes les fonctions meromorphes 
dans le cercie |z|< 1 qui ont des póles tout au plus dans 
le domaine (15) 

sont verifiees, alors 1’eąuation (11) a lieu pour chaąue zeE.
Corollaire II. Si les propositions:

1° II existe un domaine fixe

(16) E*

compris dans le cercie \z \ < 1, dont la frontiere contient 
la circonfórence (7) et les points qui sont des points d’accu- 
mulation des points essentiels du complementaire forment 
sur cette circonfórence un ensemble non dense.

2° La diffćrentielle de la fonctionnelle (5) prise au point 

ąuelconąue de la familie (4) s’etend a la familie lineaire G* 
de toutes fonctions meromorphes dans le cercie | z | < 1 
dont les póles sont situes tout au plus dans le domaine 
(16)
sont verifiees, alors 1’eąuation (11) peut etre etablie pour 

chaąue z e E*.

16. I. 1950. Poprużenko, J.: Sur une methode d’integra- tion des expressions irrationnelles du 2® degre.
En s’appuyant sur la notion du polynome pair et im

pair, 1’auteur a introduit un systeme des transformations 
qui nous permettent de presenter les irrationalite sous une 
formę rationnelle plus simple que celle que l’on obtient en 
appliąuant les formules connues de 1’Analyse classiąue.

Section de Poznań.
25. X. 1949. Orlicz, W.: Sur les relations scientifiques polono-sovietiques.
25. X. 1949. Alexiewicz, A.: Les mathematiques dans 1’Union Sovietique.
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8. XI. 1949. B u 11 e w s k i, Z.: Compte rendu du Congres des mathematiciens polonais et tchecoslovaques a Prague (28 aout — 4 septembre 1949).
8. XI. 1949. A1 e x i e w i c z, A.: Application of vector- valued functions to a differential equation.
2.XII. 1949. Biernacki, M.: On some inequalities.

13. I. 1950. J e ś m a n o w i c z, L.: On the Cesaro means,
31. III. 1950. Al b r y c h t, J.: The rule of l’Hospital for vector-valued functions (a paraltre dans Collo- 

quium Mathematicum).
31. III. 1950. A1 e x i e w i c z, A. et O r 1 i c z, W.: Analytic vector-va'ued functions of a real variable (a pa- 

raitre dans les Studia Mathematica).
25. IV. 1950. Grużewski, A.: The method of sequential analysis in mathematical statistics.
5. V. 1950. Alexiewicz, A.: Vector-valued functions ofbounded variation (a paraltre dans les Studia 

Mathematica).
19. V. 1950. A1 e x i e w i c z, A. et O r 1 i c z, W.: Riemann integration of vector-va!ued functions (a paraltre 

dans les Studia Mathematica).
6. VI. 1950. Ryll-Nardzewski, C.: The equipartitionof sequences.

17. VI. 1950. Ważewski. T.: On the notion of asymptotic coencidency of integrals of differential equa- tions.
22. VI. 1950. Marczewski, E.: On the ergodic theorems

Section de Varsovie.
28. X. 1949. Seance tenue a 1’occasion du mois de Famitie 

po’ono - sovietique avec les conferences sur 
l’Oeuvre des mathematiciens sovietiques, pro- 
noncees par:
Kuratowski, K.: Introduction generale, 
Sierpiński, W.: Theorie des ensembles et fonctions reelles,
Mazur, S.: Analyse fonctionnelle,

19'
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Borsuk, K.: Topologie,
Z a r a n k i e w i c z, K.: Theorie des nombres. 

25. XI. 1949. J a ś k o w s k i, S.: Sur une generalisation du theoreme de Sturm dans la methode de Tarski d’une decision dans 1’algebre.
25. XI. 1949. J a ś k o w s k i, S.: Sur 1’interpretation des propositions categoriques dans le calcul des predicats.
2.XII. 1949. Mostowski, A.: Sur la notion du produit dans la theorie de la decision.
2. XII. 1949. R a s i o w a, H.: Sur une axiomatique du calculdes propositions.
9.XII. 1949. Sikorski, R.: On an analogy between measures and homomorphismus (ces Annales, p. ).

13. I. 1950. A 11 m a n, M.: Sur les bases dans 1’espace deHilbert.
20. I. 1950. R a s i o w a, H. et S i k o r s k i, R.: A proof of the completeness theorem of Godeł (a paraitre 

dans les Fundamenta Mathematicae 37 (1950)).
20. I. 1950. Sikorski, R.: Topology in Boolean algebras 

(Fundamenta Mathematicae 36 (1949),p. 165—205).
27. I. 1950. Sikorski, R.: The integral in a Booleanalgebra (Colloąuium Mathematicum 2 (1949), 

p. 20—26).
3. III. 1950. Altman, M.: Sur la multiplication des seriesabstraites.

17. III. 1950. Z a r a n k i e w i c z, K.: Sur le theoreme des quatre d >maines (apres cette communieation on 
a montre le film du Congres des Mathemati
ciens Polonais et Tchecoslovaques a Prague).

14. IV. 1950. Sikorski, R.: On some topological spaces ofhigh potency (a paraitre dans les Fundamenta 
Mathematicae 37 (1950)).

28. IV. 1950. N e y m a n, J.: Sur un theoreme d’existence lieavec le probleme de la verification des hypotheses composees.
5. V. 1950. Alt man, M.: Les anneaux Bo.

12. V. 1950. Suszko, R.: L’etude des fondements de mathematiąues dans YUnion Sovietique.
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12. V. 1950. Łoś, J. et Ryll-Nardze wski, C.: L’axio- me du chóix et l’existence de mesures deuxva- lentes dans Falgebre de Boole.
19. V. 1950. Sierpiński, W.: Compte rendu du royage scientifique en Italie.
19. V. 1950. Ryll-Nardzewski, C.: Sur une generalisation du theoreme ergodique.2. VI. 1950. Sikorski, R.: Sur une demonstration du theoreme de Tychonoff-Cech.
2. VI. 1950. Sierpiński, W.: Sur les nombres de la formę 2n (a paraitre dans les Ann. Soc. Pol. 

Math.).
2. VI. 1950. Marczewski, E.: Sur quelques applications du theoreme ergodique.

Section de Wrocław*)
14. X. 1949. Łoś, J.: Sur les fondements de la probabilite.
21. X. 1949. Steinhaus, H.: La Section de Wrocław de la Societe Polonaise de Mathematique depuis le 20 octobre 1945 jusqu’au 21 octobre 1949.
21. X. 1949. Ślebodziński, W.: Sur les varietes a con- nexion semi-symetrique.
21. X. 1949. Marczewski, E.: Sur les fonctions equiva- lentes.
28. X. 1950. Hartman, S.: Sur une methode d’estimation des sommes de Weyl pour les fonctions perio~ diques et presque periodiques.

4. XI. 1949. Stark, M.: La theorie des nombres en U. R. S. S.
11. XI. 1949. W o 1 i b n e r, W.: Sur un polynome d’interpo- lation.
11. XI. 1949. M i k u s i ń s k i, J.: Sur la notion de derivee dans 1'anneau algebrique.
25. XI. 1949. F i n k i e 1 s t e j n, L.: Sur une propriete du pra- duit de composition.

’) Les resumes et les notices bibliographiąues concernant les communi-
cations presentees dans les seances de la Section de Wrocław vont pa-
raitre dans le Colloguium Mathematicum II.
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15. XI. 1949. Ryll-Nardzewski, C.: Sur un theoremed’interpolation dans les espaces lineaires.
2.XII. 1949. Marczewski, E.: Remarques sur la mesure et sur la categorie.
2. XII. 1949. Łukaszewicz, J.: Sur la Structure granulairedu sol.

13. XII. 1949. Cech, E.: Sur un type de transformation de 1’espace projectif a n dimensions.
16. XII. 1949. Steinhaus, H.: Sur le probleme de Hajos.
16.XII. 1949. Mikusiński, J. et Ryll-Nardzewski, C. Sur le produit de composition.
16.XII. 1949. Hartman, S.: Remarques sur les points a coordonnees entieres dans les translations successives d’un domaine.
13. I. 1950. Perka 1, J.: Sur les sections transversales destroncs darbres.27. I. 1950. Ingarden, R.: Sur 1’espace des couleurs.
24. II. 1950. Steinhaus, H.: Une contribution a la nomo- graphie.
24. II. 1950. Ryll-Nardzewski, C.: Un probleme de 1’ eąuipartition.
3. III. 1950. W o 1 i b n e r, W.: Sur les mouvements descorps friaU.es.
3. III. 1950. Zięba, A.: Un theoreme de la theorie de la poursuite.

10. III. 1950. R y 11 - N a r d z e w s k i, C.: Sur le theoreme ergodique.
24. III. 1950. W o li bn er, W.: Sur les domaines de l’inde- termination des fonctions analytiques aux points singuliers.
31. III. 1950. S t e i n h a u s, H.: Remarques mathematiques au probleme de la coagulation du sang.
31. III. 1950. R y 11 - N a r d z e w s k i, C.: Theoreme ergodi- que sur les fractions continues.
14. IV. 1950. Marczewski, E.: Le centre mathematiquede Wrocław. 1945—1959 (rapport pour le Con

gres Scientifique de Pologne).

friaU.es
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21. IV. 1950. Ś1 e b o d z i ń s k i, W.: Sur la yariete a conne- xion homographique.
28. IV. 1950. Nowakowski, R.: Sur la productivite laitiere des vaches.
28. IV. 1950. Steinhaus, H.: Sur la yariation des arcs.
28. IV. 1950. Marczewski, E.: Sur la translation des ensembles. j

5. V. 1950. Mostowski, A.: Quelques nouveaux resul- tats concernant le probleme de la decision.5. V. 1950. Rieger, L.: La representation du calcul fonc~tionnel dans une formę algebrique.
12. V. 1950. Marczewski, E.: Sur l’exfension non-sepa- rable et invariante de la mesure de Lebesgue-
12. V. 1950. Hart man, S.: Remarques sur les theoremes asymptotiques concernant les fractions conti- , nues.
12. V. 1950. Ryll-Nardzewski, C.: Sur un theoreme de A. Renyi.
19. V. 1950. K a t e t o v, M.: Sur les algebres de Boole.
19. V. 1950. K nas ter, B.: Sur 1’ensemble des extremites d’une eourbe.26. V. 1950. M i k u s i ń s k i, J.: Sur les systemes des equa- tions aux deriyees partielles dans les espaces abstraits.
26. V. 1950. Kat eto v, M.: Sur la dimension de 1’espace metrique non-separable.
30. V. 1950. E g e r v a r y, J.: Sur la reduction symetrique du probleme de trois corps.

2. VI. 1950. A1 e x i e w i c z, A.: L’integration dans les espaces de Banach.
6. VI. 1950. Steinhaus, H.: Sur 1’estimation statistiquede la yaleur.
6. VI. 1950. Steinhaus, H.: Sur les series de Taylor.

16. VI. 1950. Wolibner, W.: Sur une condition necessaire et suffisante pour que la fonction analytique soit uniyalente.
16. VI. 1950. Hart man, S.: Sur les fractions continues.
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16. VI. 1950. Hart man, S.: Remarąues sur la relation generalisee de Parceral.
23. VI. 1950. M o r o ń, Z.: Sur 1’allure asymptotiąue des integrales des óąuations aux differences lineaires et non-homogenes.
23. VI. 1950. Mikusiński, J.: Sur 1’eąuation de translation.

Chronique et Publications.

L’Assemblee Generale et les Conferences des Mathema- 
ticiens Polonais.

Le 29 juin 1950 a eu lieu a Varsovie l’Assemblee Gene
rale bienna’e de la Societe Polonaise de Mathematiąue. 
L’assemblee a adopte les modifications suivantes du regle- 
ment de la Societe:

1° L’annee financiere compte du 1 janvier au 31 de- 
cembre.

2° Les Assemblees Generales de la Societe ont lieu tous 
les deux ans entre le le janvier et le le mars, apres I’expi- 
ration des pouvoirs du Bureau Central de la Societe.

3° Le president de cette section de la Societe a laquelle 
appartient le president de la Societe est membre du Bureau 
Central de la Societe.

4° Les seances du Bureau Central ne sont yalables qu’en 
presence d’au moins 4 membres de ce Bureau.

Les 14 et 15 juin 1950 a eu lieu a Wrocław une confe
rence consacree a la statistique organisee par 1’Institut 
Mathematique de l’Etat en collaboration avec la sous-section 
mathematique du Congres de la Science Polonaise. A cette 
conference ont participe 30 statisticiens polonais et 3 tcheco- 
slovaques, on y a enonce 15 communications sur les diffe- 
rents sujets concernant la statistique et ses applications. 
Dans une seance a part, tenue le 15 juin, on a discute en 
vue d’une preparation au Congres de la Science Po'onaise, 
1’etat actuel de la statistique polonaise et les projets de son 
deyeloppement dans l’avenir.
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Le 29 juin 1950 a eu lieu une conference des mathe
maticiens polonais consacree a la discussion des resultats 
iaequis dans les sciences mathematques polonaises, de leur 
etat actuel et des projets de leur developpement dans l’ave- 
nir. A cette conference, organisee par la sous-section mathe- 
matique du Congres de la Science Polonaise ont participe 
environ 60 mathematiciens. Apres une discussion basee sur 
une conference du professeur K. Borsuk, discussion a la- 
quelle ont pris part plusieurs membres de la reunion, on 
a constate que bien que les mathematiciens polonais ont 
obtenu des resultats remarquables dans ce:taines branches 
de mathematiques (theorie des ensembles, analyse fonction- 
nelle, topologie et des sujets analogues), d’autres branches 
(les mathematiques classiques et surtout les applications) 
sont cultivees d’une faęon insuffisante en Pologne. Vu des 
besoins croissants de l’Etat et de 1’economie nationale les 
mathematiciens polonais rencontreront ces problemes dont 
la resolution exigera un developpement plus grand de l’ana- 
lyse classique et surtout des branches ayant des applica
tions directes.

Les changements personnels aux chaires des mathematiques 
dans les ecoles superieures polonais.

Dr. Stanisław Turski professeur de mathematiques 
a 1’Ecole Polytechnique de Gdańsk a ete nomme professeur 
de mathematiques a 1’Ecole Polytechnique de Varsovie.

Doc. Dr. Mirosław Krzyżański a ete nomme pro
fesseur de mathematiques a 1’Ecole Polytecł.nique de Cra- 
covie.

Doc. Dr. Andrzej A 1 e x i e w i c z a ete nomme supple- 
ant de professeur de mathematiques a l’Universite de 
Poznań.

Habilitations.Universite de Varsovie. Dr. Roman Sikorski. Disser- 
tation: Closure Algebr as. Fundamenta iMathematicae 36 
(1949), p. 165—206.



298

Theses de Doctorat.
Universite de Cracovie. Jerzy Górski. O pewnych funkcjach harmonicznych posiadających pewne własności ekstremalne ze względu na dany zbiór (a paraitre dans ces 

Annales sous le titre Sur quelques fonctions harmoniques jouissant des proprietes extremales par rapport a un ensemble).
Krzysztof Tatarkiewicz. Uogólniona teoria aproksymacji (Une generalisation de la theorie de l’approxima- 

tion). Le resume d’une parte de ce travail a paru sous le 
titre Sur la convexite des spheres et sur l’approximation dans les espaces [de Banach, Comptes Rendus de l’Ac. des Scien
ces, Paris 227. p. 1332—1333.

Tadeusz Wróbel. Krzywizna geodezyjna i normalna oraz tors ja geodezyjna w przestrzeniach więcej wymiarowych (La courbure geodesiąue et normale ainsi que la tor- 
sion geodesiąue dans les espaces a plusieurs dimensions).Universite de Lublin. Witold Janowski. Maximum argumentu funkcji równowartościowych ograniczonych (Le 
maximum de 1’argument des fonctions univalentes bornees, 
a paraitre dans les Annales Universitatis M. Curie-Skło
dowska, t. IV).Universite de Varsovie. Andrzej Grzegorczyk. 
O przestrzeniach topologicznych bezpunktowych (Sur les 
espaces topologiąues depourvus de points, a paraitre dans 
les Fundamenta Mathematicae).

Helena R a sio w a. Algebraiczne ujęcie rachunków funkcyjnych Heytinga i Lewisa (Les calculs fonctionnels de 
Heyting et Lewis au point de we algebriąue, a paraitre 
dans les Fundamenta Mathematicae).Universite de Wrocław. Mieczysław War mus. O obliczaniu pól obszarów płaskich siatkami równoległobocznymi 
(Sur le calcul des aires planes a l’aide d’un reseau de paral- 
lelogrammes, a paraitre en polonais dans les Prace Wrocław- 

iego Towarzystwa Naukowego, serie B, Nr 27).
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Le Concours Olympique Mathematiąue.
Sur une proposition de M. Ie Ministre de 1’Instruction 

Publique S. Skrzeszewski la Societe Polonaise de 
Mathematiąue a organise un concurs parmi les eleves des 
ecoles secondaires appele Concours Olympiąue Mathemati
ąue (Olimpiada Matematyczna). On a constitue le Comite 
Central du concours avec prof. dr. Stefan Straszewicz 
comme president et prof. dr. Kazimierz Zarankiewicz 
comme directeur du concours; d’autres membres du Comite 
Ce.rtral etaient prof. dr. Edward Otto, A. M. Rusiecki, 
mgr. Olga Turska, mgr. Jan Szurek (representant le 
Ministre de l’Instruction Publiąue) et M. Antoni Kosiń
ski (representant Z. A. M. P). On a constitue en outre des 
Comites Regionaux du Concours Olympiąue a Varsovie (le 
president prof. dr. W. Sierpiński), a Wrocław (le presi
dent prof. dr. W. Ślebodziński), a Cracovie (le presi
dent doc. dr. W. Wrona), a Poznań (le president doc. dr. 
A. Ale xie wic z), a Lublin (le president prof. dr. 
M. Biernacki), a Łódź (le president prof. dr. J. Ro- 
liński).

Les buts du Concours Olympiąue sont les suivants:
a) e ever le niveau de 1’instruction mathematiąue des lyceens,
b) deve'opper 1’interet pour les sciences mathematiąues,
c) rechercher des individus particulierement doues et faci- 
liter leur etudes ulterieures. Voici 1’organisation du con
cours qui contient trois phases: la I phase du concours 
dure 3 mois, pendant ces 3 mois ’e Comite Central envoie 
a chaąue ecole secondaire polonaise tous les mois 4 pro- 
blemes. Les eleves doivent resoudre ces problemes a do- 
micile et deposer les solutions chez leurs professeurs de 
mathematiąues qui les envoient aux Comites Regionaux du 
concours.

Les Comites Regionaux examinent les travaux reęus, les 
auteurs des meilleurs parmi ces travaux sont admis a la 
II phase du concours qui consiste en un examen ecrit pen
dant leąuel les eleves doivent resoudre de nouveaux pro
blemes. Cet examen est contróle et a lieu simultanement 



300

dans les 6 villes-sieges des Comites Regionaux. Les travaux 
des eleves sont envoyes au Comite Central qui convoque 
a Varsovie les auteurs des meilleures solutions dans le but 
de participer a la III phase du concours qui consiste aussi 
en un examen ecrit contróle. Le Comite Central examine 
ensuite les travaux de cette phase du concours et decide au 
sujet de 1’attribution des prix.

Ceux qui ont gagne des prix en recoivent des attesta- 
tions; ils ont le droit d’etre admis, apres le baccalaureat, 
aux Facultes des Sciences des Universites ou des Ecoles 
Superieures Pedagogiques et a toutes les Facultes des 
Ecoles Polytechniques sans d’autre examen que celui de la 
Science au sujet de la Pologne et du monde eonie i?porain; 
on leur garantit aussi, s’il y a lieu, des bourses de 1’Etat 
pendant leurs etudes superieures.

Les Concours Olympiques Mathematiques auront lieu 
tous les ans. Dans le I Concours Olympique Mathematique 
polonais 8C0 eleves ont participe a la I phase du Concours, 
324 a la II phase et 58 a la III phase. 20 concurrents ont 
reęu des prix. Chacun des gagnants de ces prix a reęu une 
co.lection des livres d’enseignement superieur de mathema- 
tiques et chaque professeur d’un eleve gagnańt le prix 
a reęu une recompense en argent.

Grace au I Concours Olympique Mathematique polonais 
on a pu tirer de conclusions precieuses concernant 1’enseigne- 
ment dans les ecoles secondaires; il y a lieu de considerer 
ce concours comme reussi.

Mathematiciens Polonais a 1’Etranger.
Prof. Dr. Bronisław Knaster a sejourne en Tcheco- 

slovaquie (15. II. 1950 —18. III. 1950). II a fait a Institut 
Matk ematique de 1’Academie Tchecoslovaque des Sciences 
et des Arts deux cycles de conferences: 1. Sur les applica- 
tions de la logique mathematique dans les mathematiques,
2. Sur la theorie topologique des courbes, il a fait aussi des 
conferences sur les memes sujets a la Section dudit Insti
tut a Brno et a l’Universite de Bratislava.
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Prof. Dr. Jan Mikusiński, invite par 1’Academie 
Tchecoslovaque des Sciences et des Arts et par le Mini- 
stere de 1’Instruction Publiąue tchecoslovaque, a sejourne 
en Tchecoslovaquie du 13. I. au 12. II. 1950. II a fait 
a Prague deux cycles de conferences: 1. Le calcul operatoire 
et ses applications (pour les techniciens), 2. Les fondements 
theoriques du calcul operatoire (pour les mathematiciens). 
II a fait en outre une conference a l’Universite Masaryk 
a Brno et une autre a 1’Ecole Polytechnique de Bratislava.

Prof. Dr. Wacław Sierpiński, invite par Istituto Na- 
zionale di Alta Matematica etait en mai 1950 en Italie. 
II a fait a Romę une conference sur les dernieres recher- 
ches dans la theorie des ensembles qui etait la premiere 
d’une serie des conferences faites par des mathematiciens 
etrangers reunis a 1’occasion du jubile scientifique de M. F. 
S e v e r i. Ensuite M. Sierpiński a fait des conferences 
aux Universites de Catanie, de Palermo et de Messina. II 
a pris part aussi a une seance de 1’Accademia Nazionale dei 
Lincei, a laquelle il a presente une notę.

Prof. Dr. Tadeusz Waźewski, invite par 1’Accademie 
des Sciences de Tchecoslovaquie a sejourne a Prague, a Bra- 
tislava et a Brno depuis le 31 mars jusqu’au 29 avril 1950. 
II a fait des cours: 1. Sur les equations differentielles (pour 
les mathematiciens). 2. Sur l’evaluation des integrales appro- 
chees des equations differentielles (pour les ingenieurs).

Prof. Dr. Kazimierz Zarankiewicz, invite par l’Uni- 
yersite de Harvard (Cambridge, Mass., U. S. A.) a sejourne 
a Harvard 2 mois. Pendant son sejour a U. S. A. il a fait 
des conferences aux universites: University of Syracuse (Sy- 
racuse), Uniyersity of Chicago (Chicago), Purdue Uniyersity 
(Lafayette), Uniyersity of Illinois (Urbana), Uniyersity of 
Michigan (Ann Arbor), Uniyersity of Pennsylvania (Phila- 
delphia), Uniyersity of Virginia (Charlottesville).

Mathematiciens Etrangers en Pologne.
Prof. E. Cech de Prague, invite par la Section de Geo

metrie de 1’Institut Mathematique de 1’Etat (Państwowy In
stytut Matematyczny), a sejourne a Cracoyie au mois de 
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decembre 1949 et il a fait une suitę de cours sous le 
titre: Geometrie differentielle, projectiye des corresp cn dances entre deux espaces. Pendant son sejour en Pologne 
il a aussi visite Varsovie.

Prof. J. Egervary de Budapest a sejourne en Pologne 
en mai 1950. II a fait une confórence pendant la seance de 
la Societe Polonaise de Mathematiąue a Cracovie a nsi que 
deux conferences (a Varsovie et a Wrocław) pendant les 
seances de l’Institut de Mathematiąue de l’Etat (Państwowy 
Instytut Matematyczny).

Doc. M. Kat eto v de Prague a sejourne en Pologne en 
avril et en mai 1950. II a fait a Varsovie, pendant les 
seances du groupe „Topologie” de 1’Institut Mathematiąue 
de l'Etat, un cycle de conferences sous le titre: Les espaces topologiąues generaux. II a fait en autre un cycle de con
ferences sur la topologie a Wrocław, deux conferences ont 
ete prononcees pendant les seances de la section de Wro
cław de la Societe Polonaise de Mathematiąue et l’une pen
dant une seance du groupe „Fonctions Reelles” de 1’Institut 
Mathematiąue de l’Etat.

Prof. J. Spława-Neuman de Berkeley, invite par 
1’Institut Mathematiąue de 1'Etat, Societe Polonaise de 
Mathematiąue et par l’office Central de Statistiąue, a se
journe en Pologne du 15. IV. 1950 au 6. V. 1950. II a fait 
un cycle de conferences sur la statistiąue mathematiąue et 
a organise deux seances de discussion sur le sujet „le cri
tere X2 et la theorie de Fappreciation statistiąue”. Le 
28. IV. 1950 il a fait une conference pandant la seance de 
la section de Varsovie de la Societe Polonaise de Mathe
matiąue et le 2. V. 1950 il a fait une conference sous le 
titre: Sur les applications de la statistiąue mathematiąue aux scienees medicales pendant la seance de la Societe 
Polonaise de Statistiąue.

Dr. L. R i e g e r de Prague a sejourne en Pologne du 
fevrier 1950 au juillet de la meme annee en collaborant 
avec le groupe „Fondements des Mathematiąues” de 1’Insti- 
tut Mathematiąue de 1’Ćtat a Varsovie. Le 5. V. 1950 il 
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a fait une cónference pendant la seance de la section de 
Wrocław de la Societe Polonaise de Mathematiąue.

Doc. V. Plescot de Prague a pris part a la conference 
statistiąue qui a eu lieu a Wrocław les 14—15. VI. 1950, il 
y a fait deux comm unications sous les titres: 1° Sur la lisibilite des nomo^rammes, 2° Les mathematiques appli- quees en Tchecoslovaquie.

Dr. A. S p a ć e k de Prague a pris part a la conference 
statistiąue ąui a eu lieu a Wrocław les 14 15. VI. 1950, il 
y a fait deux communications sous les titres: 1° Les appli- całions de la statistique mathźmatique aux problemes indu- sfriels en Tchecoslovaquie, 2° Les solutions minimax des fonctions statistiques de la decision.

Prof. F. Vy cichło de Prague a pris part a la confe
rence statistiąue ąui a lieu a Wrocław les 14—15. VI. 1950, 
le 16. VI. 1950 il a sejourne a Varsovie ou il a eu des 
discusions avec des muthematiciens polonais sur les princi- 
pes d’une collaboration scientifiąue ulterieure entre les ma- 
thematiciens polonais et tchecoslovaques.

Prof. J. N. W e k u a de Tiblisi (U. R. S. S.) a sejourne 
en Pologne en novembre 1949. Ił a fait une conference 
a l’Universite de Varsovie sur les nouveaux resultats obtenus 
par les mathematiciens sovietiques dans le domaine des 
óąuations differentielles. Invite par 1’Academie Polonaise 
des Sciences et des Lettres il a visite le 9. XI. 1950 Craco- 
vie et il a fait une conference pendant la seance de la 
section de Cracovie de la Societe Polonaise de Mathe
matiąue.

Prix et distinctions scientifiąues.
L’Academie Polonaise des Sciences et des Lettres a Cra- 

covie a accorde le prix scientifiąue annuel (pour 1’ an 1950) 
dans le domaine des sciences mathematiąues et naturelles 
(C asse IL) au prof. H. Steinhaus pour le memoire: Elemeitary In?qualities befween the Expe,:ted Yalues of Current Estimites of Yariance, Colloąuium Mathematicum 1 
(1943), p. 312—321.
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Les prix scientifiąues annuels, fondes grace- a une sub- 
vention accordee par le Ministere de 1’Instruction Publique 
pour les meilleurs travaux mathematiąues publies par les 
membres de la Societe Polonaise de Mathematiąue au cours 
de deux annees precedanteś ont ete accordes pour la cin- 
ąuieme fois le 29 juin 1950 a M. S. Gołąb (le prix de 
Zaremba, pour les travaux: Sur la theorie des objets geometriques, Ann. Soc. Pol. Math. XIX (1946), p. 7—35 et Sur la theorie des objets geometriques, Ann. Soc. Pol. 
Math. XX (1947), p. 10—27), a M. J. Mikusiński (le 
prix de Banach, pour les travaux Sur les fondements du calcul operatoire, Studia Mathematica XI (1949), p. 41—70 
et L’anneau algebrique et ses applications dans l’analyse fonctionnelle, Annales Universitatis M. Curie-Sklodowska 
11 (1948), p. 1-48 et III (1949), p. 1—84) et a M. R. Si- 
k o r s k i (le prix de Mazurkiewicz, pour les tra- 
vaux sur 1’algebre de Boole, a savoir: 1. On the representation of Boolean algebras as fields of sets, Fund. 
Math. 35 (1948), p. 247—256; 2. On a generalization of theorems of Banach and Cantor-Bernstein, Coli. Math. L (1948), 
p. 140—144; 3. A theorem on extension of homomorphisms, 
Ann. Soc. Pol. Math. XXI (1948), p. 332—335; 4. Sur les corps de Boole topologiques, C. R. de l’Ac. des Sc. 226 
(1948), p. 1675 — 1676; 5. Sur la convergence des suites d ho- momorphies, C. R. de l’Ac. des Sc. 226 (1948), p. 1792—1793:
6. On the inducing of homomorphisms by mappings, Fund. 
Math. 36 (1949), p. 7—22; 7. A theorem on the Structureof homomorphisms, Fund. Math. 36 (1949), p. 245—247;
8. Closure algebras. Fund. Math. 36 (1949), p. 165—206;
9. The integral on a Boolean algebra, CoH. Math. IL (1949),
p. 20—26; 10. On an unsolved problem from the theory of Boolean algebras, Coli. Math. IL (1949), p. 27—29; 11. Independent fields in cartesian product s, Studia Math. 11 
(1949)).

Livres et periodiąues parus.Annales de la Societe Polonaise de Mafhematique, vol. 
XXII, Kraków 1950, Instytut Matematyczny U. J., p. 316, 
contient 16 travaux de 14 auteurs et les Comptes-Rendus 



305

de la Societe Polonaise de Mathematiąue pour la periode
1. VII. 1948 — 30. IX. 1949.

Annales Universitatis Mariae Curie-Sklodowska, vol. III, 
Sectio A, Sciences Mathematiąues, Lublin 1949 (Roczniki 
Uniwersytetu Marii Curie-Skłodowskiej w Lublinie, Dział A, 
Matematyka Tom III), p. 140, contient 3 travaux de 3 au- 
teurs.

Bulletin International de l’Academie Polonaise des Sciences et des Lettres, Classe des Sciences Mathematiąues et 
Naturelles, Serie A; Sciences Mathematiąues. Annee 1949, 
N° 5—6 et 7—10 A, p. 90—188. Parmi 8 artic es contenus 
dans ces N° s il y a 2 notes de 2 auteurs concernant les 
mathematiąues.

Fundamenta Mathematicae, vol. 36 (Warszawa 1949, Se
minarium Matematyczne U. W., AL Ujazdowskie 4) p. 320, 
contient 31 travaux de 24 auteurs.

Matematyka, 1’annee 3 (1950), fascicules 1, 2, 3, Warszawa 
1950, Państwowe Zakłady Wydawnictw Szkolnych (en po
lonais). Chaąue fascicule compte 64 p. et contient une par
tie scientifiąue, une partie his'torique, une partie didactiąue, 
une chroniąue, des analyses, une bibliographie ainsi qu’une 
collection de problemes.

Banach, S. Rachunek różniczkowy i całkowy (Calcul 
differentiel et integral) vol. I., p. 293, vol. II, p. 246. Edi- 
tion II, Książnica-Atlas, Warszawa—Wrocław 1949.

Łomnicki, A. Rachunek różniczkowy i całkowy dla potrzeb przyrodników i techników (Calcul differentiel et 
integral adapte aux besoins des sciences techniąues et natu
relles), vol. I, fascicules 1, 2 et 3, p. 648, vol. II, p. 310 et 
vol. III, p. 216. Edition II. Wydawnictwo „Uniwersum”, 
Katowice 1949.

Pogorzelski, W. Geometria analityczna (Geometrie 
analytique), p. XVI + 492. Edition II completee. Spółdziel
nia Wydawniczo-Oświatowa „Czytelnik”, Warszawa 1949.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 20
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Rudnicki, J. Geometria analityczna (Geometrie ana- 
lytiąue) I partie revue et completee par Dr. L. Jeśmanowicz, 
p. VIII + 358. Księgarnia Naukowa T. Szczęsny, Toruń
1949.

Sierpiński, W. Teoria liczb (Theorie des nombres), 
p. VI + 544, Warszawa—Wrocław 1950. Monografie Mate
matyczne, vol. XIX.
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Les publications de la Societe Polonaise de Mathematiąue 
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pour Tetranger. Les tomes separes et la collection des tomes 
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