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ON AN' ANALOGY BETWEEN MEASURES
AND HOMOMORPHISMS

By
Roman Sikorski (WarszawaflBt

Let T* be a theorem (from the generat theory of measure)
which expresses a property P* of an arbitrary measure defi-
ned on a Boolean algebra (or: on a field of sets) A. Theorem
T*, true for arbitrary measures, holds, in particular, for
two-valued measures. It is elear that the notion of a
two-valued measure coincidesty with the notion of a
two-valued homomorphism of A in a Boolean algebra B-
Thus the theorem T* expresses a property P of two-valued
homomorphisms- The guestion arises whether other homo-
morphisms of A in B possess also the property P. If we
shall prove that the class of homomorphisms with the
property P is wider than the class of two-valued homo-
morphisms, we shall have a new theorem T on homo-
morphisms between Boolean algebras.

This paper contains several theorems on homomorphisms
obtained by the mentioned method. 1 shall cite known
theorems from the generat theory of measure and | shall
formulate and prove analogous theorems on homomorphisms.

*) The definition of a measure and of a homomorphism is given in
Terminoiogy and notation. A measure fi is twcwalaed if it assumes only
two values: the numbers 0 and 1. A homomorphism h of A in B is
two-valued if it assumes only the two following values: the minimal element
OeB and the maximal element EeB (i.e. B+O=B=BE for every BeB;
we suppose E==0). If fi is a two-valued measure on A, then the formulas
@) hQ4)=0 if ~G4)=0
(ii) h{A) L if xX)=1
define a two-valued homomorphism of A in B. Conversely, if h is a
two-valued homomorphism, the formulas (i)-(ii) define a two-valued
measure fi on A.

Biblioteka Jagiellonska



2 ROMAN SIKORSKI

The proof of these theorems on homomorphisms is, in gene-
rat, simpler than the proof of the corresponding theorems
on measures.

. Finitely additive homomorphisms.

A Te m|U0|Ogy and n0ta |0n In the first part of this paper

enotes always an arbitrary ﬂcBean algebra. Elements

of ar% dﬁBOted by jthe letters [y Uy
A+ y AUy and N denote Boolean operations analogous

to the addition, multiplication, and complem tatl n of sets
ﬂe generat theory of sets. By definjtion ,E\ any

%éi otes the nuli element of N, i.e. 0+ for
every ?

A l U0algeda or A
o RO o R e,
gebra is also a Boolean w a. The least subalgeer of
contalnlng a glv n cla will be denoted by

Fpﬁ?s a Boolean algebra is ealled

WA'I'A /A( h(A) and h(A°) = h (X)°

T?Laﬁé‘i an ISOBTDRONE " ‘.’t”ix.*;"m B and B are "h|i3
A real function def 1 s d if2)

A Of+7$ e

fer any | F e en

glgntsggpggﬁmng o gl o B
| EXtendlng Of h0m0m0 phlsmS The following exampte

explains more exactly the method mentioned in the intro-
duction. Consider the following known theorem on the
extending of measures:

2) 0° is the maximal element of A.
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u C7of"o)

In particular, every two-valued meagure on can be
extended to a two-valued measure on A In otA rds,
every two- val d homomorphism defined on 5‘ Cﬁﬁ)
extended over . The guestion arises whether every homo-
morphism of in a Boolean algebra B can be extended
over N, The afflrmatlye answer to this guestion (under the

T G

tendm o amappmg 10 & homomorphism, rorn

and Tarsk|6 have formulated necessary and suffigy
condition so that f real functlon ﬂ d on a subset of
a Boolean algelﬂ (O<t'(Z2)<!1 for ee can be extended to
a measure on N, An analogous problem may be considered
for homomorphisms. The necessary and sufficient condition
for kpmomor | Sissi p ertha thatf rmeasur S. %mehg

el i

o eve?y' il seaue_ncg f %nd af-)o* it Ji‘i‘”;)?__.,‘nf

The necessity is eyident. A K
Suppose that (i) is satisfied. Every element can

be represented in the form:

3) See e. g. Ltos and Marczewski [1] p. 270; Horn and T arski
[i1, p. 477 (Theorem 1.22).

4) y(A) and »nG40) denote the sets of values assumed by Y and Yl
respectively. Y0 (~0) is the topological closure of Y0 (A,,).

5) Proved in my paper [2].

° Horn and Tarski [1], p. 477.

7) A similar theorem on the extending of a mapping to an isomorphisms
has been proved by Kuratowski and Posament [1], p. 282.
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m n
(i) A= 2 jr:1i AL
where-A j e K and a ; Oor 1l |If
m i p Ok
igi o TS o B
where Bk | e and fik,| = 0 or j, then
5 P Ok o
@ o AP €50 &Y=
m ni p
= s s n n Aadiii+ bt, k-lk =0
{'k} i=1 /=1 k=1 hl "k

where {Zft} is an arbitrary sequence of integers such that
1<i<ef (1<k<p). By (i)

hence

N fCAIN (s n f{Bkikiy =
i=1 j=I ‘ k=l 1=1

Analogously

m - p Ok
Gs n f (4 )"7 -cs n fcskink) = 0,

Consequently

m ni P Ok
s n fCAlty—I— s n f(Bklkal
i=i i=i k=i i=i
Thus we infer that the element
. m ni
(hl) hCcA)= s n TCAN
i=j j=I

does not depend on the representation of the element Ae Ks
in the form (ii).

The formula (iii) defines a homomorphism h of Ksin B
which is an extension of the mapping f.
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Con ue A ts acollecnono |n epevdent
gmgo Ws‘ BXISIS' aliays

The necessnty |s obV|o he suffi y follows from
Theorem II. l tz Lﬁe AT and A(\Eﬁrr, then by (iii)
( () T] ‘(A) —0 —(H)

LS 5 b E b

2
Therefore there eX|sts a mapping f of the class

B such that f(A) — hT(A) for AeAT

Since (iii) implies thehcon(KSlQnAﬁ) of ' heorem IlI, there

exists a hogomorphism rhfh is an ex-
tension of |, i. e. a common extension of all
The second part of Theorem Ill follows directly from

the first and the definition of a collection of independent
subalgebras.

d p—éﬂﬂeﬁt@g}ition (i) expresses the so-called StOChaS“C m

of thesequence Theanalogous condi-
tion forhomomorphisms: h( 77 'rT h Af isalways sa-

tisfied. Therefore it is omltted in Theorem 1.

4, Classes of mde&)endent olements, A subset K o A
s called a (55 Of N &endent clemens L

t(al/ir)réwy sequences A[ A[ A] for |7 j) and a,=0or!

M{@@ dﬁ%&?@@@’am Wk SRR

See Marczewski [2],
See Fichtenholz-Kantorovitch [1 ] p. 72 and
Marczewski [21, 125, and Marczewski [3],
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e analogous heor on ho omor hisms is
ST mvRLE i
3 ext pelk

Theorem 1V follows |mmed|ately from Theorem II.

[l Inf|n|telf/tadditive gmomorphisms.
d

Terminology, JDIGION, A0 FENTES. 1 e secoe

part of this paper A denotes always a o-compﬁhee ﬁoolean
algebra. The sum of an enumerable seguence is de-

noted b ? A,,, the product by 1 A
Let K

be a subalg o
A momorphls m mo complete Boolean al-
gebra is called a p S if for every seguencell)

T A e D A=A

n=|

The necessary and sufficient condition for a homomor-
ﬂr” to be a a-homomorphism is that for every seguence

11 A —0 imply 77 h(An)—O
A measure p on A is called a OmQaSUTG if the condi-

T el Spel) AA= o i
mply DIZA) =2 P

The necessary and sufficient condition for a measure p
to be a o-measure is that

u) If An e A, the symbol 2 An denotes always the Boolean sum of
n

An in the Boolean algebra A. Analogously for Tl An _



fTA 0 imply Ilma(yln)—O

for any decreasmg seguence n
A subalgebra AO oféA is called a OSUba|g bfa ofA if

£ ne 0 for every seauence ne 0 Every o-subalgebra

is also a q-complete Boolean algebr T e least o-sub-
alg a of N containing a given class will be denoted

(A Bl B
T

e

Z;‘%O '_é

E":DFS

shall proye first that: K K
() I are enumerable suksets of Ko and

f
then hX )— (X) for every A
h ( ) (ﬁ,x (:B\j set of all elemepts Aeﬁ such that
s a o-subalgebra of and Q% Con-
seguently K.,—S.
an

Ae(K/ &,_th nA )iu" qn nrAr)‘uerable subsets of K | and

Let \N= « By (i) (Ak hK {A).

Since Koo is the sum of aII subalgebras & where K is
an enumerable s bset follows from (ii) that there
exists a mappin P

such
for ﬁg{?{
where is a enumerable subse
Obviously I-ﬁlls an extension of eKt5(n = !
there exists an enumerable subset KC‘KU\such that 7}\’% Kﬁ
(n=1, 2..).

12) An analogous lemma holds for o-measures.
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Consequently
0o 00 00 0o

h(SAn) =hK(Z An = 2 hkK Un = 2 h (An)
n=I n=I n=1 n=I

and
h™)=hK(:)=hK(4)o=h(4)"°.

Thus h is a o-homomorphism of Ko in B. Lemma
A) is proved.

Let X be a o-field13) of subsets of a set (> and let | be
a o-idealld) of X. For every XeX the symbol [X]/ deno-

tes the class of all sets X'eX suchthat(X—X") + (X'— X)e/.
The collection X// of all [X]/, where XeX, is a o-complete

Boolean algebra with the following definition of Boolean
operationsl5)6

n2[xn] = [nzxn], P[xn] = [nnxn], [X]0 = [XO].

& denotes always Cantor’s discontinuous set, i.e. the set

of all numbers
00

where an=0 or 1. The symbol &n denotes the set of all
ce& such that an—1.

C denotes always the field of all both open and closed
subsets of C, is the o-field of all Borel subsets of

For every set ZC the symbol ZC denotes the field
of all sets ZC where CeC. Analogously, ZCa is the

13) I.e. a class X of sets X C® such that: 1° if Xne X (n = 1,2,...),
00
then JF Xn6X: 2° if XeX, then X° = —x eX.
n=1
14) 1. e. a class Zz CX such that 1° if Xnel (n=1,2,...), then
00
21 Xnez; 2°if Xel and X, C X (X, eX), then X, el.
n—I
16) S [Xn] does not denote here the union of the classes [Xn], but
n
the Boolean sum of elements [Xn] 6 XZ, Similarly for the product and

the complement.
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o-field of all sets ZC where Ce , le. ZCO is the o-field
of all Borel subsets ofathe space L.

If J is a o-ideat of the symbol ACIlj denotes the class

Iements [C]Je where Ce . [C]j is a subalgebra

emsH%ma”%a AhiA ol SRR O

We may suppose% that A_ ” where X is a a H%IX
of subsets of a set and | is a a-ideat of X. Let
(n=1,2,...) be a set such that *n= [Xn]/.

The characteristic functionl?) x of the seguence {>XJ maps
(X in < so that «_1(@n) = X,

The formula
g(O)-=[x_I(C)]z for(KeC,
defines a o0- homomorphism of Co in A such that

o § i%il)on_@éqm %I{ A§ 0fCH IFevey

e

ﬂ—r:_:c

Which 15" ex ansion o

*) Since everv o-complete Boolean algebra is isomorphic to a guotient
algebra X/Z where X is a o-field and Z is a o-ideal. See Loomis [1], p. 757
and Sikorski [1], p. 256.

17) 1. e. the function

a
«w<«<=2- Z ﬂ
n=I -!
where an = 1 if xeXn and an =0 if Xe Xn°. See Marczewski [1], p. 211-212.
18) This condition is also necessary for (iii) to define a o-homomorphism
of in Ca/J2
10) This condition is also sufficient in order that there exist an exten-
sion of f over CalJ,.
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It is elear that (iii) defines a homomorphism f of [Cl/

in Cjj%. If CneC and 77 [CIJNO, then the closed set

00
77 CneJl. Consequently 11 CneJ?2 and

n/((Cj 1)—|7[C 1/'=0,

i. e f is a 0 homomorphism.
If h is an extension of f over CjJi, then
h ([C)/t) = [C]j? for every CeCa

If CeJu then
[Cb? = h([C]/i) = h(0) =0,

R e

o o) [C], fora CeC
R

Let Ji be the o-ideat of all sets Ce Co, ZC =0. The formula
g ([C]Jd = ZC for CeCa
defines an isomorphism g of CjJi on ZC0 such that g ([Cla) =
=ZC.
Since every closed set FeJt belongs to J, the foymula
(iii) (where J2=1J) defines a a-homomor[fguism of (O)jt in

CJJ on account of C), and conseguently g = is a o-homo-
morphism of ZC in CjJ.

Suppose that there exists a set Coe Ji—J and that g can
be extended to a 0- homomorphism h of ZCa in CjJi. Then
hg is an extension of f over CjJi. Hence, by Lemma C),
Ji C J, whieh is impossible.
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s. Extending o] a mapping 10 & o-nomomorphism, e

subrect of this section is thKC)Aowmg problem?20):

is @ mapping of a set in a o‘complete Boojean
algebra U, When is it S|bIB7o extend the mapping | to
a o-homomorphism of

In the case where is a o-field of sets, the answer is

T kAR

on 0 el s e FOEK =12
}orever e%eceay NS

|mp||es [t f{A)an~Q

The necessity is obvious. By Lemma A) we must p \Le
Lh Ai ﬁzlency of (i) only in the case where the set

IS enume Ie21 By Lemma e_[eA XIStS
o- homomorphlsm g of such that Let

be the o-ideal of all sets CeCosuch that g(C) =0. Then the
formula

9([C]i) = 9(¢G) 4 for
defines an isomorphism of (8\] % and g ( [<Sn]]) A

(n=1,2,...). Therefore, in order to prove Theorem V it

as% {? ﬁd |8 QT ea‘e;tg%ébnece (?{seps suc% % P o
Gi f rm] _3 fhen mox=o
ML e exts & o-homomorphis h of CjJ in B s

h([gnlj) = Xn (n=1,2,..).
Let |l be the characteristic functionl?) of the sequence{X].

If (c)e\] where ¢ =2 (X ?) then

200 An analogous problem for o-measures is unsolved.
21) If K is finite, the exiscence of h follows from Theorem II.
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/\ n 00 a
I = f7 om,=rcn,=o.
Hence, by (ii),
X-"(c) = (Cn"n) = 77 xa" = o.

n=I n=I
Conseguently (C)=0 for every CeuJ.
Thus thehformula

([o]) =x1 (Ch for, a7Jery
defines a a-homomorphism B and

h([gn]/) = x->(gn) = Xn.
Theorem V is proved

The assumption that is a a-field of sets is eﬁential
and cannot be omijgted even in the cage where is a

a-field of sets and is a subalgebra of
In fact, let Z be a Borel subset of @ which is not a G/2),
and let J be the least a-ideal of Co containing al closed
Z?Ze <§ that FZ = 0. The homomorphism g (of
defined in LemmaD) satisfies the assump-

f:i;r?no(ti) bsemgitgndizd aojéro(mﬂqmizw sw?c{e IéemZéaCE )
Z(6 —+2)=0.
b dExtendmg 0] a-lomoniorplisms defined on & Subalgebra,

e YV U o S A

Theorem V implies directly the following analogous

T TR

The assumption that U is a a-field of sets is essential
(see the remark at the end of § 5).

22) A set is said to be a GS provided it is the product of an enum-
erable seguence of open sets. A set is an F° if it complement is a G$ .
23) See Kolmogoroff [1], p 15, and Nikodym [1],
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AO The simplest case Ca/‘]/vhereA is enumerable. Then
a is isomprphic) to where is a suitable o-ideal

, and 0 is isomorphic to [C]j. The following theorem
ﬁ plalns under what conditions every p-homomorphism of
in any o-complete Boaé %ebra can be extended

© Thef ”V‘l"p“'E%If] eal of (3 | dﬁthat
very (- momor& Sl 00

¥ I any om oe
i iﬁiﬁ“@&;gs

Necessity. Let \]l —J and let J2 be,the o-ideal of all
Borel sets which are contained in a set a belonging to J.
If the o-hom rphism g defined in Ijemma C) can be ex-
tended over y then JQJ2. Thus possesses the pro-

perty (i). f )
Sufficiency. Let | be BBo-homomorptBjm of [C]j in

a o-complete Boolean algebra By Lemma there exists
a o-homomorphism g of Co in U such that

= (n=1,2,..)).

Conseguentl f C C
(i) g CC)_ ([&j) for every e |
For every closed set| C @ there exists a sequence Cnec

such that F—nfjlc If I: ], then 77 [Cn]j =0 and

(iii) g(F) = n7=7| g (C, )—nL? f([Cn]7) =0

sir’1ce5 is a o-homomorphism.
possesses the property (i), the C@ljlality (iti) implies
g(C)=0 for every

21) The definition of this isomorphism is analcgous to the definition
given m the first Dart of the proof of Theorem V. It is sufficient to pose
K=3J0=U,M2>...).
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Therefore the formula

h([C]) =g C) f :
defines a o-h momorphism C]J %C By (ii) is an

A

In fact is isomorphie to the field2) ZC where Z is
a closed subset of & Let / be the o-ideal of all Borel sets
CC Z of first categﬁrer'rn the space Z. Then ZC is iso-
morphic to [ZC]/ C

Therefore we may suppose Tt = [ZC]/. The minimal ex-
tenS|onJof Jo is the Boolean algebra?i) A~ZCijl.

Let Vv be the o-idealpqf il 8 CeCl h can de
zr epted in the form C C +C where \Cﬁ and CGCE

= 0. The formula
a([Cli)=[CZ]j for CeCa
defines an isomorphism g of Cjj on ZCjl and
g ([Cl) = Jo

SinT the ideat J possesses the property (i), the o-homomolt;
phism g of [C]j in B can be extended to a o-homomorphi mW
of Cjj in B by TTorem VI'. Theo- homomorphismﬁ

R LT —

’\c eT of iblgebra N,/A\G called a
OSU (%lqe raS if El for gvery finite or enumerable
seguence , for | J

TRt "on "8 8 Collction of o-ndependent o-sub

2«a) This condition is essential.

25) See Mac Neille [1], p 417.

26) See Mostowski [1], p. 45.

27) See Sikorski [1], p. 257.

2tt) See Banach [1], p. 160; and Marczewski [2], p. 126 (Theo-
rem lloo).
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e

[ e oo S|0no a||
i @ S0 3 Lo erry?e Jee
Ao ZJ fr : i

The analogous theorem for o-homomorphisms can be ex-

" oo thﬁ/let\;;ﬁ” e ot ors s
e

for any nie 0 e atle s uenﬁeAn ¢l LU"HT M
s

e 40

The necessﬁy is obwous The sufficiency of (iii) follows
immediately from Theorem V (see the proof of Theorem lII).

The assumption that B is a o-field of sets is_essential and
cannot be omitted even in the case where T=2 and {"}

are o-independent o-fields of seis. A
In fact, it is known that0) —@X where (? and

are two sets homeomorphic to < C' and C" will denote
the o-field of Borel subsets of & and &' respectively.

28) Analogously to Theorem IlIl. The condition

| us to (ii), is always satisfied; therefore it is omitted in Theorem VII.

ogo
30) X XY denotes here the cartesian product of the sets X and Y
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ZI Let Z' be an analytic subset of C whieh is not a Borel set.
is the projection (on the & -axis) of a set CoC  whieh
is a Go.

Let Z=(&—Z") X and It]&tgeahlaecloizal of all Borel
subsets of all sets C'x<8" where  Obviously
(iv) Go none/ and ZCo=0.

,,an A —the o-field of all sets Z(C'X @, |W|(jre

et
C b A —ythe o-fjgld of all sets Z (C'X C") where e /&
Obwously and are o- independent o- subalgebras of A

The f las
(V) Fr IX@am) = for
(vi) r(& X C") —[@ % ﬂ

QF ﬁ
define tvv homomorphlsms and of in C]\] and
of in respectlvely31) _

Q_Fﬁ _U‘cha sts -homomorphism h of AO -
% whieh is a common extension
and

(FZCT— [C]] for every

Let g denote the o-homomorphism restrlcted to
We have
g(ZC)=|[C]; forCeC.
h is an extension of g over (ZC)0=ZCO=A, whieh is
impossible on account of hirv) andJuemma D).
Thus we infer that and possess no common

e %‘?ﬁé’ee“ednec?en?'eﬁ“%”etﬁts i R
Pyt et N K

It follows from theorem (*) of § 7 that3))

31) This is obvious for h". The analogous remark for h' follows from
the fact that (for C'l( C"2e C'ff)

Z(C', Xg'")=Z(C'8Xg") implies [C; X @"]i=[C'X (g"]}.
32) See Marczewski [2], p. 125, and Marczewski [3], p. 25.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII.
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»gg%mmw 0 L
it

In contrast to theorems V—VII, may be here an ar-
bitrary o-complete Boolean algebra.
By Lemma A) it is suffjgjent to prove Theorem VIII in

=

the case where I\— Q4i, ML....... ) is an enumerable set3))
for
y Lemma B) re_gxists a o-homomorphism g of C
such that ( e) (n=12..).

00 a 0
Let c=2 3 be any element of®. Then (c)= Oﬂ@ﬂﬂ and
= n=

;«c»— o) T\ A°l

Thus g is an isomorphism of on KU

By Lemma ﬁ)@ ere ﬂ ts a o-homomorphﬁm TC in
B such that ( ﬂ —fp( . Conseguently hg r
0-hgm Oé%‘l' of ’ﬁ% which is an extension of

a. IéférhCe dFe  The o-field of all subsets of
a set Y will be denoted by S(T).

Consider the following guestion:

(*) When does there exist a o-measure defined on 5(2?)
and vanishing for every one-point set?

Utam has provedd) that such a measure does not exist
if the cardinal 2? is less than the first35) aleph inaccessible3b)

33) If K is finite, Theorem VIII follows directly from Theorem IV.

S5) See Utam [I1J, p. 146 and 150.

35) Greater than Ko.

«l) The definition of inaccessible alephs is given in paper Tarski [1],
p. 69 and 72.
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in the large sense; if y is less than the first3) aleph in-
accessible in the strict sense, there exists no two-valued
o-measure on Spi) vanishing for every one-point set.

The analogous problem for a-homomorpism§ is:

When does thgre exist a o-homomorphism [l of < (07) in
ﬂ o-field of sets /\; \yanishing for every one-point set (i. e

((y)) — 0 for any T)?

This auestion is equivalent to the auestion (*) formu-

T _S fived @:J“TW an%’d
i &W@E JpHY: <ro

o

g e
9 i 1 o

In fact, if a two-valued cr-measure y on | vanishes for
every one-point s hen the formulas
Q{ if y(Y)=0
h( |f y(Y) =1
define a o- homomorphlsm of ¥ in X vanishing for every
one-point set.
On thg other hand, if there exists no two-valued o-mea-
sure on vanishing f(Y every one-point set, then for<pany

hompmorphism |l of | in X there exists a mapping
in Vnsuch that3g)

h(Y) =97-1(Y) for ever ¥ y
Since Xy=0, thehe exists a point yyae i Obviously

(y0) = <-1 (y0) 7" o g. e d.

3’) An analogous theorem holds for finitely additive measures and
homomorphisms.
38) See Sikorski [3], p. 12.

ox
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SUR LA RELATION ENTRE LA LARGEUR D’UN
CONTOUR PLAN ET LA DEVIATION DE SES
ARCS PARTIELS

Par
S. Lojasiewicz (Krakéw)

Introduction

Une demonstration simple et naturelle du theoreme bien
connu sur I'existence d'un point singulier a l'interieur de toute
caracteristigue fermee d'un systeme de deux eguations dif-
ferentielles, ordinaires, pourrait etre basee sur la remargue
suivante: si Faire d'un contour plan, possedant la tangente,
tend vers zero, alors il existe sur le contour deux points dont
la distance tend vers zero et tels que les tangentes en ces

points forment un angle assez grand, p. ex. superieur a-j

Partant de cette remargue M. T. Wazewski a pose le
probleme suiyant: etant donne un contour plan dont laire
est petite, existe-t-il sur ce contour des arcs partiels, courts
avec des ,virages brusgues*'?!)

Or, dans la note presente, je donne une reponse affirma-
tive a ce probleme en demontrant un theoreme plus generat,
a savoir, que les ,virages brusques“ existent sur les contours
dont la largeur est petite. Jentends par la largeur d’'un con-
tour le diametre du cercie, le plus grand possible, inscrit
dans le contour. Je definis ensuite la notion de ,,virage brus-
gue” sur un are ne possedant pas de tangente, en introduisant
la notion de deyiation?) d’'un are. La note presente a pour l'ob-

*) ,Virage brusque*“ veut dire que l'oscillation de la tangente le long
de l'arc est grande.

2) Une notion analogue, sous le nom de ,deflessione totale” a eté
introduite par M. S. Mukhopadhyaya, cf. B. Serge. Proprieta in grande
delle linee piane convesse, Jornal de Matematica pura e aplicada. Vol. 1
— Fasc. 1 — 1936.
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jet I'examen du rapport entre la largeur d’'un contour plan
et la deviation de ses arcs partiels

§ 1-
Dans la suite nous ne parlerons que des courbes planes.

. 1-iere definjtion de la deviation %Ln Con .bs
unXare simple L dont I'equation soit E(D %
et

o ppele GUE TYEEGe vac
L'ensemble de toutes les cordes dirigees de l'arc (supposees
avoir le meme p (fé\r/‘“aﬂfoﬁ %mc trme un angle que
Qﬁtejsd@\ﬂaﬁm ﬂgq@(; d% et nous la deS|gneroSnas ?:?Lﬁeﬂeﬁ

2-ieme definition de la ddeé(\ﬁéﬁdh Cé)dﬁ ﬁé‘feddt@ fﬁﬁ)c

§1 ntendrons par la

e la mesure de l'angle, le plus petit possible, conte-
nant les contingents postenjeurs (au sens de M. Bouligand)
de tous les points ’Ld ’mp ﬂT €ﬂ<é mite.
Cet angle sera dit €ﬁe éV tﬂh[ gé?ﬂl [j

Si 1’arc1. possede Ia tangente et SI sa deviation contin-
gentielle est inferieure a 2n, alors elle est egale a 1’oscillation
de largument de la tangente le long de larc.

Les deux definitions sont equivalentes. Nous le demontre-
rons dans le § 3 sous I'hypothese que la deviation contin-
gentielle soit inferieure a n (cf. lemme VI). Dans la suite je
vais me servir de la premiere definition.

Lorsque la deyjatj har ]11 i éer' ' n2it, on
peut considerer Iﬁ bmeﬁﬁlﬁe 69 aﬁg]e ﬂ Matlﬁ defi-
nie comme l'axe divisant I’angle de deviation en deux parties
egales et dirige vers son interieur.

Theoreme |. Chaque contﬁur rectifiable de Jordan dont
la longueur est superieure a U et dont tout are partiel de

’) Cette definition est due a M. T. WazewsKki.
4) Le cas est banat. EnNn effet, dans ce cas, pour tout e=0
l’ellipse aux axes r et d satisfait aux hypotheses du theoreme | et ne contient

aucun cercie de diametre superieur a e.



SUR UNE RELATION 23

longueur d possede la deviation ne depassant pas a, ou O< a <n|
contient a son interieur un cercie ouvert de diametre:

(0gl:

d
1) 2

Dans la demonstration de ce theoreme nous nous appuy-
erons sur quelques lemmes.

Soit donne un contour de Jordan J Designons par

ntJ e Int

respectivement 1’iAterie du contour J etha fermeture. Une
couple de points et L sur le contour v le divise en deux

arcs AIB et AB dont l'un peut se reduire a un point, lorsque

ﬁ\‘BBSe .reCQAB et D@AB, alors nous dirgys que la couple

(au sens large) la couple C,pv/: Dans ce cas
aussi la couple C, D separe la couple

y W
Un are Simer Jast appele coupureb) de nt \], lorsqu’il est
contenu da a I’exceppion de ﬁ ﬁtremites qui sont
situees sur V. Une coupure VJ divi { ] n deux domaines
disjoints Gi et G2 de fagon queSﬁJ = Gi+p°+ G2 )2
tandis que ses extremites divisent deux arcs Li et
de faeon,.que Gi est U'interieur de Li + }J et G2 est Uinterieur
de L2 + o Il en result«p immediatement que si Iaqcouple
|

‘extremites de la coupure J separe celle de la coupure Y, alors
et Y possedent un point commun.

Nous avons le suivant

Lemrj [. Si p et q sont deux arcs simples jcontenus
dans y dont les extremites sont situees sur ‘h et si |
coyple d’extremites de I’arcnp separe celle de Il'arc Y, alors p
et | possedent un point commun.

) Caratheodory, Math. Annalen 73, 323-370.

) Lorsaue p est un are, alors p° designe cet are sans extremites.

) Kerekjartd: Topologie, page 67, 1927.
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A Démonstration. Desiggons les expyemites de l'arc p par
et U et celles de l'arc q par C et

nier point sur a (si Fon parcourt Iarc a partir de

@[JC:Tt partie de l'arc Li (cf. fig. 1). Supposons que
notre lemme etant evident dans le cas contralr

Alors le pomt C nappartient pas a L2, Designons par

le premier point sur Y (si Fon parcourt Y a partir de C
qui fait partie de Lrnt Tn a alors C4=D et larc Y=
nt

est une coupure de Les pointsﬁ Tfs D Bﬂé\ﬂ e

en deuxDrT-s> det L4 de fagon que 9 et (car
CeLi et e ' DuRe fagon analogue nous determlnArB
sur larcp les p0|nt5| t et Bel4 tels que larc p

est une coupure de La couple de points C, se-
parq) celle de points M, U, donc p+VY=1=0 et par consequent

)2 cowie A B giyee 5, 1"2t°;;s.gi';nie“pzfs€ .
)

p+Y4=0, ce qui termine la demonstration.
efinition de |ji distance geodesique et des sommets
d'un contour. est un ccPTtour rectifiable de Jo[ﬁz[m

alors deux pomts guelconques | et P2 appartenant a
peuvent etre relies par un are simple, rectifiable contenu
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dans rieure des longueurpnde tels ares sera
dite d laTJTCé BB @glqufée des points Pi et rP2d Nous la de-
signerons par e(Pl P2).

La distance geodeanue g(Pi,P2) est inferieure ou egale
aylongueur de toute courbe rectifiable, contenue dans

nl et reliant les points Pi et P2 Elle remplit l'inegalite

de wensle 4 D\| <o (P +¢[PLP)

ainsi que la relation

3 e(Pi,P)=|Pi-P2|.

Dans cette derniere relation l’i?ﬂlije ne subsiste que si le
segme PTi est contenu dans La distance geode-
sique | est une fonction eontinue d'une couple de

pointj et atteint, par consequent, aximum sur le con-

tour Vv pour une co |S€d©5 %t? UJCIG mUr couple

de points sera dite n .
Lemme Il. Si A, sont quatre pomtA aBlr le

contour rectlflaCIeDde Jordan y et si la couple Ny, U se-

pare la couple alors on a linegalite

4) e(AC)+e(B )<e(AB)+e(C,D).
Demonstration.ﬁSoit un nombre positif quelconque eﬁ

relions les po'mtf et B par un are gNnple rectifiable
conteny dans et les points C et par un are ana-

& T YRR D)

) Nous désignons par | P | la longueur de l'arc p.
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En vertuEJ e | les arcs p et q ossedent un point
commun ,&E . fig. 2); le point divise CE'C ﬁ
deux arcs et l'arc en deux arcs te
(certains de ces arcs pﬁﬁﬁnt ,&E re(Et\re a F’D pogE) g[j
considerant le courbe B +
nous avons:

6 Ipl+lq = AE\+EBI+\CE\+ &

B B \-H\bed\,
mais puiseue q(A, C)<MEC|et e(B, FDT il en re-
sulte, d’apres (5) que:

(7) ( y C)+a(B,D)=<q (A B) Q(C, D) + 29,

d’'ou en faisant tendre e vers zero, nous obtenons line-
galite (4).

Lemme JII. Si M est un sommet dujcontour rectifiabl
de pjordan J et |. est un are partigj de J aux extremites
et U, ne|contenant pas le sommet IVl, et si le point [ appar-
tient a L, alors:

® DPM)> £ min o (VA), & (M, &

Demonstration.  Soit N le pqgint qui forme ave M une
couple de sommets du contoyr (j Designons r(1. celui
des arcs partiels contour j aux extremites et N qui
contient le point

Les points M 9[ P divisentJ en deux arcs MP et MP

dont un — MP est une partie de larc tandis que
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L’autre — NFP contiePt le point N (cf. fig 3). Puisame I'arc
1

contient le point [ et ne contient pas le point une

de ses extremites, A ou bien B, fait partie de l'arc MP

AGMP alors la couple MP divise la couple A,N, Cj:’
[zl) MP NOL(Manq'EC&N eamA})a-l_br(‘lj\Nj Uinegalite:

d’ou il resulte:

(10) S e (O+<=(P,N)
puisgue qum Qﬁ m En ajoutant a l’inegalite (10)

celle de triangle:

El];)lL)JS 'obtenons ?ijﬁismfm-’e(gj'\z qui revient au
0 o(M,P)>Z(MA)

Dans le cas, ou B@MP, nous obtenons d'une fagon ana-
logue linegalite:

(13) e(3f,P)>je(31,B).

Nous avons donc (1E) ou bien (13), d’ou il resulte (8).
d Lemme IV. Soit L un are simple rectifiable de longueur
y dont la deviation a satisfait a L’inegalite O<a<Jt. pient
A et B les extremites de l'arc et ddsignons par son
centred). Choisissons unp systeme orthogonal des coordonnees
de faeon que le point IVl en Eoit l’origine, et la bissectrice de
l'angle de deviation de l'arc L soit I'axe A\ Dans ces hypo-
theses:
1° l'eguation de l'arc |. prend la forme:

=/(x), ou a<x<5

2° \f(x)|< X‘tg lorsgue a<X<

°) Par le centre d’un are rectifiable nous entendrons le point de cet
are qui le divise en deux arcs de la meme longueur.
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A .
3 |IM— A|=|cos]| et |M—B|>" COS (cf. fig. 4).

Demonstration. Comll?e I'axe X est la bissectrice de¢ l'angle
de deviatiop de l'arc L, toute corde dirigee de l'arc L forme
avec l'axe A un angle ¢ tel que:

(14)

Il en resulte quil rS(existe aucune corde dirigee de l'arc |.
rthogonale a l'axe A, et par consequent l'equation de l'arc

eAt_et a sou la forme 1°. Nous pouvons supposer
que @mjj = (b, f(b)). La propriete 1° est donc
demontree.

Considerons maintenant le vecteur MX OUX (X f( ))

a<x<b. D’apres linegalite (14), nous avons

(15)
d’ou il rmte la propriete 2°. d
L’arc est une partie de l'arc I., de longueur . Sait

<un

zoxnb.l;ebpositif guelconque. Designons par 0 =x0< |
les abcissm des sommets d'une ligne polygo-

nale inscrite dans l’arc y telle que la difference entre sa

largeur et 5 soit inferieure ar. Nous avons donc:
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(16)

ou ce qui revient au meme:

En considerant les cordes dirigees Xf_1Xi, ou X[_(be(x,)),
- nous avons d’apres (14):

a9 x|
e[ par consequent:

d

(19) 2 a
cos2 *

En faisant tendre e Vers zero nous en obtenons, a la limite,
B> C SdOLMil resulte la seconde inegalite 3°, puisgue

= \Myl (b)) et IVl =(0,0). On demontre d'une fagon analogue
la premiere inegalite 3°, ce qui termine la demonstration du
lemme IV.

A present nous allons demontrer un theoreme dont le
theoreme | sera une consequenge immediate.
d glomm drons par le Seﬁeur e raY6n r, d/\ang|e a et
e l'ensemble qui est le produit du cercie ouvert
de centre t de rayon r, eat de l'angle ouvert (sans cotes)
de sommet et de Jnesure |

heoreme la. Si J est un conLour rectifiable de Jordan
M est un de ses sgmmets, et si L est gre partiel de centre
t de longueur U domt la deviation[a remplit l'inegalite
0 < @<t alors le contour v contient a son interieur un secteur
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Demonstration. Choisissons un systeme orthogonal de coor-
donnees de fagon que l'arc L satisfasse aux hypotheses du
lemme IV. Dengnons par A et B les extremites de l'arc L.
L’autre are partiel du contour J aux extremites A et B soit
designe par Li. En vertu des inegalites. Q (M, A)M\M —A |
et aM, B)>|Al—B et dapres le lemme 1V, 3° il resulte
du lemme Il que:

(20) Q(P,M)= ~cos |, pour tout PelLi.

Fig. 6.
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pomt N& ppartenant pas a Li, il existe un nombre k>0
m|n( ‘ [), tel que le retktangle:

n §(1\<j< tg"

de centre M soit disjoint avec l'arc IX k’ch |.2 a I'equation;
y =/(x), ou |

est situe, d’apres le lemme 1V, 2°, dans le rectangle ” a

I'exception de ses extremites et le divise en deux domaines

disjoints (cfléigk 6.): ‘X’ < k
ikt « o Sigeeyi
de_faeon que ” = G|inUL2° + GZ Puisc”e le point M est un

érrht ontiere de y le rectangle contient un point
. us pouvons supposer, sans restreindre la gene-
ralite, que V fait partie de Gi. Le domaine Gi etant disjoint
avec le contour v, est contenu a linterieur ou bien a I'ex-

terieur de v,
Mais puisque QeGi et Qe|m
(21) Gi C fJ

Designons par S («?) l'ensemble de points (x,y) satisfaisant
aux conditions:

(22) X2+yl<g ety>|x|Z3 §.

Gest un secteur de rayon q, d’angle it — a et de sommet M
Nous avons (cf. fig. 6);

(23) SQk g"CG|

En effet, lorsque (x,y) satisfait aux conditions (22) avec

- g— alors y < g y et par consequent |X | < k D’apres

le lemme 1V,2°, nous avons donc l’inegalitef(x) <|Xi tg T < y.

Il s’ensuit que (Xx,y) e Gi. Des relations (23) et (21) il re-
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suite que S(k g ! mt . Designons par r la borne su-
perieure des nombres V, tels qt1e S(j@) C nt J On a alors:
(24) so c N

(comme S(r) = S (r—7"j). PuisqueS”™r+ | n'est pas

contenu dans |nt \], il existe un point P (Xn yn) tel que
PﬂeJ et PﬂES[r + -"j.  En vertu de la seconde inegalite (22)

Jr+A -
et du lemme 1V, 2°, le secteur n'a pas de points

communs avec l'arc |., dopc (cf., fig. 7):

(25) e

Mais puisque, d’apres (24), Pﬂ ne fait pas partie de S (r), nous
avons.

(26) r<|P,,— Mj<r + e

D’apres (25), la suite Pﬂ possede un point d’accumulation

Po — (*o0, Yo) appartenant a Li. En vertu de (20) nous avon
l'inegalite:

@) ¢ 8, M)>cos

En faisant tendre ﬂ vers 00 on obtient de l'inegalite (26), a la
i mite, la relation:
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(28) |Po— Af| =
De meme puisque, cTapres (22), y

Xﬂ [g ~ on obtient
a la limite, l'inegalite:

@) YO>\x0ltg-"

Des relations (28) et (29) il resultg Tapres (22), que le point
Po appartient a r) et puisque (

est un ensgmble con-
vexe et le point en fait p se ment Pow/r
tenu dans S(r). D’apres (24), ‘(:7 y donc P dh’ﬁJ
et par consequent q (Po. Af)= II s’ensuit, d’apres

(27) et (28), que . En vertu de (24), il en resulte

gue le secteur S COS -jj est contenu dans |nt J, ce qui

termine la demonstration.
Un secteur de Tangle et cjja rayon rcontient un

cercie ouvert de diametre 2r Sm donc le secteur
1 +

(087

contient un cercie ouvert de diametre o
\ 4+ cos &

La fonction-------------- etant decroissante, il en resulte imme-

diatement le theoreme I.

Remargue 1. Il s’ensuit du theoreme la que le theoreme |
est vrai soyp l'hypothese que la deviation de l'arc partiel
je longueur donta le centre est un des sommets du contour

ne depasse pas

it e Ié\ largeur d'un contour de Jordan. Par
la de@ﬂ »]7

d'un contour de Jordan nous entendrons la

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 3
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borne superieure cies diametres des cercles contenus dans

Zn/ V. J

Soit un cod’utour rectifiable de Jordan, de largeur D

cos”

Sio< a < it et -ET @ >D, alors envertu du theoreme |

1+ COS -J

(par contre - position) id existe un are partiel de \], dont
longueur nedepasse pas U et dontda devi@t' n est superieure a (i

Nous avons donc, en prenant ., le suivant:
2
cos 2
Theore [l. Si la largeur d'un corg%lﬁ rectifiable de
Jordan est U, alors a tout (i tel que 0< y on peut faire

correspondre un aD partiel du contour, dont la longueur

ne depasse pas ------- et dont la deviation est superieure aa.

C 22
Supposons quecﬁno et Dn ﬂ Il existe deux suites

eﬂ et aﬂ, telles que en->0, en>0,----->0 (p. eX Sﬂ - y 1y

Sn
4
aﬂ>X, an<n et (cos —)2=£, On a alors------ —* 0.
2 5 an
. Ccos 2
Nous avons donc le SJuvant: z
Theoreme Ill. Si ﬂ est une suite de contours rectifi-

jbles de Jordan et si D(Jl?n>0, alors sur chaque contour
!

y il existe un arf h)artiel tel qlﬁ *l
LIl[-*0 et Dev Lil"In.

§ 2
Dans les hypotheses du theoreme | le contour \]con-

(05 2

tient a son interieur un cercie de diametre 9 E
I+cosj

nous semble, par intuition, que tout contour safisfaisant
a ces hypotheses, contient a son interieur un cercie de dia-
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metre beaucoup plus grand. Il se pose donc la auestion
de savoir comment formuler le probleme pour gue la so-
lution donne le diametre, le plus grand possible, d'un cercie
contenu a linterieur du contour.

Definition de la fonction g(a). Désignons par Rda la
familie de tous les contours rectifiables de Jordan, satis-
faisant aux hypotheses du theoreme I c. a. d. la familie
de contours de longyeur supdrieure a U, dont chague are
partl | de longueur possede la deviation ne depassant

" (dsﬁjo_nsborne inf (\])1 pour d>0 et O<a<n.

En faisant subir chague contour de la fandlle R Ia trans-
formation par I'R)d‘faotetie de coefficient nous en obte-
nons la familie . Comme la largeur du@ contour sou-

ﬁ a cetfe transformation se multiplie par U, nous avons
ﬂ ) f(l,a), En po rj)f(l,a) =g(a), on peut ecrire:

(30)’ dg(a)= b?}éRdH]f y pour ¢/>0 et O<a<n.
l

Il en resulte le suivant:

|n_t Theoreme IV. Dans les hypotheses du theoreme I,
contlent un cercie de diametre cZg(a).

Si nous connaissions la fonction g (a), alors le theoreme IV
nous donnerait le dlim.'njtre, le plus grand ssible, d'un
cercie contenu dans pour tout contour J satisfaisant
aux hypotheses du theoreme I. Notre probleme se reduit
donc a celui de trouver la fonction g (a).

Le theoreme | nous en donne une limitation d’en bas,
a savoir:

. cos? A
(31) yH_COSez <g(a), lorsgue 0< 'c1< ﬂ,

d'ou il resulte gue:
(32) g@ >0, lorsgue 0< a <it

Nous allons tacher de limiter la fonction g (a) d’en haut.
A cet effet il suffit de construire un contour de la familie

3
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Rd a, faisant en sorte que sa largeur soit la plus petite

possible.

Prenons d>0 O<a<ji, et soit n un nombre naturel,
tel que:
(33) (n— DHa<Jdt<na.

ligne pplygonale composee de ﬂ + 1 segments diriges de Iora-
gueur U et tels que deux segments consecutifs forment l’anqﬁ’e

Si Jt< a<it, alors n=2. Dans ce cas designons par | la

ligne polygonale composee de trois segmentg diriges, tels que
deux segments consecutifs forment l'angle 5 et que celui du
milieu possede la longueur d et la longueur de deux
extremes satisfasse a l’ineaalite:

5<0<, 008

Dans tous les deux cas la ligne polygonale [' n'a pas de
points doubles (ce qui resulte des inegalites (33) et (34))
elle est situee toute entiere d’'un meme coOte de la droite
passant par ses extremites (cf. fig. 8.).

O<a (f:

fig- 8
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Desigmpns par K le cergie tangent a tous les cétes de la
ligne [\ Le diametre de est egal a:

(35) D= dCtg“‘.

Soit P l'image symetr'Oue ﬁe lasigne P par rapport a la droite p

Le polygone ferme \ — est un contour de Jordan et
toute couple de ses cotes (diriges) consecutifs forme un angle
ne depassant pas ( (ce qui resulte de l'inegalite (33)). Il s’en-
suit aisement que:

(36)

Qe
Le cercie K est (en vertu de (33)) le_plus grand ossible

contenu dans |n y donc d’apres (35), D(Q) Ctg 1l en

resulte, en vertu de (36) et (30), l'inegalite: (a) Ct
Nous avons donc la limitation suivante:

(37) ga< Ctgj , lorsque 0 < a <jt. 10)

Il resulte du theoreme IV (Dr< dontre-posij’on) que

lorsque le cmt(g est de largeur g(a), alors \]n’appar-
tient pas a c.a. d. |IdeX|ste un are partiel de v dont la

longueur ne depasse pas U et dont la deviation est superieure

aa En nrenant + s, ou >0, nous en deduisons

9(«)
le suivant:
TheorerDe V. Si le contour rectifiable de Jordan J possede
la largeur U, alors a tout ae(0, g) et s>0, il correspond un

10) Il semble probable que g (a)=cfg Si Fon pouvait le demontrer,

alors tout contour de Jordan ayant en chaque point la courbure 1, et
par consequent appartenant a la familie Ra>a, contiendrait un cercie de

diametre actg . Comme lim actg = 2, il enresulterait que tout contour

de ce genre contient un cercie de diametre 2. Ce rdOsultat a ete obtenu par
une autre voie par M. F. Biibler, Ueber geschlossene ebene Kurven von
beschrankter Kriimmung, Comm. Math. Helyet. 8,5 —47 (1935).
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are partiel de \] dont la longueur ne depasse pas eet

dont la deviation est superieure a a
Nous allons demontrer maintenant que:

(38) 3o e@ ="
A cet effet nous demontrerons l'inegalite:

(39) g (@) >ng(na), lorsgue 0< na <n,

en nous appuyant gur le lemme suivant. A D
Lemme V. Soit L un are sinmple aux extremiteto et
pposons que les omt C et U appartiennent a L et que

soit situe entre- '&B fae que la partie CT_TmLCB
des ares partlels et forme un are LV™
ne se rephisal S a o] 4= B). Ceci etant suppose,
lorsque Dlév m‘ea et V L?Aﬂ:, ou a-+ alors:
(40) eV L<a+17

Demonstration. Designons par (u,v) l'angle entre deux
vecteurs (fgsp. entre eux| Xes, ou entre un vecteur et un
axe) U et ¥V, Soient lees bissectrices des angles de
deviation des ares Li et et soit une corde di-

. - ¢
rigee de larc L3 On a |(iv,Zi)|< et/(mQ)I<2’ d°u

(i, 2) f< Il existe donc un axe Z tel que |(Z, Zi)|<-]

t[(Z 2)|<y. Nous avons alors:

(41) (v, Z2)|<-27"<",

lorsque v est une corde dirigee quelconque l'arc Li ou
bien de l'arc L2. Choisissons I commi_leﬁxe
orthogonal de coordonnees et soient ( I._l

les equaﬂ&ns C)ar mgtriques de larc L. Suppo-

e SRR o S TR (O I



o HIEREE 0 vien To< IR irs "Z;Cpgs o
E‘inZ)a p( )—<p(2)= U\COS(U, 7)>0
@ 4= 10 (i, 1)\<tg

Nous prouverons que 1|negaI|te (41) subsiste pour toute

corde dirigee lt f de le demontrer dans le
cas, ou v = i |

—v>(Zi)), nest pas une
fef] ﬁfé <T ? ,(;E?d' defaconeue < <1F
Alors

=W (23) — E& (Z3) — N (Zi)) sera ype corde di-
rigee de l'arc Li et UL = (97 (22)—< (23), V(D — 1V (23)) en sera
une de l'arc L2 Nous aurons donc, d’apres (42):

9 (22) — 0 (Zi) _
(44) COS (v, 2) v

v @ — Jes+Iy @) — v @ > o

et dapres (43):

Im-=1t
- Y(2)—y(Z3) y(Z3)—y(Zi)

N2)—B(2))
9 (22) — Cp Zj)

dou il resulte que |(v, Z)|<™4”™. Winegalite (41) subsiste

donc pour toute corde dirigee de l'arc L, d’'ou on deduit
immediatement (40).

Nouspyle, ro, present que:
(46) WRﬁ d]ﬂ lorsque 0 a<n et 6> 0.

Soit J un contour apparte ant a(RH  Nous arou erons
d’abord que la longueur de est superieure a n .
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effet supposorﬁi par mpossible, que la longueur deJ ne

surpasse p etant inferieure a ji, il existe un
are partiel teI que:
@) (< Li<nd—

et

(48) Dev L >na

En vertu de l'inegalite (47), on voit aisement que larc |.

ﬂ%ﬂ i‘t{g reprlse te comme une somme de Il arcs partiels
|, 2, | de longueur d et tels que la partie com-
mune de deux arcs consec:]téﬁd orme un are ne se reduisant

pas a un point. Comme , lg, deviation de chacun (v
ces arcs partiels ne depasse pas D@vatdﬁ lemme

applique =1 fois, il en resulte que a ce qui
contredit a (48). Nous venons de demontrer n meme
temps que la deviation de tout are partiel de ﬁ(ént la

longueur sati ?R § egalite (47), @e
s’ensuit que j ﬂdi on a donc [a W ﬂg
i\ d éG) il resulte, en vertu dse , que
n d’'ou en faisant tendre zero,
on obtient, a la |m|te Uinegalite (39).

Remarquons maintenant Ia ncti g(a) est non-
croissante. En effet pour Eﬂ%ea, ?Ea eral C d’ou
d’apres (30), il resulte que g(ai)> a)

Faisons correspondre a tout ae™O."j un ka naturel. tel

3 ,
que . On a alors lorsque a->0. Il s’en-

suit, d'apres (32), que kag”j Mais la fonction g(a)

etant non-croissante, nous avons en vertu de linegalite (39):
keg " <keglkeo}<q(e)

et par consequent lim g(a) = oo.
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De la relation (38) on,deduit le suivant:
Theoreme VI. Soit ﬂ une suite de contours rejhifiables

de Jordan. ai la deviation de chague are Uartiel de Vil ayant
la longueur U, ne dopasse pas aﬂ et si aﬂ+ y alors D(Jn)->°°.

§ 3
emme VI. Si la deviation contingentielle B V‘\-’arc sim-
ple L est inferieure a jt, alors elle est egale a é '
Nous nous appuyerons sur le lemme suivant, dont nous
nous dispensons de la demonstration,

Lemme VII. Si chacun des vecteurs Wl, ,Wﬂ forme
avec i'axe | un angle ne depassant pas a, ou a<—, alors

il en est Fe meme de ’angle entre le vecteur W= wu a'l' Wﬂ
et l'axe |

mel\\ﬂjs passons maintenant a la demOHStra“On du |em-

Désignons par a IEDjé:\\/inion contingentielle de l'arc L.
Comme l’inegDé g est evidente il suffit de de-
montrer que

g((ff’oit: ou a</<

I’6auation de larc |. Désignons par Fla bissectrice de
I’angle de deviation conti2 entiﬂlz bet soit:

49) 1<
é etant un nombre p@yitif guelcongue, on peut faire corres-
pondre a tout fe[A, I{| un & >0, tel que

' |(X(F),X(F) , 2)|<|+e,
lorsgue t<t <t dt Il en resulte, en vertu du théoreme

de Borel — Lebesgue sur le recouvrement, qu’il existe une
suite de points Zi=rl<e..<mm =12 telle gue
(50) X(ri+1).X@& , ))|<3 £

Il s’ensuit, d’apres le lemme VII, gue:

|.(X(L), X (i) ,|)\<’NT + 8,
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d’'ou en faisant tendre e VErs zero, nous obtenons:

(51) I((X(M)™Q)  DKT,

pour toute couple tl et
En faisant tendre 2

a lieu aussi lorsgue tY
gue toute corde dirigee de l'arc forme avec l'axe

t2 sebtisfaisant a linegalite (49).

e.r_sb y on voit que linegalite (51)
=V Nous venons de demorl\trer
un

angle ne depassant pas L d'ou il resulte que DEV <a

Comme il est, en generat, plus facile de determiner Ila
deviation contingentielle, le lemme VI rend les theoremes
des paragraphes precedents plus maniables dans les appli
cations.

Remargue 2. La notion de deviation peut etre precisee
de la faeon suivante.
Soit donne un are simple et ecrivons son eguation

sous la forme:
: i z—z(f), ou a<t<b

et z doésigne la variable complexe. On peut demontrer le
theoreme suivant:
dfﬁl&tb une fonction F(t,u) définie et continue pour
a et tP#Ie que
(f,u) =arg Z(U)_Z (/)
La différence entre deux fonctions satisfaisant a ces condi-

tions est toujours constante.
En vertu de ce theoreme, nous definissons:

Devt L= g5 F(LU)




SUR LES INTEGRALES OSCILLANTES D’'UNE
EQUATION DIFFERENTIELLE AUX DERIVEES
PARTIELLES DU SECOND ORDRE

par
Zygmunt Butlewski (Poznan)

Httuﬂawztlon. Dans cet article nous etudions une SO|ut|0n

de I'equation differentielle aux derivees partielles
du second ordre:

(1 "(X)I"+ B(X)II+C(X)Z AY) |p+Bi(y)|’\+Cl(y)z,

@gu' o e Mg %é -

u b e -
Smmm Ggem ’lc'islscla:I:;l(;n reelle , de I'equation (1)

z(*i,y) =0, Z(ij)—O (|—123 D,

> *0 < X| < X
quant a requation () rrfetﬁo}ﬁ%e s ol -

ﬁé‘|€§ﬂ@ Bernoullil) nous ramenons la consideration des
solutions de lequation (I) a la consideration des solutions

des deux equations differentielles lineaires du second ordre:

an (x)ax +B(x)dX+IC(x)+A]tz=O

") (y)  +Bi(y) +[Ci(y) +av==0,

ou A est un parametre (—00 <A< + °°).

*) Cf. p. ex. E. Goursat. Cours d’Analyse Mathematigue. T. 3 (1915)
pp. 131—132, 2-eme edition, Paris.
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Dans la suite nous reduisons les equations (1) au type
de l'equation de Sturm-Liouvillel):

) [p(/) dde 1+ 1) +2r W =o.
bgﬁﬁam ons qu’une integrale W(t]) de I'equation (I111) est

si elle possede une 'infinite de zeros pour
O<to’\f< + °° et 2= Const.

es |8 TBOTEME 08 COMPAAISON e s tu r mo) toute so-

lution W, (/, 2) non identiquement nulle de I'equation (I11) a au
moins N\ zeros dans l'intervalle fini <f0, T>, si:

o(0>0, aff) + XIHH0 pous

@ e KW+HMOJ
et I mmmmmmemmmeeeeeeeeeeees =>eeeee- 10)2
omax. [p(D)l (T—

eIo nes ) si dans I'equation (I1l) les coefficients
t sont finis, continus et positifs pour les

grandes valeurs et si les inegalites: O<a< 1, 0</?<],

N (Frall)+2rom>o M,

f->+00

sont satisfaites, toute integrale ainsi que ses deux premieres
derivees sopt finies, continues et oScillantes pour les grandes
valeurs de

2) M. Bocher. Leeons sur les methodes de Sturm, p. 57; aussi: R. Courant
u. D. Hilbert. Methoden der Mathematischen Physik, | (1931), pp. 250—251,
2-te Auflage.

3) M. Bocher, cite sous 2) p. 57, aussi p. ex. M. Petrovitch, Integration
qualitative des equations differentielles, Memoriat des sci. math. faso. 48
(1931), p. 31.

4) A. Kneser. Untersuchungen iiber die reellcn Nullstellen der Integrale
linearer Differentialgleichungen, Mathematische Annalen, t. 42 (1893).
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M. Biernackits ﬁie trefp\ que si N (/) >0, q (2) +

+ Ar'(0 >0 pour t,f>|4 [q [)+Ar(]=+°etla
—. 00

e D

est bornee lorsgue + °°, toute integrale de l'eguation (l1I)
est oscillante et la distance des zeros successifs d'une inte-
grale tend vers zero lorsgue f

M. Biernacki a donne aussi |a COﬂdIthﬂ SUfflSS&ﬂte

/_Jmoo[fz (b2 —2 + 4a)] > 1

(en generat plus(( mmode que les precedentes) pour que

toute integraIeX" d%( qu?(jon ad('{)f()a(rentielle

soit OSC|”ante pour les grandes valeurs de la Yariable t

En appliguant cette condition aux eguations 11, a) et I, /?),
n obient des conditions suffissantes pour que les integrales
(x, A) et v(y, A) des eguations 1l,a) et II, /) so nt o illan-
tes pour les grandes valeurs respectlyement ?C Ces
conditons sont respectiyement pour les eguations |
I1,?) les suiyantes:

Si donc es deux conditions sont simultanement remplies,
bgﬁﬂamg (x y,A) =u (X,A)v (y,A) de leguation,(l) est
pour Ies grandes yaleurs des yariables X et y.

6) Voir: z. Butlewski, Sur les integrales d’une équation diff. du second
ordre, Mathematica, vol. 12 (1936) p. 37—38. Cluj.
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Fite6) a demontre que si p(/)=>0, e(/) + Ar(/)>0 pour
O</o</< +(° et

4-00
<0 *0

alors toute integrale W(f, A) de l‘'equation (l11) est oscillante
dans l'intervalle (to, + °°).

En supposant leg int les de I'equation (I1l) soient
oscillantegppour Oﬁ0&8$mnous obtgnonsﬂ) ((§ i) entre
autres les resultats suivants: Ti <p_l_(t) [qt) +Ar(f)] >0 et
1° si [p(e + Ar)]'<0 pour 0 < les valeurs absolues
des extremes de lintegrale w(t, A) de l'equation (Ill) sont

croissantes lorsque %J {fgs ante et A = Const., 2° si
y A (

+00

[Q() + Ar(D)]d/ = + o,

[p(q+ Ar]' >0 pour y les valeurs absolues des
extremegde l'integrale , (A = Const.) t decroissantes
Iorsques[ est croissante, alors lintegrale y A) est bornee
lorsque [-*l + °°, 3% si [p(g+ Ar)] 5,04 alors les valeurs abso-
lues des extremes de lintegrale W((T, A) sont egales a une
constante positive.

Dans la suite (8 2) nous appliquons les resultats du § 1
a l'equation Ha) et II/3) et obtenons les resultats analogues
(theoremes |1 et III).

En utilisant des resultats du §2 nous z'n,di? quel-
ques proprietes de lintegrale oscillante )y A de
I’equation (1). Entre autres nous obtenons (§ 3) les resultats
suivants.
si tl_i(C+A)>0 pour O<x0<x<+°°,

N71(C1+A)>0 pour O<ylO<y<+-°°

et de plus/
1°) si (A_zB) (C+2)-JC'=0 pour 0<xl<x<+°°,
pour O<yl<y<+ °°,

*) W. B. Fite. Trans. Americ. Math. Soc. 19 (1918) 344—350.

7) Ces resultats dans la forme moins complete j’ai demontre dans mon
article cite sous 5). Voir aussi: E. Kamke, Differentialgleichungen, Lésungs-
methoden u. Lésungen, T. 1 (1942) p. 130 (f).
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alors les amplitudes de lintegrale z(x,.y,2) de I’equation (I)

sont croissantes lorsque Iiié?rlables et y sont non ds-

croissantes, et la somme st croissante (2— Const.),
2°) si —2B) (C4-2) pour O<xi<x<+ °°,
zt—2Bi)(Cl1+2) pour O<yl<y<+0°,
alors les amplitudes de lintegrale Z X, y, 2) sont decrois-
santes lorsque les variables A et y sont non decrpissantes
et la somme x+y est croissante; ){jonc lintegrale L (X, v, 2)
est bornee lorsque les variables et y sont non decrois-
santes etg tYaar °°

39 ZB (C+2)—zIC'=0 pour O<xl<x<4-°°,

z4'—2Bi)(Ci+2)—C'O0 pour O<yoi<y<+ °°,

les amplitudes de lintegrale L (x, Yy, 2) sont egales a une
constante positive.

Nous 8?tenons aussi quelques proprietes des derivees

partielles gx et g

Dans le § 4 nous nous occupons de I'equation differentielle
822— 2 82z
(V)

c’est-a-dire de quuatlon d'une Corae Vlb ante

Nous supposons p. ex. que

ou P(t) designe la tension, qui est une fonction de tempst
et q(x) dggsigne la densite lineaire qui est une fonction de
I'abscisse

L’equation (IV) est un cas particulier de I'equation (I).
Alors nous obtenons pour I'equation (IV) les resultats ana-
logues a ceux du § 3 pour l'equation (I).

§ 1. Considerons I'equation differentielle aux derivees
partielles du second ordre:

&) A(X) 11 +B(x)g +C(x) 2= A(Y)Ip +Bly) || + Cx(y)z,
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s A, Beo £ o SIS fonc
%E@ i i %@i@m o
Dans cet article Je(Valj etu ej une solution pa tCU ere

@ LK Y = UKV o

Re I’equation (1) pour les grandes valeurs des variables
et y.
L’equation (1) prend alors la forme:

3)

L’equation (3) est, en particulier, remplie, si on a simulta-
nement:

A(x) +B(x)—+(C(x)+2)u:O
@ s Ny 1B +cimav=o

ou 2 est une constante (— °°< F <)

Nous supposons ensuite que X 770 pour 0 < Xo <X <+
+ 00 et 41(y) 70 pour 0 <yo<y < +#\00.
Multiplions les equations (4, a) et (4,11) respectivement par

1
et
X(x) A (y)
Donc nous obtenons les equations suivantes:

Y exp f(x)=¢e
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Les eguations (5) sont des cas particuliers de l'eguation
(6) +[Q p(fH=0,

c’est-a-dire I'equation de

Nous supposons dans 6 ttmaw(é e les integrales des egua-
tions (1), (4) et (6) sont S (cf. Introduction).

oot B D b sy NG

et par ( <2Tngfnﬂ) les zeros correspondants de la de-
2).

rivee |
En multipliant ’eguation differentielle (6) par 2 P ([)W (f,2)
gt enbintegrant l’egalite obtenue par parties entre les 'limites
et U on obtient I'equation:

(7) P2(0)iv'2(b, 2)—p2(2)iv2(a,2)+p (b) [e(b) + 2r(E)]iva(b, 2)—
—p@Ia(@) +2r(@]iva@ 2) —4 [pa) + 2(pryImz2(f, 2) |

Si a_tn b tn+]. alorsw (fn, 2) = W(tn+| 2) =0 et on peut

ecrire legallte @) Soﬁ la, forme suivante:

®) P2 2141 W (t n+| — p2 () W2(tn

= # t(pq)' + 2 (pr)] m2(f, 2 dt
Si (pg)' + 2 (pr)' > 0 dans (tﬂ, tn+].), le second membre de
I'egalite (8) est manifestement positif. 1l en resulte que
9) T ¢ 2)|=|p(/n) w'(fn, 2)1.
Si de plus p Zf)<0 on aura
(10) ju>' (Zn+, 2)( > w' (/n, 2)|.

Si (pa)' + 2 (pr)' <O et p >0, les inegalites (9) et (10)
sont remplacees par des inegalites contraires.
Si (pq)' + 2 (pr)'=0, alors d'apres (8) on i

P4 wmns, 2) = pey W

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 4
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Si de plus p (f) = Const. ,(donc g i 2r=Const.), on aura
WKL — Wt

12) 1= IVV n,2)|

Posons maintenant dans (7) a=rm, b=1tn+l, nous aurons

(11) p (m+1) [q (t,+1) + 2 r (r,+1)] w2 (t,t1, 2)—
In+l
—pGN)[Q (M) +-IrGn)]iv2(Tn,2)=J rH[-(p(g)/+2(pr),J m2(/,2) df.
Tn

D’apres (11) on a:
1°sip(q+2r)>0, (pg)'+ 2 (pr)>0, alors:
p (t,*i) [e Gn+1)+ 2 ¢ fr+D] w (M+Db 2)| >

> J/PW [Q () +2T )W (T fili

2°sip(@+2r>0 (pg) +2 (pr) <0, alors:
J/P (*n+i) [ (*n+i) + 2r (t,+ )] |if (m+1, 2)| <

<'/P (U QG +*?2 ()] |w(t, 21

3*sip(qg+2r) >0 (pg)'+ 2 (pr)'=0, cest-a-dire pq + Xpr =
= Const. et positif, alors:

J1P AT fr, +0) + X r (D) dw fti, X)) =

=31p ()@ E)+4r @) Iw(r, 2)

et par conseguent
lw (m+l, 2)|=|w (t, 2)]

Ajoutons aux deux membres de l'egalite_(Il). la quantite
PU hWwV + 2r(m)] w2(rn+l, 2); le resultat peutts’ecrire
(12) p(r.,) [a(t) +2 r (m] [iv2(e,t], 2) —m2(m, 2] + »

P>+1
+J I(pq)' + 2 (pr)Jd [w2 (m+l, 2) — IV2 (/, 2] dt = 0.
L’egalite(12)estevidemmentimpossiblesi|iv(m+1,2) |=]| w(rm,2) |
etsip(e+2r)>0, (pe) +2 (pr)i>0.



EQUATION DIFFERENTIELLE 51

Soustraygps maintenant des deyx membres de ’egalite (11)
la guantite V (t,%)) [q (t,t1) + A | (t,+1)] w2 (t,, 2), il vient:

P Un+0 (Tn+l) + A r (m+Dl)] liv2 (m+l, A) — w2 (m, A)] +
Jn+l d -

+ 7 pa) + A G 2 (6, A — v @ ) (1= o
Tn

egalite impossible si W (.1, 41 < | W (m, 4 et si
(@ +An>0 (pg)+A (pr)<0.
En resume nous pouvons enoncer la proposition suivante:

S % 202yl -

[ * )] |w (m, /f 1l (t) (t,,, N
Dl
)

lff ﬂ&_ dbp{& e PO aAlT+A ) rDI>0
I

0
{] () [ (M) +Ar ( l|w(m,A|| {p(fn)u>(
oHt [ gsantes ef Ia g |te

w({%r’n es decrmssan

0'(7)<0, asu L st e cr0|ssan
staﬁf) 11)(]5 N2tk ao ) §>o e 65t Une (on-
ek ?ﬁ it é‘j%’i Tu@ 0ff) < Const
?v wi=M>0 (= 123 . BSLUne constante)

posant que p(/) NHN+Ap®r@>m=>0 (m=
frf [P (/)] + A [p(®) | ()j'<0 et d’apres le theo-
reme |

on a les inegalites:



52 ZYGMUNT BUTLEWSKI

Alors nous obtenons Ie

rc;llalie 5 (f) q( <p(f) g m ,
[Sgg ' «@CEWH ik
MECHREr e 0 00§+ 40 T[] <M< oo

et cTapres le theoreme I, 2) on a:

Gi) [e Gl) +Ar (tj)] (ti, A)| <

<IP (@) [0 (a) (rn,A IM W,

Alors nous obtenons_le

Corollaire 11. S| 0< t 1 tiM
%%WK { [ (@ p %%
1o 68 11t
b
Desx(ﬂnons par Xt X .(., X Ies zeros plus
grands que e A) ation diffe-
rentielle (5, a), gﬁjze)q 2‘3&? S’O|ent ooy oo
les zeros consecutlfs de la derivee U (x,A) soit i<Xi+1,
(=1,2,...). Nous designons par Vi, 2 iy Y,,l v les
rentielle (5,7, yl<yi<y2< ... gt par I r

zeros consecutifs de lintegrale v (y, A) qua ion diffe-
ﬁemsloznse)cutlfs de la derlvee (y, A et 50|t y <q[<}/$

Nous pouvons maintenant appliquer les resultats du § 1.
aux equations (5, a) et (5 /3) qui sont des cas particuliers
de l'equation (6).

Alors nous obtenons les resultats suivants:
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Theoreme L. 1) S|
0 AX ZBXJCX'I'_AXC
our 0<x0< XU+) alo(s) 3 §u)|tes] ks

Yy AT(71rpl

s
sont decroissantes, tandis que [a sute &

ssante:. i g pl a sl Sum oS
ﬁo%ﬁsﬁeé?ms%aﬁ%pus L

2) N [A(X) 2%@)] [C(x)+n] A(X)C(x)<0
DO <xosce + ==, Q1015 1ES SUES

A (O
(%)

R i @eesét L

30
SU' e {|u'(xnjA)}

ffgx >4 0

aSt croissante,
3) S 250, [A (x)—ZB(x)] [C(x) + Al— A(X)C(x) =0
pou I 0<xo<x< + %, don:

g(Bi H nour o<xo<xf " of;‘ 'To

(XI (x2 A) _|U(

qt
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et dapres le Cor II§1 eln
Corollaire 1I1I. |

;szc C% 'g 0y
m ]—2(%2@ ‘%@gni 5@ S)ﬁm%o %nr SO'

En supposant que
0< URI T(eXpi ! (p: Cons0
et dapres le Corollaire Il nous obtenons le
Corollaire V. S|
C ) + 2

amrw g é?c%%)od&{ﬁ i
%ﬁ% 5.2 eS

En pplq nt a l'equation (5, /») le theoreme | nous
obtenons

Theoreme . 1) Si
Ci(y

0 WO R0
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sont decroissantes, tandis que A SUte qvevony 81

80|ssante Sl e plus A SUE v 681
eCloissante.

2)Si™YyYF>° 7 60““2B(y)l [C>(y)+A—A>(y)ci(y) <0

DOUI o< YI<y <+, alors s tes

EP&%s%%ésaPte?e e 2 S equhuo es“é
e orneeq OSIER yoose. 5108 p
Vi a1y €51 QONC CIOISSANE,

3y AG">() W (y)-2B1(W)IICi(y)+2]-A(Y)C:(y)-0

pour (ky(m (S%rs 0 q
Si de pll I P s e

v (i, A — [V y2 A) =... — V(Yﬂ, | =
En designant par | et Q deux nombres constants nous
obtenons d'apres lg. theoreme Ill deux corollaires suivants:

Corollaire V.

Ci(y) +a Cdy) +*
Ady) O Ady) dy >q>01

A( ) Su™
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Corollaire VI

CA({))/)2>J U< Adyj

§3DI Ir

Xy,) ( v

uit que hq dIf n u et v annule z,

on a?((%mYZ) ( y ) mn=1223,..).

D’apres les egalites:

| y —UdmZ)V(ﬂ =0 (mn|23 )
voit que la fon ﬁ ,2)p sede les

d s les points (fm, , 3,00
Nous avons les glt

dXU 2)
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/
0 AN

\Xq

b) U ¢im, 2)-VM 2)=z(fm,T

1)

(12) .
0 L Ci(t) +£ u ()(ml v (%, 2) =

A ("n)

yo

) Cln) U oV (), 2=

C(fm) +2
X~£m
0

y=yn
(m, n=1, 2 3,..).
Les premiers membres des egalites (12) sont des expres-
sions qui figurent dans les theoremes Il et Il

En utilisant des proprietes bien connues des suites dou-
bles, nous pouvons appliguer les theoremes Il, 1), 3) et Ill, 1),
3) aux egalites (12). :

Naus dirgns qu’une suite double {alD»,} est CfOISS&ﬂ[G
(decr |Ssamé) au sens strict lorsqu’on a: am-+In=amn

fﬁm fil.n<amn) et aussi am n+j=am n, (awn+l <amn) pour
,ﬂ— 1, 2,... . Alors nous obtenons le

THeoréme IV, & SRLLZQ Cid+2

[AI (X) - ZB ) [C(x) + 2] —A ) Cl (x) >0 (>0)
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[= (y) —2Bi (0] [Ci () +Al — A(y) C'(y) =0 (> 0)
O<xl<x<+°, O<yo<y< + °°),
) Ig

'Sl double {comp. 1z,

z(C I

sens stict:

i fm?fA

GS[ cmssante al sens”ﬁtr

double {comp. 12,

Cl (pTn) + A Bi (y) dy
Al {tin) A(Y)

oSt decroissante aul sens Sict
i 08 PIUSO POl o<yo<y<-= A0S 3 it
dul fcomp. 12, 0)

") La notation:
[A" (X)-2B ()] [C (X) + Al — A (X) O (x) = O(=0)
[A\(y) —2Bt()J [C, () +Al — 4, (¥) C, (¥) =0(>0)
exprime que l'on a:

[A" (X) —2B ()3 [C (x) +A] — A (x) C' (X) > o,
[AY ) — 2B, (W] [C. +A]l — A, (Y) T, (v) =0,

[A'(X) — 2B 3 [C M—+"—A (x) C' (x)=0,

[At (»)-2B.(»)] [C. ()4-2]-A (y) C', (v) = 0.
Nous appliguons une notation analogue dans les theoremes qui suivent plus
bas.
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i
. . AX x_sn
st decroissante au sens Strict

Supposons maintenant que

N T

‘2 dy) k>0, (k=Const)

pour O<x0<x< +¢0, 0<yl<y<+°°. D’apres le theoreme
IV, 1) on a les inegalites

[C (£1) + 2] [CI (1) + 2]
1/ X (i) tli (%)

D’apres le theoreme IV nous obtenons donc le

C‘[B\Eollaire vi. J A(X) "é%y NSO

)=V [CX) +2] — (Y (x)>0 (=0),
Mi (y) — 2Bi (V)][Ci (y) +2] — 1y (y) CL(y) >0 (> 0)

e S, Vs s ! ggfﬂg

grng?l g!é ﬂSg

X +Yy->+ 00

En appliguant dans la suite les resultats des theoremes
Il, 2), 3) et Ill, 2), 3) nous obtenons d’apres (12) le
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TeoremeVS C A
Bl KM} KM%}L >

A (Y) 2 Bt (y)][Cl (Y) + A —A(Y) (Y)
[

X< + 00, O<yO<y< +°
) b sune A e loom. 2y

[C(fm m\ﬁ + A

2)| 'RS”a%uao e,
e ‘?Zi%'e% 5?6%\9@ I

. us U omxomn<+ 0TS [A SUE
i cg f\z'\f'

v AR M i

tcrmssante all Sens strict: ot
I8 our o<yo<y<+ =, A0S I3 S8
(foube cé) .A'UY

LV

VORG epf O
st croissante aU sens Strict.
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Supposons maintenant que

PR NW)) 4 e %ZJ AV Oyt
w2 ) <K<+ (K=Const)

D’apres le theoreme (V, 1) nous avons linegalite:

En tenant compte du theoreme (V,2) et dapres (15)
nous obtenons le

CoroIIa|re VII. Si A

>

(x) A(Y)

X ZB(x)] [C (%) + A] — A(X)C(x) <0«0)
(y — 2 Bly)] [Cly) + A] —A(Y) C 0)

oTs Ies g%i :
p % sq@e @F mg

X + y~*

U
S

j‘lz:o

Considerons maintenant les relations suivantes:
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b) exp;l( W’ dy U (i, &) v ()/ﬂ, A —
oy Y B

(16)
C) W%’l U(mA (tn, 1)
dx L (fm, % A)
Ivln) H
9 A(%or
/\
Ci (21.) 4
T e m;dy <M
D’apres les theoremes II, 1), 3) et ||| 2), 3) et les relations
(16) nous obtenons Ie
Theoreme VI
|;{ Alz A 0>,
(y)] C (y) ) 0 (<0)
o<yl<y<+°
o)% eTcd I a)

eX Jf A 0z (xgw, i, A)

est decroissante Al 5e0 stnct S g8 pls o pour
o< XI<X<HT alorﬁé edoutﬂp p

zfx i

E I )
oSt decroissante a Sers Sir f
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2> 18 SUte double (comp. ss)
(9"8

2
e 35[6%§H%05uﬁ¢dﬁo?l%¥w
o Bk A,
estg 6388 (|AJ %sled)

Y
sl cr0|ssa e 4l se UIC

i

>x0 —Const)

D’apres les theoremes I, 2), 3) et lll, 1), 3) et les rela-
tions (16) nous obtenons le

Theoreme VII. Si > 0. ﬁfl#>0

v)
ng éf@ B s
. b st fcom oy

o110,
8x



§g<t 200|<s§gnte dl E%Pﬁg%h él ﬁg [%S B <0 pour
i

"
4 i chor%%mm ;

Bi(y)
Ay Y

BBLP%CLOLSSgniejE Senag&% ed EﬁQBJ (y) : t4i (v)>0

I
il
oS ecrmssant% all sl St
2 13 SUIE QouDle (comp. ss

c em+ 4 gl [ (i, riﬂ, A

%Stlg '|$nbeoua0 ? St.nclte; )
m + A GH) 2 (fm #)

g; Sse%}s TS

S (y>x0), y-"+°

N Em,A i Ny
(17) w AV (%, A)=éj r Xﬁ”
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D’apres les theoremes 1I,3) et Ill,3 et les relations (17)
nous obtenos le

Corollalire IX. S| > 0, > (),
TRy,
pOUf 0 <y ?l<y+ (o:1 )(; <+y(')A<; < +)<’°,C;;1/I)(;rs -

)

. 0, A-py | = a> ;
S e pls B(Y) =D pour V< XOX< +* alors
=f>0

o i 08 PIUS Bl = 0 5oy < - o A
dz(Eg .|

—_— o!

oum n=12 3. B4} SONtTES constantes,

%O‘rde mﬁréons maintenant I'equation differentielle de la

& z 2&z
Si2 a 8x?

Le deplacentent Z normal a la corde d’'un point d,abscigse X,
a linstant |, est une fonction des variables A et | qui
verifie I'equation (18).

Supposons par exemple que

ou P(f) designe la tension de la corde vibrante, e (x) designe

la densite lineaire de la corde vibrante. La tension P(f) ne

depend qug du temps f; la densite g(x) ne depend que de

I"abscisse A

On peut ecrire I'equation (18) sous la forme suivante;
1 ylz = i a2z

(19) e(x) dx? pet) 8t2

Rnr.vnilr P1 Tnw Mnto. WTTT
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L’equation (19) est un cas particulier de I'equation (1),
ou Fon pose:

y=/

Nous pouvons donc appliquer les resultats du § 3 a I’equation
(19) Nous sup oso s dans ces resultats que A>0. Les zeros

de la solution y A) de I'equation (19) forment le reseau
rectangulaire:
(xtA —o z(x =0, G=1.2 3..)
ou I'onaa x0<Xi<x2<. tO {<t2
Supposons ensuite que
(| = 123..9)

o si<e.<x+1. H<TIE4 |

En appliquant le theoreme IV a l'equation (19) nous
obtenons le

Theoreme VIIl. Sipa0>0. q(x)< <0) JOUI o<xo<
w=o, alors EsTites Hiﬂ}% §(<°) O< <<

2 (U e Z (> o2y

8Z (Xm, Tn, A) 8z <Cq) tﬂ, A)
' 8x ' ' T
0Nt Qecroissantes all sens strict et [a suitg dounle

Iz (fm, r.,, A)lj

st croissante au sens strct
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D’apres le corollaire VII nous obtenons dans le cas

e il

En appliquant le theoreme V a I'equation (19) nous
obtenons le

Theoreme IX. Sl @(x)>0, e'(xX)> 0 U ot
g oo T DR
<2 (v (*ﬂ) Iz (C
50Nt Croissantes etﬁa sl double

{ Z

%gﬁ%&a OO sg;gnéb&le yaleurs égnag S(g%

Le corollaire VIII dans le cas de Il'equation (19) prend
la forme suivante:

OLﬁorollare XI. Si 0<Aq(x) <K|<+oo q

s sk (%EEM

X+f
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Supposons maintenant que q( >0 pour 0<x0<3c< + °7;
P(/) = >0 pour O</o<z< +°° X@:\? sont des constantes),
c'est-a-dire la corde vibrante est homogene et la tension est
une constante, alors en appliquant a l'equation (19) le
corollaire IX nous obtenons le

(for%ﬁ@ﬁ oL o JUI gggoecs
Z(Cm Vn |_a>0,
2) 9Z(XmX]]

) |3z(fm, yn, A)

0, 0 =105, 644 1, ) SO0t 065 constanes

Dans ce cas, I’equation (19) est de la forme

ST

L'integrale particuliere de l'equation (20) est:

2 0c.y,= (08 IXUX-D SIN] ey (OS] p-EISINY XY
ou a, b, ,d sont des constantes d’integration et A est une
constante arbitraire, positive.

Les resultats du corollaire XII sont les memes que les pro-
prietes analogues de l'integrale (21).



SUR LES COEFFICIENTS DES FONCTIONS
ANALYTIQUES UNIVALENTES DANS LE CERCLE
ET LES POINTS EXTREMAUX DES ENSEMBLES

Par
F. LEJA (Krakéw).

1. Soit

) = =5} G AV U ci>0

une fonction holomorphe univalente dans le cercj [x|<I},
Designons par z) le domaine parcouru par orsq
varie dans & par T la frontiere de zt et soient Feles
images de et T respectivement dans le plan de la va-
riable

|

D’autre part, soit C l’7nsemble complementaire a D+F
par rapport au pla

Il est clair que est domaine simplement connexe
contenant le point LF] est un continu borne et C est
un ensemble ouvert bor g ou vide. La somme F+C con-
tient toujours le point L = 0 et le diametre transfini de F
que je designerai par

d(F),
est positif.
Les coefficients Ci, c2,.o. de la serie (1) dependent neF
turellement domaine et par suite de la frontiere
du domaine U. Le but de cette note est d’examiner cette

dependance
2. Soit n un nombre entier fixe plus grand que 1 et

Zl» z2»>eee> zZn
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yebyainy le produit de toutes les distances mutuelles
de ces points
o Vo, n=RH-K

et par zf/zi, z2,..., z,,) le produit

oo, o 7w L

k ’\n
Il est=clair que, lorsque les points zp 22, oy Zﬂ varient
dans I'y le produit (2) atteint un maximum. Soit

eme, (e n points quelconques de F Designons par
iRl

(3) Vin, Vgn'--; Vnn

un systeme de n points de Fnen lesquels ce maximum est
atteint; a donc

4) 0/ln,. .y f|ﬂn) >V(zp..., zn) pour tous les ZkEF

Nous supposerons encore que les indices des points (3)
soient choisis de maniere qu’on ait

(5) . vin) = Z/2("\n, ) =-Jn0?In, ¢+ v, vna-

o griene ) < oo el ot
semble FI).

eXtIlBTﬁaTB(nts articuliers du systeme (3) seront dits pomts

En faisant varier Il on formera une suite
triangulaire de pomts
M2
28 "33
T4 %4’

dorF chaque ligne contient un systeme extremal de points
de

Faisons maintenant correspondre au systeme extremal
(3) le polynome du degre n — 1 suivant

*) Le systeme (3) peut etre unique ou non.
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, AR

et designons le premier des produits (5) plus brievemenr

Par
An_i IMN v 0> Ann)’ 2,3,...

J'ai demontre ailleurs?) que:
1° La suite { j/z/n_i} converge vers le diametre trans-
fini de F

(7) lim * kz/n_i = d(F).
N->00

2° La suite{ Z £n-1(z) |} converge en dehors de F
8) lim n_j/ZZrUy=L(z,F),

la fonction limite L(z, F) jouissant des proPietes suivantes:
1

©) (Z F) [eG(Z) por 28

pour z
ou G(z) est la fonction de ; du domaine avec le

péle a linfini. On a do > 1 dans D et lorsgue
z tend vers F la fonction tend uniformement vers 1.

Jaurai a m’appuyer (jans Ia suite sur ces deux resultats

3. Designons par 9,,y la fonction analytique definie dans
le yoisinage du point y =0 par la formule

(10) on(y) = —— Y e . n=223...

ou Ies [ |n | | ,T]nn sont des points extremaux de F, la deter-

mina radical etant choisje de maniere que le quo-

tientnﬁ@) soit egal\/a au point § = 0. Puisque le polynome
G-y M Uy aey j

ne s’annule pas dans le domaine z/ et que z/ est simplement

connexe la fonction gn(y) est reguliere et uniforme dans z/.

) Ann. Soc. Polon. Math., t. 12 (1934), p. 57—71 et t. 18 (1945)
p. 1—11.
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3 i oty teﬂdf@mm‘ﬁhee gy € e
E;ﬂ{n 5 ¢ o R ime G vsiiage i

= drg(y), d'd \
%ﬁ&o epresergt;\o ooirg udoma| A 3gﬂ

er§el} | Fbﬁ (y) (y)

s
D emorpﬁr Zn_ (oson;0 5. n)

et observons que

X

(13) lan(Y) I [|Pn(lj
Etant identigugment -
@=|Ll— ]Iﬂ "Lnj @) In!
il suit de (7) et (8) gue
(14) n@&ojr/l n(z) —L(z,F).d(F) pour ZeD,

donc d’apres (13) ja suite des modules {] gﬂ (y) |} converge

dans le A maine
Soj un domalne ferme et borne guelcongue contenu

dans On peut lui falry respondre deux nombres posi-

AR g UJSW B por =12,

et par suite | g,(y) dans pour n=2.3,....
Il S’ensuit que les fonctlons (10) forment une familie nor-
male dans,

Soient C (y) et Y(y) deux fonctions Iimiﬁs guelconques
de la suite (10). Elles sont (ﬁolomorphes dans R\, car la familie
(10) estnormale,etona|VW(y)|= (y)| car la suite { gn(y) |}
y est convergente, donc

-8 4w
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ou( |est une constante reelle. Mais les guotients p(y)|y et

\Y tendent vers 1 lorsgue +0 donc =1 et les fonc-
tions 9?(y) et y>(y) sont identigues. Par suite la limite (11)
existe et la fonction g (y) est holomorphe dans z/-

2° D’apres (13) et (14) on a

1) (-LizF) -

donc d
g(y)<l pour yez/
car L(z,F) >1 pour ZeD Je dis que cd1aaue valeur Xi du

cercie \X|<1 est prise par la fonction U g(y) en un et un
seul point vyi ez/

En effet, la valeur x =0 est an seul point y =0,
Zmui resulte de la formule (15) Z =0° au seul point
= 00. D’autre part, la fonction U+|g (y) nd unifornf GF
vers 1 lorsgue y tend vers la frontiere | de z) car
nd mniformement vers 1 lorsgue L tend vers la frontlere
de U. Par suite il existe dans zf une courbe simple fermee
entourant le point y,+— 0, sur laguelle on a
d\' (j [>[xi].
D’apres le theorende connu de Cl?ouche Ie1 fonctions

') et ('gy)—X

ont le meXrFe nombre de zeros a linterieur de A donc
d-g(y) s’annule en un seule point y=yi de z/ car
d-g(y) s’annule au seul point y =0.

Il en resulte que la fonction (12) egyfunivalente dans z/
et represente ce domaine sur le cercie I\] [xX|<1} de maniere
gue les points x=0 et y=0 se corespondent et que la limite

lim x = d.lim BSf) =
y y=>0 Yy
est positive. 1l n’existe qu’une seule fonction relrpws)sant ces

conditions et, comme la fonction inverse de (1)
les remplit aussi, on a indentiguement (y) = d'g(y).
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4. Considerons les points extremaux (3) de I:, formons

pour chague p=1, 2, ... les sommes des puissances +
+ . +rfnn et les moyennes arithmetigues
Aln + 20 + 111+ 1n
Tl
Aln +22n 4 o0 + vm
(17)

An +2n + o0+ 1fmn

eoreme B *00 tO teS MOVETES ccron
. e 't'enaLentq T s S d%?erm%% o
9 nl-'>mo 1 p=123,

Demonstration. Calculons le developpement de la
nction (10) en la serie de Taylor dans | isinage du point

f
yo= 0. Pour ce but designons par 0= mﬁ/

la fonction
e"n(y)
ou
|
h b sn(0) =0.
Puisgue
on a

—+(P-HT) +-"

cette serie converge dans le plus grand cercie de centre
—0 contenu dans le domaine z/.
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Les deriv &es de |O = On(y) s’expriment par les formules
suivantes:
(s + s?)0

(8™ + 38y Al
(4) = (s(4) ? @+63 82+s4)0
et generalement pour ﬁ—z, 3,...

(20) O =s(p’.0 + (pj X) s(p-1)*0" +(p2  s(p_2)-0" +

+ ...+

Drautre part, on a

g~ e

o= VA e 50 = 113l
ap)©)=(p—1 31
donc
~n(0) =sin

07(0) = 11 0+ szs
0"(0) =2!'sn + 3 %\ % + 8N
0<4>(0) =31sn+ 8 h + 3SE+ 632 S|n + sin

0<P)(0) = (p-i)f Spn+p(p 2) p | shh + .

et par suite
) pyytamte b zsesgne
+ (P~1)!ﬁ)n+ Ren yptl + ..

ou ren est un polynome par rapport aux moyennes sin,
Sn2 > + e+ » Sp—Ijn*
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Observons maintenant que, d’apres le theoreme 1, les fonc-
tions (21) tendent uniformement dans le yoisinage du point
y =0 vers une fonction limite, donc la suite {sIn} tend Wﬁ

une limite Si; pareillement il existe la Iimitenlm (sn + 9
donc la suite iﬁ tzend ers une limite s2 et ainsi de suite.

5. SO|t le developpement de Ia
fonction g(y) dans le y0|smage du point y=0. La fonction
(12) peut donc etre representee par la serie

(22) Xx=d'g(y)=d+(y+bly+hiyd++e)

et il suit dub?-ue me Il et du developpement (21) que les
coefficients y =s’expriment par les formules

="
B= (+9)

(23) = 3! (250 +3s2 S1 +
hs = (3!sd + 8ssi + 3sl + 6s2s2 + s|)
Puisque Ilgwo 0"p)(O) —p!b + on deduit de (20) la formule

de reccurence suiyante pour p=2. 3,...
(24) bP+i = ~N[(P-D! sp+ (Pri)-(p-2)!sp_1-b2+...+

+ NKl) -(p-k-Dk!sp_fec-bfeti + ... + (p-~p-DISj-bJ.

Il en resulte Ie the rem

T | de 3 fonction: .z
foneto

Les formules (23) et (24) montrent (kje le coefficient
bfctl de la serie (22) ne depend que de N termes initiales
de la suite des moyennes Si, s2, s3... et qu§kce coefficient
est un polynome par rapport a Si, s2,...
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’\JX_I_ q_n QF’. la serie (22) la variable y par la serie
Ci §< v On aura identiguement dans le
cercie

cix | +b L) XA 320 €A ey s+

+ (c4+ 2fe2 Ci C3+fe2 C2 +3&3 C; c24-i>4cf) X4+ ...
d'ou Fon deduit les formules

1~ 0= G g S

Par suite, si Fon donne a la serie ﬁl) la forme
@), J=lTeo=cix+ A Xé‘l'a X3+ al xd+.),

ou az—c2/0| a3 =c3/ci, ..., on aura

(26)

. 8s,—68j82+s3

a 3d
Ces formules mettent en evidence la signification geome-
trigue des coefficients dune fonction univalente dans le
cercie. On voit notamment que:

Si la fonction (25) est uniwalente dans lefcercie X‘:< 1,
il existe un continu borne tel que: 1° I:Cconstitue la
frontiefje d’'un domaine simplement connexe contenant le
point L =00 dans son interieur et ne contenant pas de point
z=0, 2° lorsqu'on calcule IeF diametre transfini de F,
les points extremaux (6) de et les moyennes Si, s2,...,
on peut exprimer les coefficients ci, a2, a3,... de la serie
(25) par les formules (26).

Observons que, lorsgue 2d est fixe, le coefficient aﬂ ne
depend, guel que sogh S&T_ i 3,..., que de la position des
moyennes sl s2,..., |
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Dapres la seconde des formules(26) l'innegalite connue de
Bieberbach |a2l<2 exprime le fait que la moyenne s*
est contenue dans le cercie

lz|<r, our=2 d

Parellleme§2t d’apres linegalite \&31<3 de Léwner, la
moyenne est contenue dans le cercie

|z—z0<r , ou z0=3sj, r=6db

Inversement, chaque r datlon entre les m@yennes svs2..., sn-i

et le diametre transfini semtaﬁ entraine une re-
lation entre les coefficients ,..., de la fonction uni-
valente (25).

Panstwowy Instytut Matematyczny.



SUR LES OBJETS GEOMfITRIQUES A UNE
COMPOSANTE

par
St. Gotab (Krakéw).

8 1. Dans le travail publie dans le tome XXIl) de cet
annuaire je me suis pose le probleme de determiner, en
faisant les suppositions les plus generales possibles, tous les
objets geometrigues de premiere classe a une composante?).
La methode generale de mon raisonnement dans le cas
N>3 ne pouvait pas etre appliqguee au cas particulier de
n=2 qui exige un traitement particulier.

Dans mes considerations sur ce cas une erreur de signe
se glissa dans le deuxieme et le sixieme symbole de
Poisson (97)3). Il sensuit que les formules (98) dans
ce travail doivent avoir Ja forme suivante:

o} = o xor = gl
SRz

(X2, XDF = — XJI + X4f

A cause de cette erreur le raisonnement qui suivait
tombe, ce qui eut pour resultat que pour n=2 seulement
une certaine partie de la classe entiere des objets cherches
a ete determinee.

*) St. Gotab. Sur la theorie des objets geometriques. Ann. Soc.
Polon. Math. XX (1947), 10-26.

2) En ce qui concerne la terminologie, nous renvoyons le lecteur au
travail de MM. J. A. Schouten et J Haantjes, On the theory
of the geometrie object. Proc, of the Lond. Math. Soc. VVol. 42 (1937).
356-376.

3) Les numeros correspondent au travail cite plus haut (1. c.1)).
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En 1946 parut le travail de J. Piencow consacre
au meme sujet dans leguel l'auteur en appliguant une
autre methode due a Medolaghi-Wagner¥), basee
sur la theorie de groupes des transformations de L.ie,
détermine entre-autre l'ensemble des objeﬁ, gzometriaues
de premiere classe a une composante pour |l = L L’auteur

r%mmbfe as exactement ce qu’ il entend par deux objets
" (nous le faisons dans une note qui va paraitre

dans le Bulletin Polap, Beiehces at ettres
m@ﬂ et§1re ” S(fﬁ Tfﬁﬁtl(ﬁf (ﬂé gﬁﬁlﬁﬁﬁé: dQ% 65Tet5 ﬁéﬁ

| Il appligue dailleurs une methode gui suppose
le caractere analytigue des fonctions gui y interviennent,
une methode ne pouvant pas exclure d’'avance lﬁ’existence
d'autres solutions, comme p. ex. dans le cas de Il= 1 l'au-
teur n'a pas pu obtenir (comme E. Cartanf) en son
temps) les densites au sens de M. WeylJ)

Le but de cette Note, qui complete organiguement mon
travail mentionne, est de corriger l'erreur ﬁont il a ete
guestion au debut et de determiner dans le cas Il = 2 la classe
complete des solutions en partant des suppositions for-
mulees anterieurement.

§ 2. Des Oguations (1) resulte le systeme suivant des equa-
tions ordinaires du premier m‘klr ux fonctions in connues
() | t)q | (z, k=12)

®11"N2  wRML-- (*2
witwat o Ajl "L — 21
QUW2  m2"11=0

~12 U>21 "21 "12 M22 "11
"2 @22 "22"12~— "2

M21 m22 m22 "21 - "21

4) J. Piencow, Classification des objets geometriques differentiels
a une compo ante de classe v (en russe). Doki. Akad. Nauk S. S. S. R. 54
(1946), No 7, 56 —570.

5 V. Wagner, Doki. Akad, Nauk S.S.S. R (1945); P. Medo-
lag hi, Annali di Matematica (1897).

6) E Cartan, Sur la Structure des groupes infinis des transfor-
mations. Ann. Ecole Norm. Sup. 21 (1904), 153—206 et 22 (1905), 219—308

’) La densite au sens de M. Weyl c’est un objet a une composante.
dont la loi de transformation est la suivante: x—x - | m.
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La auatr|e>?’21e des equatlons (3) conduit a la conclusion
ou a est une constante.

En tenant compte de cela, nous obtenons de la cingieme
et de la sixieme de ces eguations

a(<}>12"u "u "12) 2|“12

(co2t CIF 11 CB)) CO

ce qui, confronte avec la premiere et la deuxieme egua-
tion, nous conduit a ce que

ol (a+ 1) =0
() cozlfﬁ+ 1)=0.
Les eguations (5) nous donnent Il'alternative
(6) "2="21=0
ou bien
(7) a=—1.

L’eventualite (6) avec la guatrieme des eguations (3) donne
"22=="11, d’ou nous obtenons les formules (114) de ma@n
travail, ce qui conduit aux objets geometrigues du type

Il reste a considerer le cas (7). Dans ce cas la premiere,
la deuKieme et la guatrieme eguation (la troisisme, la
cingieme et la sixieme ont ete deja utilisees} donnent le
systeme:

COJ COR  COJ2 CO] Cop2
(8) "1l 1t 2l
"12"1  "21"12 - co]

ou, en changeant les notations pour eviter dans la suite les
grandeurs a deux indices:

A = CO],
(9) IC = (01
V="
le systeme suivant:
JA — e

w =,

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 6
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Le systeme (10) ne peut pas etre resolu par rapport aux
derivees A, X, V' des fonctions cherchees puisque le deter-
minant des coefficients est identiguement egal a zero. |l
en resulte que les solutions de ce systeme (si l'on inter-
prete A /z, v comme les coordonnees des points dans Fes-
pace a trois dimensions) ne remplissent pas Fespace tout
entier, mais sont situees sur une certaine surface (de deu-
xieme degre) que nous allons determiner.

ultiplions, notamment, la premiere des equations (10)
par |, la deuxieme pamnet soustrayons ces equations membre
a membre. Nous obtiendrons:

(12) A(/z] —vX) = 2/zv
et, en tenant compte de la troisieme des equations (10),
(12) —Aa=o-.

Jaffirme qu'aucune des fonctions 2, /z,V ne peut etre
identiquement nulle. En effet, si par exemple /z=0, on it

aussi A=10 et la deuxieme des equaasi'Rns (10) donnerait | =V,
c’est-a-dire que toutes les fonctions | seraient identiguement
egales a zero contrairement a la su ité n (32). L’equation
(12) permet d’eliminer la fonction WR T de reduire le sy-
steme (10) au systeme de deux equations a deux fonctions
inconnues A/z qui se reduit dans la suite (a cause de la de-
pendance lineaire de deux equations) a une equation a deux
fonctions inconnues A /z:

(13) A/ —zA' =—11.

Si I'on traite dans I'equation (13) /z (x) comme une fonction
donnee arbitrairement et A(X) comme fonction cherchee,
nous obtenons Fequation lineaire (non homogene):

(14) a, = A+ 1,

1Z.

dont Fintdgrale generale a la forme:
(15) A =\ lz(x) + 1z (x) T ==

C etant une constante arbitraire.

fensemble d utes les solutions qui depend d’une fonc-
tion arbitraire /z et d’'une constante arbitraire C est donne
par les formules:
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2 = Clu.(x)+tu(x)
li=/2(x),
[C-X*)+z<wIN]
*(*)

Les formules (16) sont valables dans chague intervalle ou-
vert, dans lequel la fonction lu(x) n‘est pas egale a zero.

(16)

Apres la determination de on a maintenant:
a7 U = 2(X), cotz=r=co. WMrU), wk=-—2(x).
La substitution de ces valeurs dans le systeme (95) conduit,
en designant pour plus de commodite,:

A=A, A2= N1 =73 M2 = At>
ZI —fli @4 flz
18
4o 8z .8/
0~ 8 1 '
au systeme:

fi~ 49V + M =(
fi-
fi- 4(-au-a"=0

Ce systeme, en eliminant le coefficient v tire de I’equation
(12) prendra la forme:

f- +

fl- 4 +m=o
F e ([liTt + ) =0
|+

(19)
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Le systeme (19) est un systeme complet de Jacobi (on
le verifie sans difficulte), il possede donc des solutions non
triviales (non constantes). Nous laissons de cote les details
de l'integration du systeme (19). Remarquons seulement que
nous devons nous souvenir de ce que Z et « ne sont pas
independants a cause de la relation (14.)

Apres avoir integre le systeme (19), nous trouvons l’inte-
grale particuliere

7,10+ ()

En vertu de la theorie generale, l'integrale generale sera
Ifii * (*) + &/*(*))
(21) — \p3W+& ml
ou <p (u) designe une fonction arbitraire de la classe Cv

Il faut maintenant revenir du systeme (19) a I’equation
fonctionnelle des objets geometriques, c’est-a-dire a I'equa-
tion:

/I{/(», al; @ adgal), A, &, } =
(22) _ ¢ x,a &].Z'I?&aaﬁ, af; 2> & a| &G &612 + $4

On sait seulement que, dans nos hypotheses, toute so-
lution de l'equation (22) doit verifier le systeme (19) et
que le reciproque n'est pas necessairemgnt vrai. Remar-
quons d’abord a ce sujet que la fonction | doit remplir la
condition supplementaire, a savoir

(23) 1,001 =X,

Si nous tenons compte dans (21) de la relation (23), nous
obtenons la condition:

(24) ' NzT(x) X

Les equations (24) et (14) donnent:

25>
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ce qui montre (/lz7"0) que la fonction <p est reversible et
qgu' elle est, notamment, la fonction inverse de la fonction
& (x) determinee par la relation:

O® 7

La fonction Cp est donc determinee univoquement a l'aide
des fonctions 2 et |« <Cest-a-dire a l'aide de la fonction
u (x) et de la constante

Le fait que la fonction Y (x) dans la formule (21) es
arbitraire suggere l'idee que la foction 0(x) definie au
moyen de la formule (26) peut etre choisie d'une faeon
arbitraire. [Examinons cette hypothese. Remarquons que
la fonction | definie par la formule (21) peut etre, a cause
de (26), exprimee de la fagon suivante:

(27) ! IAOVI\\;I r /XJ'

Les parametr fll, &, Pg, P[ etant arbitraires, on conclut
que la fonctionf (u) doit avoir le domaine,d’existence non
borne. La question se pose si la fonctionC peut avoir des
points ou elle n’est pas definie. Or, s’il existe un seul et
unique point ul d' indetermination, alors il est possible de
construire une fonction l@ (u) possedant au point Uo une
discontinuite (ne pouvant pas etre supprimee) et reversible
en meme temps dans tout le domaine d'existence. P
contre, il est impossible de construire une telle fonctionac
possedant au moins deux points d’indetermination. ,, Par
consequent, le domaine dexistence de la fonction C est
identique avec l'intervalle ( + °°) tout entier ou bien
avec lintervalle (—°°, + 00) prive d'un point u0. Le reci'
proque est aussi vrai. Nous pouvons enoncer notamment
e s uivant L

. Thegre et . LN | e, (-
' |§egr i leﬁ ?n "ﬁ@ Filk

s —0°, + 00)
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i PR b

La demonstration est simple. En substituant (27) dans
(22) nous obtenons:

" faiO(x) +a2\
A0 \a30(x) +a4' +P2 /SI«|+/?R g Agad- ’\2a41
fe0 o lAO0)+aZ|LA] % (At + j T”j 1
€0 0\a30(x) + a4/

Puiseue la fonction 97 est reversible et que [%2(u)] = U, la
derniere equation est equivalente a la suivante

«i 0 (x) + '
10 @ (%) +Eﬁ s gPt«|+/?2A3)0(*)+P|az+ Aﬂ
03 a (X) +«2 + A ft“l1+A«3) 0 (*) +A @+ 0
0 (x) +ad

qui est une identite presque evidente.

Par la meme notre proposition est demontree et dans
le cas (7) tous les objets sont ainsi determines.

Remarquons que pour les objets obeissant a la loi de
transformation (27) il existe les systemes de coordonnees
dans lesquels I'objet ne possede pas de composante. Appel-
lons tels systemes ,,exceptionnels”. x0 etant la composante
de Fobjet dans un systeme non exceptionnel, nr ons u
transformation bci(dy ee a 1P1||de des parametres PZ P
telle qu'on ait (x0) = 0. Alors cette transformation
conduit a un systeme exceptionnel. Un cas analogue se
presentera si la fonction 92 (u) ppssede un point d’indeter-
mination ul et si les parametres [\ definissant la transforma-
tion remplissent IeEuation:

| (XPHH— 0,
o) +

L’ensemble des transformations qui conduisent d'un systeme
exceptionnel quelconque a un autre systeme exceptionnel
forment un sous-groupe du groupe generat donne.
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§ 3. Consideron 2n‘clint nant deux cas particuliers.
I. Posons NM(X) = — =V, On a alors

2(x) = — X, O(X)ZX (u)=ﬁ

L

Etant donne un vecteur contrevariant arbitraire V', si I'on
pose

(29)
nous obtiendrons precisement l’objet geometrigue qui se
transforme d'apres la regle (28).
Il. Posons /t(x) = — 1, C = 0.
On obtient dans cg, cas

200 = K 0x) = — X <p(U) ==\

et par consequent

w 1= R - R

Etant donne un vecteur covariant arbitraire si I'on
pose

(31)

nous obtien%ons precisement l'objet geometrique dont la
composante se transforme d'apres la regle de transfor-
mation (30).

§ 4. Le fait que parmi les objets trouves sont les
guotients des composantes du vecteur nous suggere le pro-
bleme suivant; soit un vecteur arbitraire, d. ex. un vecteur-
densite contrevariant donc un objet a deux indices b pour
lequel la regle de transformation est

ot = ZT1PI0 4 Apg .l

(32) h = ~N(AN + Ab) ftA 7™
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Demandons nous auelle doit etre la fonction

(33) ™) .
pour que
(34) co = F(b1,h?)

soit un objet geometrigue de premiere classe a une composante.

Si Fon suppose que CO soit un objet du type z), on arrhe
tres vite a la contradiction. En effet, cette supposition con-
duit a la relation

(351 FLIM(M + /W, Im(M + MY} =vHJI-IF[F("M]},

ou W/ est une certaing fonction reversible de classe Cj et IF la
fonction inverse de m En posant dans cette relation =1,
on obtient

(36) F(ftf+ /™, + M) =F(£})

et de la on arrive facilement a une seule condition restrei-
gnante A A— A A =1 pour les yariables A, et a la conclusion

que F (£, i?) doit etre une fonction constante. On obtiendrait
donc un scalaire, c’est a dire 1'objet geometrigue de la classe
0 et non de la classe 1.

Supposons maintenant que <, determine par la formule
(34) soit un objet de second type, notamment

< NiOw+/52 |
co=F (bG b2) = p OW+ /%]

c’est-a-dire
07) Fiz- (Ac+&,) 2" &« ——=_c£51:$Ta}

Posons en particulier A_l dans l'eguation (37). Nous
obtiendrons:

FAf+& 1 &F+&*) =0

ou, plus exactement,

(A O [F_(GHH &)
UOoIF(@G ) +al

(38) K O[F(M)]+"N
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Differentions les deux membres de la relation (38) par
Am et substituons, apres la differentiation, =1,

oo treo s O o - SFET)

En differentiant (38) par raport a y?2, on aura apres la sub-
stitution A=1 $ = $>=0:

(40) jiFIN) = </‘[F(f,7?)].
>3 et la substitution hi = 1,

La differentiation par raport a
A =& =0 donne parellleant

(41) ~(BH) = — <p F(> 0]+ 02[F(M)1

En eliminant les derivees partielles Fi et F2 des dguations
(40) et (41), on aura| apres la substitution dans I’eguation (39):

—.<p =2, ,

r

d'ou en simplifijant par (;?/[F(f,77)] A0, on obtient
(42) Y + -[-02[F(M)] = 20[FO]
11 sensuit
(43)
ou encore
(44) F(")="A\.

Il n'est pas difficile de verifier que si <p désigne une fonc-
tion reversible arbltr une variable indépendante, dans
ce cas la fonctlon determmee par leguation (44)

remplira 1’equat|0n §)Se T ) anf@dﬁ

et

Un resultat analogue peut etre obtenu pour les vecteurs
covariants.



REMARQUE SUR LE DIAMETRE TRANSFINI DES
ENSEMBLES PLANS

Par
Jerzy Goérski (Krakow).

Soit E un ensemble infini ferme et borne de p mV du
plan, z0, z15.. ., zn un systeme de n+1 points de

borne superieure de produit

U(z0,..., zn) = Iz,—Zk‘\

0O<i<k«,n

lorsgue, n etant fixe, les z; varient dans E et soit

(1)
un systeme de points de E pour leguel V(%, yn)—Vn

Supposons encore gue les indices des points (1) soient choisis
de maniere gue, si Fon pose

— — | Hi” >+l —"N1

pour |=O,1,..., n, on ait

sEstU'ﬁe (1) sera dit n-ieme systeme extremal de l’ensem-
ble saitl) que les suites

{/Z°} et

tendent versdle diametre transfini de E Ce diametre sera
designe par \ (E).

*) F. Leja, Ann. de la Soc. Polon, de Math. t. XVIIl (1945), p. 5.
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M. F. ja a pose le probleme suivant?): Quel doit etre
l’ensem&)le pour que la suite { _J] ) tende vers la meme

( ) que la suite {]/zjN) } ?

L0rSali FEmSEHTHRe st une Somme des confinus, on a

I|m 17?7 =d(E).

Au contraire, lorsaue E contient des Eomts S0les, on peut
aVOIF lim inf >d '

Demonstration: 1°. Supposons d’abord que E soit
une som Ede continus d c3) (E) > 0. L’ensemble comple-
mentalrencg a Fensemble est une somme finie ou denom-
brable des domalneC

limite

ﬁi+D2 i
dont un, g igne par contient le p@int a linfini
DF DB o

(la ggmme pouvant etre vide). Soit | la frontie
de | Dapresl:le principe de mgximum les points E
sont situes sur [ et on a U(F) =V ( II est clair que

Soit Z un point quelconque de v M. eja a de-
montred) qu‘il existe la limite nI_|>r51O !/|z—|> \ " Z_tj\ et
qu'on a

lim 1/2—9?i|...z—Vn\—d(E) eG[Z),

ou GZ est la fonction de Green du domaine avec le
péle z — Par suite il existe aussi la limite
) nI_i>r510 1/\2_% |...1lz— - d(E) eG<Z pourzeD”.

2) F. Leja, ibid. t. XX (1947), p. 422.

3) Ibid., t. XII (1933), p. 57 — 71; voir p. 60. Le continu = Fensemble
borne, ferme, connexe, contenant plus d’un point.

) Ibid., t. XII, p. 68.
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Designons par ET la somme de tous les cercles \Z_,?|<r
lorsgue C parcqoest L, par celui des domaines com-
plementaires aCET' qui contient f-EOI IDI ® et par Fr la
frontiere de Posons Xj et designons
encore par <5(zF) la distance du point L a la frontiere F.

Puisgue F est une somme de continus la fonction G(z)
tend uniformement vers 0 lorsgue (appartenant a D)

tend vers F, c’est-a-dire, a chague e>0 on peut faire cor-
respondre un nombre r(e) tel qu’on ait

3) eGl2)<l +e pourzfDx et <5(zF) <r (e).

Observons maintenant que la convergence (2) est uni-
forme dans chague ensemble borne et ferme situe dans
D~”1), donc la convergence (2) est uniforme sur la fron-
itere Fr(s). Par suite ( }Faque >0 on peut faire corres-1

pondre un nombre tel gu’on ait

4) JZ |z . | < c?(E) eG(z) +»,
DNjF

pour zeFrf) et y,

Il suit de (3) et (4) linegalite

V'1z—9%%0|...1z—In_xI< d E [1+ej+4?
pourzeFrW et n > N (i?,Fr£)
donc

J/max i~
sour N[ FIE )) et par suite

| <d(E)[I +¢] +11

lim sup /mF(X|z— A <d(E) [l +ej+.
Comme >0 est arbitrairement petlt on a
) lim sup]/maX\ —f)Q —|]n [1 +e]d(E).
n_>o0° zeFr(£)

>) Ibid., t. XII. p. 68.
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D’autre part, on sait que?)
w v —0p-1]

Puisa,ueE E M C Bi(f) et que Fr(j est la frontiere de Br(s), on

a dla<res e\zprlnCIpe dze_maX|mum \ % \Z—
- m&\z—r}o\.wﬂ— hi |

an < Vmax =10l \z-Tj o
Il en resulte d'apres (5) que

|IHT]>%%D < I|m 18up ] ma?s IZ_ |
< (BE) [1 +¢] A
et comme  l/zl,n) > [z/) efjulg rj/A - d(JE

a4 nn =ma’?‘2

et par suite

[— <

on a

) lim inf > d(E) »

Des inegalites (6) et (7] resulte imm3diatement la formule
/ ,

i)
car e est arbitrairement petit.
2. Supposons,maintenat que 1 semble soit comr
du segment 0 < Z < 1 et du point L= 3 et soit W

Z-j_eme systeme extremal de pgjnts de I’'ensemble Le point
= 3 appartient quel que soitll =1, 2,...ace systeme. En
effet, si Fon avait 1 on aurait

% ve %<l ol —

o V,,:g' donc etantvn :A'ﬂ) . | 7)/\)l

17 (Yo>eee .

on aurait

2) Ibid., t. XII, p. 64.
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g m<T AnL<VVn
ce qui est incompatible avec l'egalite - , 1),

On saitl) que le diametre transfini de notre ensemble
est egal a D’autre part, on a

XM= nlere[A-1—<| > 2"
1 donc | > 2 et par suite

Panstwowy Instytut Matematyczny.

H M. Fekete, Math. Zeitschr. t. 32 (1930), p. 109.
G. Szeg6. Math. Zeitschr. t. 9 (1921), p. 254.



SUR L'EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES DE
LA DIFFUSION

Par
M. KrzyzANSKI (Krakow).

equation |e aux derivees partielles
oo WA =con TOIME :
1) A= a(X,Y) - b(X y) cxy) U =(

dont les coefficients a, b, et C sont continus dans une region
illimiteeT": — °°<x< + 0°, O<y </i, le coefficient by satis-
faisant a la condition b(x,y) >y?>0, /? etant une constante.

Lorsqu'on pose a(X y) _Af( ) b(X y) c(xy) =

wt{() W)OMﬁ Bt s ot

0 % D% g0t

Ceci met en evidence la relation entre I'equation (1) et la
theorie analytique de la diffusion,

2. On appelle ler probleme aux limites pour I'equation (|
relatif a un domaine rectangulaire R: Xi<xX<X2, yi <y<

) Voir p. ex. M. Smoluchowski. Uber Brown’sche Molekular-
bewegung. Annalen der Physik. Bd 48 (1915) p. 1103—1112. P. Frank
und R. Mises. Die Differential- und Integralgl. der Mechanik und
Physik, New-Jork 1943, Bd. Il, p. 593.
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un probleme qui consiste en la echerche d’'une solution de
I'equation (1) reguliere?) dans et se reduisant aux fonc-

tions continues donees sur les cg ce rectangle, exepte
celui sRue sur la caracteristique On dit que le rect-
angle I\ est regulier par rappor au Ier probleme aux limi-

tes pour I'equation (1), lorsque ce probleme est toujours reso-
luble univoquement quels que soient les conditions aux
limites (continues).

Pourqu’il en soit ainsi, il suffit, en particulier, que les coefficients de(l)

soient lipschitziens, bl et que a admette la derivee aX bornee3). On
peut ramener I’equation ¢1) au cas par un changement des variables

independantes (voir le travail cite de M. Gevrey, p. 371); lorsque b(X,Y)
est de classe (voir notel)) le coefficient a dans I’equation transformee

admet encore la derivee ax bornee.

Jai demontnrgd) que si les coefficients de (1) sont bornes
et si, en outre, NV (x,y) >fi>0, etantrune constante, alors la
seule sol tipn de (1), reguliere dans L (c’est-a-dire continue
dans ?T e classe C(2) a linterieur de f), apzzmte Nt |
kﬂasse de fonctions u(x,y), tels que | u(x,y)| eﬁ m eét

etant deux constantes positives), s’annulant pour y =0
est u(x,y) =0.

Si, outre, la fonction,continue <p(X) appartient a la
classe et la hauteur de | est assez petite, alors la suite
{uJ de ROIUtlonf de quuatlon 1) regulieres dans les rec-

tangles atysfaisant aux condi:
tions: XO) p T G‘ﬂ) converge dans I'
vers une solution u(x y) de (1), reguliere dans et satisfai-
sant a la condition initiale u(x,0) = <y(x).

2) C’est-a-dire continue dans R et de classe (admettant les deri-

vees du 2me ordre continues) a l'interieur de R.

3) Voir M. Gevrey. Sur I’equation aux derivees partielles du type
parabolique. Journal de Math. pures et appliquees, ser 6, vol. 9 (1913),
p. 305—471, en particulier, p. 380.

4) M. Krzyzanski. Sur les solutions de I’equation lineaire du type
parabolique, determinees par les conditions initiales. Ann. de la Soc. Polon.
Math. t, 18 (1945), p. 145—156. Note complementaire, t. 20 (1947).
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Dans tﬁSCOﬁ ﬁmegavail je passe aux SO|Ut|0nS de I'équa-

tion (1), sur la caracteristigue y = 0. Des telles
solutions admettent une interpretation evidente dans la theorie
de la diffusion et des processus stochastiques.

Je demontrerai d’abord certains theoremes generaux pour
en deduire ensuite des criteres particuliers d'unicite et d’exis-
tence de tgtes solutions.

3. Soit un ensem@ ferme, situe sur la caracteristique
y =0; dbsignons par E son complementaire (par rapport
a cette caracteristique). On dira qu’une fonctipn u(x,y) est
une solution de I'6quation (1) reguliore dansT—L, IorsEJ’elle

y est continue, elle est de classe C a linterieur de L ety
satisfait a I'é6quatign (1).

¢ A @8? g e Soluuon
39__ ( aSSEO naa | ag% e
gu(l,ey)@(l) d y?f_ (xo 0)

Demonstration Poso

U vy (X }/) (Ealns —E

0 aux points de
La fonction v(x,y) est ainsi doéfinie partout dans T et
on a v(x,0) =0E cette fonction est, En outre, de classe C(2)

a linterieur de L et constitue dans L. une solution reguliere
d’'une equation du type parabolique

@ — iy —lxy —copv=o
avec: .

@)  cxy)=— y) IK)> b(X y)>f|>0.

D'apres I'hypothese 4° on peut choi3|rx1r> mbre positif 0
de sorte que ﬁn a Z)f( \< « pour | . Considérons
le rectangle IQO . En vertu de (3), la
borne supérieure de v (X, y) dans , si elle est positive et

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 7
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la borne |nf eure, si elle est negative, sont atteintes sur

s_m\es de b non s'\?u _:?_ ur \la caractefjstique superieure
ye Or on & g.@, BI) <e etg(x,O)—O. Il en
resulte que |v(x,y)|<J partout dans I\U, en suite de quoi
(e etant petit a volonte) w(xfy) = 0 partout dans I, c'est
a dire u(x,y)=0 dans 1 —

Il en resulie ayssitot l'unicite de la solution de (1) re-
guliere dans I = L, telle

ue
(4) u(x,0) = Cp)c() pour X CE
dans la classe de fonctions satisfaisant a I'’hnypothese 4°
du theoreme I.

4. On va demontrer maintenant un theoreme analogue
au th. 111 de mon travail, concernant les equations du type
elliptiquef. Ce theoreme admet des applications impor-
tantes dans la theorie des processus stochaquues?(‘

Eiee w,%g
il

i

ﬁé« ’Mi p
A e%nr(g i Rl

P %Palfelgé e ek A S

5) Voir le travail cite de M. Gevrey, p. 372.
6) M. Krzyza nski. Sur les solutions de I’equation lineaire du type

elliptique... Studia Math. XI, p. 95—125.
7) Voir p. ex. A. Kchintschine Asimptoticzeskije zakony tieorii
wierojatnostiej, Moskwa, 1936. W. Feller. Zur Theorie der stochastische

Prozesse. Math. Annalen t. 113 (1936) p. 113—160.
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g% par 1300t &l v PIODIEME aUX imites p U [egua:
AI 3|| oxiste | dpar tout day [ 3
R% fome dangtout ensemle feme

Oul ?ef '@(ih b %’%SW oo WW@ (LET

P EremEnvﬁ tign. Posgns vn(P) = un(P) : r
= 0 dans L, (ou lI'on a designe par [ le
point (X, y))

11 resulte de Fhypothese 3° que >0 Nant arbitrairement
choisi, on T ( determiner un nombre >0 tel

(5) y0) — VO(x,0)| <2¢£ pour (NI q>N
D’apres Fhypothese 4°, on a

(6) TVp(X, y) — Vq X, y)| <2e

pour |X >e pq =1 2,....

nrs.ﬁ ons un rectangle R O<y<h, oii
Ion a L’inegalite (6) sub5|ste su J,a partie >N|
rqg N non situee sur la caracterlsthue ' pourdﬁ
(puisque pour y—0 on a (5)).
Or vn(x,y) sati t a linterieur de r a l'equation (2),
ou I'on a =0 et L’inegalite (6) subsiste donc par-
tout dans I\, Comme | peut etre choisi grand a volonte,

']Jn en deduit la convergence de ( ')e {Vd(W}tOUt dans

y en guite, de quoi il existe lim partout
dans 1L, la convergence etant unifrrm dans chaque
ensemble ferme, limite, contenu dans | =L, la fonction
u(x,y) y est continue et satisfait a la condition (4) pour
y =0.

Il reste a demontrer que U(X, y) satisfait a I'equation (1)
a linterieur rﬂ

?r, S b ,yO) un point quelcgnque situe a linterieur
de un rectangle detache de I par la caracteristique
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y—y (y et les droites X_Xl e[ X= X2 (%i < X0<X2),

<pp)
contenant ﬁa Uinterieur. (X,y) une soluti
I'equation (1), determinee dans coincidant avec |

sur la partie So du cont r_(ﬁ | constituee par les cotes,
non situes sur la droite(yj

Une telle solution existe en vertu I'’hypothese 5°. On
va demontrer que u(x,y) = u(x,y) dans \V, A cet effet on pro-
cede comme a la fin de la demonstration du theoreme Il
dans le travail cite dans la notef) .

Oon pose ”Otwwt:: U(X,)/) : K(X;W

et on (hbserve que, s >0 etant arbitrairement choisi, on

a pour |l assez grand
U o) — ) <e  sur
et

®) iy = HI) <t aans RO
en suite de quoi
é% wn(x,y) — T/(x,y)| < e:col  sur SO,

dvsignant la borrR inferieure de K(x,y) dans RO Or
vn—V satisfait dans 0 a I’equatioanzl), en suite de quoi
l'inegalite (9) subsiste partout dans Il en resulte que

Uky) = uiky) <

&0 etant la borne superieure de KX, y) dans RO en tenant
compte de (8), on en deduit I'inegalite

uxy) —ulxy) | < s+

RD etant petit a volonte, on a u(x,y) = u(x,y) partout
dans

Remarque. L’hypothese 3° est realisee en partlculler
lorsque {<n} satisfait aux conditions suivantes:

1° F etant un ensemble ferme, contenu dans UO
nombre positif, arbitraire, on p ut choi i

de sorte que |¢n(xX) — e>(X) pour ﬁ>LN r‘étm)(we
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etant un nombre sitif arbitraire, il existe un nombre
¢ >0 tel que si x00L, ’inegak‘te:
- | < 4§
entrain
T &3 K(xé <e et [92(x) K(X 0)
pour tout E etn=1 2,.

5. Comme on I'a deja signale, le theoreme Il est lui —
meme appliquable dans la theorie des processus Stocha"
stiques. On en peut deduire un theoreme d’existence en
construisant effectivement la suite {g,(x)} conformement

aux hypotheses du theoreme Il. Ceci exige des hypotheses
supplementaires, concernant la fonction g?(x).

En particulier, la construction effective de la suite
12,,(*)! conforme aux hypotheses du theoreme Il est tou-

jours possjlale, lorsque la fonction ¢?(x) est borCE Soit,
en effet, borne superieure de gs Xg(éEES Desi-

ons pa2 ‘ensemble des Gomts tels que
R( ,O) > Mn eF ensembles | sont ouverts, et leurs
complementaires, sont fermes. Posons: %(x) = ¢?(X)

pour ﬂ et admettons que g?F(ﬂX) varient lineairement
dans les intervalles contigus aux [l On a alors

(R

D)= KX o< aans CE

6. Tai traite jusqu'a prgsent des solutions determinees

c'est a dire:

dans une region illimitee I. Or on peut proceder d'une
maniere analogue, Ignsque I'on remplace la region T par
n domaine limite U, detache de T par deux courbes:

—n(y) et x=72(y), qui ne sont nulle part tangentes
aux caracteristiques. Cette fois le procede devient meme
plus simple, car on n’a besoin d’aucune hypothese, concer-
nant le comportement de K(x,y) a linfini. On suppose
qgue les solutions cherchees de I'equation (1) se reduisent
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aux fonctions continues le long de ces deux courbes. On
a ainsi le premier probleme aux limites generalise, les so-
lutions gherchees devenant discontinyges aux points d’'un en-
semble L, situe sur la caracteristigue Y = 0. On peut traiter
de meme les problemes analogues, reI tifs a une demi —
region 1” qui constitue une \partie de s’etendant a droite
ou a gauche d'une courbe A=y(y). On cherche la solp-
tion continue dans Z" sauf, aux points d'un ensembIeE
situe sur la caracteristigue Y = 0.

7. Dans les theoremel qui viennent d’etre demontres
intervenait une fonction I\ (x,y), jouant le role du diviseur
amortissant (voir le travail, cite dans la note 6), en particulier
p. 110). 1l est evident que la portee de ces theoremes de-
pend deKa possibilite de la determinaffon effective de la
fonction I\, relative a un enseppble donng L des discontinuiteE
La recherche des fonctions dans le cas particulier, ou
est contenu dans un interyalle de la caracteristigue y =0,
sera entreprise a present.

Je commence par l'etude de 1’integral de Weféﬁﬁéraaé

a” Supposons que l’ensemble soit
X’? eet gu’il soit contenu dans lintervalle ferme
J =<

y r>. On peut supposer que les extremites de
cet interyalle appartiennent a

Soit #(X) ungpfonctionr continue et positiv Rns _,_’en-
semble ouyert =j—L, telle que 1° Iim (T—

2° l’mtegrale ()dX soit convergente.) On peut choisir
I&(X) de fagon que J &(X)dX - 1

Considerons l'integrale

Jo(x,y) =_Jr U (X,y; s) #(s) dS

8) Pour la construction d’une telle fonction voir S. Saks. Theory of
the integral. New-York, 1947, p. 205.
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Uk ys)= 5z ep o3,

Il est evident qu’elle est convergente pour y > 0, car

Axy)<31(y) "I (9"7s

avec

Elle est toujours positive. Quant au comportement de
lintegrale 30(x,y) lorsgue y->0, nous allons demontrer le
theoreme suivant.

Theoreme llII. On a
i & y) 17(x0 § 8 E’
m X, )=  +00

(xy>teod 0 X0 > .

Demonstration. 1° Supposons que XOeCE et soit d
un nombre positif, tel que 2 ¢ < inf|£—x0l+ Designons

par ctij le voisinage de x0 de rayon <& c'est a dire Il'inter-
valle (X0 5 X0+ <) et par co? 0 de rayon 2 < Soit
=jsi X0<|>I’et&—j— C)WG

Admettons que Xect>i. Si se y on a |X—s\> 4 et par
suite

! U( 1Yi9) &S ( ) i <12- tff’ | #(s)ds<2w4y

gee sorte que cette mtegrale tend vers zero ajq y, pour

coi. 1l en resulte que si Ix0i>r, on a(x,y!.i-gz*o.o 1Y) =0.
Si e G, on a
30 (x,y)=J U(X,y; s) & (s) dS+J U( 1Y:s) &(s) ds.

Q cu2

La fermeture de a>2 ne contenant pas de points deE la
seconde integrale tend vers & (%o0) pour y->0, dapres le
theoreme classw;je(de)w ierstrass. On Grouve donc

lim (x0) pour x0 e

(0, Oj
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Supposons en second lieu que XOQE Le nombre M>0

eta s a volontg, 83)(0 ¢ >0 assez petit pour que l'on
a|t pour | |< &
Alors etant de mesure nulle, on a:

Ul 9o >]0 )0 65>

Lt ) 505,
Or, en posant S:X +?Oy éz, on obtient

FUySds= = e i
Supposons que X_XO ; alors

)

/=+i ‘4\/y d
J U(x,y,s)ds> j/ J_ e 0
- AV

et on peut choisir le nombre [) de sorte que

U(X, y, s) dS ) 1 poury<#?.

x0—0

On a donc:

Uy ool
pour |x—X01 + y< min[~, vl-

8. Considdrons le cas particulier, ou Fensemble E est eon'
stitue par un nombre fini de points isol6s xip) (p = 1,2,...n).
On peut choisir cette fois la fonction #(x) de sorte que la

fonction 70 (x,y) croisse pour y->0 plus rapidement que y 2'
ou (<1, mais peut s’approcher de 1 a volonte.
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02 (0=t )%U°+ﬂg

que les mtervalles

Xm on fait correspondre un yoisinage
y les nombres 6p etant choisis de fagon
soient non impietants. On pose cette fois

wo=e X=NI| o<
lorsgue Xea>p et #(x) =1 pour Xe j— '

p=i
La fonction $(x) etant ainsi definie, il est aise gd’etudier
I'ordre de la croissance de 70 au yoisinage des

oo - UKV

il suffit d’etudier l'integrale qui figure dans le second membre
de linegalite (11).

Pour simplifier les calculs on suppose que XiP)=0 et on
pose & =4 <1 Alors

Wp"d(x yis) #(s) 09 05 = J (X ), S) | |~ 5=

6—x
(0] f2

=20 +X e X+12;2 ol\m do.

2V7
Soit

&p U (X,y, S,) #(s)ds> 24 Ji e ° |x+ 2ylRo|-* do>

>2g06“(|x|+2yl12)-*,
ou l'on a pose
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Soit  un nombre positif inferieur a1 (et a fortiori a Z)
Si |X‘ +y<q, on a:

X\ + 2y2 <2(1 x|2+y2)<2 |/2( X+
+y)2 < 2] /2en suite de quoi 20 (x,y) > / U (X,y; s) #(s) ds

p
0

2122 g Q~ 5, de sorte gue 30 (x,y) augmente comme

Q au moins, lorsgue <>->() (<5 etant fixe).

)r(naintenant a la determination du diviseur,
1Y)

On a besoin de faire plusieurs hypotheses supplementaires
concernant les coefficients de l'eguation (1).

9. Passon
amortissant

On suppose _notamment que le coefficient a(x,y) admet a

Uinterieur debr les deriyees partielles du ler ordre conti-
nues et que N(x,y) =1 On peut alors par un simple chan-
gement de la fonction inconnued

=g 20 463) o

eliminer le composant, contenant la derivee ‘Q de sorte
que l'eguation (1) se ramene a la forme

(12) NMv)=]-N——ci(x,y)w' =0 .

On suppose, de plus, que dans l'eguation (12) le coefficient
Ci (x,y) est borne inferieurement par un trinbme du second

rdre,pplus precisement, qu’il existe deux nombres positifs
et U tels que:

(13) Gi (x,y) > — (AX2 4- B)

partout a linterieur de r

) Transformation de H. Blo ck. Arkiv de Stockholm. Bd IV.
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Posons

ou IT( noyau

Olx—sy)

2 et r etant deux constantes positives, qu'on va choisir con-

venablement dans I3 suite

L’integrale jr(X,y? Slé comporte de meme que SU(X,Y) lors-
ue le point (x,y) tend vers un point de la cayacteristique
— 0. En effet, comme Is|<l, on a IX—s|<|[A|+T,

par suite

(14) (X, y, S) < m (X, y, S) < U(x,y;s)-eZ( X| rr)2+ty
70 (X, Y)?S (X, y) <70(x, y)%092(x1+r>2+*

Il en resulte que( |n8070) ,y) =0 pour | et que ( 1Y)
augmente infinlm)(/ent CfEnme 70 (x,y), lorsque le point (x,y)
tend vers un g) G1t de

Enfin, si X 30|ent et 2 les intervalles uC*thOdmts
dans la demonstratlgIn du theorem% t | et -%(—j |
Supposons que XeCO L’integrale ‘ /0 XYS) (§) S tendvers
g>e2ro avec y, en vertu de (14). Quan a lintegrale etendue a

observons que si secéol on a{ —s <44 et par suite

sUYES) @ S<IR(KY: 9o 0S¢
aisan TUOKY,S)E(S)dS.

Il en resulte que e>0 etant arbitrairement petit, on peut
choisir un nombre » >0 tel que

70(X,y)— «<7(X, y)<emoi'+ry 30()( Y)'I'e poury<s/.

Or 6 peut etre choisi petit a volonte. Donc, en vertu du

theoreme 111,
(x,y)l-i> *0.%) (xX,y) —&(*0) pour XeG
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Examinons maintenant "i(7). On a
—20(Q1— (%S0 +22—t—ci (X, Y),
en vertu de (11) on a
[91] <22 (22—1/y) (x—s)2 + ?22 —t)+Mx)+B=

= 22(22— 1ly) (x— )1+ (2 2—r)+A X— S)2+2A3(X— 5)+
+ yis2+B.
Or 2s(x—s) <s2+ (x—s)2 et |s|<n Ianzswte de quoi

"7 PY<2[2(22— 1ly) + /] (x—s)2 + 2 B+(22—t)

Posons 2= ] A, t=2 (Af2 +]/A) + B + rO,

to etant un nomppre positif arbilpaire. Supposons, en outre
que la hauteur Il de la couche | satisfasse a l'inegalite

<3_|1]t:l '
Alors:
Ni[9F]< —t0<0
et par suite
=T (S)d3<—t0J5R(X—S,}/) {05
c’est a dire
(15) < —1t7.

La fonction 7(x,y), augmentee d'une constante positive,

W jt a toutes les conditions qu’on imposait au dIVISEUU
? l.ux n- ros 3—5, sauf a celle de tendre vers +

avec

10. Dans le travail cite au n-ro 2 (note 4), j'ai intro-
duit le diviseur amortissant, qui dans le cas des deux Yaria-
bles independantes a pour expression:

Hiky)=em Y+

k etant un parametre, y et V les fonctions de k



£QUATION DE LA DIFFUSION 109

La fonction H est positive; elle croit a l'infini a lﬂ ins
v me efti. On choisit actuel ent les fonctions (rR))
de fagon que l'on ait

®) t t
nano ammer;k 4k.|. 5 | A

en tenant compte de (11) e deduit l'inegalite

(16) + (|~ y)z 4 k—-y) +tl] + B—V.
Posons

(17) ,— 4fc+Tf v=B + ™+ =0,

h etant la hauteur de la region P, vO=0 arbitraire.
On suppose que <_ |

Il resulte de (17) que
Os) +

d’autre part
P 25- < W

/e
en suite de quoi on deduit de (16), en tenant compte de (17)
et (18), linegalite:

(19)
11. On peut passer maintenant a la determination defini-
tive du diviseurjamortissa ( }/)X%:)H On pose notamment
(x

La fonctlon 5( est continue dans i._E a condition

<m|n ; elle est positive, croit au moins
comm rsque -> + 00 et tendpvers 4- °° lorsque le
point tend vers un point de L. On a en outre,
d’ipres ( t (19)

A(K) =—t0J — vOH.
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On peut choisir VO_ . Alors:
~ (K) < To < 0.

La fonction KX,y satisfait ainsi a toutes les conditions
qu'on a lui impose aux theoremes | et Il

12. Dans le cas particulleT I'equation (1) de la diffu-
sion sous l'action de la force le coefficient Ci(x,y) dans
I'’equation reduite (12) a pour expression:

ity = M . D tKx)

donc Ci(x,y) > f(X) Pour que Ci satisfasse a la condition

113), il suffit que Iﬂ jm> (AX 4 B)

(ou A et B sont deux constantes positives). Cette derrri £
condition est en particulier satisfaite, lorsque la derivee

est bornee inferieurement. Ceci a lieu, en particulier, dans
fe cas d diffusion sous laction de la force elastique
(x)=— ; ce cas fut traite en detail par Smoluchowskil0).

13. Precisons enfin quelques consequences importantes,
concernant l’unimfe oEs solutions deE equation (12) regulieres
dans l'ensemble I'ensemble etant ferme, borne et
de mesure nulle.

Nous supposons que le coefficient Ci(x,y) verifie la
condition (13).

Soit, en premier, I|<LEh iv(x,y) une solution de l'equation

F&j)_ferdes(< ’r‘U; bornee a ri 2er|eur du rectangle

de classe en dehors de Ro.
Plus Mbecis ent, on suppose I'existence des deux nom-
bres et I\, tels que l'on ait k°

| iv(x,y) | < 3f0 e

ur X‘ > r Supposons que W (x, 0) =0 pour X e CE Soit
(x,y) le diviseur amortissant, determine aux n-ros

10) Voir la note O.
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9—11. isit k> k dans I’'expression pour H x,y),

on a KSO(WI'>C€RCX et W(xy) satisfait a Hn/pothese 4°
du theoreme 1 (a condition que la hauteur de T soit
suffisamment petite, voir n- W)Xl _erO suite q Oi on
a, en vertu du theoreme |, dans |

pejé one enﬁ@\;@; )i e(fﬁéf 5@ —laﬁ“th g@?g%(ﬂ?
m u =0
or = |aﬁP| l

w(x,y) =0.

11 en re l'unicite, dans la classe de fonctions bor-
nees dans I—L, de la solution de I'equation (12), deter-
minee par la condition initiale (4).

Supposons ensuite que Fensem ; e C ﬁose d'un
nombre fini de points isoles: S((U Si Fon
choisit pour #(s) dans I’'expression pour 7 (x y) (voir n-ro 9)

la fonction determinee au n-ro 8, on deduit du theoreme |
le theoreme suiva

P WMQ s

W ﬁw BRI aéwe

iv(x,y) = 0.
Les deux theoremes qui viennent d’etre enonces, s’appli-
guent en particulier a I'’equation de la chaleur
32iv B
8x2 y

Panstwowy Instytut Ma



SYSTEMES DES EQUATIONS ET DES INEGALITES
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES AUX DEUXIEMES
MEMBRES MONOTONES ET LEURS APPLICATIONS

Par
Tadeusz Wazewski (Krakéw)

Considerons l'equation differientelle

-~ =49(.Y) 1)

et supposons qie la fonction g soit continue dans un en-
semble ouvert

On sait que:
at) Par t (f0,yo) de ” il passe une integrale gy-
perieure [ﬂla{eféﬂ@ c.-a-d. definie a gauche et a droite de s[b

Elle se t&jsse prolonger dans les deux sens jusqu'a lg fron-

tiere d "
a2) Si é@ ) sont deux points de ” pour
Iesq els a est une integrale quelconque issue
tangls que - et lintegrale superieure de (1)
issue de alors on a e?(f)<v'(™) dans tout intervalle dans
lequel ces integrales existent.
De la il resulte en Aartlc lier que:

) Si pour §<Bomts y introduits tgut eure, on
alors a chaque i t grale y = issue de

1’|negallte
?\ O{I‘ spond une integrale Y = issue de U, telle que
p(qo (f) dans un voisinage bilateral et suffisamment petit
de

Il se pose le probleme de savoir dans quelle mesure ces
proprietes ax, a? et a3 se laissent etendre aux systemes

4 = gl(t,Y].,, v . @=1,..., n) 2)
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les fonctions g"i:tant, par hypothese, continues dans un en-
semble ouvert

Voici d’abord quelques definitions qui faciliteront le
langage et l’ecriture.

Soientp _ —_
= /0, aj,..., a,) , B— (70, b,)

deux points dont les prempggres coor%nnees 0 sont iden-
tiques. ai dirons querg majore (ou minore B)

lorsque y (=1,
Une suite de fonctions N(D),..., <) sera designee,

tout court, par O ) )
$£ Ies ot(t ) () ©)

Nous introduison ationhs
w) = (0 K(0)
y = (Vi YN
Le systeme (2) prendra ainsi la forme
= g~ (FY), (i=1,..., n) (2 bis)

La notation
G{Y) = (g™Y),..., g'(fY))
permettra d’ecrire le systeme (2) sous la forme vectorielle
=G (t, (2 ter)

Si F(t) — (vqCO e, Wﬂ (0) est une integrale du systeme
(2 ter), on aura
o'()) = G(Z, 'F()).
On dira que le systeme (2 ter) majore le systeme

ou, tout court, le systeme
= F(f.Y) @)

dans ” lorsque
F(f,Y)<Gﬁf,Y) (dans )
c.-a-d. lorsque < ¢' dans

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIH. 8
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Il sera commod ement au systeme
c@ n ﬁgge er‘élﬂjég (ou inferieures)

2 (e, T
gralce)nsgi:eilnge a gr::;(eecré ve éﬁf Olmi mﬁ’a titue l'inte-
R=(lat.... o)l . | inidnale itey

lorsgue, pour C Eﬂg integrale 0612 on a
00 < (/) dans Ue intervalle iéﬁ<yjdans leguel
O(Oet (2) existent.

Les definitions des integrales superieures a gauche et
des integrales superieures bilaterales ainsi que des integrales
inferieures des trois especes sont anatogues.

La continuite das fonctions ¢g' ne garantit pas I'existence de
Uintegrale superieure a droite.

M. FukuhT mégé ge les systemes des eguations
(2) remplisant ’Hy O (cf. 8 1) consistant en ce que
la fonction ¢, (1=1,..., n), est continue et -"ytlssante au

l

sens large, par rapport a chacune des variables Y/}
yi+i, ..., Wseparement.

M. Kamke**) a dgnne une simple mo tration de ce

que, sous !'Hypothese T(] par tout point il passe une

integrale superieure a droi un intervalle

[O< <> laquelle integrale [@ﬂ(ﬂf@f’g aaf ﬁbfe de & lorsgue
tend en croissant vers [?, (< + °°),

Or, dans cette hypothese, ce theoreme n’est pas tout a fait
strict (cf. 'Exemple du § 3)***), c’est pourguoi nous avons
cru utile de revenir a sa demonstration basee sur la meme
methode, abstraction faite de quelques modifications. Ce

theoreme deviem strict lorsgue Fon apm tréfé: soirement
que lensemble V jouit d'une certaine Dl (cf. § 1).

*) Japanese Journal of Mathematics 6 (1930) p. 269-—280.

7)) E. Kamke. Zur Theorie Gewoéhnlicher Differentialgleichungen 1.
Acta Mathematica 58 (1932 p. 57—85. Satz 7.

***) Dans cette hypothese ne subsistent que certaines propositions de

caractere local (cf. Propositions 3 et 4 du § 3).
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Une remargue critigue du meme genre se rapporte au suivant
theoreme de M. Fukuhara traite aussi par J#: ke

Si le systeme (2 ter) satisfait a 'Hypothese (dans £?),
majore le systeme (4) et X<B alors Bintegrale superieure
a droite duy systeme (2 ter) issue de jore toutes les
integrales V (f) du systeme (4) issues de (cf. 'Exemple
du § By*** Ce theoreme tpevientjuste lorsgpe I'on admet
accessoirement la Propriete [ relativement a V.

Nous demontrons un theoreme plus generat bien maniable
dans certainT{ applications: Si le syste (2 ter) remplit
FHypothese I\ et & jouit de Ieypmepm et Ior ue Fon
a, pour une courbe eontinue issue de vers la
droite,

D+0(/) < G(t O(F))H) 5)
alors on a, a droite de
(6)
u :&(/) designe l'integrale superieure a droite de (2 ter) issue
(Theoreme 2 du § 1). K

Il se pose IP probleme de savoir si FHypothese I\ associee
a la Propriete I represente 1'hypothese la plus generale dans
laguelle a lieu la limitation fournie par ce theoreme. La
reponse, obtenue dans une voie bien simple, est positive au
sens precise par le theoreme suivant (Theoreme 3 du § 2):

Si 1°) les fonctionT_) g' sont continues dans & ouvert qui
jouit de la Propriete A B

2°) pour te couple de points < t U appartenant aQ et

tels que et a toute integrale V' (f) du systeme (2 ter)
issue de FH*) correspond une integrale 'F(f) du meme systeme
issue de U, telle que

oH<wW) (7

«***) E. Kamke 1 c. Satz 9.

*****%)  Ce theoreme peut n’etre pas juste dans auCun yoisinage a droite
de A, tout petit gu’il soit. Il n’est donc pas juste meme au sens local.

*) On a, par definition, = (D-j-<bj (f), ..., D_|_<n (t) ou
O + &; (s) designe le nombre derive inferieur a droite de <, (f).

**) Ceci veut dire que $’#) = G, (f)). Si I'on remplace cette egalite
dans l’enonce du present theoreme, par l'inegalite (5), l'inc¢galite (7) reste
vraie a fortiori.
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dans un petit yoisinage a dr}Qlte de A et B, alors le systeme
(2 ter) remplit ’'Hypothese dans

Si nous supposons en Alus Bue Uinegalite (7) ait lieu dans
un yoisinage bilateral de M et U alors (cf. Theoreme 4 du § 5)
le systeme (2 ter) est forcement de la forme

=g (t, yt), 0=1.... n (8)
oi.ll >1;onct'w'= g ne depend d’aucune des variables vi, ...,
= i,
Ce systeme presente une ,,juxtaposition” des n equations
dont chacune separement presente une equation a une fonc-
tion inconue.

Nous voyons ainsi que la proprietebﬂ Tletrar seule equa-
tion differentielle, relative au yoisinage a y Ne peut pas

e st o AFATHG Dt - o

BT

On vai =u&§./'
e du point initial. *

S
mt
En posant f =—1t dans l'equation (2) on obtient un sys-

un Yyoisinage a droi
teme
| :
ay | :

tet que la fonction h\ (i1=1,..., n) est decroissante au sens
large relativement a chacune de yariables yi,...,yi_i,yi+i,-..,yn.

Pour les integrales de ce systeme auront lieu les pro-
prietes analogues dans un yoisinage a gauche du point
initial.

iAotk e " GOrRETFaleS s & t's) et nous

") C’est une simple consequence du Theoreme 3 du § 2.
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deduisons un Cfltere CTunlClte (8 10) consistant a la compa-
raison d’'un systeme avec un autre. '
e § 9 nous indiguons une meIhOde de SO|Ut|0n

a des systemes d’equations differentielles et de la
limitation de l'erreur. A titre d’exemple nous donnons une
limitation (meuitleure que les limitations courantes) de l'er-
reur que Fon commet en supprimant dans le developpe-
ment de Taylor des seconds membres d'un systeme, les
puissances superieures a 1 et en considerant les integrales
du systeme ainsi simplifie comme solutions approchees du
systeme primitif.

Le terrain d’applications des inegalites differentielles
traitees dans le present travail est vaste.

Nous avons enonce certains propositions moins gene-
rales sur ce sujet dans nos travaux anterieurs et nous les

uéTl OW%WG Pegsorﬁ W@%ISIQHCG des integrales des
@qﬁéﬁ@hﬁuﬁ et A AT S l‘fﬂ‘ég[dles i

du premier ordre et de

ae e 1% E?We%se S, e, S

Ia limitation du domalne d’'existence et des modules des

AR A e

Un theoreme remarquable rentrant dans le meme ordre
d'idees a ete trouve par M. J Mikusinski*) et
applique a un probleme constituant une generalisation du
probleme de Sturm.

") Ces Annales T. XII (1933) p. 8 et T. XIIlI (1934) p. 3.

***) Rendiconti dei Lincei T. XWVIII serie 6, 2° sem, fasc. 9 (1933)
p. 373. Annali di Matematica T. XV (1936—37) p. 1.

«e*>») Ces Annales T. XV 1936 p. 103.

Tx***) Ces Annales T. XVI (1935) p. 97.

*) J. Mikusinski. Sur un probleme d’interpolation pour les integrales
des eauations differentielles ordinaires (Ann. Soc. Polon. Math. T. XIX
p. 165).
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M. J. Szarski*) a demontre que linegalite (6) sub-
siste lorsgue I'on remplace linegalite (5) par linegalite

orf <G ((f, 0 ()
hmﬁfque I'on suppose gue cette inegalite ait lieu pfesaue
p y que les fonctions de la suite O (£) = (¢" (/),.,., *.(T))
soient absolument continues generalisees au sens plus large

et le premier, rﬁmﬁfe cette inegalite ne la suite
des derivees apﬁ t S des fonctions ﬁ
§ 1. Systemes aux deuxiemes membres croissants. In-

tegrales superieure et inferieure. Theoremes sur les ine-
galites differentielles.

Hypothese H. ,1°) (Les fonctions
(t |,..., ).‘ z=1,....n) (1,1
sont contw ues WTS un ensemble Fuvert 12 de l'espace des

points (/ 2°) Si, pour un | guelcongue z—1,.. ., n)
les points
P - (1, aV..., -
fi, (,bl.., bJ | (, DIt |, o bn
appartiennent a 13 et
a, <Ny (v=1,.,.,i—1 2z+1,..., n)
alors

Hypothese K. 1°) La fonction  (cf. 1, 1) est continue
dans un ensemble ouvert 12, 2°) Elle est une fonction crois-
sante (ay,sens large) de chacune des variables yi,..., y' 1,
yitl, ..., Vﬂ separement. *)

Remargue. L' Hypothese I:| a pour coseguence I'Hypothese
i L’inverse n’est vrai gue pour une classe tout-a-fait speciale
des ensembles 12

*?) J. Szarski. Sur un systeme d’inegalites diffferentielles (Ann. Soc.
Polon, de Math. T. XX. p. 126).

=) C.-ad. ' (L, vyl,..., yi—l, ,yi+'.. yn)NF (tyl.... yi—, i,
yZ+l..... yn) lorsaue i T j et ki . On ne suppose pas que Tl soit
croissante relativement a y' et i.
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Afin de caracteriser une telle classe nous introduirons

la notion puiv
SO|en ﬂ]ﬁ,..., ) Q=(tq, ..., qﬂ) deux points
du plan . On dira que

| P<Q
lorsgue p q (I_IAt fl On dira qu’une flg polygonale
des sommetsAp smﬁ n plan ?est simple-
ment croissante lorsg j (v- —1) et lors-
gue chague segment r+1] est parallele a un des axes

ylree yo
Propriete P. Nous dirons, qu’'un ensemble ouwvart ” de
Fespace des points 7, vy1,..., jouit de la Propriete [ lorsgue
toute couple des pomts C
o b
1"'1 "
apartenant a ” et tels que , se laisse joindre par une

ligne olygonale simplement croissante qui est contenue
dans ”O

La Proprlete Pl p rsque en particulier, p(TIlr chaague
couple de points <Q) de section de par
plan a,uelconape le segment y B] fait partie de E

L’ensemble ” jouit evuﬁ,\mment au53| de Ja Propriete
lorsgue chague section de Il par le plan t— constitue un
paralellepipede

—o0<a(c) <y-<N(c) <+ 0°*

On a evidemment la

Propospion 1. Pour touH ens ble ” jouissant de la
Propriete I les Hypotheses ont equivalente

Proposition 2. Dans le cas n=1 les Hypotl'lfses H et K
sont evidemment verifiees pour tout ensemble Il des points
(L yi). N= H K _

Dans le cas Il = 2 les Hypotheses et I\ sont evidem-
ment equivalentes pour tout ensemble Il des points (/, yi, y2).

*?) Ce paralellepipede peut coincider, en particulier. avec le plan t=c¢
tout entier.
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Lemme 1. Admettons 1’hypotheseH relativement aux
deuxiemes membres du systeme des eguations differentielles

= (tyl,..., vy, @=1,..., n) 1,2).
Nous supposons en plus que la eourbe
vi=v'W, (i=I,..., n)
envisagee dans I'intervall
NINRE 3

soit contenue dans & et continue dans cet intervalle et que
y* = <), (i=l,..., n)

soit une integrale du systeme (1,2) definie dans le meme

intervalle c.-a-d.

i T T AW 6=1em

Ceci etant admis on a les proprietes suivantes:

sl & i3 pag

alors pour les memes |nd|ces z
f) < )’

t<a w4
I). Si pour 1=1, ..., t
> il B
P vi()>/'(Z, N

(to<
<
By
alors .pour les me%ﬂ Sdlc t0< <a

Demonstration. Pour un e f i ament petit I'inegalite
(1,4) a lieu Fans I'intervalle gﬂ g‘ (} C’est evident pour

les indices | pour Iesquels C’est aussi vrai

*) D4- tp; D—y> designent respectivement les nombres derives su-
perieurs a droite et a gauche, ,.D+ V*+ Q— ip les nombres derives de ip
interieurs a dioite et a gauche.
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0) r on a D+ | | 0) <
| :W \ | i+1 (§ e (R
TR B
Il en resulte que D+(y>|( t [ [O<O tO) QIQ
ST onal T, S“e‘f'fam{“e.”f,"
Supposons gue poTb% 1 /\< <a

le systeme d’inegalites (1,4) ne 30| pas rempli et designons

par U la borne mfentOJﬁel?d? I& <é)n aura
[pour =1 ..., | et lq<< t <fi] (1,5

et pour u>k1 r I’tiln R hC

Au moyen d’'un raisonnement analogue au precedent on
en conclut que D pk (tl) “ et par suite, >0 etant
t $m< t petit on aura, pour A—y<t<A I'inegalite

m{l contrairement a (1,5).
La demonstration de la partie Il du present lemme est

anaﬁ@ﬁﬁltlon Une integrale y' = Y‘(t) d’un systeme d’equa-

tions )?i([)er:entgirwes ()l \I t)) (i—1... n) (16)
ssue fun_point ¥¢ yff%té@r&@ SEAEIE verarive

valle z/ contenant est dlte
a ce pointet a cet mterv le lorsgue pour chague integra-
ley =y [ y (I=1,..., ﬁ’ issue du meme point et definie
dans un intervalle z/i (ou to e z/i C z))*) on a:

Ll -
bl dl designe due f0 est un element de 2I1 et dlC d veut dire
que fait partie de
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V' (Z)<Y'(2) lorsque 1=1,..., Il et [ 9 z/i
En remplagant v systeme dmeg_ltes par. lg systeme:
Tff (/) lorsg

crient la cefi T<|nte e Werleu B relafire al
ﬁﬁlm (mntyi,..e. Iry,,) Ié a Imtervalle

Remarque 1. Si dans chaque interyalle AX (ou 1jFINT)
le systeme (1,6) admet une integrale unique passant par

(Zo, yj,..., yf) alors cette integrale unique constitue a la
fois integrale superieure et inferieure relative a ce point et
aj.-

Si le gysteme (1,6) se reduit a une seule equation
yL(/)=dl{lyl) dont le deuxienqpe membre est defini et con-
tingndans un ensemble ouvert A, alors*) par chaque point
de V il passe une integrale superieure et une integrale in-
ferieure qui peuvent etre prolongees aAroite et a gauche
de faeon a tendre vers la frontiere de

Dans le cas ou n>2 et les fonctions g'(f, yi,..., yn) sont
continues dans un ensemble ouwert il peut arriver que,
par un point (/0, yj,..., yj) de \A il ne passe aucune inte-
grale supe;&eure (ni inferieure) rglative a ce point et a un
interyalle quel petit que soit

Theoreme |.***) Dans I'Hypothese 77 il passe par tout
point (70, yj,..., yg) de une integrale superieure J (et une
integrale inferieure 2) du systeme (1,2) relative a ce point
et a un interyalle 70 Le nombre a peut etre choisi

eon qu'un point yarlant sur v tend vers la frontiere
de N lorsque | tend vers a

Demonstration. Choisissons k>0 de fagon que I'hyper-
cube
t—/O‘ < k, v —yil| < k, Z=1,..., n) 1,7)

*) E. Kamke. Differentialgleichungen reeller Funktionen (1930) p. 78.
Ce livre sera cite dans la suite comme D. R. F.

*?) E. Kamke. loc. cit. Acta Math. 58 (1932) p. 59.

***). Ce theoreme correspondond au Satz 7 de M. Kamke (Acta
Math. 1. ¢c. p. 79) qui necessite une hypothese accessoire.
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soit contenu dans & et choisissons M de faeon que Il'on
ait |+ + KA §our les points de ce cube. Posons =
l

Le systeme J,

y_/'+p (KI,,,,, n) (\)

admet au moins une intejrale Jr

B

 KIL,..., n) (7,)
issue du point (t0, vyj,,.., V,,), definie pour
f0<K70+h (1,8)

et situee dans le cube (1, 7). Soit
yi=oi(f)! z=1,...,n)

une integrale quelconque du systeme (1, 2) issue du meme
point et definie dans l'intervalle (1, 8).*) On verifie facile-
ment qu’elle est situee dans le cube (1, 7) et, a plus forte
raison, dans On a dans I'intervalle (1, 8)

)= (t (f)) < £(/,0I(f),...., ©,() + PP .
y'+i(/)=f([, yIH+CO, ..., y'+i (/) +V-f-1 <
Al i B
yio = ey ®..... y (0
et par suite on a(cf. le lemme procedent)
(O<|y'+i(C<)r/KF7(7 , (ﬁ <[O+h)

La suite r(/) est donc convergente vers une fonction

(0 pour 'aqu;'gg ) Bttt g

Wv e etant uniforme [car en en raison de |

%)

Ies fonctions yj, sont 6galement continues
dans (1, 8) Ia courbe y'=ri(f) constitue une integrale du

) Une telle integrale existe cf. E. Kamke D. R. F. p. 128, Satz 4.
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systeme (1, 2),**) elle passe par le point (tO, yj,..., y<j) e*
est renfermee dans le cube (1, 7). Elle constitue l'integrale
superieure de (1,2) relative au point (10, yj,..., yj) et a
l'intervalle (1, 8) car les inegalites (1, 9) subsistent pour
toutes les integrales y“=oi(t) de (1,2) issues du point
(to, vj,..., yj). Par le procede presente dans le manuel
de M. Kamke*) on peut prolonger l'integrale superieure du
cOte droit de t0 de faeon qu’elle tende vers la frontiere
de &.

La demonstration relative a lintegrale inferieure est
analogue.

Theoreme dmettons I’'Hypothese H Supposons que
les fonctlons ﬁ(UAz =1,..., n) soient continues dans I'in-
tervalle

to<t<« (1, 10)
et que la courbe y'="'(t), z=1,..., n) envisagee dans cet
intervalle, sg@it_englobee par Soient

= (10, al?..., a,), U= (f0, bj,..., b,)
deux points de  pour lesquels on a
af<b; (i=1,..., n).

Dans cette hypothese subsistent les propositions sui-
vantes: |
I) Si la courbe y' = [p (t) passe par A et lintegrale supe-
rieureB/ (t), z=1,..., n) du systeme (1, 2) relative au
point U existe dans Imtervalle (1,10) alors (par I'hypothese
meme) b
y () =af<N=T, (), Z=1,..., n) (1,104a)

et chacun separement des systemes de relations (1,11),

(1.12) (1,12a) (avegg=1,...,n)
D+y @ <{,yl(),...,y" (/) pour t0<t<a (1,11)
D-y'(t) <fF (L, yl (© y'©) . . . (1.12)
**) On le demontre en faissant tendre V vers dans l’egalite yj, (2) =

= mme-)+>"] da + yO-

*) Kamke. Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930
p. 135.
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(LVIW, (0) (1-123)
impligue les inegalites ¥ ' t
KKa

I Y E
Il. Si la courbe y - ﬁ passe par et lintegrale infe-
rieure du systeme (1, 2) y'=4¥ (1) relative au point N existe

dans I’interval(\t(e) (éh(f) <ab(i)ri (;:a([o)l,’?npothese rhr)eme) ™

V
et chacun separement des systemes de relations (1,15),

> 1? T)> ,---Jp ()) pouri: |1"'1n;t0<t @

*dti“)??(ﬁ'((ﬁi,y (/A

impligue IVS ([)egaﬁtm our | — |’ ’n; t0<t < (1,17)

Demonstration. Nous discuterons le cas de linegalite
(1,11) Posons

FI()-p()_Jf(3|pr(s) yjn@)ds

o D P()<0pour[0<t<a

La fonction I: t etant continue, il en resulte é‘?est

decroissante au sens Jarge dans lintervalle
en raison de sa continuite, aussi dans Imtervalle

*) Les systemes d’egalites (I,12a) et (I,16a) expriment que la courbe

vi = yi (f) est une integrale du systeme (1,2).

**) Pour S=0 posons G' (5,f) = E (t) —st. on a D+G' (e, t) <0
lorsgue 8 < f < a. Supposons gue fl < g < f2<< a et G' (e ft) <
G> (e,td. soit t3 le maximum de t pour lesguels f, fs, G' (s, ) =
Gi (s,tji- Ona <B <G ©®fi) = G (s, t3) =<Gf (s, L) et G> (s, 13) <
G' (s, t) lorsgue 3 <t < t2 De la il vient gue D G' (s,t3)0O, ce aui
est impossible. On a donc G' (s, f,)"G* (s, t2) lorsgue fl < h < h < «,
d’ou pour £->=00n obtient F' (JA™Fi (f2).
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De la il resulte que D+|:‘ (/) <0 pour t0<t <a

1 SenSUIt que pour r =1, 2,...

oo (TR 1 o )+ o D<€
D V © <f (t YJl (t), ,y>ﬂ (f)+-v lorsque t0<t <a

En gardant les notations de la demonstration du Theo-
reme 1 on en conclut en vertu du Lemme 1, que

co, ({0<I<toth)
et en passant a la limite v-*-(<>D

V() <2 (), <1< t%+th).

Ces inegalites subsistent aussi pour <a.
Dansl le cas contraire, en designant par A la borne inferieure

fes D+ATH

pour lesquels ces inegalites ne subsisteraient pas a la fois

on aurait )< (), (I_|1"'l n)

En appliquant ay point tl le raisonnement applique tout
a I'’neure au pomtT on aboutirait a la conclusion que les
inegalites en question subsisteraient dans un intervalle fi<ti +
+ hi, (hi >0) contrairement a la definition de A.

Le cas des inegalites (1,12) et la partie 1l du present theo-
reme peuvent etre etablis dans une voie pareille.

Du theoreme precedent resulte immediatement le suivant
corollaire.

= DN et soent A=

pour lesquels a;<b, (=1, ..., Cela pose on a les
proprle’&es suivantes |, II et ll.
chaque integrale y' =y t j (=1, ..., n) issue

A
de (du systeme 1,2) corespond au moins une integrale
y'=2({), (i=1, ..., n) du meme systeme passant par B
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(et notamment l'integrale superieure), telle que pour un e>0
suffisamment petit on a
(/) <t (f) lorsgue t< tU + |S._ |
I1). A dhyague integrale du meme systeme § = |/ (f) qui
passe par correspond au my’ms_une integrale du meme

systeme (l'integrale inferieure) —yé (f)(f)po?;:i IB%IT %r10p$tgt

£ >0 remplit les inegalites »' (f) <

I1). Si par chagu p_Q_mg de & il passe une mtegr e_unigue
du systeme (1,2) et? ®, —1, ..., VK (B)
designent les integrales passant respectm {nfzt par et U,
alors (<) T (O dans tout intervalle dans leguel
ces integrales existent simultanement.

§ 2. La necessite de I'Hypothese K pour la verite des
theoremes sur les inegalites diferentielles du paragraphe
precedent.

Il se K)se le probleme de savoir dans guelle mesure 'Hy-
pothese I\ est essentielle pour le verite du Theoreme 2.

Or I'exemple presente plus tard (cf. p. 131) montre que
I'Hypothese n'est pas suffisante Fycet effet lorsgue I'en-
semble ne jouit pas de la PPopriete (cf. pys 119).

En adoptant la Propriete I et I'Hypothese I\ (au lieu de W)
nous deduirons du Theoreme 2 le theoreme qui suit. Ce
theoreme n’utilisera pas la notion des integrales superieure
H inferieure (dont Texistence g ete prouvee sous I'Hypothese

ou bien sous I'Hypothese I\ associee de la Propriete P).
On obtiendra ainsi une legere modification du TheoremeK
pour laguelle on prouvera ensuite la necessite de I'Hypothese

Theoreme 2a. Supposons que; la section de I’ensemble

ouvert & par un plan auelcongue t— represente un parat"

lelepipede |

—w<l@<) <r@<+- @1

(ou plus generalement adoptons la Propri (cf. p. 119)).
Adgptons relat ve_me(m aux fonction T_(ﬁﬂ bﬁ) 1’Hy;bm

these I\, Soient pal, ..., an),

deux points de £? pour lesguels on a: a, < (z—1,

Dans cette hypothese subsistent les propositions suwantes.
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I. Si ung courbe conp’\nue y'=y'(t), (i—1, ..., ri) faisant
partie de passe par M et remplit un des trois systemes
de relations (1,11), (1,12), (I,12a) alors il existe une integral
y'=72({), (i=1, .., n) du systeme (1,2) qui r
et remplit,les inegalites (1,13) dans un intervalle W‘teém +%
(pour un E> 0 suffisamment petit). I

Il. Si e courbe continue y' = Y (t) englobee par 12

passe par et remplit un des trois systemes de relations
(1,15), (1,16), (l,16a) alors il exiﬂe une integrale y' = t/ (t)

du systeme (1,2) qui passe par et remplityfes ginegalites
(1, 1ﬁ mtervalle suffisament petit Ltoéf&eﬁj +(§
efﬁO Srﬁt L’ensem ’OJOUit par 'hypothese, (ﬁ

la Propriete L’ Hypothese entraine donc 'Hypothese
(cf. Proposition 1). Le present theoreme resulte, par con-
sequent, |mmed|atement du TheoremeK

Avant de prouver que I'Hypothese I\ est essentielle pour
la verite du Theoreme 2a nous etablirons le suivant

Lemme 2. Admetipns les hypotheses suivantes:
1°) Les fonctions | figurant danp le systeme (1,2) sont
continues dans un ensemble ouvert

7 P it 4, B (f0 lf— b

sont deux points de U pour lesquels

- <&y (i=1, ..., n (2,2)
et s Ay 1 t est une integrale du systeme (1,2) passant
par alors il existe une integrale du mg@me systeme y' =
=t (f) (i=1, ..., n) qui passe par et satisfait aux

inegalite/s\’(l)ai(#) pour i: 1, ...,net t0<t<t0+e (2,3)

(ou e>0 est un nombre suffisamment petit) *).
Ceci etant aornit nous affirmons que
«) les fonctions | satisfont a I'Hypothese I\, c-a-d. la fonc

*) Le present lemme reste vrai lorsgue Fon remplace !’hypothese 2°
par la suivante hypothese 2 bis: Si les points A et B appartiennent a (2
et remplissent les inegalites (2,2) alors a chague integrale du systeme (1,2)
issue de B correspond une integrale de ce systeme qui passe par A et
remplit les inegalites (2.3).
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n
tion f, (z=1,...,n) est une fonction croissante (au sens
large) de chacune de variables yi,..., y'-1, y'+1,..., yn separe-
ment;

) dans le cas ou l'ensemble Q jouit de la Propriete P
f. p. ¥19) les fonctions /' remplissent dans & I'Hypothese
du § 1

Demonstration. Supposons que les points

= (/o, CH, Pp cn)
(No7 Nlweee> 17 ’ ’
a\)opartiennent a & et que . Afin d’etablir la partie

du present lemme il SFfflt de prouver. que

@ pour | | @2, 4

(P
Soit Yk kaf | |,..., n), une integrale du systeme
(1, 2) issue du point En vertu de la premisse 2° du pre-
sent lemme il existe une integrale yft =Tfc(0 issue de point
Q qui satisfait aux inegalites (2, 3).

0 v
" Vi(o) = {) = C[ pour |yAJ

En rapprochant ces egalites des inegalites (2, 3) on obtient
ViH— (00 < PO— (fo) - tU [<[0+0

d limite $0L< ), #). En remarquant que
T )_ P), T[ on en deduit les inegalites (2, 4&
La partie fl) du present lemme resulte de la partie )

en vertu de la Proposition 1 du § L

Theoreme 3. Supposons que la; segtion de ’ensemble
ouvert & par un plan quelconqueat E represente un pa-
rallelepipede de la forme (2,1) ou plus generalement sup-
posons que 'ensemble & jouisse de la Propriete P (cf. p. 119).

*) L’ensemble Q jouit de la Propriete P par exemple dans le cas ou

la section de Q par un plan quelconque t=C constitue un parallelepipede
de la forme (2,1).

Rocznik Pol. Tow. M«tem. XXIII. 9
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Ceci etant admis chacune des Hypotheses H et X du
§ 1 est nocessaire pour chacune de six parties du Theo-
reme 2a.%*)

Demonstration. La necessite des Hypothes H etK
pour la veritd de cette partie du Theoreme efa qui se
rapporte au systeme des relations (1, 12a) a ete etablie dans
le lemme procedent.

Or la veritdo de la partie de ce theoreme qui se rapporte
a (1, 11) (ou 1, 12) a pour cosdquence la verite de sa partie
Hlati a (1, 12a). Il en resulte que chacune des Hypotheses

et I\ constitue une condition nécessaire pour les parties
du Theoreme 2a qui se rapportent aux systemes des rela-
tions (1, 11) et (1, 12). — La necessite pour les parties re-
latives a (1,15), (1, 16) et (1, 16a) s’etablit d'une fagon ana-
logue.

§ 3. L'insuffisance de FHypothese K pour la prolongea-
bilite de lintegrale superieure a droite jusqu' a la fron-
tiere du domaine.

Proposition 3. Si le systeme) (1,2) remplit FHypothese K
ﬂ\ans un enserghle ouvert alors par chaque point

=(fp, 3]...., de & il passe une uperieure
 rove i e o 15D ejgfefée o
de Arfegree" soperelners tiote. =

Demonstration. SO|t t0 < h\y —a \<h £ |,...,r|)

un cube contenu dans Ce cube jouit de de Ia ropriete
P dug§ 1l Lejsysteme (1,2) remplit donc, dans ce cube,
FHypothese (cf. Proposition 1). Il existe, par consc’)qusnA
Uintegrale superieure a droite du systeme (1,2) issue de
et pouvant etre prolongee jusqu'a la frontiere de ce cube
(cf Theoreme 1).

*) 1l s’agit de six parties du Theoreme 2a qui se rapportent respective-
ment aux systemes de relations (1,11), (1,12), (1.12a), (1,15), (1,16) et (1.16a).
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Prop(Kition 4. Si le systeme (1,A) remplit dans A I'H
pothese I\ alors par chague point N\ =(Zo, aj,..., an) de

il passe une im%g[aéeb%z?’ (), i=1,..., n) definie dans
un intervalle + °° jouissant des proprietes sui-
vanteb; 1°) elle tend vers la frontiere de 12 lorsgue | tend
vers N,

2°) si + 00 alors elle constitue l'integrale superieure
a droite du systeme (1,2) issue du point (A, a (ij), m(/j))
relative a un intervalle ti<t<tt + £(A) ou e(ti) >0 designe
un nombre suffisamment petit.

Ceci resulte immediatement de la Proposition 3 et d'un
theoreme bien connu sur la possibilite du prolongement d’une
integrale jusqu’a la frontiere de 12

Remargue La. 1l peut arriver (voir Exemple qui suit) que
cette integrale y' = ? (t) nest pas une integrale superieur
a droite du systemfog,f)< rflet'bvement au point de depart
et a un intervalle 1l se peut bien gu'il exisﬁ
une autre integrale y' = (t), i=1, ..., n) issue de
qui existe dans Il'intervalle ti<t<c et qui ne remplit pas
les inegalites (H)<<t.(t), (i=1, ..., n) pour un t2(t0<<t2<c)
suffisamment eloigne de

Exemple Nous allons construire un exemple d'un sys-
teme de trois*) eguations differentielles

~ = /ft, y,, y2. y3), G=i, 2, 3) 31)

verifiant I'Hypothese K dans un ensemble ouvert 12 pour
leguel il n’existe aucune integrale superieure a droite issu
d’'un certain point et tendant vers la frontiere de 12 lorsgue T
tend en croissant vers une certaine limite**).

*) Un exemple analogue pour un systeme de deux eaguations est im-
possible en vertu de la Proposition 2 du § 1.

**) Le role de cet exemple dans la theorie qui nous occupe devient
plus clair lorsaue Fon tient compte des Propositions 3 et 4 et de la Re-
maraue tadu present paragraphe.
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Il en resulte que ni le Theoreme 1 ni le Theoremg|2 ne
sont pas vrak; lorsgue Fon fremplace I’'Hypothese par

I'Hypothese
I. Posons
iv(0=3/2 0(3—20. (3,2)
On a
w (0=18/2""/(1—0) (3,3)
iv(0) =0, iv(l)=3/T, w((0)=0, w((l)=0, (34
ivo>0, Wo>0 pour 0<l<1. (35)

Il. Considerons sur le plan des variables t, Z les trois
famijlles Fi, F2, F3 des courbes definies dans l'intervalle
O<l<1 et dependant respectivement des Tar etres (I P ety

[ =3, oo<a<oy  LANIE

1=W), ©=r<y gmne

Z - W +y, (O<y<+°°) ml |e
et reunissons ces familles en une seule familie F=Fi+F2+ F3.
On vo_:t facilementhue deux courbes de cette fam!lie \yant
un point commun [ ont la meme tangente au point [ |l
est ainsi clair que pzfr chague point de I%Obande

0<l<1, —°°< (3.6)
il passe au nF>ins une courbe de la familie I\ Les courbes
de la familie I constltuent donc les integrales d’une eguation

differentielle

dl=hit7) @)

La foncH (_Z) est definie de la fagon suivante:
= 0 pour 0<t<1, Z<0 (3,8)

h = pour0<t<1, 0<z<iv(0. (39
z

,Z =Wl pour o<f<1, z=iv(o. (3,ﬁ)

\he |2 facilement les proprietes suivantes pt, p2,
(t est coi tinue dans la bande (3,6).
h(0 = h(l,z) = 0 pour —°°<z<+00,
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p3) h(t,ZZ est croissante au sens large relativement az (cf.
(3,8) (3,9), (3,10) et (3,6)).
p<)Les courbes de la familie Fs constitu_ﬂnt s les integra-
les de I'eguation (3,7) issues du point _LU'ntegraIe
inferieure de (3,7) issuewj l'origine est donc Z et I'in-
tegrale superieyre z = r[) Ces integrales existent dans
I'intervalle 0 <l< 1.

I1l. Considerons maintenant le systeme des eguations

differentielles h

[ =Nz V =0 (3,11)
dont les deuxiemes membres sont definies dans 1’ensemble
O<f<lIl, —o00<z + 00 —00<V <+ 00

p5) En vertu de la propriete p< les courbes dependant du
parametre P
Z=/[?U'(f), v=0, (O<y3<l)
constituent toutes les integrales du systeme (3,11) issues de
lorigine t—z=v =0.
IV. Nous assujettirons maintenant le systeme (3, 11) a la
transformation

MY +y?.

yrfoy +yA S o Afery)

Le systeme (3, 11) passera ainsi en systeme

|
yt _j/2
3 12)

dont les deuxiemes membres sont definis dans la bande
0< <1, -- 00<y.< +00 (/= 2).

y sont continues et crgissanfy au sens large par rapport a
chacune des variables W et w separement (cf. p3).

pf) En vertu de p5 les courbes de la familie suiyante depen-
dant du parametre
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W), 0o

presentent Ig to | es. fntegrales du systeme (3, 12) issues
de lorigine 37 LEW —U?

V. Considerons maintenant quatre ensembles , (z—1,2,3,4)
definis respectiyement par les relations suivantes:

— %<t J— f = !
O<l< 1<io <0 .%/'1'<0 ( G1, 2,27)2’3,) Rg% -

KT <+>», l| 2 <1, —oo<y3< + 00 ﬂSe ﬁgj
+ (Y, =MW+ 2—=3N<1 — ~<Y( <+ "‘b| EM)
-et posons i\
(N} *0 — H2 "b *A3 ~b || 1
L’ensemble ” st evidemment ouvert. Nous definirons main-
tenant dans le systeme d’equations differentielles (3,1)
de la fagon suivante. Nous posons '
AAyPY2Zy> =0 (i=1,273) dans ” (3,13)
A=A=j/=AAjyL-yl, +-"=y2), A=0 dans [If (3,14)
A=A=A=0 dans &3, (3,15)
A=A=0A=1— dans £ (3,16)

en tout point y2, y3) de Jdequel 0 gt f?2M.
La continuite des A dans le cas ou L =0 ou bien (=1 re-
sulte de la propriete p2

VI1.*Nous aIIons depgnontrer que le systeme (3, 1) remplit

dans ” I'Hypot du § 1. Nous demontrerons que
chaque fonction ||, [ = 1, 2, 3) est croissante aus sens large
relativement a chacune fes yariables yi, y2, y3.

C’est evident pour L<0 (cf. 3, 13). Cest une conse-
que de (3,14), P)s_ (3,4) pour 0 Il reste le
cas 1 ISment 1 Vi, Y2, y3) et (T yf, y2, y3) deux
pomta | pour lesquels f> 1, y« <#5@ pour un certa|P in-
Pice tandis que y = y; lorsque | Les points et

appartiennent evidemment a £?3+£?4.  On demontre faci-

Or il est evidI t, que les foncitfons A> A> A sont continues
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lement en raison de la definition de 123 et que les points
P et P appartiennent ou bien a la fois a -03 ou bien ils
appartiennent tous les deux a A. Dans (ﬂ'u T ces cas
on voit en vertu de (3,15) et (3,16), (P). La
croissance en question des fonctions Il se trouve ainsi de-
montree.

VIIl. Soit
yw=rt(f), (f=1273) (3,17)
une integrale quelconque du systeme (3,1) issue du point
:Y|:y = yi=0 (3,18)
qui tend vers la frontiere de V lorsque f croit. Soit
0<f<a (3,19)

son maximal intervalle d’existence.*) Nous prouverons

s RN PRI 5% ¢ e

Supposons que (3,17) soit integrale superieure a droite du
systeme (3,1) relative au point initial (3,18) et a linter-
valle (3,19). Soit

0< t < 1 (3,20)

En vertu de (3,14), 6 et (3,4) la courbe
y|:T2= [ — (o<t<1)

constitue Fintdgrale superieure a droite du systeme (3,1)
relative au point initial (3,18) et a Finteryalle (3,20). Deux
integrales d’'une telle sorte etant identiques on a

*) Si f tend en croissant vers a, l'integrale (3 17) tend vers la fron-
tiere de 12.

**) (3,17) etant une integrale quelconque du systeme (3.1) issue du
point (3,18) et tendant vers la frontiere de 12, nous prouverons en meme
temps qu’il n’existe pas une integrale superieure a droite issue de (3.18)

et tendant vers la frontiere de 12.
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En vertu de (3,4) il s’ensuit que
ti(D = t2(1) = 3,t3(1) = 0.
L’integrale (3,17),passe donc par le point
t=1, yi=3,y2=3,y3=0.
Ce point appartient a En raison de (3,16) on aura donc
©o=x@=3nl|l]=— ([—I)Z pour 1<f<ise
lorsgue e>0 est suffisamment petit,
On aura, en particulier,
r3 (0 <0 pour l<t<1+e, (3,21)
En vertu de (3,14), p6, (3.4) et (3,15)
la courbe .
y =[]| ®=0G—123, ©0<L<+0)

constitue une integrale du systeme (3,1) issue du point
(3,18) En raison de (];3 ,21) on aura

r3 () © pour1<t<1+e

ce qui prouve que lintegrale (3,17) ne peut pas etre inte-
grale superieure a droite du systeme (3,1) relativement au
point initial (3,18) et a lintervalle O</<l+e, ni, a plus
forte raison, relativement a l'intervalle (3,19). Nous avons
ainsi abouti a une contradiction.

§ 4. Cas des systemes d’equations differentielles aux
deuxiemes membres decroissants.

Les considertions des paragraphes precedents se rappor-
taient aux.l: temes d’equations d g@sra*me s (1,2) ou les
fonctions yvl...,y") e ent dans le sens
precise par les Hypotheses du § 1

Or au moyen, de la transformation des yariables

y (i=1,....n), t=—s 1)

on peut deduire des proposmons acguises precedement les
resultats tout-a-fait analogues. Ces resultats se rapporteront
aux systemes d’equations differentielles qui different du
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ﬁﬁﬁj@g m ) par ce que ses deuxiemes membres sont
a au sens precise par les hypotheses qui suivent.

Les systemes d’equations differentielles envisages dans
le present paragraphe auront la forme

=F(, X.,..., xn), (i=1,..., 4,2)
HypO[ eSe H 1° Les fonctions
(S XLy xn), 2=1,..., 1) (4,3)
sont continues dans un ensemble ouvert Fl des pomts
(s, X°,..., X'y 2°) Si pour un | quelconque (i=1,..., n), |

points
"4=(s a,,..., a,_ ¢, ai+16n5

(s b, i c, b+i,...,
appartiennent ab
y =1, 1—1, 1+ 1,..., n)

alors F AJ F‘ .
HYpO[heSe K bIS 1°) (La fonctlo(n ’):

I,..., n) (¢f. 4,3)

est continue dans un ensemble ouvert ['l. 2°) Elle est une
fonction decroissante (au sens large) de c¢ acune des varia-
bles x X' 1 x+1,.... x" ¥e&parement.

Les deux hypotheses precedentes ne Frnt pas equiva-
lentes pour tous les ensembles ouverts On a sur ce
suyp la su- ant

0 08' |On |S Pour tout ensemlple I:l jouigsant de la
Proprlete P du & 1 les Hypotheses bis et bis sont
equivalentes.

Voici maintenant les remarques permettant de deduire
immediatement des resultats des § § 1 —3 les resultats

*) Nous ecrjvons out court x(s) au lieu de
**) C-a-d.  F' (s, XL, X}=\ Ki,x]+l,..., xn)
F' (s, x1,..., X’~1 F Xxi+l,,., Xn) lorsgue I™NJ et k] < F-

On ne suppose pas que F' soit decroissante relativement a X' et as.
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analogues mais relatifs au ym me Kemgations differentielles
(4,Zé et aux Hypotheses

Soit )_Linef fog\ctign _definie au yoisinage de s= S0
et posons (ﬁ - rp (_[) =~ s0.
Les nombres derives des fonctions y> et p sont relies par

les De' tions {0 E—D()p (s0),

o =—b0 P e DY
Bz 2o Dpl=—Dtbw

p

P) Appliquons au systeme (4,2) la transformation (41).
Nous obtiendrons le systeme

:—F‘(—t, vl ..., V"), (i:|l n)
ROy F s

le systeme .
:ﬂ ([, vl .., y), (|:|, n) (4.4)

y Soit  un ensemble de points (|, y1 ..., yn) consti-
tuant l'image de & par lintermediare de la transformation
(4,1) Cela pose les ensembles & et ne peuvent etre
ouverts qu’a la fois et ne peuyent que simultanement jouir
de la Propriete P du § 1

o) La §§d n ne alre et suffisante @our que les

|ons | ..., remplissent dans  I'Hypothese
(ou conS|ste en ce que Hs fomK'ons T (f,yl,..., yn)
remplissent dans I'Hypothese (ou )

Siy' =y [ (i=1, ..., n) est une integrale superieure
(ou inferieure) du systeme (4,4) relative au_point (f0,aj,..., an)
et a I'intervalle alors la courbe A=Al (s) =Yy' (—s),

(z=1,..., n) constitue une integrale inferieure (ou ﬂ perieure)
du systeme (4,2) relative m.l point (—f0, at, ..., a)‘et al'in-
tervalle —a<s<s|——iV,

Theoreme 1 b% Dans I'Hypothese H bis il pjséT par
tout (sO, |) de & une integrale superieure une
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integrale inferieure J du systeme (4,2) gelative a ce point et
a un intervalle a<g+¥s0, Le nombre 3 peut etre choisi de
fagon qu’'un point variant sur 9 tende vers la frontiere
de & lorsgue s tend vers a.

Theoreme 2 bhis. metto, s_L Hypotﬁ se H blS Suppo-
sons gue les fonctions |/ (s), )gsment continues
dans lintervalle

a<s<So 4,5)
et gue la courbe X = |p (s), z=1, ..., n) envisagee dans
cet intervalle soit englobee par Soient:

A (%, , e, an), (so,rb, vas, D)
deux points de & pour lesguels on a
a(<b, (i=1, ..., n)

Dans cette hypothgse subsigtent les proposiﬂ'\ons suivantes:
I). Si la courbe A (s) = > (s) passe par M et lintegrale
superieure t'(s) existe dans I'intervalle (4,5) alors chacun sepa-
rement des systemes de relations (4,6), (4,7), 4,8) z=1, ...,n)

D(H+)V"(s)>F'(s,V'’(S),..., yn(s)) pour a<s<s( (4,6

DN (s)=>F'(s,M(s),..., M(2) . n 4,7
A= Fi(5,V1(5),..., V'(5) (4.8)
impligue  les inegalites*)

> ()<t (s) pour i=1,..., n; El s<sl 4,9

I). Si la courbe x = > S) passe par B et lintegral

inferieure du systeme (4,4) = (s) relative au point

existe dans l'intervalle (4,5), alors chacun separement des

systemes de relations (4,10), (4,11), (4,12)

D)y (s)<F' (s, yd(s)..., y" (s)) pour z=l,..., n,a<S<SO (4,10)
(s)<F; (s.yKS),...~ T)) , . om (4,11)

<FAs"s),....n(s O umw

*) Les systemes d’egalites (4,8) et (4,12) expriment que la courbe

X' =v>'(s), (i=14a,..., n) est une integrale du systeme (4,4).
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implique les inegalites
VI (8)>*f («) pour 1= 1,..., n; a<s<sl (4,13)-

Lcmme 2 bis. Adpmettons les hypotheses suivantes:

1°) Les fonctions figurant dans le systeme (4,2) sont
continues dans un ensemble ouvert 12.

2°) Si B b )
A (S, ,.e=. an), (s0, bp ..., n
sont deux points de 12 pour lesquels
| 8i<fei, i=1,...,n)
et si X _y] nj est une integrale du systeme
4,2) pas nt p alorS| existgyune integrale du meme
systeme a(S) qui :pas EB et satisfait aux inega-
lites  (S) < s) pour | T,..., h et S0 —«<s<sl(ous>0
est un nombre suffisamment petit). *

Ceci etant admajs nous affirmons que -
a) les fo tioner satisfont a 1'Hypothese KbIS c.-a-d. la
fonction IF‘ (z=1,..., n) est fonction decroissante )((au sens
large) de chacune de variables Xl,.,., x' 1, X'+,..., sepa-'
rement.
I>) dans le cas om, I’ensemble 12 jouit de la Propriete Ppr.p. 119),
les fonctions F remplissent dans 12 I'Hypothese

Nous nou.Ign dispens 213 denorul‘.ﬁr les
ROTEIMe 23 DIS ec [MEQIEME 2 S
qui resultent respectivement du Theoreme 3 par Il'inter-
mediaire de la transformation (4,1).
§ 5. Systemes d’equations differentieles dont l'integrale
supCrieure (ou inferieure) bilaterale croit avec la position

de son point initial.
Definition I. Nous dirons que le point ( dV dJ

*) Le present lemme reste vrai lorsaue I'on remplace 1’hypothese 2°

par I’hypothese suivante: Si A et B appartiennent a 12 et remplissent les

inegalites b; alors a chague integrale (s) du systeme (4,2) issue
de B correspond une integrale de ce systeme X = iP>' (s) qui passe par A
et telle que YA (s) <1 (s) lorsgue i=l,..., Net s———(ou e=0 est

suffisamment petit).
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"C
majore tT_p int C—(A,cv..., ¢,) et nous ecrirons D
lorsgue LR W et d,jj, (z—1,..., zz). Si D> nous dirons
aussi que Vv minore et nous ecrirons C< U,

Definition Il. Soit x' =v>'(f), z=1,..., n) une courbe
guelcongue. Ddsignons par X et O (f) les points dont les
cordonnees sont respectivement (XI,..., xn) et %! (7)......... e?n(f).

Le symbole 0 (2) désigre ainsi une fonction subordonnant a
la variable numerigue | le, point (e4(f),..., (/).
Soit x' =y ®, (z,-.., une autre courbe que nous ecri-
rons sous la forme X =Vz(f).
A

Nous dirons que la courbey/\ — >(f) majore X_q) )
dant un intervalle lorsgue )<\ (Z) pour les valpurs
(

de | appaftenant a A, Dans cas noys dirons que [ (2)
majore (ou OA(2) minore PE@) dans N et nous ecrirons:
0(Z)<Sz(Z) dans N, ou bien 7z(Z)>0(Z) dans J
Theoreme 4. Soit
Ny =/iZyl, ..., ¥, =1,..., n) (5,1)

un systeme d’equations differentielles dont les deuxiemes
membres sont continus gdang un ensemble ouvert 12, tel que
sa section par un plan (= U guelcongue constitue un paral-
lelepipede de la forme

—00<3j(c) <y'<A(c)<+o, z=1,..., n) (5,2)
Ceci etant suppose nous avons les propositions suivantes
[, 11, 1.
). La condition nocessaire et suffisante pour qu’a toute
couple de points appartenant a 12
X=(f, ap..., a,), B=(f0, bp..., bn)

tels que B eta toutﬂintégra’fe 02 =K"@®,..., <P(Z))
du systeme (5,1) issue de M corresponde une integrale | (2)

*) La différence entre la s;gnification du s;gne dans les relations
C™D et ne pretera pas a l’equivoque.

**) Cf. la precedente Definition I.
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de ce systeﬁ"a @rm passe par B et majore O (Z) dans un petit
yoisinage t de Zo***) consiste en ce que la fonction

ne depende pas des yariables yli,..., yi_1 yi+l,..., y".

Cette derniere propriete revient a ce que le systeme (5,1)
doit etre de la forme

& iy .

Il. La CondItIOA Becessaire et suffisante pour qu’a toute
coupIePde points B de la meme sorte et pour toute A}te-
grale I (2) issue de U existe une integrﬁ ?(ﬁrssu et
minorant P(Z) dans un petit yoisinage ae con5|ste
en ce que le systeme (5,1) soit de la forme (5,3).

I1l. Supposons accessoirement que par tout point [ de
il passe une integrale unique Y(P;Z) du systeme (5,1). Cecl
etant admis, la condition necessaire et p\suffisante afy
pour touY ple de points de 1’integrale(Y7 Ll:j
majore e( dans un petit yoisinage bilateral de
siste en ce que le systeme (5,1) soit de la forme (5,3).

con-

Demostration. Les demonstrations des propositions 1, 11
et Il etant analogues, nous nous bornerons a la demonstra-
tion de la proposition I.

Notre condition est suffisante en vertu des Theoremes
2 (8 1) et 2 bis (8 4).

Nous passons a la demonstration de la necessite de cette

condition
A toute couple de point A et B (A<B) appartegant a
12 et a toute integrale O (Z) du systeme (5,1) Issue de A cor-
spond, par hypothese, une integrale (Z) de (5,1) issue de
et majorant O (Z) dans un petit yoisinage bilateral de Zo-
Il en resulte, en vertu des Lemmes 2 (8 2) et 2 bis (8 4), que

***) C.-a-d. verifie la relation O (t)<i S7 (f) pour f0o—S <<t <t)+e ou:
s = 0 est un nombre suffisamment petit (cf. la precedente Definition IlI).
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s fonction f remplissent dans A a la fois les Hypotheses
(8 1) et bis (8 2). La fonction est donc a la fois
croissante et decroissante au sens large (et parsuite constante)

g‘*é lfémrém‘nt a chacune de variables yl, y2,..., y'™-1, y'+1,..., yn

Afin d'en conclure que lg systeme (5,1) a la forme (5,3)

considerons Keu»ig I :t:s; ’dT(>~X/,y-,f H(”)’

Il suffira de prouver que (K)K—

(t)

Relions, a cet effet, les points I\ et L par une ligne poly-
gonale des cotes paralleles sucessivement aux axes de coor-
donnees y§ ...,y 1 y+l,..., y". Cette ligne polygonale
appartient evidemment au paralfelepipede (52) et a plus
forte raison, a Z2. La fonction I /tant constaK |T l)_g
de chaque coéte de cette ligne, il s’ensuit que f ’( )~ ( ’)

§ 6. Comparaison des integrales des deux systemes
dont I'un majore l'autre.

Theoreme 5. Supposons que les fonctions f(Z, yi,...,y")
At (Z, y1,..., yn) soient continues dans un ensemble ouvert
et smentA -

(0, a,,..., a,), B: (2o, bX, = =« Nn)
deux points quelconques de -0, tels que yl CB (c.-a-d.
<5, pour1=1,...,n).

Considerons deux systemes d’equations differentielles

=Tyt ey d=1,.., ) (6,1)

=g (LyLrrey), @=1rre, |). (6,2).

Ceci etant admis ngus avons les propositions gpivantes:

I. Si les fonctions TJrempIissent ITlypothese du §!
et le systeme (6,1) majore le systeme (6,2) (c.-a-d. g'<</’
dang &), si ensuite O (Z) designe une integrale de (6,2) issue
de et (2) lintegrale superieure droite de (6,1) issﬂT BY¥
alors V7 (Z) majore O (2) (cf. Definition Il. § 5) a de

*) Pour I’existence de l'integrale superieure cf Theoreme ! du § I-
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tO dans tout intervalle t0<t <a dans lequel ces deux inte-
grales existent.

Il. Si les fonctions f remplissent dans 9 I’'Hypothese H
et le systeme (6,2) majore (6,1) dans 12 (c.-a-d. T < B‘), si P (1)
designe une integrale du systeme (6,2) issue de oM
Uintegrale inferieure droite de (6,1) relative a4 IgrfE‘é/) ma-
jore  (f) a droite de  dans tout intervalle dans
leguel ces deux integralef| existent.

Né Si les fonctions | remplissent dans 12 1’'Hypothese

tl du § 4 et le systeme (6,2) majore (6,1) dans 12, @i

(p designe une integrale quelconque de (6,2) issue de@\

et ) lintegrale superieure gauche e (6,1) relative a U,

a%s[<tﬂl) majore O (/) a gauche de W dans tout intervalle
dans lequel ces deux integrales existent.

et le systeme (6,1) majore (6,2) dans 12 (c.-a-d. Txg")’
si [ (f) est une integrale quelconque de (6,2) issueAie et
5(1) lintSgrale inferieure gauche d 0(6,1) relative a N, alors

<(/f<rt01jore < (/) a gauche de dans tout intervalle

dans lequel ces deux integrales existent.
Demonstration. Ce theoreme constitue une consequence

immediate des Theoremes 2 (§ 1) et 2 bis (8 4).

Hél . Si les fonctions f remplissent dans 12 1'Hypothese

Exemple. Nous allons montrer que 1I’'Hypothese K du
8 1 n’est pas suffisante pour la verite du Theoreme 5. De
notre exemple il resulte en meme temps que, pour etre
strict, il faut, dans un theoreme de M. Kamke*) admettre sur
T'ensemble 12 une hypothese accessoire p. ex. qu’il jouit de
la Propriete P du § 1

Considerons deux ensembles 12j et 122 definies par les
inegalites

WY2i+y2 <1, —00 <t <+ °° —00<yi<+00 (ensemble 12j)
(Yi—3)2+(y2—3)2 <1, —°°<f<+°° —°<yl< +(00

) Kamke 1. c. Acta Mat. T. 58 p 74. Satz 6.
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(ensemble 132) et posons

Nous definirons deux systemes d’equations

=A Vby2Vj)-0=1223) (6,3)
=g, (f,yPy2,y3), 0°— 1,2,3) (6,4)
Nous prsons
| =0 dans 12p Il = _2 dans122, z =1, 2, 3)
g,=1 dans 12, g. = —1 dans (1=123).

On verifie, comme precedemment (cf. I'alinea VI de I'Exemple
du 8§ 3), qug¢/ chacun des systemes (6,3) et (6,4) remplit
I'Hypothese I\ dans On a

<gj, (i—1, 2, 3) dans

Envisageons les points

: ] -’ ! = (01 0! 0’ 01)1
BT
On a (z 1, 3» Lintegrale du sj*steme (6,3) issue

de A est = (P‘ (t) —0, (=123

et lfjntegrale y,-= (1), yﬁ(:r) L__%E)t dl.(| systemey' ) iss
! 1

de est de la forme —12); -

On a, en contradiction avec le Theoreme 5,
pour />0.

Moyennant quelques complications on pourrait s’arranger
[ie_f€6ﬁ que 12 meme et toutes ses sections par les plans

= y soient connexes.

Voici encore un theoreme rentrant dans le meme ordre

d’idees:

%(f)

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIU. 10
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Theoreme 5 bis.*) Supposons que les systemes

o Y V) = ) {Systeme )
ol W=, o {Systeme )

satisfassent agx conditions suivantes:

1°) S et JI, (?=1,...4°) remplissent I’'Hypothese H
dans un ensemble ouvert Q

2°) gi tendpuniformement vers ¢g' dans toute partie bornee
et fermee de V lorsgue | tend vers oo.

3°) gi > ¢' dans

Soit zl, = Zo aj, a,) une swte de points de Qten-

dant vers { I, « = an) ou appartient a £? et a, > a;.

Soient respectlyement L y =4 (), z=4,,...,n)
les integrales superigures r0| e des systemes 5 et Jl issues
respectiyement de @ et prolongees jusau' a la fron-
tiere dey, . éﬁit I'intervalle d’existence de ? (f)
et soit 0<C |

Ceci etarv suppose les Vﬂe les riCO existent, a [ta{tt;
d'un indice | assez grand { (\1a Finteryalle f0< |

remplissent les inegalites r, (t) < ,ﬁ et y tendent unifor-
mement vers t; (2).

e[m_ara 1. En appliguant la transformation y'=——ou
bien on deduit du theoreme precedent les theoremes
analogues relatifs aux integrales inférieures a droite et aux
Htetﬁg)iles extremales a gauche (dans le cas de I’'Hvpothese

La demonstration du Theoreme 5 bis est tout analogue
a celle du Theoreme 1.

*) Un theoreme de M. Kamke (Acta Mat. 1. c. Satz 10, p. 83) qui est
formule d’une fagon moins generale necessite aussi une hypothese accessoire.
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§ 7. L'extension, au moyen d'un changement des variables,
des precedentes methodes de majoration et de minoration.

Remargue 2. Supposons gue le systeme

vy = I'(/, yi,..., ¥, (z=I,..., n) (7,0
remplisse I'Hypothese H du § letsoity'= (/),(z=1,...,n)
Anp_ Wrbe (aue nous designerons par C) issue d'un pomt

.., an).

Le Theoreme 2 du § 1 permet de majorer (ou de mi-
norer) sous certaines conditions (cf. (1,11), (1,12, (1,12a) ou
(1,15), (1,16), (1,16a), cette eourbe au moyen de certaines
integrales du systeme (7,1). Cette majoration (ou ralrnoral-
tion) n’est valable que dansd[eﬁ onditjons suivantes
at) l'intervalle J s’etend a |té B)<9[t ar conseguent
se compose de points pour Iesauels <é),
a2) le morceau de la eourbe C correspondant a I'intervalle J
est renferme dans l'ensemble owupert -Q, dans leguel le sys-
teme (7,1) remplit I'Hypothese

On peut parfois, par un changement des variables, ob-
tenir une Iimitaa?on de la eourbe C meme dans le cas ou
ni la condition ni a2 n'est pas remplie.

O. Supposons, par exemple, que le point [} appa ﬁ%ﬂé
a tUet gu’il s’agisse d’obtenir une limitation de S a g%
de W

1 desigons d'abord, a cet effet, la variable t daﬂ
e atll@n par une autre lettre_ F xemple par
L’equation de C prendra la forme y' = ﬂ ( )9 1=1, n .

Appliquons le chargemrntztfﬁs va}\abfes

| (7,2)

et posons
ol (/) =V1 (2 [0—/)
(f il arrive, le, , d
icr)1?e ﬁ/ :IfeO)t0:<t <[50 +T|| arrive, par exemple, que, dans un
(

£) ol'(t) < f‘ ot ..., (I (t))

et si l'integrale superieure a droite ?'(/) (du systeme (7,1) issue
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d’un 0 blt, ), a<bt, existe dans Finter-
valle T@ffﬁo_a rs on aur;lOur 0 <tg+P|

mc.-a-d. V' (2 [0 <t(Z) ou bien
(u) lCo [
yS(f) <0(2 ﬁ pour _ef'{t< _
O aﬂEh ndratUalna une majoration de la courbe ¥ = (7)
a

Il. Il peut arriver que le point M de la courbe C n’appar-
jenne pas at Dans ce cas on ecclra d’abord (en r Ianeant
et { par u) I'equation de

par sous la TP f\ h
(i=1,..., n). On choisira ensuite un point ,...,
dans & et on soumettra la courbe C a la transformatlon

f_—/1J-F- fo ou f: = | (7,2a)
et on cherchera ensuite d’appliquer le Theoreme 2.

Remarque 3. 1l peut eT_'river que le systeme (7,1) ne
remplisse pas ypothese aﬁl‘&l I'on 1assu1etttt_a une
transformation de la forme .

il passe en un systeme remplissant cette hypothese. Si X -

— e, ¥y, ?=y(t) est la transformation inverse,
le Theoreme 2, en cas de son apphW({”e condm })aux

Wiﬁa(lgfs e Xla TPT (yAGO,..., n) represente une,lllrl1l-

tegrale convenable du syst Deux cas presentent un
interet special: 1°) lorsque est une traanormation lineaire
aux coeffitiets constants et 2°) lorsque | est de la forme

y'=£X ou (e)2=lI.

*) On pourrait, plus generalement, appliquer une transformation de
la forme
U=A@®, AM 0, yl= ... xn) (7.3)
ou les fonctions V sont suffisamment regulieres et satisfont aux inegalites
vl .., K') =v cH,. .. lorsaue xI™\xi, (j = 1,..., n).
te systeme d’inegalites XJ est invariant relativement a des telles trans-
formations, — c’est essentiel.
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Remargue 4. La meme methode peut rendre services au
cas de la comparaison des integrales de deux systemes d’equa-
tions differentielles (cf. le Theoreme 5 du § 6).

Soit
=g'(L y]-,"', yn), 1=1,..., n) (7,4)

un systeme qui n’est pas majore par (7,1). Nous commen-
eons par remlacer, dans (7,4), les yariables par d’autres lettres.
Ce systeme prendra la forme

7.7 =g'(u, X',..., X", @=1,,..,n) (7.5)

On applique a ce systeme une transformation de la forme
(7,2) (74a) o6u (7,3). (cf. la note en bas de la page precedente).
Le systeme @S) passera alors en systeme

S’il est majore ou minore par (7,1) on appliquera le Theoreme
5 du §6.

Remargue 5. Une methode analoguH s[’]T§)plique au cas
ou le systeme (7,1) remplit I’'Hypothese du §4.

§ 8. Majoration et minoration des modules des com-
posantes d’'une courbe. Notations. Nous designerons par

o(+H)9"W :
(ﬁvgoenmp_m)a auquel appartient au moins une suite hlhz,,

teuepfﬂuﬁmﬂ-k

sera appete nombre deflve moyen a droite. On

D—:(i’)rzpt(t)d’une fagon analogue les nombres deriyes a gauche

Les guatre nombres derives extremaux D(+)e>(f), D(+) </>()),
A—)iﬁ , D<) (z representent des cas particuliers de
A+) et D(-) ([)
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O(n) Ep (;)(+) ] ((_f)) <o | (f) < )Eb)(‘l') p(g et DE> M <
< D(- t) <D Ces ineg I(ff subsiste pﬁ))lur touts

les nombres derives moyens D(+) et D(-)

R b en yert inegalites
T S -l

on obtient ﬂacilement les inegalites

av) Co=1an e D(-)|Cp(f)<|D(_)CpW 68
qui subsistent pour chague nombre derive moyen +) p((
et ©(-)??(/)).

Theoreme 6. Si
1°) le systeme

Y. y"), i=1,..., n) 8.2)

satisfait a I’Hypothese H du 8§81 dans un ensemble ouvert ”
6) les fonctlons C f sont continues dans lintervalle

< < a et Iai courbe yi=19?(f)|, (i=1,..., n)
I AT AT
pOl;r) Le pOII‘:[_ Pp {0 bl b) appartient a ” et

\<£> (|—I ..... n),

4°) lintegrale superieure a dr' 8a2) v'=r;(0
issue de B existe dans l'intervalle djée[ gTO'F'

alors on a

|e?(f) | <?(E) lorsaue tO < t <t + a,

*) Nous entendons par cela qu ’a chague indice i et a chague t cor-
respond au moins un nombre derive moyen D_"gp' (/) satifaisant a cette

inegalite.
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LR

reme 2 du

En s’appuyant sur le Theoreme 2 bis du § 4 on obtient
un theoreme analogue que voici:

Theoreme 6 bis. Si:
1°) le systeme

suffit _de remarguer (cf. 8,1) que
,...,Y (f) ) et d'appliquer le Theo-

=F'(s, xX’,...,x ), (i=1,.. ,n)
satisfait a 1'Hypothese H bIS du § 4 dans un ensemble
ouvert &

2°) les fonctions <p'(s) sont _continues dans I'intervalle
sl—"<s<s) et la courbe X =|J@) |, (i=1,...,n)

est renfer ee darll_s7 et remplit les inegalites
\£>(_ (s)] < (& (eﬂ,,T (s)\ (i=1,...,n)
pour sl —/?<s

3°) le poth\_ (s0, aX,..., a,) appartient a 0 et| <p (s0) |I=
>a,, z=1,..., n).

4°) l’wtegrale inferieure a gauche de (8,3) X:f) (s)
issue de existe dans l'intervalle sl —fi < s < s,
alors on a:

\<P (s) =V (s) lorsque sO—ﬁ >S SU‘

Remargue 7. En appliquant a la courbe Y - (Z) un
changement de variables, p. ex. de la forme (7,2), o

T' | a un theoreme C'p (Uern ossifﬂilite d’u’ne rmaw

des modules

|a{'palogue Dero[ porte a la p055|b|I|te dunelmmo alﬁb’ﬁ%e

(s)| a de s0.

§ 9. Limitation des modules des integrales des systemes
d’equations differentielles. Une methode d’apprecier I'erreur
des solutions approchees de tels systemes.

Hypothese L. Considerons le systeme d’equations diffe-
rentielles
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= of (g, U].,..., U,,), i=1,...,n) 9,1
Nous supposons que les fonctions
of(g,up...,un), z=1,..., n) 9,2)

soient continues et non negatives dans un ensemble O de-
fini par les inegalites

O<g<"r<+°0< <+°(=1,...,n [eﬂSemb|€ O) 9,3)
a, (e iZp...,2z,) =0 dans O (9,4)

Nous supposons enfin que la fonction o;, (z =1,..., n) soit
croissante (au sens large) dans Il'intervalle ferme (0, + °°)
separement ;Emr rapport a chacune des variables ub...,
Ui_i, ui+l,..., Ul

Notation. Nous designerons par
u,=rf(e; kp. e, fcn), (z=1,,.., n) (9,5
Fintegrale superieure a droite du systeme (9,1) issue du

point o U] - ki>0,{i:|,---,n) 9.6)

Remarque 8. Le systeme (9,1)] remplissant 1’Hypothese
|. ne satisfait pas a I’'Hypothese du §8 1 parce que l'en-
semble O n’est pas ouvert. L’existence de l'integrale supe-
rieure (9,5 n’est donc pas, a priori, certaine. On pourra
neanmoins etablir cette existengqg et Ctendre certains resul-
tats yalables dans FHypothese grace au lemme suivant.

Lemme 3.; Si les fonctions a ((? u,,.,., un) remplissant
I’'Hypothese dans Fensemble O defini par les relations
(9,3) alors il existe une suite de fonctions

(g,ub..., un), z=1,..., n) 9,7
remplissant les conditions suivantes

1) elles sont continuestans Fensemble ouvert 12 defini

f&ﬁSéfﬁb@e&’)ames —d<{<e—W< <+ (=10

I) on a
/ >0 dans 12 et dans O (9,8)
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I1l. le systeme d’equations difforentielles
d li: = N
= Un), (|,..., n) 9,9)

remplit fHypothese || du § 1 dans fensemble

Demonstration. Soit d’abord P— (a Il «vs, UN) UN point
de fensemble & (défini tout a I'heure) pour lequel £>>0.
Soient uai,..., celles de ses coordonnees qui sont nega-
tives. En remplacant ces coordonnees par 0 et en ne chan-
geant pas les autres, nous obtiendrons un point

Q = (e, ub..., izj*appartenant a fensemble 0. Nous posons
r(p) =0.(Q), n)
Les fonctions Z, se trouvent ainsi definies dans fensemble
de points pour, lesquels on a
O<Q j—00 < U. < + 00, n)

En posant pour —dé<

) = ie=Qu,.., )

nous obtenons des fonctions definies dans . On verifie fa-
cilement qu’elles remplissent les conditions 1), Il) et IlI).

Theoreme 7. Supposons que le systeme d’equations dif-
ferentielles (E 1) remplisse dans fensemble & (cf. 9,3)
I’'Hypothese L du présent paragraphe.

Ceci etant admis on a les proprietes suivantes:
I. A chaque point

g=0, u, =fc;>0, (z=lI,..., n) (9,10)
correspond une integrale superieure a droite (unique)
u,= .(eifcp..., fen) (9,11)

du systeme (9,1) issue de ce point et définie dans un inter-
valle maximal

0<{?<a 9,12)
Il. Pour toute courbe continue uf==% (f) remplisant les con-
ditions
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77(0)<k], (/) =0 pour 0<t<b<a

et pour laguelle on a ou bien

iD(+)2,(0<c’i(0i(O...., A,(0) Pour |= | et O<t<b

ou bien
A-Wi(NH<ai(f71F) ,?72,(0)) pour i— A ,n et 0<t<b
subsistent forcement les inegalites

IM(Z) <t (f;KL(..., kn) pour 0< t< b

(Pour la signification de a et des fonctions T,(/;kj,..., kn) cf.

la partie |1 du present theoreme).

. Soit J ua&Ttervalle contenant 0 et faisant partie de
l'intervalle — < a*) et supposons que la eourbe u, =" (f)
z=1,..., n) soit continue dans J.

Soit
1% 0)| <kf< +°° (i=1,..., ﬂ
et supposons que, ou bien, pour tous les points t de J.
(#770), on ait**)

-D(+) (OI< (fLHi(?) e, HN(OL (i=1 =, n) (9,13)
ou bien, pour tous les points | de J, (f<0), on ait
£ »¢ (01 <~ (1/1, 1~(O1,..., Hn(OlD), (z=I,..., ) (9,14).
Ceci etant admis, on a dans J les inegalites

H O,<b(l ... fc,,) . (9,15)
IV. Pour chaque eourbe u, =2/;(*)> (i=1,..., fl continue
dans l'intervalle |[x—x0|<b<a remplissant la condition
ISL(x)I<k; (z—1,..., n) et pour laquelle on ou bien
ID(#) (X)I<o. (I>x-x0 (x)Ib... I U)))
lorsque 0 <|A™ x0 <

ou bien

*) La signification de a est la meme que dans (9, 12).

**) La signification des nombres derives moyens D.
a ete rappele dans le § 8 (Notations). Les inegalites (9, 13) (et les inegali-
tes analogues dans la suite) doivent etre interpretees de la fagon suifante:
A chaague t correspond un certain nombre derive yerifiant (9, 13).
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D eor<naX= xoly\éﬂb__,y\om

lorsgue 0 <|A™
on a forcement les inegalites
yi,( X) | < (x—x0} Ki;..., kﬂ
pour z=1,..., Il et O<|x—x0|<b.
(99[))emonstrat|on Ad . Considerons le systeme auxiliaire

En vertu du Theoreme 1 du § 1 il existe, pour ce systeme,
une integrale superieure a droite issue du point (9,6):

u, =T, Ki,..., k,), 2=1,..., n) (9,16)
L’intervalle maximal dans leguel pelle existe aura la forme
(9,12) c.-a-d. il sera compose des Q pour lesguels

O<g<
Considerons la courbe
u, = (0):0 pour 0<q<a

On aura en vertu de (9,8)

=0<Z(® Vi(e),..., (e)
d’ou il resulte, en vertu du T{\ﬁoreme 2, que Q: <
<L (Pj ki,..., k,) pour Q

Ces inegalites expriment qgue la courbe (9,16) est situee
dans ’ensemble O (cf.9,3) dans leguel le systeme (9,1) céincide
avec le systeme (9,9) (cf. 9,8). La courbe (9,16) constitue
donc lintegrale superieure a droite du systeme (9,1) issue du

ojnt (9,6)**).
%\d En se servant du systeme (9,9) on ramene immedia-
ﬁdnent la partie Il du present th Soreme au Theoreme 2 du § 1.
Ill. En observantque D | (@)|<|D(#) ()], (cf. 8,8)

*) Ce systeme remplit FHypothese H dans 12 (cf. Lemme 3).
*e) On pourrait obtenir le meme resultat, sans introduire le systeme
auxiliaire (9 9), en appligquant le meme raisonnement qui a servi a la demon-

stration du Theoréme 1.
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on deduit 9 our, > es inegalites
Rl dtlt,Q' "

<UL @ W,

d'ou il resulte, en vertu de la partie Il du present theoreme,
que les inegalites (9,15) ont lieu pour jes f>0%),

Afin d’etablir ces inegalites, pour les L <0 de intervalle J,
on appliguera la methode du changement des variables du § 7
et Fon posera

On auraD fAAv(Vi_—(£( C)/ Cth 8.8
o e 0B e

galite (9,13) prendra donc pour les v>0 (c.-a-d. pour
les L<0), la forme

DO IAWN| <| BCGAWN)]| <of(v, A(v),--., An(v) )
d’ou il resultera, comme precedemment, que

A;é) < a(Vv, M\ysus, k,) pour w=0
c.-a-d |T(/) <rn(d; Ki,..., kn) pour t 0

IV. On ramene la partie IV du presgnt )wm_o{eme a la
partie 11l par le changement de variable

Theorettie 8. Conservons FHypothese |. relativement au
systeme auxiliaire (9,1) et deskgnor(s pal
’ [ ’ rl)

=r,(e; k1;.
Fintegrale superieure a droite de ce systeme auxiliaire issue
du point ¢—0, u,=k,>0, (i=1,...,n). L’intervallemaximal

de I'existence de cette8 mtegrale(mra d?tjrmine par U'inegalite

Supposons que les fonctions ﬁ intervenant dans le systeme

= A(tyi.-—-. ynp (i———n) (9,17)

) On demontre pareillement que (9,15) resulte de (9,14).
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soient continues dans le domaine

[x —£|<h, |y1— Z=1,...,n (9,18)
et quelles y remplissent les inegalites
i/iQxyl,.. )| < a,(IXx—E£], lyt—  L.-- 1y, ~ - (9,19)
Soit
Y, — <y,(x), (i=1,..., n) (9,20)
une integrale du systeme (9,17), telle que
|<P,(M)—J2 i=1,..., n
Designons par la plus petite racine positive de I’'equation
h (e; ..., KN) = b,

et dans le cas ou une telle racine n’existe pas, posons (/- = +
Ceci etant admis, lintegrale (9,20) peut etre prolongee de
fagon qu’elle existe dans I’intervalleh Ql £)

yrevy Hy

—x0 < minimum (a,
et elle remplit dans cet intervalle les inegalites
—X|, fc,,)*) (9,21

DemOHSUaYVn ICe theoreme resulte immediatement des

p_ar t ) (VI IV du Theoreme 7 torsque lI'on pose i(x) =

Corollaire 2. Si, dans le theoreme precedent b, = + °°
c.-a-d., si les fonctions remplissent les hypotheses prece-

dentes dans le T)(:riakr\%h, _00<yi< + CO

alors lintegrale (9,20) peut etre prolongee de fagon qu’elle
existe dans l'intervalle [x—£| < min (a, b) et elle y remplit
les inegalites (9,21).

Theoremey 9**) Conservons relativement au systeme (9,1)
THypothese WSI quek a definition du nombre a et des
fonctions  (q; N\yiuny |

(cf. Theoreme 8).
*) Le cas le plus interessant est celui oii k, = |<A(£) —

*”) Des theoremes analogues subsistent dans le domaine des variables
complexes cf. T. Wazewski. Sur l'apprec'ation des integrales des sys-

temes d’equations differentielles ordinaires et de leur domaine d’existence
(V. la suite en bas de la page suivante)
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Considerons deux systemes d’equations differentielles

=g, (X, -, yn), =1,..., n) (9.22)

=( (X, yyn) t=1,.... n) 9,23)

dont les deuxiemes membres sont continues dans le do-
maine

XX <z y—y,i b (=, n (9,24)
Supposons_que, dans ce domaine, on ait les inegalites

| X, Verreen. yn)—g; (X, ¥,,-- ¢ yn |
< Oi(x—",lYi —VYi,---, yn—yn|)

R o

certaines integrales respectivement du systeme (9,22) et (9,23)
qui existent dans l'intervalle h' h

X=X <

sont renfermees dans le domaine (9,24) et pour lesquelles

T b —Poo <K (K constantes) oz
Cela pose <Pr6( )a—leysji(mgiltisqx_xo_; ....... kn) (0.29)

valables dans l'intervalle
x—xi < M3, h).

La demonstration decoule immediatement de la partie 1V
du Theoreme 7.

(0,25)

(Suite de la note en bas de la page precedente)

dans le cas des variabtes complexes. (Annales de la Soc. Polon, de Math.
T. XVI. p. 97 et s. s.) Dans 1'enonce du Theoreme 2 du travail cite s’est
faufilee une erreur evidente: l'inegalite (3, 2) a la page 106 doit avoir la
forme de l'inegalite (9,25) du present travail. Cette erreur a entraine le
fait, — comme me I'a fait remareuer M. J. Szarski, — que I'exemple
3 a la page 109 devrait etre remanie.
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Corollaire 3. Si 'on pese, dans le theoreme precedent
g;(x yrony y))) = G, (XjYiseeer Ya)
on obtient la limitation (9,29) pour la difference de deux

integrales du systeme (9,22) dans Fhypothese que leur Ya-
leurs initiales remplissent les inegalites (9,28).

§ 10. Une condition d'unicite.

Theoreme 10.*? Considerons le systeme d’equations
differentielles

=0 (e, «i,..., U,,), =1,..., n) (10,1)

Designons par 0 Fensemble
0< <4 0< J<+oo j=1,..., 1) (10,2)

Supposons que, dans Fensemble 0, les fonctions a; soient
continues, non negatives (0,>0) et que la fonction

, (z'=l1...., n) soit croissante (au ns Iargﬁ)/\separement
rapport a chacune des l ,..., ul+1 .
Supposons ens ite C]Lﬁ ﬁ% egral du systeme (10,1)
issue du pomt ..., ) qui remplit (10,1)

dans un mtervalle 0<f7<C (ou 0<C<'0) soit identique-
ment nulle.
Ceci etant admis sur le systeme (10,1) nous avons le suivant
critere d’unicite.

Si les deuxiemes membres du systeme

:fi(X,yl,..., v.), G=1,..., n) (10,3)

remplissent dans V les inegalifes
I/, (X, Yi,..., yn)— | X, YY,-.., Yn)| <
< O,(IX—="13Yi—Vi, ... .lyn—y.lD)

et si le point
™, i?1,..., ™) (10,5)

*) Communigue le 13 Septembre 1933 au XlV-eme Congres des Me-
decins et Naturalistes Polonais a Poznan, v. Pamietnik Zjazdu Lekarzy

i Przyrodnikéw Polskich w Poznaniu, T. 1 p. 199.
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met vy, =W (X), =1,..., n) de ce systeme issues du point
(10,5) qui yerifient ce systeme dans un intervalle —£|<f
(ou P <C< <) Font identiques dans cet intervalle.

DemOHS[fa On Ce theoreme resulte immodiatement du
Corollaire 3 du 8 9. A cet effet il suffit de poser dans
les relations suivant (9,20) k, =0 et d’observer que finte-
grale superieure du systeme (9,1) issue du point £=0, z3 =0,
z=1,...,n) est |(Uentzquement nulle dans l'intervalle

c-a-d.g O0O,...,0) =0
8 11. Solution approche d'un systeme d’equations diffe-

rentielles et limitation de l'erreur.
Considorons un systeme d’equations différentielles

=g xyP.ny) =1,...,n (11,2)

qui est difficile a resoudre. On sefpropose de trouver l'in-
tegrale approchee issue d'un point | et d’apprecier lerreur.
On peuP supposer que

=(0,0,...,0),9 (0,...,00 =0, (z=1 n) (11,2)
car on peut realiser cette condition au moyen d’une trans-
formaé.[ lineaire de la forme z, =y, + a, x+b,, z=1,..., n).
1-ere 8pb On remplace le systeme (11,1) par un systeme

=G (X, yv...,yn), (=1...m (13

ou G (0,...,0)=0. On prend soin de choisir les d’une
telle faeon (GIP Yon ait
(,yl oY) — G(xyv oY) [ <

apparti mt a & alors deux integrales y™-W/, (z=1,..., n)

<o (Ix| yj—yil,-..., yn—y,,||i
ou les fonctions o' remplissent I'Hypothese L du § 9 et que
la solution effective ou approchee du systeme (11,3) soit
plus facile a calculer.

Soient respectiyemerPt
), 2= 1,....n) (11.4)
y-=V-U), z=1,...,n) (11.5)
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les integrales du systeme (11,1) et (11,3) issues de l'origine

2' T%ﬁpén eelfllous posons

yb...,v,)=d U, yb...,v,)—G (X, ¥,5e--s Vo)
On observe que lintegrale (11.4) remplit le systeme

-0 (X, yb... i) + i (X, (X),(X)). (11,6)

3eme e[ape On gherche. a majorer les fonctions
%, 1 600 S 001
c.-a-d. a trouvgy. les fonctions af (x), telles

ﬁ 5(, M (X), ..., pﬂ Ex)) <a (| QLlj (11,7)

cherche d’abord fonctions (x) qui majo-

o () <aX|]

Une telle majoration pourra etre obtenue au moyen du
Theoreme 7 du § 9. Ceci permettra de trouyer une majo-

ratiﬁp(l(llj), car
- = %8 (),...,) —h! (0,0,...,0) [=
=\h XA,YK..., %) Sl' §<p o) %) <
<31[Ix| + o T NG<)]
| lorsque mléN, hy <MI |
4eme e[ape On a d’apres (11,4) (11,5) et (11,7)
- N ~dX| - |
= G (x, CpX (x),..) + h (X, (x),...)—G X (X),p--)I<
<o(XLIMX)— I,..., 9 (X)) I—wn (x) |) + a[ (I X).

- En designant par u, = ((?) l'integrale superieure a droite
issue de l'origine du systeme

A cet effet
rent les <[(]r)

*) Ce systeme remplit evidemment aussi FHypothese L du § 9.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 11
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on obtlend{paggw_ve |( jkTh((YX r)we(|7 d ’§’9 l)es inegalites

qui fournissent la limitation cherchee de lerreur.

Exemple: A titre d’exemple nous calculerons une limita-
¥ion delerreur que I'on commet en remplagant les deuxiemes
membres d’un systeme d’equations differentielles par les
termes lineaires de leur developpement de Taylor et lorsque
I'on considere lintegrale du systeme ainsi obtenu comme
lintegrale approchee du systeme primitif.

On pourrait verifier que notre limitation est plus exacte
que les limitations courantes de telle sorte.

Nous indiquerons aussi la limitation de la longueur de
I'intervalle dans lequel les integrales en question existent.

SupposaY que les fonctions g' figurant dans le systeme

=g'(X,Yi..., ¥.), n) (11,8)

possedent les derivees partielles du second ordre continues

dans 1’ensemb|e\X\ <h’\yi\<h’ = n) (11,9)

et que l'on y ait il les relatio
g‘<l&,|g'.|<ﬁouA>0,f* (11,10)
14, ykl<5' dw
g'(0,..., 0)=0. (11,12)

*) Une Ilimitation identique de l'erreur (cf 11,23) subsiste pour les
eaguations differentielles dont les deuxiemes membres sont fonctions analy.
tiaues des variables complexes, lorsaue les derivees partielles d’orcre 1
et 2 remplissent les inegalites (11,10) et (11,11) dans le domaine complexe
(11,9). Ceci resulte de notre theoreme anterieur (T. Wazewski. Sur
I"appreciation des integrales des systemes d’equations difierentielles ordi-
naires et de leur domaine d’existence dans le cas des variables complexes.
Annales de la Soc Polon, de Math. T. XVI. p 104). L’exemple 3 (qui ne
pas correct) du travail cite (p. 108) pourrait etre remplace par le present
exemple.

**) Dans le cas A = 0 on aurait g =0 et la solution de (11,8) sertait
immediate.
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Posons pour abreger

=Z =gl (0, o0,... 0), 4.=g"™ (0, O,..., 0)

19[9 etape En remplaeant dans (11, 8) les g' par les termes
lineaires de la serie de Taylor nous obtenons (cf. 11,12) le
systeme lineaire

gL + Jjy™-g™, z=1,..., n) (11,13)

plus facile a la solution exacte ou approchee que le systeme
(11,8)
Ce systeme a la forme

IN =G'(X, yV..., V), =1,..., n) (11,14)
ou
G':XQIX +iyig: (=l ) (11,15)
On a e‘n vertu de (11,10)‘II
G(Xayp---,yn)—G(,yp )’) <A£\yy —Y |

la fonction o' de (11,9) a donc la forme

0 vp.... wy=AXU:

J
Designons respectivement par

yl=9,(x), (z=I,..., n), tegr e 11,8) (11,16)
yAYI<Y, 2=1,..., (m el éTe dje 11,13) (11,17)

les integrales des systemes (11 8) et (11,13) issues de l'ori-
gine des coordonnerPs

0= ‘(0)=iPi(0), @=1,..., n ,
618 648, £ posant |

YP---» V) =0'(X, YP-.., YN)—G*(X, yb..., V,)
nous pouvons mettre le systeme (11,8) sous la forme

0y G’(X, VP Y +R, YP..y V), @ = 1,..., N)

11"



164 TADEUSZ WAZEWSKI

et les fonctions %: (X) remplissent le systeme

=600 yp o vy o1 (KL (K), 0y DO,

8mey EtaPF Afin de trouver les fonctions majorantes pour
les h (X, (X),..., W (X))  nous cherchons d’abord les fonc-
tions majorantes pour les |g’-(a)l On a vertu de (11,12) et
(11,10) pour les points de l'ensemble (11,9)

n

lg'(*, yp..., yn) | = I*gL(f, )+ 2,y-gn (7, L)

<A(|X+]]ﬁyi |)

Considerons le systeme auxiliaire remplisant I'Hypothese
du 8 9

4«“=~e+2Zu), =1,..., n).

uaq jm
Pour lintegrale de ce systeme issue de l'origine des coordo-
nnees on aura en raison de symetrie

U=u=..=un=2(e)

@) _ A (@ o
On trouve

(€)= (enhe~ 1 —nAe)=
=LA 2 nAr
et pour 0 < g < h on aura

z1 /1 4 2 nAh

4(e) <2 e
et, par suite,

(11.19)

Ces integrales existeront tant que

X‘ <72 VI < et X“\ < h, c-a-d. lorsque
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X< minmum e "H (i)

e el R
(X

Passons a la limitation des | ( Cp ) ,--, Cp |

En appliquant la formule de Taylor aux fonctions h’uous
obtiendrons en raison de (11,12), de la definition des et
des inegalites (11,11)

N ye ym=2l e 2y GG v
| b(|x| +izlyi):
et a|r suite (cf. 11,19)
rh X,.yf(x) ..... yn(X)) i<— B A+ " x|e™" 2|x|2

En posant

2

(11,21)

on obtient
(11,22)

T G a0+ .-

—G (%, Wi (x),. )h (i | &} g{ {PJ M—y” X)) +

d’ou, en raison de (11,10) et (11,22), il s’ensuit que

d (y- (X)dy )

Afin de majorer |y, (X) —V; (X)| nous introduisons le sys-
teme suivant rempligsant I'hypothese L du § 9
g = ANVvj+Cs?

e i=i
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et. comme <, (0) —vy,(0) =0 (cf, 11,8), il suffira de trouver
Uintegrale de ce systeme issue de lorigine et d’appliquer
le Theoreme 7 du § 9. CW £n raus d,easymetrle on aura,
pour cette integrale (o) ou

- nAa + Cqog-
L’integrale de cette eluatlor Iaa,ue(lle a(ﬁ\— 0 sera

ae)~~(¥§)3 " [

En developpant e" * en serie, on parvient facilement a l'ine-
galite

_ En appliguant le Theoreme 7 du § 9 on en deduira fa-
cilement la limitation cherchee de !'erreur

GO X {ChA (11,23)
ou C a la forme (11,21).




SUR LES INTEGRALES PITI(MIERES DE L'EQUATION
1Y)

Par
Z. SZMYDTOWNA (Krakow).

Introduction.

Considérons I'equation diff?rentielle ordinaire

v =l X,ye (1)

definie dans un ensemble ouvert

Une fonction z(x,y) sera dite l'integrale premiere n
bangle de I'equation (1) dans un sous-ensemble ouvert
de L lorsqu’elle:

1) possede dans 1 des derivees partielles continues du
premier ordre,

2) est constante le long de chaque integrale de I'equa-
tion (1),

3) zy(x,y) 70 dans Er

La condition necessaire et suffisante pour qu’une fonc-

tion z(x,y) som] lintegrale premiere non banale de I'equa-
tion (1) dans est qu'elte soit integrale de I'equation

et gu’elle possede une deriyee partielle par rapport a y dif-
ferente de 0 dans Fensemble enyisagex). Par lintegrale de

*) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930) t
p. 298 et 299.
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A
I'equation (2) dans l'ensemble E J'entend ici, seEon I'usage
generat, une fonction z(x,y) de classe C! dans rZ) et qui
y satisfait a I'equation (2).

M. Kamke a demontre quelques theoremes sur I'exis-
tence des integrales premieres de Il'equati©n (1) dans un

ensemb ne d’avance. Je vais rappeler 'un deux3):

Soit e fonction continue et possedant la derivee
partielle ' continue dans un domaine Himplement
connexe £?. Cela pose, dans chague domaine borne et
contenu avec sa frontiere dans le domaine il exis in-
tegrale z(x,y) de Il'equation (2E| pour laquelle T}/W)w
dans chaque point du domaine LI

Or, dans le domaine & tout entier, 'integrale premiere
non banale de I'equation (1) peut ne pas exister, comme le
montre le theoreme suivant de M. WazewsKi4):

Il existe un domaine ouvert et simplement connexe &
et une fonction /(x,y) possedant dans & des derivees par-
tielles continues de tous les ordres, tels que toute inte-
grale de (2) valable dans tout entier est forcement con-
stante.

M. Szarskibp a demontre ensuite que I'on peut rem-
placer dans le theoreme de M. Wazewski !’'ensemble -0,
dont la Structure etait bien compliquee, par un carre ouvert
arbitraire ou par le plan tout entier-

2) Une fonction f(X,y) definie dans un ensemble E est appelee fonction
de classe Cn lorsqu’elle possede des deriyees partielles continues de 1'ordre
N dans I’ensemble E. Elle sera appelee fonction de classe C°°, si elle
possede dans l’ensemble enyisage des deriyees partielles continues de tous
les ordres.

3) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930),
p. 316, Satz 5.

4) T. Wazewski: ,Sur un probleme de caractere integral relatif
a I'equation : oo QYY) W: 6" Mathematica, Vol.V111,(1933), p.103—116.

6) J. Szarski: ,Sur un probleme de caractere integral relatif a I'e-

quation — + Q(X,y) — =0"Ann. Soc. Pol.Math.vol.XIX, (1946), p. 106-132.
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M. Wazewski m’a propose d’examiner le probieme
d’existence des integrales premieres non banales de I'equa-
tion (1) de classe C"(n>2) valables dans un domaine
ouvert et simplement connexe. Or j’ai obtenu a ce sujet
le theoreme suiyant:

Al |

ﬁg S'F qé oH re i

| rf’( eg
e

yalable: dans Qr tout enfir o forcement constante

I. Je laisse de coéte le cas [I™ 1, car il conduit au theo-
reme de M. WazewskKi.

<)

Il. La demonstration sera effectuee en plusieurs etapes.
Nous introduirons acet effet quelques definitions et nous de-

montrerons quelques lemmes prellm ires. Pour 5| |er
Uecriture je vais designer I’'ensemble et la fonc
t

intervenant dans l’erf nce de notre theoreme par

Suppgsons que E()E 50|t definie dans un ensemble

ouvert \ et que (x0,y0)

Definition 1 . Nous dirons que le point (x0,y0)Eest

»horizontal de classe Cn“ par rapport a l'ensemble et
a l'equation (2), lorsque — peur toute integrale z(x,y) de
classe C" de (2) valable dans L = on aura

zy(xo>y0) = 0

8) Cette definition a ete introduite par M. Wazewski pour le cas
n=1 (voir la ncte 4 en bas de la page).
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En vertu de l'equation (2) on aura alors aussi
a(\/o) =0

De cette definition il resulte immediatement le lemme
suivant;

Lemme 1. Si le point (x0,y0)
x0y0)) e Ej C L C &

est horizontal de classe C" par rapport a l'ensemble Fé et
a l'equation (2) il I'est aussi par rapport a l’ensemble L et
a l'equation (2).

I1l. On sait que I'equation (1) est I'equation des caracte-
ristiques de (2).

Definition 2. La caracteristique de I'equation (2) sera
dite caractepistique horizontale de classe C" Par rapport a
l’ensembleeE| et a I'equation (2) lorsque chacuyn de ses points
est horizontal de classe C"™ par rapport aLE] et a Il'equa-

tion (2).

Lemme 2°. Soit /(x,y) une fonction de classe ClI
dans \/, La caracteristique de I'equation (2) issue du point
(x0,y0) et situee dans l.ensemble ouvert EC  est hori-

zontale de classe C" par rapport a I’ensemble E et a I'equa-
tion (2) a condition que le point (x0,y0) soit un point hori-
zontal au meme sens.

Lemme 3. Désignons (voir la figure 1) par Q le carre
4 <X<EHD

Il N<y<n+h,

1 | a_hgi(/éﬁﬂh

7) Quant a la demonstration voir le lemme 2 du travail cite dans la

par ”A le rectangle

note 5) en bas de la page.
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par 772 le rectangle
| a+|ﬁ<x< +22q
=RV

et enfin par ” le poIUgone

ZZi+Q+||2|

Polygone T

Il est important de remareuer que le polygone ” n’est ni
ouvert ni ferme. On l'obtient du polygoroxferme en sup-
primant les cétes fermes paralleles a Yaxe '

Divisons le carre Q en trois rectangles Qj, Q2, Q3

At —-- I<K<At |
fly<fl+h

G=12,73) 3)
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Nous affirmons qu’il existe une fonction fJ|,X,y definie
dans le polygone ZZ egale a 0 aux points de ZZ, + Qj + Q3+ Z2
et f(lssant des proprietes s%lovantes

nxy est de classe C dans 77.

w?) Les lignes zljhet z/l h
1—N<x<d | 1=h<xsa
y:é ’ NM y:?+h
sont des caracteristiques horizontales Ijr classe C" (def. 2)
par rapport a linterieur du polygone et a I'equation:

+ yJ1l = 0. (4)

w3) Par rapport a chaque fonction o>(y) de classe C" | dans
l'intervalle (S—  +2Z) dont la derivee o»'(y)>0, il existe
Uintegrale non banale z(x,y) de classe Cn_lde I'equation (4)
admettant syr le segment ouvert les memes valeurs que
la fonction W (y) et dont la derivee

f xy) >0
dans ” tout entier.

IrF uisons pour la demonstration deux fonctions auxilia-
ires I:Em),Z(x). Voici la definition de la

l—? Pour f|<r)<f| +h

fonction

F(Y) = ~[g(O1 n
A= h—

ou

gf) = " —(@—F) “ pour
1. Onverifie fat:l lement que la fonctionF r] qui transforme
'intervalle [2/? + en luimemani eft de classe [(}°° dans
'intervalle (7,/? + ZI), de classe dans [/?/? + Tit |he
possede pas de derivee fnn %ﬁeﬁir_ﬁh’u pour =fietty) +

En outre F'(#?)>0 pour
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Avant de definir la fonction 2 (x) introduisons d’at?ord la
fonction t (x)
1 1

t(x) =e pour

r(x) =0 pour xe a,a+h et pour xera+2h,a+hl

def

Designons par G (x) .
G(x) = /r(x) dX
et soit

2'x) = G(:(:()Zh\ pour Xe [a, a+ h] ‘

2. On constate gue

2(x) =0 pour Xe
2(x) =1 pour Xe

En outre 2(x) est dans Il'intervalle [a,a +h une fonction
croissante de classe C°°, dont les derivees de tous les ordres

sannulent pour x=a+ et pour x=a+

3. Nous affirmons gue I'on peut resoudre l'eguation
y=F0) +b?2—F)] 2(X) (5)
par rapport a tj dans 1’ensemb|e F d fini par les inegalites

b<

fl<tj<fl

Pour la demonstration supposons que les deux points (X}, yp f,fl |
(X2, y2. %) appartiennent a l’ensemble F, satisfassent a I'equation
(5) et que "7"%. Il suffit d’etablir que (xpy”™ (X2, y2). Si
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xt7"X2, le theoreme est demontre, sinon nous avons les
relations E

i
Comme 1—2(%j) >0 et la fonction F(??) est croissante au
WT-W”CE (cf. 1) il s’ensuit de ces dernieres relations que

fo) [1 —2 (X))]+»7i
(%) [1 —2 (xt)] +% *

4. La fonction
i?7=Z(x,y)

que Fon obtient en resolvant I'equation (5) par rapport a t;
est, d’apres le theoreme sur les fonctions implicites, de

classe C°° en particulier dans le rectangle Q2 (cf. la relation (3)).

5. PosonT {U ) oy I:

pour (X,y)eQ?2

En vertu des proprietes de la fonction 2(x), la fonction (6)
s’annule avec ses deriyees ?ﬁrtielles de tous les ordres pour

X X, ¥)} 2 (x) (6)

i , . .
x=a+’( et pour x =a+ Il s’ensuit que la fonction

f(”,X,Y) jouit T la propriete uq).

6. Comme f ,X,y) s’annule dans ij 1 3 les equations
(5) nous donnent d’apres la definition de {1 y Ay y) dans Q2 des
caracteristiques de l'equation (4) pour les xe[a, a+h].

7. Chaque caracterisRiS]ue de I’equation (4) issue dCD point
interieur du segment atteint aussi le segment dans
un point interieur. En prol caracteristiques dans
les interyalles [a—ﬁ,a] Tﬁ%ﬁﬁ*‘?ﬁ] on o ”3 des seg-
ments paralleles a I'axe %, car la fonction yN\yy) san-
nule dans les rectangles et 772

8. Je me borne a donner la demonstration de la propriete
iv2) respectivemcnt a la caracteristique Jj, car pour J, elle

est tout a fait analogue.



INTEGRALES PREINfIRES 175

Supposons pour la demonstration par l'impossible qu’il
existe une integrale z(X, cl C" de Il'equation (4)
telle que pour un certain ytedfd—mj on ait

: (7)
Soit X2 un point arbitraire, mais fixe, situe dans l'intervalle
(a+h,a+2h). La relation
z (xj, F(»?) —Z x2,») =0
etant yalable) pour /?<»?</?+Ti on obtient a la limite
z(Xj, ll)—z (x2,/N=0 8
car I:(/9) =N

En vertu des relations (7) et (8) on peut resoudre I'equation
(Xpy)—z(x2t?) =0

pa,r_? ort a y dans le voisinage du point (/?, I: LC fonction
y=— tm ainsi obtenue etant unique et de classe ﬂ dans le
voisina'ge du point A la derivee F(n)(/?) doit etrg-aussi finie
ce qui contredit a une propriete de la fonction [ (1]) (cf. 1.).

La propriete w2) est ainsi demontree.

QPEWP‘T demonstration de la propriete w3) designons
par [V, les cahres:

ofeRps PR I ~hey <F

Soit< X, ,T la caracteristique de I'equation (4) issue du
point En particulier

>(xj; X, y) =y dans ”X'I' Q
(xp X, y) = F(y) dans Q3 + U |
D’apres un theoreme Fe Bendixsond), la fonction

V X, y) =9°(XL; x,y)

8) Voir la note 1) en bas de la page.
9) E. K am k e: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930),
p. 155, Satz 1.
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est une integrale l’eguation (4) dans linterieur de,,l’en-

semble 77t + Q + ['V, dogty la derivee par rapport a est
positive. La fonction J|

“\Y] etant de classe C°° (pro-
priete iVj), il resulte du theoreme s ifferentiation des
fonctions caracteristiguesl0) gue T/S[T,yr Fest aussi. La
fonction z(x,y) definie par des relations:

z(x,y) = <o[y(x,y)] a Ulinterieur de 77] + Q.+Pg ,
z(x,y) = co(y) sur les cétes verticales de |
z(x,y) — «[F(y)] sur les cotes verticales de Po .

est une integrale de classe C"-' de l'’eguation (4), qui jouit
des proprietes suivantes:

1) 2xy) = o) sur le segment AB |

o B s N0

4) il existe les limites finies cr et dV

im ’\>;V’\I =(

im g’z(x,y) R K 3

avec Cj>0 et di>0.
Soit

Cj (y—IB)" P°ur ﬂ_h<y<P

Si > 0 dans l'intervalle [[>—h, /7] je pose tout simplement
z(x,y) = o(y) dans P?
sinon, il y a dans cet intervalle la plus grande racine y0 de

I’eguation = 01 Choisissons le nombre k de faeon que

10) E. Kamke: D>ff. reeller Funktionen p. 166, Satz 4.
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o oo Sl
ELELL:

Soit
0 pour y=

uy) =
ke y pour ?—h<y</?.
Je pose par definition

IXY) = o) + MUY QY pour ey e Pl

On voit immediatement que Zy X,y >0 auka)oints de P2
La definition de la fonction z(x,y) dans se fait d’une
maniere analogue.

On parvient ainsi a une integrale z(x,y) cB classe C" 1
de l'equation (4) qui admet sur le segmentA les memes
valeurs que la fonction ww ) possede la derivee

>0

dans le polygone ” tout entier.

Notre lemme est donc demontre.

IV. Passons maintenant a la demonstration du theoreme
meme.
1*. Nous nous servirons d’une suite de polygones W
aux coOtes paralleles aux axes de coordonnees, d’'une suite
des fonctions f(IVp;x,y) et des equations differentielles (_Rp)

[ +<«<ir,; xX,y)™N =0 (R,)

ifpossedent les proprietes suivantes:
qp (IVp ;x,y) est de classe C°1Wans p, W
Pour un point quelconque situe a linterieur de p
il se prm;entT au moins une des C|rconstancesC§p|vantes.

1) eS un point horizontal de classe par rapport
a IFp et a I'equation (f?p), ou bien

2) la caracteristique de cette equation issue du point

se laisse prolonger vers la droite jusqua ce quelle

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 12
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rencontre le cote vertical du polygo Wp en un point
C (x0,c) qui rk’est pas un sommet de o exiﬁte donc
des nombres N>0, 1>0,n) tels que le rectangle V (fig. 2)

1 x0—k<X< X0
Odwmwwwpwdma

tandis que polygone

m<X<§+|

n'a pas de points communs avec linterieur de Wp

,existe au moins une integrale premiere non banale
\Y| de classe C"-1 de I'equation

pour laguelle ( XY): ((;F(iir)l(s tOut entier. (Sp)
N S W )

sp) X,y) = z(ITp_i ;x,y) dans ITp_i ,

y tout cercie de rayon - ~|1 et de centre situe a l'interieur

I) Les nombres *0, c, a, b, Kk, | dependent du polygone W et du
choix du point M. Afin d’etre plus rigoureux il faudrait donc ecrire x0 (M,

Wp)........ (M,Wp).
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de Wp X contient moins un point horizontal de classe

Cn par rapport a p et a I’eczuation 77p).

L’existence des suites Wp,f ,Wp,X,y a etre demontree
par recurrence. Nous prenons comme un rectangle (ar-
bitraire du reste) aux coOtes paralleles aux axes des coor-
donnees et nous posons

KTFi;xy) dans W)i,
z(IFi;x,y) = dans |
Les proprietes al, A) /;) sont ainsi verifiees.

Supposons que pour un polygone Wp et une fonction
(IFp;x,y) les proprietes ap) ...., p Tsiétfnt. Nous affir-

Wﬁw% existe un polygone une fonction
|, ,y pour lesquels subsistent des proprietes

Le polygone Wp peut etre couvert par un nombre fini

de cercles de rayon ™~ e[ dont les centres sont des points
interieurs de p Soient

©)
les centres T s cercles. Je vais etendre la definition de
Wfﬂnction fWﬁ 3X,y) aux points du polygone plus large
p de faeon que les proprietes ap+i) , - -sptl) subsistent

et que les points (9) [ieviennent hori R_Fjux de classe C"
par rapport a e a l'equation ﬁp-l  La propriete

"p+i) sera aussi remplie en vertu de la fagon dont on a
choisi les points (9).

Si est horizontal par rapport a l'integrale de classe
C" de l'equation (A’p) je pose

Th 1] —
Wp+ —WP et /(TFp;i;xy) = /(IFp;x,y)
sinon, la caracteristigue de I'equation Rp coupe un cote

12
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droit de Wp (propriete f5p) et on peut construire le poly-
gone du lemme 3 de sorte que (fig. 3)

ZZ. c 0,
Q + Nl (Z 7.
T o)
6
S B S
0 a D
Q
C C
U(x0,0)
Fig. 5
Posons
WA =wp+n
La fonction \
f(TFj+1 ;xy) = [ Y_\/Q’X Y) dans Wp
| ,y dans Z712)
|
est de classe dans W +]. et les segments z/j (CC’) et

~N2(DD") sont des caracteristiques horizontales par rapport

au polygone ZZ et a lintegrale de classe C" de I'equation (4)
(lemme 3). 1l resulte de la definit' 1(10) et des lemmes 1
et 2, que les carWeqstiques CC' et tant qu’eIIC.a existent
a linterieur de sont horizontales de classe par rap-

port a I'equation:
gy = ( (1)

En particWer Ie[ point est horizontalcoar rapport a l'inte-
rieur de +1€ a lintegrale de classe ﬂ de (11).

12) Quant a la d¢cfinition de la fonction voir le lemme 3.
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Le lemme 3 assure en plus I'existence de Lintegrale z(x, y)
de classe C" 1 de l'eguation (11), telle que

(x,y) >0 dans IFp+l .

Le role de la fonctlf );(D lemme 3 est joue mainte-
nant par la fonction (VW (fig. 3)-
Les remargues faites ci-dessus montrent que les propW

a +l), ... , e 1) subsistent a condition dy remplacer

pa IFp+1- En appliquant de nouveau le meme procede nous
etendons de proche en proche la definition de la fonction
f(ITp+l; x,y) aux points d'un polygone IFp?H= IFp™ de
sorte que les proprietes at+l), - _sptl) soient yerificas et

que les points (9) deviennent horizontaux de classe par
rapport a W7p+l et a l'eguation (Rp+i) (lemme 1 et 2).

L’existence des suites Wp et {R est ainsi demontree

2*). Designons par & la somme la |te croissante (proprie-
te 0p) des polygones ouverts Uest donc un domaioe

simplement connexe. Soit (X,y) un point arbitraire de

Posons
f(x,y) = /I(TFkx,y) (12)

ou Wk est le premier polygone de la suite Wp qui contient
le point (x,y). En rapprochant les proprietes ap) et ¢p) on

constate facilement que la fonction /(X,y) possede dans &
des derivees partielles continues de tous les ordres. Les
points rentrant dans la suite infinie

M\ Mi...., Mi2....

forment un ensemble partout dense sur 12 des points hori-
zontaux par rapport a 12 et a lintegrale de classe C" de
1'eguation

|

+ fuy) °° = (13)
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ce qui resulte immediatement de notre construction
lorsqu'on tient compte du lemme 1 et de l'egalite (12).

Soit e?(Cﬁl) une integrale de l'equation (13), valable et

de classe dans 12. Ses derivees <yx(X,y) et 9%(x,y) sont
continues. On a donc
x(xy) = 0] [ d
n. ans 12 .
) =

Comme 12 est un domaine il en resulte que la fonction <p(X,y
est constante. En meme temps la propriete yp) nous assure

I'existence de l'integrale z(x,y) de classe C"-1 de (13) dont
la derivee zy(x,y) > 0 dans 12 tout entier.

Notre theoreme se trouve ainsi demontre.



SUR. UNE PROPRIETE DES ENSEMBLES PLANS
DE DIAMETRE TRANSFINI NUL

Par
Roman Leitner (Krakéw)

Soit I: un ensemble inFini, ferme et borne des points du
plan. Considerons dans | un systeme de n > 2 points

(1) Vin\ VEn)* «+«+ - Vnn

distribues dans F de maniere que le produit de toutes leurs
distances mutuelles

2 uG/0,..., Ym)) = n |7n) —A4n)|

E:)mplisse Iavondition rfp) = (th, ) |

ou n]Fi( V designe le maximum de la fonction V lorsgue les

points zt,. ZW: varient dans l'ensemble (ce maximum
est atteint car est un en ﬁ]fe é 51 Ldncil que
les points () forment un W e éw m aﬁgl n
I’ensemble I, 1l est bien connu que la suite

@ ]/V (™), ..., thn)) .
fféntgrrm)urs Fonvergente vers une limite d(F) dite dlametre

Formons la nouvelle suite
y — ="
(5) #n (2) — /| | ... | zZ—»En)|

ou z est un point quelconque du plan. M. F. Leja a de-
montrel) que:

*) Ann. Soc. Pol. dc Math., t. XIVV (1935). p. 131—134.
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1° lorsgue c?(F) > 0 la suite (5) tend en dehors de I:
vers une fonction limite 2),

2° lorsgue d(F) = 0 la suite (5) est aussi convergente
en dehors de F a condition que F n’ait qu'un seul point
d’accumulation 3%

Le but de ce trayail est de demontrer que dans le cas
d(F) = 0 la derniere condition est essentielle. Nous allons
notamment demontrer ce que Voici

e e e

La demonstration se compose de trois partles: Dans le §1
nous allons formuler guelgues proprietes d'un ensemble
borne, forme, ne possedant gue deux points d’accumulation:
0 et L

Dans Ic § 2 nou$ prouyons gue, s'il existe un ensemble i
F jouissant de ces proprietes, la suite (5) correspondante
a cet ensemble ne converge pas en generat en dehors de F.

Le § 3 est consatre a la construction dun ensemble
jouissant des proprietes specifiees dans le § 1.

§ 1
Soit F la somme d'une suite infinie d’ensembles Et,

00
F-2'F

jouissant des proprietes suiyantes:

2) En désignant par D le domaine infini situe dans Fensemble com-
plementaire a F et par A Fensemble ouvert complementaire au domaine
ferme D, M. F. Leja a proure que dans D + A on a

lim Hn (z) = d(F) + e6<2" .
n/oo

ou dans D G(2) est la fonction de Green de ce domaine avec le pole
a l'intini et dans A, si- cet ensemble n’est pas vide. G(z) =0, (v. Ann. Soc.

Polon, de Math.. t. XVIII (1945), p. 4—11.

) La fonction lim Hn (z) est dans ce cas 6gale a |z—z() | , ou z0 est
n/oo
le point d’accumulation de F.

4) On sait que le diametre transfini d’'un tel ensemble est egal a zero
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PTO “e[e 1 IJensembIeEﬁ est compose des deux points
est un ensemble fini, non vide.

) ot z=1I hague
De Inlf(ﬂ designe le nombre d’elements de +ten-
mble Ty
PeOJTIQte 2. Les ensembles E; et EJ Ssont disjoints pour | J
De |n|t|0n 2. Soit S I’ensemble 2' Ef et S le nombre

d’elements de G donc MS SN

De |n|t|0ﬂ 3. E etant un ensemble fini guelcongue con-
tenant au moins deux points designons par ~(E) le pro-

pfb Fé outes les distances mutuelles dGs points de E.
p t Les points dey Yensemble Sforpent 'unique

systeme extremal de rang de I'ensemble I, c’est-a-dire
S ensew( Es+1 Es+2 ... sont Gefinis de faepn que:

(Gs) > pourt ut ensemble Sdiff(')rent de S, com-
points de
Ujernlfon 4. Soit a; |—1 2, 3,, une suite de nombres
positifs tels que:

«' =1 a >aiti, a,->0
PfOpflete 4. Les points Z de ’ensemble E, satisfont a l'ine-

lit
i Z_Ol<a,., lorsgue I_Zk, k:|, 2, 3,...

et a linegalite
1 <a|t lorsgue 1 =2fc+1, fc=1], 2, 3,... .

D@flﬂlthﬂ 5 Soit A, 1=1, 2, 3,..., une suite de nombres
tels gue:
O<A<1, A->1

PfOprlete 5. Le nombre d’elements de l'ensemble E, sa-
tisfait aux inegalites:

i< jif <1 pour |=123...
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Remar%ue Observons que, s’il existe un ensemble F
jouissant de ces proprietes, il est infini, borne, ferme et ne
possede que deux points d’accumulation.

§ 2.

Lemme 1. Supposons qu’il existe un ensemble I:jouis-
sant des proprietes 1—5, formons la suite (5) correspon-
dante a cet ensemble et considerons de zks jtes partielles
de la suite (5) corre ?R antes a n= =12 3....

respectivement a n = yfe=1,2, 3,... Nous affirmons
gue ces suites partielles canvergent. en dehors de F, respec-
tivement vers les limites [L| et [L7™ 1 .

Demonstration. Soit Z un ;hoj_nt\iixe quelconq $na par-
tenant pasaF. Posonsa=|z|, —1|. On aal

En verty de la dgflnlams iste un nombre naturel
impalr tel que Q — @il >0.

W C?lthﬂ 6. L’ensemble E etant fini delgnons par

| le produit de toutes distances | ou C par-
court L,

. I I
Remarque Les ensembles E et E etant disjons, on a
TF(z,F + E") =ir(z,F). TF(zF")

Pour les indices s, oii s< m, nous avons, selon les proprietes
1 et 2, la relation:

(6) IF(z,Gs) = TF(z,Gm). IFuJe,). IT(zEs)

im+l

D’apres la propriete 4 on a:

a a ’I<W Z E (a'l' ajA" pour i pairs,
) b aAN <W Z E <(b ~baN pour i impairs.

En vertu de la def. 4 nous avons, pour |>m les inegalites:

g
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dou
(@a-ad™~WoEa+aj”™l pour i pairs,
8
® pour i impairs.
Il en resulte
A
(9) (a—am)ps(b —amQs < W {Z, E) < (a+ am)Ps (b + «m)Q*
I/m-+l

ou = QOs=—=SNi

M<A"s m<i_ s

i pairs i impairs

Supposons que le nombre s soit pair. On aura alors
dapres (7):

(10) a—as)N‘<W(z E)<(a+ S)NO
En designant les guantites: a+am a am b+am b
W(Z G,,) respectivement par: A A B B C nous avons,

en vertu de la propriete 3 et des relatlons (5), (6), (9), (10),
Uinegalite:

Ms

Faisons tendre s vers + °° par les nombres pairs.
D’apres IMpropriete 5, on aura alors: Q

, S ., p
W e mscle Qs<is B - -

d’ou il resulte que
(12) HMs —> a = | z|

En supposant que s soit un nombre impair on tient
d'une faeon analogue les formules (10), (11), (12), ou { doit
etre remplace par b. Le lemme 1 est donc demontre.

Lemme 2. Soient G un ensemble fini et e un nombre
positif tels que
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I°|z'—Gz"| <I pour toute couple de points z', z" appar-
tenant a V|,

2°|Z' s+ L1 <€ pour une ceptaine couple des points dif-
ferents Z, appartenant a ., Alors il est clair qu'on
a linegalite: O<K(G)<e.

§ 3.
Construction de 'ensemble F. En conservant les nota-
tions precedentes nous allons construire 1'ensemble F.
Choisissons une suite A suivgri la definition 5. L’ensemble

E! soit compose des points: LI = 0, z2= 1. Supposons qu’on
ait defini pour | <s les ensembles E,. Choisissons le nombre

as comme il suit: a/}é = 1, 612— - et aS < |AGA) si s>2. Nous
avons: a3<aS_.V aS_ 0. Suivant que le nombre s soit ,pair

ou impair considerons lintervalle pour S" 2k,

respectivement l'intervalle pour S = 2k +1.

Partageons cet intervalle en NS—1 parties, ou NS est un

nombre naturel suffisamment grand pour que la propriete
5 soit remplie. Soit Es I'ensemble compose des points de

partage ainsi obtenus et des extremites de I'intervalle.
Nous allons demontrer que I’'ensemble —|2 | ainsi

defini par recurrence jouit des proprietes 1—5. |l est evi-
dent que l'ensemble F possede les proprietes 1, 2, 4, 5. |l
nous reste encore a demontrer la propriett& Gous allons

distinguer trois cas suivant que ’ensgmpjle S_ S contient:
1) un seul point Z, 2) deux points Z, Z y 3) trois points ou
plus. |
Ad 1) Le pointz est contenu dans un des intervalles

(13) [0, «stl] ,'[1-«S+I, 1]

par exemple dans le premier. Si zI = 0 appartient a GS, alors,
selon le lemme 2, on a linegalite
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(14) 17 (Gs) <Eas+1<JZ(Gs)
parce que z' appartient a f, ou r=s; z'—zl<ar<a, !
Si, par contre, LI — 0 n'appartient pas a Gs, alors

Gs= Gs—{z,;} + {/}
et Fon voit gu’en remplacantz par ZX on augmente cer-

taines distances mutuelles des points sans changer les autres.
Il en resulte

(15) | T(G9)<E(Gy)

Ad 2): Si Z et Z sont contenus dans le meme intervalle
(13) alors en vertu du lemme 2, on a linegalite (14).
Supposons ensuite que L soit situe dans le p rm r et z"
dans le second intervalle (13) et que les points y22—1

n’appartiennent pas a Gs.

On aura alors: "

GS—Gs—{Z[ 22)+ (2, [

En remplacant les points z' et Z par ZX et z2 on obtient,

par un raisonnements analogue a celui applique dans le cas
precedent, l'inegalite (15).

Ad 3): Au moins deux points Z et z" de l’ensemble
Gs sont contenus dans le meme intervalle (13). On aura
alors: |z —z"|<«s+l Il en resulte immediatement l'ine-

galite (14).
L’ensemble [ possede donc la propriete 3. En vertu du
lemme 1, la suite (5), correspondante a l'ensemble ainsi

construit, n’est pas convergente, a moins que le point z ne
soit situe sur la bisectrice du segment [0,1].




UNE SOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE HOMOGENE
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER
ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS.

Par
Michat Kumorovitz (Bratislava)

Je veux presenter ici une solution du systeme lineaire
homogene d’equations differentielles du premier ordre a
coefficients constants sans utiliser la theorie des
di viseurs elementaires. A la base de notre solution
est un theoreme du a E. Weyr, relatif a la nullite des
puissances d’une matrice, theoreme que Fon peut prouver
sans faire recours aux formes canonipuesl). Ce theoreme
adapte aynos besoins peut s’enoncer de la maniere suivante;

Soit M une matrice carree constante quelconque et
uneyde ses racines caracteristiques de multiplicite s. !

Jdesignant I3 ymatpice ygnite du meme ordre que A‘

us poserons M—A—Iﬂ. La nuIIitFZ) de la matrice

(i=1,2,3,...); crajt avec I'exposant | jusqu' a ce au’elle
atteigne pour un =Y (1 e ), la valeur s. A:partir de

ce moment, elle reste constﬂmeMJoug Fy\ les | non in-
ferieurs a |, Nous ecrirons - - q .
Soit donne un systeme d’equations differentielles

w0 =3+ g+ +am0 (i=]..0)

que Fon peut, a l'aide des matrices, mettre sous la forme
1)

b E. Weyr, O Ilheorii forem bilinearnich, Praha 1889, pp. 30—34,
ou bien O. Boruvka. Sur les matrices smgulieres, Comptes Rendus des
Seances de 1’Academie des Sciences, t. 203 (1936), p, 600.

2) Nul M = s signifie qu’il y a exactement s vecteurs P lineairement
ndependants satifaisant a I’equation Mp = 0.
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atk designe la matrice carree deyﬂ)efﬁ nts constants
X le yectew aux composantes T ecrites dans

une colonne et L une yariable reelle.
Nous affirmons que pour trouver la solution generale
du systeme (1), on peut proceder de la faeon suiyante:

a) On fait la dAcomposition du polynome caracteristi-
que de la matrice en facteurs lineaires

2 fN=|X=r=(@—r™N—rds ... (r— ri)s*,
oulonas$s] +s2+ ...+ sk=n,

b) on calcule la matrice
(3)

pour chaque racine caracteristique (x=l,...,fc) et on
construit les polynomes

c) on ecrit SX yecteurs p lireairement independants et
satisfaisant a I'equation

Mt =
(5) ¥ =0
et I'on obtient ajpsi une suite de k matrices PX

— A
(6) p’IX— (pTX |5 PN x=1,..., )
la matrice PX etant d’ordre XS

Theoreme 1. La solution generale du systeme (1) est
donnee par la formule

(7) x=(F /) er<...,F(Mkt)Pk *)|C

ou ¢ 0 est un yecteur eonstant arbitraire.

Corollaire,, Dans le cas special ou toute Ip,s\]racmes
caracteristiques fX sont simples, on ra F (31, et, au
lieu de (5), on aura tout simplement Xb =0 pourx=1,.

Remarque 1. Comme nous allons le prouver, au lieu
du polynome (2) il suffit de prendre le polynome minimal
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de A, y>(r):(r_rr)q| (r—rk)qk| si on le connait, mais

ors dans {4) et (5) il faudra remplacer respectivement les
3’ par les x=1,...,k), tandis que la formule (6) reste
la meme car le nombre de vecteurs J est encore egal a SX

Demonstration. Rappelons, pour commencer, que
a solution du systeme (1), acquise par exemple a l'aide_du
developpement en, serie Taylor et admettant pour { — 0
la valeur initiale A(0)™ AV7-0, est donnee par la formule *)

®) X(f) = eA[XO,

ou X(Z) designe le vecteur aux composantes Xj (2),..., Xﬂ (f),
et e ll la matrice donnee par la serie exponentielle conver-
gente

&) e ) Al +LA[} o

dont le determinantl) est egal a e(’11’”a22+ " "ann)f, et qui est
reguliere pour toute valeur finie de la yariable t.

Pour passer maintenant de la formule (8) a une autre
qui ne comprend qu' un nombre fini de termes, nous
aurons besoin de la decomposition

(10) A:My+rXJ x=1,....fc)

(qui n’est dailleurs que l'equation (3) transcrite) et d’'une
substitution

(11) X =Pc

dans laquelle la matrice reguliere P sera choisie conyena-
blement. Dans la premiere etape depla demonstration, en
admettant la regularite de la matrice |, nous etablirons une
formule proyisoire (14). Nous en deduirons ensuite la for-

1) Peano. Integration par series des Oguations differentielles. line-
aires, Math. Annalen 32 (1888). p. 456 (1’auteur n’emploie pas la serie
de Taylor).

2) Schlesinger. Neue Grundlagen fiir einen Infinitesimalkalkiil der
Matrizen, Math. Zeitschrift, 33 (1931), p. 43—44.



EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES 193

mule (7) du Theorfpne 1, et enfin nous etablirons la regula-
rite de la matrice [, ce qui terminera la demonstration, du
theoreme.

a) ll result du theore de Weyr que Fon peut tou-
jours trouver vecteurs rﬁm satisfaisant a I'equation
(59 M**p = x=l,...,k)

avec lesquels on peut construire une matrice
(69 PX:(pTM, p?,..., p%) (x=I,....K)

d'ordre n et du rang SX

posee carree) du plus petit degre U tel que Lon a|t
pour un vecteur Y, on diraygue le vecteur J est du degre
par rapport a la matrice IVl Specialpnent pour les vec-

teurs p(f contenus dans la matrice il est clair qu'au
TM) n parml ces vecteurs est du degre q avec

Si <p M est un polynéme scajaire d’une matrl g

X et qu ‘aucun n’est du degre superieur a X On

a donc
Cela pose, on a

oMt im0
B S

+ g+,,

si conformement a (4), on designe par F(MXD I'expression

contenue dans les premiers crochets du second membre. En

Milisant la relation (10) et la commutativite des matrices
" et de j on a encore

(13) ellf p —eAM ‘+r’\t
=eli* Pr e't=F{Mxi

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 13
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Camstruisons avec les matrices P.(x=l,..., K) une ma-

trice(p.I qui contient Sj + s2 + ... + st =n vecteurs dont nous

admettons — pour linstant — la regularite. Posons donc
=(Pp P2,...,Pf)

et ecrivons la soILPton (8) du systeme (1) en y remplagant
X0 par le produit ['Li On aura

><—e"'(PP P,..., Pt) c= (/fPL eAtPZ,..., eAth)C

ce qui donne, d’apres I'equation (13), la Sorml.m provisoire

(14) x=(F (" t) Aeri, F (M
ou les polynome k (Mf/) ( k ) sont de degre respec-
tivement qil;..., q

b) La forrgule (14) n’est pas tres commode puisqu’il y
figurent les rqnu| M—a -dire les exposants minima pour

lesquels on a SX Nous allons prouver qu’'on peut
les remplacer par Ies nombres sx.

Lemme 1. D la formule (14) on peut remplacer les
matrices Px,.. k calculees des equations (5") par les ma-
trices Qj,..., Q calculees des equations

(15) Xp— (x=1,...,fc)

dans lesquelles I'exposant |X peut etrg, choisi arbitrairement
pourvu qu’il ne soit pas inferieur a GX

jt. _en effet, q le plus petit exposant tel que ' on ait
n | Mq (M)LP ttTns dans emonstration l'indice
x des lettres Q’n% W Son] a l:()gpres le theoreme
de Weyr on a donc + pour =0,1,2,.... Sup-

posons que P soit du rang s. De la relation AI'P =0 il
suit que

(16) auet P=MEMI P:Mk 0=0.

Mﬂjtre_pﬁrt soit Q une solution fondamentale de I'equation

Puisque P est une autre solution fondamentale,
il eX|ste une matrice reguliere C d'ordre s, telle qu'on ait
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P QC Il en resulteaque 0= P NM Cet en multi-

pliant de droite par ™ on voit que Q =0. De cette
derniere equation, a laquelle on peut assomer une equation
(16) en Q, nous voyons que la matrlc Q servant de facteur,

annule dans le developpement (I equation (12)) les
mem ces de la matrice que la matrice LWI ro-
duit FS(MJ[TQI contient donc que les termes en to
degre inferieur a n ce qui termine la demonstration de notre
lemme.

De la demonstration precedente on deduit immediate-
ment le:

Lemme 2. Les polynémes F(Mxt) intervenant dans (14),
quant a leurs degres, ne sont astreints qu’a une seule con-
dition, a savoir, que leurs degres respectifs ne soient pas
inferieurs a

Nous en concluons qu’il est permis de prendre au lieu
de la formule (14) la formule (7) avec les F(AIxf) donnes
par (4) et P* donnes par (6).

¢) Il ne nous reste/(naint?mnt qye de prouver un les
tvecteurs P}, .. y y de la matrice in-
troduite apres Jfequatlon ?13) sont lineairemnet mdependants

Lemme380|entP Pt prony O)Q Q ""aQeS

deux matrices construites avec des utions fondament
arbitraires de (15) pour x—[ On peut trouver une
matrice reguliere C d’ordre f teIIe qu ‘on ait

(17) = QC
De PX QX CX Cjm™0, x=1,. k) il suit, en effet,
ICj 0 ... O\
= (QICL,..., QiCl) = (QL,Q2,....QK) 0 C2;- 0 =QC

\Ckw:o. 00 CJ

que

et que |[C|=|C,| |C2 ...

13
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Corollaire. Si une seule des matrices P, construites
de la maniere prescrite, est reguljere, il le sont toutes.

Choisissons donc la matrice Iy dont nous etablirons la
regularite, de la maniere suivante. Pour une, valeur fixe de
I'indice x sort 1 q (la signification degq reste tQujours
h'm X— 1, on a par defl t|on de que

SX et alors tous les vecteur, sont du premier
degre par rapport Si Fon a jl n ex-
posant Ftel que |A|%X et que ﬂqﬁ < ntﬂ( SM%'I] Con-
siderons tous les vecteurMX m,ezﬂrement independants

et satlhfﬁrsM a l'equation p Il sont mbre
egal a M.Is satm rot aussi a I'’equation My =0,

car 3F+'p = : nombre total de
solutions de = 0 est egal | a donc
d’autres vecteurs en nombre de nU ) >0

satisfaisant a I'’equation 31*+1p = 0 qui ne se Ialssent pas re-
presenter par une combinaisén lineaire de vecteurs consi-
deres et qui sont evidemment de degre i+,1. Ajoutons ces
i/e_QtT au vecteurs premiers. Mettons successivement
,P Nous aurons ainsi construit une
matrrce qur Jouwa des pro Netes suivantes:
1) Elle contient les vecteurs (o ){jepms le
premier jusqu au ex-ieme degre par rapport aM
2) Aucun de ces vecteurs ne se laisse representer par u
combinaison lineaire d’autres vecteurs du meme degre, s’ilny
en a, et de vecteurs eventuels des degres inferieurs.
3) Supposons emgore, pour plus de commodite, que les vec-
teurs p” dans Wsont ranges suivant leur degre decrois-
sant.

Admettony maintenant, pour faire la demonstration in-
directe, que | ne soic_%ﬁ reguliere, c’est-a-dire qu’il existe
un vecteur constant tel que lI'on ait

(18) Pc = 0,
ou bien plus explicitement,

(18a) X+ P22+ .+ Pka—o
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Ici Ci est le vecteyn partiel compose dg|,Sj premieres, c2 le
vecgﬁur partiel de suivantes, etc., et le vecteur partiel
de dernieres composantes du vecteur

Soit maintenant la premiere parmi les composantes
S Y2ene du vecteur ¢ qui soit differente de zero. Par
un changement eventuel des indices on peut toujours ob-
tenir que appartienne a cl, ce que nous supposerons
dans la suite. 1 1
Dans le produit C groupons Ifs terrres contenant les
vecteurs du degre le plus eleve | (1 g Qj) et separons-
Iei par une parenthese de ceux qui sont du degre inferieur
a ly c’est-a-dire
(19) + ... FPE”) + NP+ L+ Yh pe=
=+ “i-i
ou les vecteurs Ul et iz,-" representent les groupements res-
pectifs.

MLM M) gauche I'equation (18a) par le ,groduit
qp et rappelons que M&s glo‘c s_@x sck
permutables entre eIIes. Comme on a w— (X— ,...,nj

= Ilequation (18a) devient

(20) ' = 0.

e WA Hﬁx il _T“f WHEN ey

ou ¥=0, car les racines , K) sont differentes,

et nous aUI’TM M1+J JW) i ul

g (Afj) etant un polynome en de degre q + + qk—l
Et finalement, a cause de la relation Afj z, =0, on a

22) =

Cela veut dire que le vecteur u, est au plus de degre 1— 1. En

se rappelant la signification de u, introduite par I'equation
(19) on peut ecrire
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(za¥=0).
On a donc exprime le vecteur p comme une combinaison
lineaire ﬂe vecteurs Yeye qui sont de degre | et du
yecteur U, de degre inferieur a | Or, cela est contraire a la

propriete 2) de la matrice P, signalee plus haut. Nous con-
cluons qu’il est impossible de trouver un yecteur V 72 0 tel
que lfequation (18) soit satisfaite. Les yecteurs de la ma-
trice I sont lineairement independants et le Theoreme 1 est
completement prouve.

Remarque 2. Pour justifier encore la Remarque 1 il
suffit de demontrer le

ol
Lemme 4. Le ilynom k rn = (r—tjl cee (r—r)%
avec les nombres YA . figurant dAns la solution (14)
est le polynome minimal de la matrice

Soit, en effet, v= (Pj, .. Y} unP%ecteur arbitraire
et la matrice (Pj, ..., Pfk) regullere avec satisfaisant aux
equations = 0 respectiyement. On a

avec y>( )me’) I (ll\\/]l(q/;t’\/ﬁX 0 car les MX sont
On a

permutables. v =0 dou v etant arbi-
traire, on tire que

MVSupposons d trI art que U soit un yecteur, tel que

u=~0, mags t"0. ﬁ mLMlpllant de gaueche par
une matrice , ou 1 Si |X SS X
(x =2, ..., Ny on arrive a une expression analogue a celle

du premier membre de (22), a savoir,

qui est differente de zero, les ayant la meme significa-

tion que dans l'e Ri A n (21)
CeIMfrouve que % y pour annuler le yecteur u, doit etre
de degre Y\ au moins et, par consequant, le poly
(r) doit posseder le facteur lineaire (r—f) du degre
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moins. Pareil raisonnement pour les autres facteyys montre
gu’ils doivent etre au moins de degres respectifs Y\ Le po-
lyndme y>(r) est donc bien minimal.

Theoreme 2. Si IT: T ﬁ asymetriaue et reelle
lequation (4 dyient (W e U tieu de (5) il suffira
de prendre ..

On sait, en effet, que dans ce cas Ies matrices MX sont
WM(N% et reelleslﬂlq,g aLISSI et que, par consequent,

deja pour =1 (x=I, ..., fo.

Theoreme 3. Si Fon a un vecteur \Y satls{/alsant a d ux
conditions suivantes: 1) Af,v=0, Al'-1

our un  fixe, et que Fon constrwt le polynéme vecteur
p (7) — F(Afz /) v de sorte que F on ait une solution particu-
iere

(p) X=Da e

du systeme (1), nous disons que F on obtient (z— 1) autres so-
lutions particulieres lineairement independantes en remplaeant
p(7) dans cette solution particuliere (p) par les ’-—1 deri-
yees successives par rapport a { du meme vecteur p (7).

Demonstration. Supposons que le vecteur v satis-
fasse pour un h fixe a deux conditions indiquees dans le
theoreme. Notons en passant que ces depx conditions avec
le theoreme de,Weyr entrainent que 1SS De la formule
(7) le yecteur etant arblt{alre il suu que

id)p'e

represente une solution particuliere du systeme (1). Nous
prouvons d’abord le:

\yemme 5. Avec les yecteurs non nuls V, M\ v
si I remplit les deux conditions du theoreme 3, on peut
construire une matrice Pz du rang 1 qui donne 1 solutions
lineairement independantes du systeme (1), soit
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Pour etablir ce lemme il suffit de montrer que ces vec-
teurs satisfont a Fequation (5) et qu’ils sont lineairement

M ndantsMS +k\/l -Hs_smsikonto i Olsgjftli(ono’lf&’ calr

(nous omettons l’|nd| dans la demonstration du
Theoreme 3 qui suit; IW J par definition). Ces vecteurs
sont lineairement independants. En supposant vrai le cont-
raire on a

23) /jv+¥/2My+...+/; lv=0,

ou les constantﬁ X, y nay 7, ne sont pas toutes nulles.

Supposons gue en soﬂd Z)rendere ckm est dlffef\ente de
zero, c'est-a-dire ,..., W

quatl r?’\?ﬁd qui commence cette f0|s par V'Wﬁ'

.., Si nous la multiplions de gauche par

\ﬁ, il ne reste dans le premier membre qu'un seul kerme

M~ Vv qui, par hypothese faite au sujet de v et de |l est
different de zero. Ainsi est-on parvenu a une contradiction.
Le lemme est donc demontre.

M Parmi les vecteurs v, V M \Y; ch0|3|ssons un, soit

v (0 <fcsSf—1). La solutlon partlc ksvsteé*‘u
1) reIatilW Mkce vecteur est x(fctl) = '
Comme ~k = 0, le dernier terme de M qU|

s’annule pas dans cette solution est de degre 1en .

port a 1 au vecteur P {1 = FIM{TV, moss aurome.
dtk =(Mf+ Mk'l"l,T + . + (l_-k:I)) D= I: (M[) | Mkv

ou I: Mt est egalement de Fegre |_k_l en Mt On voit
donc que pour k=1,2,.... I 1 on a

o+, = -‘W) eff

c.q-fed.



SOLUTION OF A PROBLEM OF M. F. LEJA

By
HIDETAKA Terasaka (Osaka, Japan)

M. F. Leja has proposed the following problem (Ann.
Soc. Pol. ide Math. t. XIX (1946), p. 252.):

,»90it L un ensemble Zrme et borne des points de l'es-
pace a 3 dimensions, | Pj V&l la distance cartesienne des points

p! et p2 n un nombre naturel fixe et

B, Bué) I = (1)
un systeme de ﬂ points de L tel que la somme

y

I<=i<k=n|P Pi(
soit la plus petite.

Prouver que la suite des fonctions du point variable U
)

converge partout en dehors deE (ou montrer que cette
proposition est fausse)."

In the following we shall show by constructing a simple
counterexample that the proposition is false.

We are going define step by step two sequences of
natural numbers m) and m; (z—1, 2,.. .) such that

(1)

and two sequences of real numbers aﬂ and bm (ﬂ, m_ 1 2,..)
such that
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D o<an<aNKOIKIM<, @ m=12.)

For the sake of simplicity we write
3) zJ I a , | tab a2>-||| azl

for n real numbers aX a2 aﬂ which are different from
one another.

+ Now_let Hj be an arbitrary integer > 1 and let al' a2,
aﬂ| be nX real nuymbers satisfying (2),, otherwise arbltrary
Suppose aﬂ and bm with 1 -S f[ hl and 1 S
(mo = 0) | respectively_have beem already defined for an | 1,
and let b for Il = + 1 be a positive number < 1
such that

(4) [0, anj, an._!, a2, al; bV, b2, bm|_t,

Let ¢ be a arbitrary but fixed real number different from
and satisfying a2 < C < at. We choose then an integer B’l;

sufficiently large and correspondingly positive numbers
(m_i +1<m ar) satisfying (2) and sufficiently near to 1,

such that
n, + m| + 2

(®)

1 1 1

= 0 1

m=1

Similarly suppose an and bm with 1 > I't n,and 1~ mS m‘
have 'been already defined for an 1, and let aﬂ for
n = llf + 1 be a positive number < 1 such that

(6 [o,a1,a1 ..... a2 al bp b2,..., b],1]<an'.
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We choose then an integer n;+n1 sufficieptly large and
correspondingly positive numbers a (n,+1 < n Sn,+l) satis-
fying (2) and sufficiently near to 0, auch that

1

+
(7 i
M 2| c—1C t <7—
m=
We |have thus defined two seguences of real numbers
aﬂ and in the interval converging monotonously

to 0 and 1 respectively.
If we consider (| and Em_as the points on the regment
[0, 1], then the point-set L = {0, an, m, 1}, where f and m

range over all natural numbers, is the reguired one, that is
a set, for which the proposition does not hotd.

As a matter of fact we can prove that

n k=1
does not converge for

To show this, let ﬂ>1 and let

be a system of points QE such that

assumes the smallest value. We remark first that Pﬂ must
contain both 0 and 1, since otherwise we would get a smal-
ler value thanPj if we substitute the smallest or the grea-
test point of by 0 or 1 respectively.

In case
n=2+(nl+n2+...+nl) + (M +m2+...+mi_J)
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Pﬂ consits exac ,an? an | iy az a
and 1, t<=>5 tly ﬂf sohouIdPﬁontaln a polltnt an<an orJa

point , then since contains both 0 and 1, we
would have either by virtue od (4)

[O; anjicee> a2» al> "> h2,..., bm\ A]<-

or by virtue of (6)

[0> anp e+ al > 2250 s

< [0, an;»+ 1> ai "> h2,..., bm, 1]C
which is absurd. We have thus by virtue of (7)

e e e (L4 41]

the relation

t
Thus gn(c) does not converge for nl q. e d.

REMARQUE SUR LA NOTE PRECEDENTE

Par
F. Leja (Krakéw)

Observons que l'ensemble }0, an, bm, 1} construit par
M. H. Terasaka, pour lequel la suite |gn(u)} admet des
points de divergence en dehors de cet ensemble, ne possede
que deux points d“ccumulationl) et que, par suitg, son

*) Cf. la Note de M. R. Leitner inseree dans ce volume, p........



A PROBLEM of M. F. LEJA 205

diametre transfini au sens de MM. G. Polya et G. Szeg ©2)
est egal a zero. Plus generalement, si le diametre transfini
d’'un ensemble est nul, la suite correspondante {gn(u)|
peut parfois admettre des poilE[s de divergence n’appartenant
pas a L. Par exemple, si est un ensemble fini ne
reduisant pas a un seul point, les points extremaux deSE
peuvent etre choisis de maniere que la sufte {gn(u)J admette
des points de divergence, tandis que, si L est infini et n'a
qu'un seul point d’accumulation, la suite correspondante
|gn(u)} est toujours convergente.

Le cas generat, ou le diametre transfini de L est positif,
exige une etude speciale et dans ce cas le prEbIeme de con-
vergence de la suite {gn(u)} en dehors de reste ouvert.

2) Cf. Journal fur Math. t. 165(1931), p. 4—49.



SUR LES SYSTEMES MAJORANTS D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Par
J. SZARSKI (Krakow)

Introduction
Considérons un systeme d’equations difforentielles ordi-
naires

@ y = A(tyi...y») (1= i,2,...,n)
ou les fonctions  sont supposees d’etre continues dans un

ensemble ouvert & de Fespace de points (Z y1;...,yn).
Nous allons adopter les definitions suiyantes.

gl DT Wl e ol

lorsqu’ a tout point N 7/ T apparte-
nant a \ il correspond une integrale

() y,— <) > 0= ri)
du systeme (1) issue du point P et remplissant la condition

tj nad-‘hon MA pour WTque courbe

7= 1,2,..., n)

passant par le pomt 0 continue et satisfaisant aux inega-
lites différentielles

(4) < /,(*,)aW,---, ",,(0) JIOZ .....
dans un yoisinage unilateral a dr0|te de les megalltes
() <20, . @=12,..,

sont yerifices (315 U ymsmage el 3 drote de 1)
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i § E{”?v e, & e 4 e

. y,,) appartenant a rrespond une integrale (2)
du systeme (1) issue du pomt et remplissant la condition

iva fe
t@ d]OH M pour chaque courbe (3) passant par PO et

satisfaisant auT inegalites differentielles
(6) ( vyCO,—-, V,W) | (= 1 2,..., n)

s un st gl FRiE e ©
athia é‘fé%@“ﬁu““s"e %{ﬁ % amaJO-

a la majoratlon au sens ST et au ! Iorssl(?rlljultgnz(rene%ete
gpmgﬁ'f%e eI e
t lorsqu’ a tout pomt Po(70, ..., yn) apparte-

nant a il correspond une mtegrale (2) du systeme (1)
ﬁ)uﬁd(ru point Po et remplissant la condition suiyante:

|0n pour chaque systeme d’equations differen-
tielles

(7 y; = g,(A Ti,---, yn) > (z=1,2,...,

dont les seconds membres sont continus dans B et y satis-
font aux inegalites

(8) gi(f,yL,....,yn</;(f,yi,...,yn) , (z=1,-2 ..... nJ |
Fa‘tgfaf Ca;gﬁgesa”étegr?éifie?.}’.;ftﬁaﬁs ‘[ 'Wﬁmﬁt}e"ﬂmt-
ummé”@.% Wle ng&m 5 prete & mal oration

lorsqu’a tout point Po (fO.
J?2i,.., yn) appartenant a il correspond une integrale (2)
du systeme (1) issue du point Po et remplissant la condition

t‘Oﬁdiflon pour chaque systeme (7) dont les seconds

membres sont continus dans & et y satisfont aux inegalites
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9 Gl Yoorr Vo) =—VYir. y0) (|:1,2....,n

|
pour chaa,ue integrale (3) du sys . oaint
Fq aﬂ 'és 0@) Osont verifiees ﬁgh% Vémnag ﬁm

" amyagén%" i ‘@é@f'eS? it & e -

Remargue 1. Il est immediat qu’un systeme qui se prete
a une des majorations au sens , S[™> ou *N f82-
tiori a la majoration correspondante au sens | ou
mais le reciprogue n’est pas evident.

Majoration universelle au sens TP En remplaeant dans
les enonces des conditions et 31 ﬁ)$rase" pour chague
eourbe (3) passant par le point yor " par la
phrase suivante: ' pour chague eourbe (ﬂ issue d'un point
Q (Joyl,...,yn) guelcongue appartenant a Il et tel que

(10) y,<M- o, ((i=1,2,...,n).

continue-lq}c.", on obtient les definitions des majorations
au sens | et

Majoration universelle au s[ens T2 En remplaeant dans les

enonces des conditions la phrase"pgwun chague
integrale (3) du systeme (7) issue du point par la
phrase suivante: " pour chague integrale (3) du systeme (71
issue d’'un point Q (f0,yt,...,yn) guelcongue appartenant al
et remplissant les inegalites (10) J',oon Tl?tient les de-

finitions des majorations au sens

Propnete P de r'ensemble Il. Neus dirons qu’un ensemble
ouvert jouit de la 'Tropriete y lorsau h te section
non-vide de l’ensemble | par un plan f %0 gr constitue
un ensemble convexe.

](' Condition C. On dira que le systeme de pfonctions
| t, VitV fl_ 1,2,...,n), remplit la conoition V, lorsgue
la fonction ( yx,...,yn) est croissante (au sens large) par
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rapport a chacune des variables y1;..., y, p y-+1,..., yn sepa-
rement.l)
Condition D. On dira que lepsysteme de fonctions
Ly (AYYnD), remplit la condition D, lorsgue la fonction
A (f, yl,~ yn) est decroiss ( Vs $Iar h par rapport
a chacune des variables - separement.
Remargue 2. I estffacile de montrer que si I'ensemble &
jouit de la propriete [, alors les fonctions d'un syste
A (FYP. =yn), (i=1 2,..n), remplissant les conditions
et a la fois ont forcement la forme

(12) A(Ayi,-...yn) = h,(Ay), = I,2,...,nt.
ou la fonction h, ne depend que des variables Y.

M. T. Wazewski a demontre?) que la condition v est suffi-
sante et necessaire pour que le systeme (1) se prete a la
majoration universelle au sens . Une proposition ana-
logue subsiste ppour la majoration universelle au sens 'Fi+.
La condition D est pareillement suffisante et necessaire3)
pour que T\systeme (1) se prete a la majoration universelle
au sens » Une proposition analogue subsiste pour la
majoration universelle au sens .11 en resulte, en vertu
de la Remargue 2, gue les seuls systemes gui se pretent a
la majoystion au sens ou bien atnsens dans un en-
semble V jouissant de la proprieteLP sont ceux dont les
seconds membres ont la forme (11).

Or le but de la note presente est d’etablir des propo-
sitions analogues pour les notions de majoration au sens 5.

§ 1L
Avant d’enoncer les theoremes en guestion nous allons
demontrer guelgues lemmes gui nous faciliteront les de-
monstrations dans la suite.

’) Ceci veut dire que

A (hy...yi-l. 1 y+l... vn)<fietyl...... vi_rlj, yj+1... v.)
lorsaue i =t=j et Kj lj .

2) cf. T. wazewski: Systemes d’equations et cTinégalites differen-
tielles aux deuxiemes membres monotones, Ann. Soc. Pol. Math. T. XXIII.

Theoreme 2a et Theoreme 3.
3) cf. Wazewski: loc. cit. Theoreme 2a bis et Theoreme 3 bis.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 14
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Lemme 1; Supposons que la fonction soit continue
au voisinage du point (0, 0) et qu'elle y remplisse les rela-
tions

(12) ,0) =0
(13) y0) >0 __ pourf>0.
Dans ces hypotheses il existe[ une courbe Y = [ (f) definie
et derivable au yoisinage de L =0 et telle que
(14) yi(f)</(fy () pourf=>0.
(15) V" (0>0 pourf=>0.
(16) y>(0)=0.

Demonstration. Considerons I'equation differentielle
(17) / = /(Ly) —yf(LO) .
ainsi que l’equation
(18) _ y=Ff(Ly)-/(LO).

et designons par Y= (f) lintegrale superieure de I'equation
(17) issue du point (0,0). On aura alors (16) ainsi que (14)
puisque, d’apres (12) et (13)

(19) —/(LNW) W) pourf>0.

D’autre part le second membre de I'equation (17) etant, en
vertu de (13), plus grand que celui de I'equation (18) et la
courbe y =0 etant evidemment une integrale de I’equation
(18) issue du point (0,0) on a linegalite (15)4).

Lemme 2. Supposons que la fonction /(y) soit continue
dans un intervalle A et que pour deux valeurs y >y appar-
tenant a A on ait l'inegalite

(20) IY)</(Y).
Dans ces hypotheses il existe un y appartenant a A et un
¢ >0 tels que

(21) W)=/(y) pour  —<5<y<y.
4) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen, chelsea Pu-

blishing Company, 1947, p. 91, Satz 5. L’inegalite (15) resulte de ce theo-
reme en vertu de l'inegalite (13).
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Demonstration. Designons par y> la borne inferieure de

%/22?'5 T l=f()’) et y<y<y.

D’apres (20) on a etfen posant §=y—y on aura, en
vertu de la continuite de | (y), l'inegalite (21).

Lemme 3. Soipdonne dans le plan des variables (Z, y) un
ensemble ouvert contenant a son interieur le segment
ouvert (—4 0) sur I'axe y, ou §=>0.

Nous affirmons qu’il existe une courbe y = y> (f) continue

et contir[ument derivable dans unGvoisinTge unilateral a
droite de { = 0, situee a l'interieur de V pour{ >0 et telle que

(23) .. /<0)=o
(24) f_||>[)TJ]O (t) =00

Demonstration.  Soit , (r=1,2,...) une suite de points
sur le segment (—<, 0) de ar y telle que
my=.

(25)
Rvur tout indice V il existe un T]V>0 tel que le rectangle
defini par les inegalites

(") L AYV<Y<yV+1,
est contenu a l'interieur de U, On aura alors
(26) £RvQG.

oi hV une autre sui \él

P TR R et TR

Joignons Igs points (hV W) 9[ (hV+ W'I'TT par un segment
rectiligne

oy V Dapres (ZMﬁvurons alors

Ces segmertts reunis forment une Ilgne continue

(29) = o(y) pour — 4§ <y <0
telle que, d'apres (27),

14’



212 J. SZARSKI
(30) Imbe=o

En vertu de (28), la ligne (29) est contenue a linterieur de

oo

v=I
Dans chague intervalle (yv, yv'l']dll on a
(31) L)

dV est une constante aatlsfolsant a linegalite
(32)
On verifie en outre que

(33) (Y) fo(y) dy pour — ¢ <y <0.

Coniderons maintenant les rectangles RV definis par les ine-

lites d . |

i V<t<0 | <y <y
et construisons, comme tout a l’heure, une fonction o(y)
mpour — O<y<O de fagon que la courbe

(34) f=o(y) pour —U<y<0

00
soit continue, situee a l'interieur de RV et qu' on ait

(35) ||m 0oy =0

y->0—0
On aura donc, d’apres (31) et {RV\ dans chague intervalle
vl Y
(36) a'(y) <o(y) <0.
Il en resulte qu’en posant

@) ) =F)

on a
(38) t(y)>0 pour —éd<y<0; r() =0.
(39) /(y) =5(() <0 pour —é <y < 0.
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(40) Liy) <0f 2 (=0,
D’apres (35) et (39) on a

(41) r'(0) =0.

Il s’ensuit de (38) et (40) que la courbe
(42) f=>(y).

oo
est contenue a linterieur de RV pour — &<y <0, puis-

que la courbe (29) l'etait. Par consequsnt, d'apres (26), la
courbe (42) est situee a l'interieur de pour — é<y< (.

La fonction r(y) est en outre continument derivable et de-

croissante au sens stricte, d’apfes (39).
En designant donc par la fonction inv?rse a r(y)
on verifie, d’apres les proprietes de la fonction L(y) et en

particulier en vertu de (38) et (41), que la courbe y = y(f)
qui est identique a la courbe (42) remplit toutes les condi-
tions du lemme present.

Les lemmes qui suivent joueront le role principal dans
les demonstrations des theoremes du § 2.

Lemmﬂ34. Supposons que l'ensemble Q jouisse de la
propriete |,
Supposons en plus que les seconds membres du systeme
(1) soient eontinus et que la fonction/\ (L y”..., yn) ne soit
pas croissante par rapport a y2 dans V.
Dans ces fyypotheses il existe un point Po (20,£1;.. .,yn) appar-
tenant a O tel qu ’a toute integrale (2) du systeme (1) issue
du point Po il correspond une courbe (3) passant par
Po, satisfaisant aux inegalites T'fferentielles (4) dans un voi-
sinage unilateral a droite de Q ety remFIissant linegalite

(43) (0> (O pour >
Demonstration. 1l existent, par hypothese, deux points

A1o,yiny2>"3>-e-"Mn) et -R(10,yi,y2>y3>--- JN appartenant a &

tels que y2>y? et

(44) A0, y2 P <AM, p,
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L’ensemble & joui-ﬂsant de la propriete P le segment [7?, i7]
est contenu dans En_y Ilmde (44) il existe, d’apres le
Lemme 2 (en posant | (y) = r 'YLy, Y3, —yn). un y?2 et un

6>0 tels]g eU
(45) ,yVyZ,"3---|>j>”)>A(/0yi, y3-0
pour p2—d& <yl <y2
Soit (2) une integrale du systeme (1) issue du point PO
Introduisons maintenant la transformation, definie dans un
yoisinage V de Po
T=/-10

46)  YYji—<7i(2)
YI=yy—"+A~(F-F) > Q=2.3,...,n).

?;7)M > 0 ﬂe(tl qufys)tanm f|0e cthe de fa?ﬁj gu’'on ait

Lepoint Po (/0, yt,..., £,,) se transforme en point Qo= (0. 0,.. .,0)
et le systeme (1) prend la forme

(48) y/ =F;(T,Y,...,Yn) , (i=1,2,...,n).
ou
(49) (T Y,,
Mﬁ'”'lf[ Yj+g” T]fO) Y +
III’ Yn+yn

—2 3..
Il est immediat que la transformatlon (46) ainsi que la
transformation inverse conservent les inegalites differen-
tielles de la forme (4) et les inegalites ordinaires de la
forme (5).
Désignons par Y, =0, (T) celle des integrales du systeme
(48) issue du point Qo qui est i'image de lintegrale (2) par
Uintermediairg- de la transformation (46). On aura alors au
voisinage de | =0
(51) ACD"O,
et par consequent

0 = Tinv, +MI-:IQII§+ Y2+ MT,
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(52) F1(0,0,...,0) =0.

D’autrg:part, en vertu de (47) et (50)

655 [0 0. 0= My, 2, M) +31>0,(=2,3,.., n)
L’inegalite (45) implique, d’apres (49) et (52)

(54) F, (0,0, V2 0,...,0) >0, pour—<5<Y2<0.

Il en resulte, en vertu de la continuitdé de la fonction F,, qu'il

iste dans le plan des variables | I,Y2) un ensemble ouvert
contenant a son interieur le segment ouvert (—06,0) sur

I'axe Y2 tel gu

(55) ﬁ, rT, 0,Y20,..,0 >0 dans G.

En vertu du Lemme 3 il existe dans G une eourbe Y2=72(7)
continue et contingment derivable dans un yoisinage uni-

lateral a droite de | = 0 telle que

(56) 7, (@ =0,

(57) Im 7N ==,
T—04-0

Posons ensuite
(58) 7.(7=0 , (1=3/4,..,n).
On aura alors, d’apres (55)
59) F, (7,0, 72(7), 73(7),...,7,, (7)) = Gl-pourT>0
dans un yoisinage unilateral a droite de | =0.
Il s’ensuit, selon le Lemme 1, en posant
Hf,y) = F,(f,y,72(f),..., 7n(f)),
qgu’il existe une fonction 7,(7) satisfaisant a l'inegalite diffe-
rentielle
60) 7/(7)<F,(7,7,(7), 72(7),..,, 7n(7)) pour 7=0.
dans un yoisinage unilateral, suffisamment petit, de 7 =0
et telle que
(61) 7,(0) = 0.
(62) 7.(7)>0=7/7) pour 7 >0.
Drapres (53), (56), (57), (58) et (61) et en vertu de la con-

tinuite on aura dans un yoisinage, unilateral, suffisamment
petit, de 7 =0.

©3) 7/(7)<F/7,7,(7),..., 7,,(7) ., =2,3,...,n).
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En dosignant par y—yzCO, (i = 1,2,..n) limage de la
courbe y,=Sii(7)> (z=1,2,..., n), construite tout a 'heure,
par fintermediaire de la transformation inverse a ( b on
verifie que la courbe y,=wi(f) passe par le point [V (f0,
Yj,---,» Yn) en vertu de (56), (58) et (61), satisfait aux inega-
Iites[gdifferentielles (4) dans un voisinage unilateral a droite
de W (en vertu de (60) et (63)) et y remplit l'inegalite (43)
(d’apres (62)).

Cette courbe en est donc une dont il fallait demontrer
I'existence.

Lemme 5. Conservons les hypotheses du Lemme 4 relatives
a fensemble fl et a la continuite des fonctions f,, et suppo-
sons que la fonction f,(f, yj,..., yn) ne soit pas decroissante
par rapport a y?2 dans fl.
Dans ces hypotheses il existe un point PO0(f0, yj,..., yn)
appartenant a fiy,tel qu' a toute integrale (2) du systeme (1)
issue du point U il correspond une courbe (3) passant par
Po, satisfaisant aux inegalites d'therentielles (6) dans un voisi-
nage unilateral a gauche de W et y remplissant !inegalite

(64) > "1(0 pour t<t0

Demonstration. Nous allons deduire ce lemme du Lemme
4 en introduisgnt la transformation

(65) ==Ll ;. Y=y, ¢=1,,...,n).

qui change le signe des inegalites differentielles de la
forme (6) et conserve les inegalites ordinaires de la forme (5).
Par cette transformation le systeme (1) prend la forme

(66) Y =F/AT,Y1,...,Yn) , @=1.2,..,n)
ou
67) Pi(7.Y1,...,yn) =-A(T,Y],...,Yn) , z=1,2,.., n).

La fonction jf/#, yj,..., yn) n’etant pas decroissante par
rYayZ ns fl ii resulte de (67) que la fonction
| X,. - n'est pas croissante par rapport a Y? dans

(fensemble fI* qui est l'image de fensemble fl par finter-

mediaire de la transformation (65);



SYSTHIMES MAJORANTS 217

Il s’ensuit que le systeme (66) satisfait aux hypotheses du
Lemme 4 dans l'ensemble "2* et par cosequent il existe un

point QO(TO, Y1;...,'Yn) appartenant a 42* et remplissant les
conditions du Lelp'n F 4 par rammrt au systeme (66).
|

Designons par I'image du point Q0 par
lintermediaire de la transformation (65), c.—a.—d.

(68) fl=—To ; y=Y, , (i=1,2,..n).

Soit (ZP une integrale quelconque du systeme (1) issue du
point 0

Son image par la transformation (65) sera une integrale
(69) Y, =0f(T) , (i—1,2,...,n).

du systeme (66) issue du point Qo. ou

(70) 0,.(M="™NCT) , =12,..., n)

En vertu du Lemme 4 il existe une courbe

(71) Y, =",.(T), (z=-1,2,...,n).

passant par Qo, satisfaisant aux inegalites differentielles
(72)  P;(M<Fi(T,'’A(T),...,On(T)), 1,2

dans un voisinage unilateral a droite de_T et y rem-
plissant l'inegalite

(73) 37(7)>0,(7) pour7>70.
En posant
(74) y.(f) =z{(—"h), =

on verifie, d’apres (67) et (72), que Ia courbe Yi= V|
satisfait aux inegalites fu_f_fmentlelles (6) dans un voisinage
unilateral a gauche de et y remplit, selon (70) et (73),
Uinegalite (64).

Lemme 6. Supposons que les seconds membres du systeme
(1) soient continus dans l’ensemble ouvert 42 contenant le
point PO(f0, £,,...,£,,) et que la fonction (4,y,,. - yn) soit
de classe Cl. Supposons en plus qu’on ait l'inegalite

(75) <0.

Dans ces hypotheses, pour toute integrale (2) du systeme
(1) issue du point Po il existe un systeme d’equations (7)
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dont les seconds membres sont continus dans & et y satis-
font aux inegalites (8), et une integrale (3) du systeme (7)
passant par Po et satisfaisantt I'inegalite (43) dans un voi-
sinage unilateral a droite de W

Demonstration. Etant donnee une integrale (2) du systeme
(1) issue du point Po il suffit de construire le systeme (7),
dont il est guestion, dans un voisinage ferme du point Po, car
on pourra ensuite prolgnger les seconds membres du systeme
obtenu sur ’ensemble \ tout entier de faeon que les fonc-
tions g, soient continues et satisfassent aux incgalites (8)
dans

En effeetuant la transformation

(76) T—Et—ﬁ) P Y—y,—(F) . 2=12,.,n).

Nnous pouvons reduireC le cas generat a celui ouPo= (0, O,..., 0),
toutes les fonctions p, (F) remplissent les identites

(77) e>, ()"0 , (z'=1,2,...,n),

et par eonsequent

(78) ' f,(f0,...,0)F=0 , z=012,...,n).
D’apres (75) il exite un A>0 tel que

(79)

dans un voisinage suffisamment petit de PO D’autre part

la fB tion etant, par hypothese, de classe Cl, il existe

un 0 tel que
df'
(80) dy.

au voisinage de PO
D‘apres (48) et (79) on a dans un voisinage V, suffisamment

petit, de L =0
(81) A(PO,—\0,...,0) > At pourf=0.
Posons

(82) |p2(P) —— t, y]k (f) —— (k=34,..72).
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On aura alors, cTapres (80), dans le yoisinage V
A (A0, %(A 11y w.—A(AO, ,0,..,,0) >

pourl>0.

donc en vertu de (81)
(84) A(A0,|p2(/).. y>ﬂ(/))>j >0 pour D0,

dans le yoisinage V
Il en resulte, sTlon le Lemme 1, osant
(Ay) =A(AY- % m 7 (A),
gu’il existe une fonction X(A) satisfaisant dans un yoisinage,
suffisamment petit, de f=0 a I'equation differentielle

85 , -
( ()A —an ava- Nay—j5aeoVlo.. M (ty>
et telle que

(86) V1(0) =0

(87) A=>0= CpX (f) pour t > 0

Il suffit maintenant de poser au yoisinage du point Po

gi (Ayj, ey = A Ay yny—[ A A0 v2 (A, 1+ A

pour f>8
gl(Ayi,....yn) = A(Ayi,...,yn+" pour < '
g2 (f.yl,....yn) =—1 .
g;(/.y.,...yn=— (i=3,4,...,n).

On vyerifie, d’apres (78) et (84) et en vertu de la continuite,
gue les fonctions g; ainsi definies satisfontppux inegalites (8)
dans un yoisinage, suffisamment petit, de [V, D’autre part,
d’apres (82) et (85), la courbe y,=y- (A est une integrale,
issue du point Po, du systeme (7) avec les seconds membres
definis par (88). Cette integrale remplit, en vertu de (87),
Uinegalite (43).
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Lemme 7. Conservons les hypotheses du Lemme 6 en
remplagant l'inegalite (75) par inegalite

(89)

Dans ces hypothespg, pour toute integrale (2) du systeme

(1) issue du point ['l, il existe un systeme d’equations diffe-
ntielles (7) dont les seconds membres sont eontinus dans
et y satisfont aux inegalites (9) et une integrale (3) du

systeme (7) passant par ceypoint telle que dans un voisinage

unilateral a gauche de tﬁ) on a linegalite (64).

Ce lemme decoule du Lemme 6 par lintermediaire de Ila

transformation (65), tout comme le Lemme 5 a resulte du
Lemme 4.

§ 2.

Theoreme 1. Supposons que les seconds membres du sy-
steme (1) soientpeontinus dans I'ensemble ouvert & jouissant
de la propriete [,

Dans ces hypotheses la condition C (Introduction) est suffi-
sante et necessaire pour que le systeme (1) se prete a la
majoration universelle au sens Sjl- dans

Demonstration. La condition C est suffisante. En effet,
la condition C etant remplie dans £?, a tout point Po appar-
tenant a & il correspond une integrale du systeme (1) issue
de ce point (et notamment lintegrale superieure a droite
issue de Po) satisfaisant a la condition (Introduction)b).
La conditioniﬁ est aussi necesaire. En effet, supposons que
les fonctions Il ne remplissent pas la condition C. Nous
pouvons supposer (en changeant au besoin le nupperot
des variables et des fonctions) que la Z)nctlon A(f, ,W
ne soit pas croissante par rapport a YL dans |
Il resulte alors du Lemme 4 que la condition enoncee dans
la definition de la majoraP n au sens ¢/ (kMroduction) est
en defaut pour un point ﬁ)appartenant a

5) E. Kamke: Zzur Theorie der Systeme gewohnlicher Differential-
gleichungen, Acta Math.. T. 58, p. 82, Satz 9.
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Thggreme 2. Dans les hypotheses du Theoreme 1 la con-
dition U (Introduction) est suffisante et necessaire pour que
le systemg (1) se prete a la majoration universelle au sens
57 dans

Demongjration. La condition est suffissante. En effet, la
condition etant remplie dans 12, a tout point Po apparte-
nant a 12 il correspond une integrale du systeme (1) issue
de ce point (et notamment lintegrale superieure a gauche
issue de Po) satisfaisant a la condition AIf (Introduction) 6) .
La conditigx est aussi necessaire. En effet, supposons que la
condition (D] ne soit pas remplie Nous pouvons supposer
gue la fonction (f Y,..., ¥,) Ne soit pas decroissante par
rapport a y? dans I Il resulte alors du Lemme 5 que la
condition enoncee dans la definition de la majoration uni-
verselzi au sens 5f est en defaut pour un point Po apparte-
nant 11

En vertu de la Remarque 2 les Theoremes 1 et 2 impli-
quent le suivant

Theoreme 3. Dans les hypotheses du Theoreme 1 la con-
dition suffisante et necessaire pour que le systemei'(l) se
prete a la majoration universelle au sens dans | con-
siste en ce que les fonctions A(/,yr..eyn) soient de Ila
forme (11).

Theoreme 4. Supposons que les seconds membres du S)'{'-
steme (1) soient de classe C dans !'ensemble ouvert |
jouissant de la propriete P.

Dans ces hypotheses la condition suffisante et necessaire
pour que systenie (1) se prete a la majoration universelle
au sens dans | consiste en ce que les inegalites

f
(90) =427,

soient verifiees en tout point de ”

Demonstration. La suffisance de la condition resulte d
Theoreme 1, puisque les inegalites (90) impliquent dans
jouissant de la propriete P la condition C.

*) E. Kamke: cf. loc. cit. 5).
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La condition est aussi necessaire. En effet, supposons que

inegalites (90) ne soient pas remplies toutes en un point

.+ Nous pouvons supposer (en changeant au besoin le

numerotage des variables et des fonctions) qu’on ait I'ine-

galite (75). 1l resulte alors du Lemme 6 que la condition

enoncee dans la definition de la majoration au sens 0'7 est
en defaut pour le point Po.

Theoreme 5. Dans les hypotheses du Theoreme 4 la con-
dition suffisante et necessaire pour que lepisysteme (1) se
prete a la majoration universelle au sens 5825 dans & con-
siste en ce que les inegalites

(91) ﬁﬂko Cis=j, (G, j = 1,2,..., n),

soient verifiees en tout point de

Demonstration. La suffisance de la condition resulte du
Theoreme 2. La condition est aussi necessaire. En effet,
les inegalites (91) n’etant pas verifiees toutes en un point
Po, nous pouvons supposer qu’on ait linegalite (89). I
s’ensuit alors du Lemme 7 que la condition enoncee dans la
definition de la majoration universelle au sens ST, est en
defaut pour le point Po.

Les Theoremes 4 et 5 entrainent le suivant.

Theoreme 6. Dans les hypotheses du Theoreme 4 la con-
dition necessaire et suffisante pour que systeme (1) se
prete a la majoration gnjvegselle sens dans & consiste
en ce que les fonctions r( W,..., W soient de la forme (11).

Remargue 3. On peut definir les notions de minoration
universelle analogues a celles de majoration universelle.
Nous definirons a titre d’exemple la notion de la

il B0 S fretB TR UiversBlR ﬁuq§ens Ji

Iorsqu a tout point Po appartenant a & il corres-
pond une integrale (2) du systeme (1) issue de Po et remp-
lissant la condition suivante .
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Pour chague courbe (3) passant par Po, cotinue et satis-
faisant aux inegalites tOjifferentielles (6) dans un yoisinage
unilateral a droite de W les inegalites

(92) o (i=.|,T,... n , o
sont veritiees 1415 N JOISINAQE UNIALEFal & droitg de 10,
On d |n|t d’'ungfaepn analpgye les notions de minoration
au sens U*a [T ngl
Or tous Ies Theoremes 1—=6 restent vrais aussi pour les no-
tions de minoration uniyerselle.
On obtient les theoremes respectifs des Theoremes 1—6
par 1’|ntermeT.|a| e de la transformation

(93) vi=-y, , =12,.,n)
car elle trar\sfefr(te les megahtes differentielles de la forme

(94) , z=12,..., n).

en les inegalites de la forme .

&5) v, = (l |2,..., )
les inegalites

(96) y-(f) < . (z=1,2,..., n)

en les inegalites
97) N>, 2=12,...,n),



SUR UN THEOREME DE M. BIERNACKI

Par
GYULA (Julius) Sz.-NAGY (Szeged, Hongrie)

§ 1. Je vais exposer ici une demonstration elementaire
du theoreme suivant:

gl R TR

1(2) = (z—Zj) (z—22)... (z—2zn)

_E?U

(2 | 9(2) = /(2)
St le cercie K

(3) . .
ontient tous s zeros du polynome 1(z) alors le cercle
|z—2z03<rl=rj/2

conuEnt DS o e, 1 D0 o

e CeICie Al connent OUS 1S Z6r0s
( /(z) '(2) —9(2) /'(2)
Féuesa tance finie, de fa d envee
E| a(2)
Ce theoreme a ete etabli dans le cas ou
=ml==... = = 1,c.a.d. dans le cas des polynomes

ue j’ai publie en hongrois en 1942. Cependant les demonstrations actu-
elles sont beaucoup plus simples et plus courtes que celles d’autrefois.
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—

|
(z)=2/(z)+pr (Z) par M. Biernacki?”. J. Dieudonney
trouve une autre demonstration de la premiere partie de
ce theoreme de Biernacki.
heoreme suivapo ' - :
= )
e (2) M#AA | t ) r O e )
AL ST b
g’ t [I g 0 i
¢
] AW E‘/( /\E
) %A 0.
tqtfé%bn e Wit co%t
Dans cet enonce la fggion esterieure (respectivement
inferieure) a ’hyperbole est le lieu des points d'ou Fon
peut mener deux (resp. aucune) tangentes a "’hyperbole.
Chacune des regions relatives a une hyperbole Il degeneree
(Cj=1C2) est un angle rectangle |double dont les cétés se con-
fondent avec les droites de (il comprend deux angles
droits symetrigues par rapport a C\).
Jai deja demontred d’'une maniere elementaire la pre-

miere partie du theorgme Il 77 C2) dans le cas des poly-
nomes /(z) =2/(z) + J/'(z). Ma demgqustration est valable
sans modification dans le cas ou les sont des nombres

positifs arbitraires.
Lorsgue C, = 12 et 70 on a g(E\) =0 et g'(?i)—0.
Donc Cj est un zero de la fraction rationnelle: k

fz2) 9@ —a9@)F@2) _[9g(zx)1"
6 %% 155 =

2) M. Biernacki, Sur les eguations algebrigues contenant des para-
metres arbitraires. Bulletin de 1’Academie Polonaise des Sciences et de
Lettres, Classe des Scienc. Math., Serie A 1927, 541—685.

3) J. Dieudonne, Sur quelques points de la theorie des polynomes,
Bulletin des Sciences Math., Serie 2, 58 (1934), 273—296.

4) Gy. (J.) v. Sz. Nagy.- Zur Theorie der algebraischen Gleichungen,
Jahresbericht der Deut. Math, Ver. 31 (1922), 238-251.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIH. 15
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D’apres un autre theoreme tout aussi elementaire que j'ai
etabli ailleursb) tous les zeros de cette fraction rationnelle
sont situes dans un domaine dont la frontiere est le lieu
des points d’ou l'on voit sous l’angle droit le plus petit po-
lygéne convexe contenant tous les points Zj, z2,..., z,, (,,kon-
vexe Hiille* des points zk). Si un point de la frontiere
du domaine en guestion est un zero de la fraction ration-
nelle, les points zf sont situes sur les cotes de l'angle droit.
Il en resulte la deuxieme partie du theoreme II.

8 3. Pour etablir le theoreme | nous aurons besoin du

theoreme, Il et d’'un lemme geonetrlaue a,ue VOICI
1 1 et%ﬁg? s cno S %fgf
rl/
pm

Dans la demonstration de ce theoreme nous allons dire,
poupnabreger, qu’'une hyperbole ¢gpuilatere dont le centre
est et qui passe par Pt et par est une ,,//-hyperkole".
Si cette hyperbole n’a aucun point en commun avec I\, elle
sera dite une ,,//*-hyperbole*.

Une /Pprerbole est determinee soit par sa rﬁngente tX
point soit par ses gsymptotes, sa tangentf point

est parallele a A. Si est contenu entre U et U //-hy-
perbole est evidemment une //*-hyperbole. Il s’ensuit I'exac-
titude du theore Il dans le cas ou Po est situe sur la
circonference derW ou a linterieur dg/ce cercie. En effet,
IaKongu r de ces gurdes du cercie qui sont tanggntes

est 2 y si donc I'V est situe sur la circonference de

a linterieur de ce cercie il existe evi(bemmTz‘lt une bande

comprise entre deux droites paralleles passant par

5) Gy. (3.)) v. Sz. Nagy, Uber die Lage der Wurzeln von linearen
Verknupfungen algebraischer Gieichungen. Acta scient. math. Szeged, 1
(1923), 127-138.
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Pt et P2 respectivement et qui contient le cercie K La
H-hyperbole ayant la tangente est donc une H*-hyper-
bole.
La demonstration du theoreme Il dans le cas ou PO est
situe a l'exterieurpdu Kj est tqut aussi aisee. Les tangentes
menees du point au cercie I\ font entre ejj@gs un angle

il existe donc un angle rectangle double de sommet
Pﬁg @l comprend deux angles droits symejriquespar rapport
a Po ne contient aucun point de I\, Si m est situe
dans zWrs la H-hyperbole dont les asymptotes sont les
cotes de est une /P-hyp

le.

K Lorsque la demi-droite mtpf coupe la circonference de

f aux points Q, et Q? et lorsque Qj est situe entre Po et
Q2 Pj est situe soit sur le segment P0Qi soit en dehors du
segment P0Q2 Dans le premier cas la /i-hyperKole dont les
asymptotes sont paralleles a ces tangentes du I\ qui passent
par Qj est evidemment une H?-hyperbole. Dans le seco
cas il existe une H-hyperbole dont la tafygente au point
soit n'a pas de points communs avec [\, cette hyperbole
est une H*-hyperbole.

Il ne reste donc plus qu'a etablir le theoreme 11l dans
le cas ou Pojest grtue dans l'anneau compris entre les cir-
conferences I\ et I\l En introduisant un systeme des coor-
donpees rectangulaires O{TS lesquel l'origine est au centre
du Keet I'axe positive coincide avec la demi-droite OP0
on obtient les relations:

0=(x%0,0),Pl =(x, = (X2, XX+2: Vi =
o <?=P 1r |/(2 ,1 X[D']'PZYX > EZ)Z[, X)§ U )%zgyfw.kyz :

Rans systeme de coordonnees les equations de cercles
sont respectivement

7 ==l X=v=m=F

Nous pouvons admettre que Fon a dans la demonstration
du theoreme III:

8) alyj | roet 1 i .

15
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En effeP lorsgue \Y|\|>r cette Ad-hyperbole dont la tan-
gente en X est parallele a I'axe irt une LP-hyperbole.
Cela a lieu aussi dans le éas ou <r car on a alors
yl > 1l —r —r2 Lorsque f c ‘est la 7f-hyperbole dont
la tangente est parallele a I'axe Oy qui est une H*-hyper-
bole.

ﬁiatlon de la ff-hyperbole symetrigue par rapport a
I'axe s'ecr

o Y= k=Ml —{(x—Hp=A,
et les abscisses de ses points d'intersection avec Ksatisfont
a l'eguation:

(10) (x—x0)2 + X2_r2 _A.

Pour que cette eguation ne possede aucune racine reelle il
faut et il suffit que l'on ait:

(12) XBZ(rz—A— )<0,ca d. A+ 'A>r2‘

Or cette condition est remplie, car Fon a:
X=yl — %! — x0)2 = (X2 + y2) — x2 — (Xj — x0)2 >
ST —Xj— (Xj—x0) = rt —x0 + 2%! (X0 — xt) >r, — X

et par suite:

L’hyperbole (9) est donc une 77*-hyperbole.

Le theoreme 11l est donc completement etabli. Il est evide-
ment valable aussi dans le cas ou et P* se confondent
avec Po et la P/*-hyperbole se decompose donc en deux
droites perpengliculaires passant par Po, car dans ce cas
voit le cercie I\ d'un point situe a I'exterieur du cercie W
sous un angle aigu.

§ 4. Supposons maintenant que la premiere partie du the-

oreme | soit inexaute, il existerait alors un polynome g(z)
de la forme (2) qui aurait au moins deux zeros (distincts
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ou confondus), soit et t situes a I'exterieur du cercie (4).
On pourrait tracer une hyperbole equilatere H* (pouvant

se decomposer en droites) de centre 9 (fi+?2) Qui passerait

par des points et f2 et qui n‘aurait aucun point (reel)
commun avec le cercie |z—z0 =r. Il en resulterait que ce
cercie et par suite tous les zeros du polynome (1), seraient
situes dans une des deux regions determinees par l'hyper-
bole //*, c’est ce qui est en contradiction avec le theo-
reme Il. L’exactitude du theoreme | en resulte car tout
zero situe a distance finie de la fraction rationnelle (6) est
situe dans le cercie (4).

Si 6§ PBRST0E la"fo it Tancree o o eeon serveme
R(Z)—n . >0 k=1,2.n)

k z

R e 2 R s

°) M. Marden, On the zeros of rational functions having prescribed
poles, with applications to the derivative of an entire function of finite
genre, Trans. Amer. math. Soc., 66 (1949), 407—418, vient de generaliser
le theoreme | au cas ou les coefficients MK sont des nombres complexes
compris dans un angle de sommet O et d’ouverture (0 (<> et 2 est un po-
lynome de degre p—1 a coefficients quelconques. Le polynome g(z) a alors

au plus P zeros d’ou l'on voit I'enveloppe connexe de zeros de t<z) sous

.T---C0

un angle < p_ j .



UNE METHODE ELEMENTAIRE DE RESOLUTION
DU PROBLEME DE DIRICHLET DANS LE PLAN

Par
F. Leja (Krakéw)

1. Introduction. Soit F la frontiere d'un domaine plan
quelconque Doo contenant le point a linfini dans sonpinte-
rieur, e?m) unM fonction reelle definie et eontinue sur | des

b
ornes et m —o) < M

et J nsemble (suppose non vide) complementaire
a Doo+ 1, Il est clair que J est une somme finie ou de-
nombrable des domaines disjoints bornes simplement con-
nexes dont la frontiere est contenue dans [,

Soit £n)yn systeme gen+1 points différents unconques
situes sur [, C(n) = {C0, any Tn}. Dosignons par V (Cn) =
= U(CO, Cp..., Q le produit

1) r(™n) =0C7:|74 k‘('ﬂkl,

par £0) (z, f(n) le polynome
(2) L<»(Z,{W)=3G|=", >=p, 1.....

et par 2 un parametre reel non negatif

Lorsque le systeme £(n) varie sur la valeur du pro-
duit n

©)
reste bornee et atteint sa borne superieure. Dosignons par

(4)



PROBLEME DE DIRICHLET 231

ou plus brievement par

<4 /TTN\A” M4 n=I, 2,...,
un systeme de n+1 points de I: en lequel

(5) F/x(n) = sup y/c)).

C(n)eF
t lapfcondition (5) sera dit
S Stéme ﬁ?rpblﬁ@ éﬁﬂ@ﬁafﬁp du rang |l correspon-
dant a 2e?(z)
Les polynomes

(6) 7=0,1.....n,
seront dits p0|yn0meS eXt emaUX du degre n ass@cies a I:
et 2<p(z). Je dis que ces polynomes satisfont sur (Fca Uine-
galite

(7 100) (Z, 2, X(n) <e"™AW, j=0,1,...,n;zeF.
0 ﬁ effet, designons les points (4") plus brievement par
X, et soit z un point quelconque de |, D’apres (5)

on a :
Ux(x0,...xl1._1, z, XJ+].,..” xn)<lA (x0,..., Xs5)
d'ou I'on conclut que
Cn\z—xk|) e~nlvwW < (A| x —xk|) e~nW
(Fc40n (fc+n
et cette inegalite entraine immediatement l'inegalite (7).

Formons la somme de n‘nodules des polynomes extre-
maux (6) et faisons varier

(8) ~NZ,2) = i’)|é>0)(22x(n))|, n=12,...

Il est evident que la fonctlon I:n( est positive dans le
plan entier et, si 24=0, la fonction

~ log VFn(Z,l)
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<2°) nHm ]/0n(z,2) = 0(z,2).
La limite (10) existe car on a quel que soit z
(21) ~nGu) < Fn(z,)<(n+ 1)20n(z,2).

La premiere de ces inegalites e§t>evidente. Pour prouver
la speonde faisons correspondre a 0 un systeme de points

de [, soit .

2 Y= -}
pour lequel

(23) On(z,A) > nzfax 1O(k)(z,2,y(n) |—S.

D’apres la formule d’interpolation de Lagrange on a
N0)(z4,x(n) = "0%0, . A X)) * Lw(z,?n))
k=Q

donc en vertu de (7)

|00)(z4,x(M) I<<il L(ft)(zly(n) |enX” ("™~ = FI Offc)(z,2,3())I

k=0 k=0
et par suite d’apres (23)
| <2>°(2,2,x(n)) | < (n+1) [Dn(z,2) +e],

ce qui entraine linegalite Fn(z,2)<(n+1)20n(z,2) car e est
arbitrairement petit.

Il reste a prouver que la limite 0(z,2) est partout finie.

>0t n(n)= {"o- VV' Vn]

un systeme de n + 1 points de [ en lequel \7 duit (1)
atteint son maximum qui sera designe par n(F)O Parmi
les produits

=1 (% — %)eee (N — Py—"+1) o (M—%) 1. j=0,1,..., n,
soit Jn) le plus petit On saitl) que les deux suites
{riF)™1} et {W"}

’) Ce journal t. 1 1 (1945) p. 4—11.
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tendent vers le dlametre [ranSflnl (CapaCI[e) de ’ensemble I:

Designons ce diametre par
d(F)

et soit Z un point, quglconque du plan et (Z) la plus
grande distance de Z a | Puisque

eniM

et que <Fﬂ(Z,z)< méa)lx <£<)(z,2,?/)1 on a

(24)

Iy,
donc d> Z,E)<R(Z)'e ]. d(l:) et par suite $(z,2) est finie
car d(F) > 0.
Les inegalites (11) et (12) resultent des suivantes: D’apres
(6) et (8 an a quel que soit
|
e N> e

(25) F..(z,2) > J:ZO Lw(z, X(ﬂ))

et d’apres (7) on a sur F
(26) Fnzj2)<(n + DenMz)
Le theoreme est donc demontre.

Remaraue. Les fonctions Fn(z,2), $n(z,2) et d>(Z, A) de-
pendent de Ze?(z)l: t seront designees aussi par

ﬂZ, ?), On(z,2<p) et 0(z,29?).
Observons que, si >Z est une fonction definie sur F et si
<p(z)>y>(z) sur F, on a dapres (14) en chaque point du
plan On(z,29?) > On(z,2y) donc
0(z,26)> (z,2y) si 9>y sur F.

Observons encore ge la continuite de la fonction ¢?(z)
sur F n’est pas necesaire pOU{ I’existence des fonctions (14).
Il suffit pour ce but que Y(z) soit bornee sur F et on

constate aisement que la limite (20) existe dans ce cas
generat.
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3. Propositions auxiliaires. J’aucai a m'appuyer sur deux
lemmes demontres ailleurs. Soit un continu plan quel-

pT Ll SR m
emplt 0 9 sl Clgn? L5 U H{ﬁ%ﬁt e

L)< 3101 + 6y

Soit Ky"}, ou j=0, 1,.., erFn=1, 2,..., une swte
triangulaire des points situes sur | tels que les points de
chaque systeme <) = {"n), soient differents entre

eux. Formons les n+ 1 polynomes (2) correspondant a C(n)
soit z0 un point quelconque de I, I un nombre positif et
(20,1, C(.)) le plus grand de ceux des modules,

ILW(@, F)I, =

pour lesquels le point est contenu dans le cercie
z—2z0|<r. Si aucun des points “in\ n’appartient

au cercie |2 oson
SUl[érTfangu(g ik O%Sta queR e so% f r@ulatmn

(28) lim sup 1/IV1 (20, r, £(n)) > 1.

La demonstration de ce lemme est donnee implicitement
dans le travail insere dans les Annales Soc. Polon, de Math.
t. 21 (1948), p. 80—89.

Les points extremaux (4), ou A est fixe et n—1, 2,...
forment une suite triangulaire Designons par

W

Fensemble des points daccumulation de cette suite. Le
lemme 2 entraine la conclusion suivante:

2) Ne se reduisant pas a un seul point.
3) Pour la demonstration cf. Math. Ann. t, 108 (1933) p. 520.
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corotiare. EN C3UE PoInt 20 08 Fi 0n 4
(29) <5(20,2) = e™(n).

En effet, q>Z Krzt continue en z0, a tout s>0 cor-
res?ond un cercie {\ = 20p< r} tel que <p(z)><p(zl) —e si
Ze .LFKionc si le point X du systeme (4') est contenu

dans on a dapres (6) quel que soit z

et par suite

Il en resulte dapres (10) et (28) que ”(z0,2) = e’1’(z) ¢
d'ou l'on conclut que (20,2) > e' ’<)). D’autre part, il suit
de (12) que <5(z0,2) <eXf<) donc legalite (29) est demon-
tree.

Nous supposerons dans la suite pour simplifier que
soit une somme des continusd).

Observons que, si 2=0 oy si 2 etant quelconque la
fonction <p(z) est gonstante sur [, les points extremaux (4')
sont repartis sur [ de maniere que le produit K(x<n)) soit
le plus grand. En vertu de principe de maximum les points
de la suite triangulaire (4) forment a’ors un ensemple par-
tout dense surr19 et par suite 'ensemle F, couvre [, c'est-

a-dire -
=3
F LFerque 2>0 et <p(z) n'est pas constante, la difference
— 1\ n'est pas Fn generat vide. Neanmoins, lorsque 2 de-
croit I'ensemble I'y augmente (ne diminue pas) et la distance

<5(z0,Fx) d’'un point quelconque z0 de F a F, tend vers zero
avec 2.

En effet, si <50, Fx) ne tendait pas vers zero avec 2,
presque tous les points de la sgite triangulaire (4') seraient
situes sur une partie fermee de F a distance positive

4) La frontiere de zJ remplit manifestement toujours cette hypothese.
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de z0. Par suite, en designant per *,,(E) la borne superieure
de K(C(n) lorsgue £(n) parcourt L, op aurait
Y,.(?7n) < JZ(x«) +e_n(n+in"M ﬂ (E) e
D’autre part, on a d'apres (5)
(29) h\(x(n)) = Kn(F) re—n<"+»"
et par suite
en(n+21).(M_m)=J/n(F)/rn(£).

On en conclut que 22(31— m=>log [d(F)/d(H)J donc 2 reste
plus grand qu’un nombre positif car U(F) > U(E).

Observons encore que, si «(z) est constante dans un
yoisinage d’'un point z0 de F5), alors en vertu du principe
de maximum l’ensemble F, couvre un yoisinage plus petit
de z0 des que 2 est suffisamment petit

Designons, comme plusW ut, par an: la borne supe-
rieure du produit (1), par }a(F) la borne (5) et par d(F)
et d;(F) les limites6)

AT

Il suit de (29" que d,(F) >d(F)e~2"1. D'autre part, etant
d’apres (3)

rxCn)< jz(C(n))e—n(n+1>'m
on en deduit l'inegalite d, (F) < d(F)+e-2"m, donc lorsque2-*0
on a d;(F)->d(F).

4. Proprietes des fonctions 0(z,2). Supposons comme
plus haut que 2 sqit f

Theoreme II. T fﬁﬁCthﬂ

B e R -

5) C’est-a-dire dans l’ensemble F.K, ou K est un cercie de centre z0.

°) La demonstration de I'existence de la seconde de ces limites est
analogue a celle de la premiere fcf. M. Feketc, Math. Z., t. 17 (1923)
p. 228—249],
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Demonstration. 1° Ddsignons les points extremaux
(4) plus brievement par

xm= {x0, XV.u., Xn}

et supposons que leurs indices soient choisis de maniere que
parmi les n+ 1 produits

X =>1" J_Xk\) e-nKAXj\ j— ,

soit le plus petit. Soit Z un point quelconque du
plan non situe sur F, et r(z) et [\(z) la plus petite et la
plus grande distance de z a F,. Les polynomes extremaux
(6) satisfont aux relations

I\ . ,,Or _
0°>(z, ]., H >)' |, X'«) * L j=0,1,..., n,
donc
[ OW(z, 2, x(n)) |< 1(0)(z, 2, x(n)) | [

et par suite
(31) Fn(z, 2) <| 00\ 2 XW)\<Fn (Z, 2).

Il en resulte d’'apres le theoreme | que la suite
(32) log F n=1,2,...

converge en dehors de F, vers log <>z, 2).

Soit G un domaine borne quelponque a distance positive
de Fx r la distance de G a F, et I\ le diametre (proprement
dit) de G+ Fv D’apres (31), (21), (24), et (25) on a dans G

1
y5T+TLR- cf < <W-+ Bl1 73®’ e**

donc la suite (32) est uniformement bornee dans G ce qui
prouve que la limite log < (z, 2) est harmonique (hans G car
les fonctions (32) y sont harmoniques des que |l est suffi-
samment grand.
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2° Je dis que la fonction <b(z,2) est semi-continue
inferieurement, en tﬁut point du plan.

En effet, soient N et [l deux nombres naturels euelcon-
ques. D’apres (15) on Zx qguel que soit

4>kn 12) = [<x>,(z,2)]k

donc
> 1/0n(z,2)
et par suite, lorsque k
(33) 0(z, 2) =j/<&n(z,2) pour n=1,2,...

Comme dapres (21) d>n(z, 2)>|:n Z, 2:(n+D2on a
Ceo-0)Hs o=

donc, z0 etant un point fixe quglconque du plan,
0(z,2)=cn j/F,,(20,2) + Cﬂ Lﬁ/l:,, FZ, 2) — -j/F,,(20,2)].

Observons maintenant que Cﬂ )//Fﬂ (20, 2) > <J> (z0,2) .donc

a tout S > 0 correspond un nombre N tel que C j/l: Z 12) >
> ® (20,2) —e/2 et par suite

0(z2) > (20,2) — | + — JIF“@z72)] .

D’autre part, la fonction j/FN(z,2) etant continue en 2z0 il
existe un voisinage |z—z0 <4 de z0 dans lequel

CN [j/O7) — 1/Fn(=2)]> —1

donc
(34) 0(z,2) > <[> (ZU, 2) —£ lorsque|z—z0|<<3.

Il suffit de prouver encore que la fonction <(z,2) est
semi-continue superieuremerz en tout point z(
de Fx. I*our ce but observons que W(z) est continue en
z0 donc a tout ?;>0 correspond un cercie K{|z—z0/<r}
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tel Vue, si Fon designe par le Iproduit FK, on aura
S“ () < opfe) 41

et par suite dapres (7)

Il en resulte que les modules des polynomes

sont uniformgfnent bornes par le nombre 1 sur un continu
passant par LV,

Or, pres le lemme ' &l ?UJt >O correspond un
nombre et un yoisinage Z <6 dans lequel

| 00)(z, 7, X(n) e < (i +£&n pour n>N,j=0,l,...,n
donc

ﬂ (z,2)<(n+1)(1+ene™ , pour n> N, Iz—ZOl <4,
et par suite dapres (10) et (29)
(35) 0(z,2)<(l +e)e*’ -0(z0,2) pour |z—z0l< 4§

ce qui prouve que (z,2) est semi-continue superleurement
en z0. Le theoreme est donc domontre.

Cas particulier. Dans le cas 2=<0 la fonction (30) ne
depend pas de la fonction frontiere p(z) et il suit de (11)

et (12) que
(36) Iol? P (z,0)
s'annutle en tout point de D’autre part, lorsque z->00 la

fonction (36) tend vers linfini et y possede un pole simple
car les fonctions (32) ont pour 2= 0 la forme

(z—x0) (z—X2)... (z—X,,)

AR

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII.
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)complementaire Aet sur F elle est iden-

el

Pour maprguer la dependance de la fonction O (z, 2) de
I'ensemble designons la par O(z, 2;F). En partant des
formules (8) et (14) on peut prouver que dans le plan entier
on a

(37) IogO( 0 F\]+| m<|09<t>( )<IogO (z,0; Fj +2M

ou la signification de log O (z,0; F,) est analogue a celle de
la fonction (36).

5. Second passage a la limite. Nous allons examiner
le comportement de la familie de fonctions harmonigues

(38) j-log O (z,2), 0<2<©°

lorsgue 2->0. Je dis qu'on a dans le plan entier

(39) YlogO (z,2) > ulog O (z, 2) si0<2< 2.
X X

En effet, lorsgue z->00 toutes les fonctigns (32) tendent
vers linfini donc de meme O z, 2) Soit [\ > 0 un nombre
si grand qu’on ait

0(z, 2)=eM pour|z|>R

et que J+F soit continu a linterieur de la circonference
C{lz| =R}. D’agxps (10) a toh1t> ;N)int zetae=0 corres-
pond un nombre tel que, si y on a

VRl <ceeroe
et a fortiori

I'L0) (z, X(n)) | <({+£f)'x0(z,2)", j=0,1,..,n
ou Xy =x(J)=x(njx). Lorsgue z est situe sur C on a

0(z, 2 > donc etant 2<2' on a

7) Dans le cas general, ou la frontiere F est guelcongue, log $(z,0)
est la fonction de Green generalisee de Doo.
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LW (z, X)) | < [(L +¢) O (z, 17e”(®)]"
<KlI+e)0(z,2)I7e”x7""V
Il s’ensuit que
1 00)(z,2', x()| < [1+€e)O(z,2)vTr, j=01,.1n,

et comme <l>ﬂ (z,2) < rrdgix 10W (z, 2', x(n)) | on trouve

1/0n (z, 2)U;/ < (1 +¢) O (z, 2)W pour n > N,

d’ou Fon deduit linegalite (39) sur C car E est arbitraire-
ment petit.

L’inegalife (39) a lieu aussi sur F, car sur I:, son premier
membre = Y (z) d’'apres (29) et le second est <<p(z) d'apres
(12). En dehors de F, le deux membres sont harmonigues
d’'apres le theoreme Il car F} Z) Fx donc d’apres le primgipe
d’extremum linegalite (39) a lieu dans le cercie |z K
comme R est arbitrairement grand, dans le plan entier.

e . Dans Lensemble -1+ ¢ 1l existe

(40) lim 1-7 log O (z, 2)1=0 (2).

o, g5 dgmone das . corine

Demonstration. La familie (38) est uniformement
borneg sur F d’'apres (11) et (12), donc la limite (40) existe
dans N et la fonction O(z) y est harmonique d’apres (39) et
le theoreme connu de Harnack.

Soit z0 un point de Fjet e>0. Puisgue <p (z) est continue
en z0 il existe un cercie I\ de centre z) tel que 9?(z)>e?(z0) —s
dans l’ensemble F.K. Designons par y(z) la fonction de-
finie sur F comme il suit:

8) La limite (40) existe aussi dans le domaine Doo, mais elle y est par-

tout infinie.

16’
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9(2) si 9?(z)<<p(z0) —=,
V<@ = 92(al) —t si 92(z) > 9 (20) —¢.

On sait que, quels que soient z et 2, on a < (z, 260) >cp (z, 2y»)
et lorsque 2 est suffisamment petit, soit 2 <2(z0, e), 1\7 Zﬁné
) !

Hée Fx correrondant a y() f@ ?U n yoisinage
z0 sur donc lorsque V( | é) et 2 < 2(z0, ¢

a d'apres (29)

on

<X>(z,299) >0(z, 2y) =

On en conclut dapres le theoreme connu de Borel qu’a
tout epO correspond un 2(e)>0 tel que, si 0<2<2(e), On

o &(zAp)>ei-

donc en tenant compte de (12) on a sur

e

A'I?'F resulte que la convergence (40) est uniforme dans
et par suite la fonction <J>(z) jouit des proprietes de-
mandees.

6. Conclusion et remarques. Il suit du theoreme prece-
dent que le probleme de Dirichlet pour un domaine borne
simplement connexe quelconque dont la frontiere est con-
tenue dans la frontiere de son domaine complementaire Dco
admet toujours une solution)).

La formule (9) donne le moyen de construirg cette solu-
tion pour tous les domaines complementaires a U00 cn meme
temps. |l suffit pour ce but de trouver sur la frontiere de
Doo les points extremaux correspondants a la fonction fron-
tiere donnee.

T £< Y log O(z, 2¢s) <9%9(z) pour2 <2(e)

") La formule (20) a ete demontree dans mon travail anterieur (Buli.
Acad. Polon., Krakéw 1936, p. 79—91). En partant de cette formule
M. Mas ao Inoue (Proc. Imp. Acad. Tokyo, vol. XlIll, p. 352—357) le
premier a prouve que la limite (40) existe et donne la soluton du probleme
de Dirichlet lorsgue F est une courbe ferme de Jordan. Dans sa demon-
stration l'auteur admet comme le fait connu que le probleme de Dirichlet

pour linterieur d’'une courbe de Jordan F possede une solution.
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Cette methode est susceptible de generalisations. Dans
le cas des domaines plans multiptement connexes on doit
remplacer les polynomes (6) pas des fonctions rationnelles
de la forme

LO)(z,x(n) 7=0,l,...,n,,

ou p(z) est une puissance d'un polynomp convenablement
choisi. Ce cas generat sera l'objet d'un autre travail.

Panstwowy Instytut Matematyczny.



SUR LES PUISSANCES DU NOMBRE 2

Par
W. Sierpinski (Warszawa)l)

h ml re Uhier a publie recemment dans les SCflPta Ma
t e at a vol. 15 (1949), p. 247—251 une note, dans laguelle
il donne deﬁ yaleurs des nombres 2" pour certaines grandes
yaleurs de (comme n = 1000, 2000, 3000, 4001).

Le but de cette Note est de demcntrer deux theoremes
sur les nombres

s e i A

Pour démontrer notre theoreme nous prouverons d’abord

'Te}? A A 0 ol e 5|e1nomb 2 0l-

Demonstratlon du lemme. Soit ¢ I'exposant au-
quel appartient le nombre 2 pour le module 5 [c.-a.-d. soit
¢ le plus petit nombre<naturel tel que 2= I(mod 5Kk)].

Comme on sait, on a §/Y(5), donc <5 4.5 \ Pour k=1
on a evidement <5=4; notre lemme est do ]/rai pour fc=I
et nous pouvons supposer plus lo:n que&r>

S'il etait $< 4 5k 1, on aurait soit <5 4. ~\ soit d 12. 5kl .
Suposons qu’on a pour un no bre({aturel k=2

€))] 245k 2=1+ 3 bk 1 mO

(ce qui est eyldemmen vrai pour qu 24=]1,+ 3.5).
omme k>2, on a —1>1, 5 _J = N1+
— D(k—I)>k pour =234, et (RJ )= k— +4(k—1)>

— 1+4>N+ 1

‘) Communication presentee a la seance de la Societe Polonaise de
Mathematigque, Section de Varsovie, le 2 Juin 1950.
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Or, on a

(1+3-5k_1) = 1+3-5k + 2-5-31.52('c_1)+2-5-3?53(k_1)+5 - 31.54(fc"])
s 5(k—1
+ 3.5, =) et on voit que tous les termes a droite, sauf

les deux premiers, sont divisibles par 5k+1. On trouve ainsi
2 (1+3-5k 1)5=1 + 3+5k (mod 5k+1).

9 'I|' a a:b (mod 5k), il existe un entier t tel que
, d’ou

AN 551+ .+ s sy

les formules (1) et (2) donnent donc
24-5~(1+3-5k-1) = 1+3.5f (mod 5“) .

La fgrmule (1) est ainsi demontree par linduction pour
tout N\ naturel>2.

D’apres (1) on a
(3) 24’5 =|=1 (mod 5k), pour fc>2,

ce qui prouve qu’il ne peut pas etre <5|4-5k72 D’apres (3)
on a

4) 24-5fc_ 1-|~1 (mod 5k+l1), pour k=1 .
On a
(5) 2485k 1—1 = (22 *5k—4— 1) (22+5k-1+ 1) ;

d’apres (4) le co6te droit de (5) n’??t( knas divisible par 5kbl
et, comme2? =—1 (mod 5), d’ou X+l =(—IDsk 1 +
+1=0 (mod 5), le premier facteur a droite ne peut pas
etre divisible par 5, c.a. d. on a

22-5fc_1=|=1 (mod 5kK) ,

dou il resulte gu’il ne peut pas etre d|2~5k_1.

On n’a pas donc ni <5145k 2,ni <$12+5k 1 et, comme
<14-56 \ il en resulte que ¢ =4*5k x. :

Notre lemme se trouve ainsi demontre.
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Demonstration du theoreme 1. Ddésignons, pour
k et n naturels, par rif) le reste modulo 10 du nombre 2" .
D’apres le theoreme d'Euler on a, pour N naturels:
245 =1 (mod 5f) ,

d’ou:
24 5fc-l+k__2k (-morf

et il en resulte tout de suite que

24’5  +"=2" (mod 10k) pour n>fc,
c’est-a-dire

Afasnl = m pour n>k
[Wu-ztosk'i = Xy

on aurait (vu la definition des nombres )

Si I'on avait

2k-i+4.5fc-i__
d’ou
2k|2ft-1(24-5k*“1-1),
ce qui est impossible. La suite infinie 111 est donc

periodique et le premier terme de la periode est

Admettons maintenant qu’il existe un nombre naturel
m <45k 1, tel que

=N pour Nk

On aurait donc A
2n+m=2n (mOd_ ka) pour n k
donc, en particulier, pour Il = N,

JemA 24 (mod a0
2m=lI (mOd 5ft)

ce qui est impossible pour m < 4:5fc 1, d’apres le lemme.

Nous avons ainsi domontre que la plus petite periode de
la suite r™,... a 4:5fc 1 termes.
Le theoreme 1 est ainsi démontre.

ce qui donne
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Il en resulte tout de suite que, pour k naturel donne,
les k-iemes chiffres (en comptant de droite a gauche) des
nombres 2" (n—1,2,...) forment une suite periodique (a par-
tir du k-ieme terme ), ou le nombre de te syde la plus
courte Rg:i de est un diviseur du nombre EB?

Pour lke_ riode est formee de quatre chiffres
2, 4,8, 6; pour eIIe est formee de 20 chiffres

0, 0, é 3,6,2,5 124290986, 3,7 4 8 7,5

Pour k: la periode a 100 termes.

Il est a remarquer que le troisieme et le deuxieme chiffre
(en comptant de droite a gauche) des nombres 2n(n=3,4,...)
pris ensemble forment une suite periodique ou la periode
a 100 termes qui presentent (dans un certain ordre) tous
les entiers noin neigatiifs < 100. C'e:St la suite

00, 01, 03, 06, 12, 25, 51, 02, 04, 09, 19, 38, 76, 53, 07, 14, 28,
57, 15, 30, 60, 21, 43, 86, 72, 45, 91, 82, 64, 29, 59, 18, 36, 73,
47, 94, 88, 77, 55, 10, 20, 41, 83, 66, 32, 65, 31, 62, 24, 49, 99,
98, 96, 93, 87, 74, 48, 97, 95, 90, 80, 61, 23, 46, 92, 85, 71, 42,
84, 69, 39, 78, 56, 13, 27, 54, 08, 17, 35, 70, 40, 81, 63, 26, 52,
05, 11, 22, 44, 89, 79, 58, 16, 33, 67, 34, 68, 37, 75, 50.

Notons encore que les dernieres chiffires des nombres

(n == ..) forment unel suite periiodijque sgdont la f>lus
courte perlode 20 termes et que, pour tout naturel les
restes modulo des nombres n" (n=1, 2,...) forment une

suite periodique.

fure uelcon ue o
i Z%%C @0| .ﬁ\ '
A T %M Mﬂ%

(6) a<na— k<D,
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Demonstration du lemme. Soit q un nombre na-
turel tel que

7) ~< b—a

et soit r un nombre naturel > — . Les e+1 nombreslra_
'EJra, ou j=0,1,2,..., q sont tous distincts (vu que aest
irrationnel) et ‘tzous >0 et <1. |l existe donc deux entiers
distincts A etJ de la suite 0,1,..., >q, tels que

8) 0>”a_Eara—(jzta_Ej2ra)<~ :
Distinguons deux cas.

1)a=j2 sons s=(l—j2) r, t= Ej\ fa— Ejra: s sera
donc naturel, L™ entier =0 et (8) donne

0<sa—a/<—
9 sa —/ 9

et il existe un nombre naturel m qui est le plus petit tel
que

m (sa—/)>a.
(m_l) (sa—1t) <a,
donc, d’apres (9) et (7):
m(sa—7) < a + (sa—f) <a+ <b

o -

n a ainsi i a<m’(;‘?_f)<b
et, ﬁn posant n—mS, k— y pn obtient les inegalites (6).
ou eit unnombre naturel et N\ un enti[er >ED.

J <12 Posons St: (2—A)r, era - Ej\ra,

S Séfa donc naturel = r, entier > 0, et (8) donne

{109 - b

et, vu que b—Eb—l <0, il existe un nombre naturel m
qui est le plus petit(tel q

G—1) <o o1

On a donc
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On a donc
(m—1) (sa—t) > b—Eb—1,
d'ou d’apres (10) et (7):

Ma—n =b—Eb—1+(sa—f)>b—Eb—1— 20—Eb—1.

O’n a donca_Eb_1 - (Sa_f) D b—Eb—l,
d’ou —a<m(ﬁa—_/f+ b+1<b,
m

et, en posant mS 'k‘ — 1, on trouve les inega-
lites (6), ou Il est naturel et N\ entier.

Ckr on a p = Mms=>s>r=-, d’ou na>b et comme d’apres
(6) >na on trouve k>0. Le lemme se trouve ainsi

demontre.

Demonstration du theoreme 2. Soit m un
nombre naturel donne >1. Le nombre Lg 2 (ou Lg designe
le logarithme a base 10) etant irrgtionel, il existe, dapres
notre lemme, un nombre naturel et un entier k=0 tels

e Lgm < nLg2—K < Logm 1),
o LMK <02 < Lo qmen
* metoc < D<M sotes 100 CAL, 2010+ 10—

Donc, si Al = (crc2...c9)l0 est la representation decimale du
nombre 1, on a

(c™. CSOO 0)10<2 <(c1c2 .€s99...9)10

ce qui prouve que les s premiers chiffles du developpement
decimal du nombre 2" sopt respectivement les memes que
les s chiffres du nombre m

Le theoreme 2 est ainsi demontre.



SUR LA PLRIODICITE MOD m DE CERTAINES
SUITES INFINIES DENTIERS

Par
W. Sierpinski (Warszawa)))

Comme on sait, les restes modulo m de termes succes-
sifs de certaines suites infinifs f’entiers

@ up Ll
forment des suites infinies periodigues, par exemple pour

nin+1)
2

Le but de cette Note est d'etudier la base commune de
ces faits. Cette etude m’a ete proposee par M. Zaran-
ieiewicz

Designons par {Un} la suite infinie Fm m etant un
nombre naturel, nous designerens par la familie de
toutes les suites infinies (1) aux termes entierg, qui satis-
font a la condition suivante les restes modulo Ul des nom-
bres u2, ... form iﬂT suite periodigue. En d’autres

termes la formule efuivaut a l'assertion qu’il existe
deux nombres natklrels jels que

ﬂ pour n=>h.

mod
Posons encore I:: | 2(]: e

o e SHMP m tﬂ?' FUT}EF

V 9 m, il existe

Demonstratlor‘k la
des nombres naturels V tels que

*) Communication presentee a la Societe Polonaise de Mathematigue,
Section de Varsovie, le 9 juin 1950.
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UM =U1 moa M POUF WAV 68 VA =V o M) pOUT

I<[\e gi donne tout de sui

n+lﬁ Uﬂ (mod zn) pOU n> elt e[ Vn+kk Vn (mod zn)
OU n>h? d’ou

un+klkl+vn+kikl =tzn+wvn (mod zn) pour n=>hl+h?
e
un+feifc2vntifc2 = zzn+v1 (mod ZT pour. N=>/il+h?

ce qui prouve que, t +V el:m et ] I:m C q f d

Corollaire 1. S| Une 9[ {v,}<xF, on a {u,+v,|eF e
vn}eF.

0§ {injeF et a est une constante entiere

Corollaire 3. szdizder, 0 4 (iznser pOU Ik ]_23
Cieﬁgrghﬂgg:.e@ 0 8 1 0ATONE 0 i oef-

| (udeF, /(izn) }eF.

Les demonstrations de ces corollaires n’offrent pas de
difficulte.

Theoreme 2. a etant Un entle On a {a"}eF.

Demonstrahlorlr[ 280|t u nombre naturel donng

Designons, pour ,, mi reste du nombre

modulo zn. Les nomhres W proy appartiennent tous
a la suite 0, 1, 2,..., I[lIT 1. ils ne peuvent hpas | onc etre
tous distincts. Il existe donc des nombres | m de la
suite 1, 2,..., rnr=ri Comme > j hous

Is
pouvons posmkzr FH'IE est un nombre naturel (<zn).
On a donc f c’est-a-dire apt = a' (mod zn), djou il
resulte tout de suite que an+fc =an (mod zn) pour n>h ce
qui prouve que gan}eFm. Ceci etant vrai pour zn = I2
on trouve {a"} Ul ¢ g. f. d.

coroliaire 5. O 4 @ 1 SOnt des entiers et s est n
nombre naturel, on
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Demonstration. Soit m un nombre n
D’apres le theoreme 2 et le coroklalre on a et

il existe des nombres naturels et tels que
- (mod ms) pour n Il existe donc pour tout

un entier tﬂ tel que a kr a +mSt d’ou E— —

| eFm, c. g. f. d.

En particulier, poura m il en resulte tout de suite
la periodicite des develop ments des nombres rationnels
en fraction |nf|n|e a base [le n-ieme (ﬂhlffl‘e du dﬁ\/lelop-

pement de - etant, comme on sait, E ELr —m g "7----- ==
S _— =

= (mod m)].

Or, il est a remarquer que, pour les suites {v,} aux
termes >0, la formule {vn}eF n’entraine pas en generat la

formule {2Vn}eF. Posons, en effet,
vh = n! (E]/n—E]/n—l)

m etant un nombre naturel donne, on a evidemment m ’V
pour n>m, d'ou {v,,hFm. On a ainsi [v,,|fF.

Or, comme on Vvoit sans peine, on a
2= 1+Ep n—Ej/n—1 (mod 2) pour n=1, 2,..

c’est-a-dire 2v" =0 (mod 2) pour tous les nombres n carres
et 2V"=1 (mod 2) pour tous les autres n naturels, de sorte

que la suite infinie de restes mod 2 de Fcz 2V1,2V2,...
n’est pas periodique. 1l j s donc , et, a plus

forte raison il n’est pas {
On a cependant, |

et WP A0 L o

g 1o
. [vJeF on

JTgyn=+00
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Demonstration. Soit m un nombre naturel ydonne.
D’apres le theogeme 2 il existe pour tout nom de la
smte 01 2,. _1 des nombres naturels k- et |l tels que

Posons k kOi{ _J‘ ([)ch z 8 H h ].. il resulte

tout de suite de ( ) qu’on aura -
o K= (o rry our n~
quel que soit le nombre entier A

Soit {vn} une suite telle que vn>0, I|m vh=+00 et

{vn}e |1l existe donc des nombres k)aturels s ei | tels que

4) 9[ Vn+S ﬂ (mod pOUf n

Soit n un mo\/ﬁ$ V?k a don vh>h. Si vn+s=>wvn, on
a, dapres (4), n t est un entier > 0 et
d’apres (3) on trouve

s XIHEZX o

quel ue, soit l'entier X
kt out est un

n S<Vﬂ, on a, dapres (4): V Vn+
entler >0 et, d’apres (3) on trouve
Xli—Xitsf = X oo 1)

quel que soit l’entier X On a donc toujour
(5) Xins = X (mod m) [JOUI n>r
quel que soit l'entier A

Soit maintenant {un} une guite telle que {un}eFm: il existe
donc des nombres naturels q-let 'r tels que

un+q=un (mod f ) pour n=>r,
d'ou
(6) Uy[] —Uyﬂ (mod m) pour n>r
Or, dapres (5) (pour X Un qs on a

) == (mod m) pour
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D’apres (6) et (7) on a donc
““ Un" (m°d m) pour n=> Z+r,

ce qui prouve que {u*n} 9 I:m, c. g f. d.
Il resulte tout de suite du theoreme 3 le

oliaire 6. 2 100 & pOUr Un M naturel [unteFn. on
s P,y s 101 4 ik

On en deduit tout de suite que {n"|e|:, ensuite que
{n" | e F etc

Theoreme 4. I cu.3er € 81 0 €5t UN dVISEUr nature
COMMUN 08 10US 1S termes 08 13 SUE cus. avorsg-nier.

Demonstration. Soit {un} une suite infinie telle que

{un}eF et soit U un diviseur natu[ml_cdwun de tous les
termes de la suite {uJ. On a donc Uil = pour n—1,2,...,
oii v,,(n=1,2,...) sont des entiers.

Soit m un nombre naturel donne. Comme| {uJéF, on

a {uJeFdm et il existe des nombres naturels N\ et Il, tels
que

ll_JJWk_:dV ralji'j dm) pour n=> h,
B e va imoo U11) pour O,

Vhn+k Vﬂ (mod m) pour n>h,

ce qui prouve que {vn}eFm Ceci etant vrai pour tout m
{vn} eF, donc jeF, c. g. f. d.

ce qui donne

naturel, on trouve

| est_a remarqyer que si, pour un m naturel donng, on a
tUI]P}EFm et si Uﬂ pour n=lI, 2,..., la formule 6 F™

ae_utzn’etre pas vraie. Par exemple, pour m - 2, Uﬂ T E]m
=L onaun=0 (mod 2) pour n=1, 2 doncm
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et on na pas j~~ | 9 FZ, les restes modulo 2 de termes de

la suite {E |/n} ne donnant pas une suite periodique.

Voici une applicatipn du theoreme 4. D’apres le corol-
laire 4 on a }n (n + 1)}l Or, comme on Tflit, ona2ll(n+1)
pour n=lI, . (vu gu’un des facteurs |l et n+1 est tou-

jours pair). Dapres le theoreme 4 on a

ré?i[tr Sn@?JW@s nﬂﬁ%@kiﬂ’ HS%E?ﬁteﬁngﬂoﬂwa

En particulier, pour m = 10, la periode a 20 termes, pour
m — 100 elle a 200 termes.

|¢F
1=k sualjﬂn Wmun Tombre et

Demonstratlon Soit un nombre naturel donne
et soit {uJ une suite telle que {un}«Fm. Posons v, =
=ul+u2+...+un pour n=1, 2, 3....... k

Il fesulte de {un}eFm qu’il existe des nombres naturels
et ll, tels que

untfc =u,, (mod m) pour n>h,
et on en deduit tout de swte gu’'on a pour | etJ entiers

=0 Uﬂ+|k+] Un+] (mod m) pour n>h
d’ou L .
£1 Un+|k+]/\mun+]:0 (mod m) pour n>h,

€t

E 2 K=" @ea my eour N,

=1 j=o0

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXHI. 17



258 W. SIERPINSKI

c’est-a-dire

untl+un+2+ ... +untmfc =0 (mod m) pour n=nf
d'ou
ul+u2+-—+ untmk ~1 "2 ' | n (MOC n?) pOUV U h
c’'est-a-dire

vVn+mk™Mn (mod /7?) pOUr H=> h,
ce qui proure que |v,,hFm, c. g.f. d.
En particulier, pour u,=n(n=1 2, ..0on retrouve la
formule le F.



SUR CERTAINES FONCTIONS HARMONIQUES
JOUISSANT DES PROPRIETES EXTREMALES
PAR RAPPORT A UN ENSEMBLE

Par
J. Gorski (Krakow)

1. Objet du tr 2 . Soit E un ensemble borne et ferme
de points dE 2 une fonction reelle, definie et con-
!

tinue dans une fgwction complexe, definigq= et. con-
tinue dans un domaine contenant 1’ensembte B Nous
supposerons que p(z) soit different de zero dans U.

Soit 10, . un systeme de n+1 points differents
quelconques de L., je designerai ce systeme plus brievement
par une seule lettre f

(1) f= 1/~ A}

Designons par (z; 1, p, f, E) ou plus brievement par
(z; p) le produit

C’est une fonction de z definie dans domaine D

E Faisons mainten@ t varier les points du systeme (1) dans
et designons par Vil (z; p, f) ou plus brievement par On (z; p)
la borne inferie du_ plus grand des n + 1 modules

(z;f, p) |, Uj,...,n, lorsque, z etant fixe, les points
(1) parcouren

(3) Oon(z;p) =inf {r@ax|<'\,j)(z;£,p)|}, n=12,.., .
(cE

La borne O,,(z;p) est positive en chaque point ZeD
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En effet, soit m lapborne inferieure du produit |p(z)le/w
IorscEJe Z pamc urt L. Vu que p(z) est different de zero
sur L on a 0 donc

et comme

g L]

(z: p) = inf {nf Onw(z;l,p)H>

on a

Designons par d(E) le diametre transfini de E introduit
par M. Feketel) et observons que 'ensemble complemen-
taire de E par rapport au plan ferme est une somme finie
ou denombrable de dcmaines disjoints. Designons par Don
Felui de ces domiines qui cogtient lg| point a 'infini et par

sa frontiere. On sait que U(E) =\ (F).

Considerons le cas particulier ou, C etant une constante
differente df zero, on a

(z) =0 dans E et p(z) =c dans D

M. F. Leja?) a démontre que la suite |j/Qn(z;c)} tend
dans le plan entier vers une fonction limite ¥ (z) jouissant
des proprigtes suwadntes

° Sj >z
(53 fice @ & mmmmm  Qans D ot
)_00@)%HMmem ws%ana)

ggﬂ&q“ b e O SRR o e

*) M. Fekete, Math. Z., t. 17 (1922), p. 228—249.
2) F.Leja, Ann. de la Soc. Polon, de Math., t. 12 (1934), p. 56—71.
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Le but de Te travail est d'examiner la suite (3) dans le
cas generat ou | (z) et J(z) sont des fonctions quelconques
remplissant les conditions specifiees plus haut.

2. Existence d‘une fonction limite. Considerons la
suite (3).

mah%eﬂe%?S hneLﬁ‘n |te % (z;p) [end danS |e dO-

(4) lim pl<in (z; p) = (Z P).

La demonstratlon sera app ye(;%sur Jemme suwa

que S zeD it Hﬁﬁﬁes il @ s e
(5)

0,,+v(z;p)=0/,(z;p)-0v(z;p) pOU et V— 1, 2,....

Demonstration du lemme. Soit z un point fixe
de D. I esE evident qu’a chaque «>0 on peut fair |$ rmsv
pondre dans L un systeme de p+v +1 points {%,tlv — m[ ﬂ -
tels quon ait

oinien=mex PE& |-t

Introduisons les notations suivantes: {£0, Ip...,£,} = f etant
des points quelconque du plan, posons

(6) c(i,ip...,in= /7

(7) J(E£) = Tl - pour j =0,..., n
(e, _

et observons que, quel que sqit J —0, |,...n, on a relation

(f0, fp. - f)=3 (ly; )+ V (£0, fp...,*_peHP..., =

Ceci pose, soit z le point fixe plus haut et |)1,7ZZ, ...... 77,V

un systeme de v points quelconque du systeme 7. L’ex-
pression
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@mWrmeﬁﬂW

possede un maximum lorsaue, Z etant fixe, les points ..., wy
parcourent le systeme [, En changeant corivenablement
des indices des points de ce systeme on peut supposer que
ce maximum soit egal a IF (z; Ni+l,..., Hutv).

La suite de demonstration est completement analogue
a la demonstration du lemme qui se trouve dans le travail
de M. F. Leja insere dans le Buli, de I'Acad. Polon, des
Sc., Cracovie 1936, p. 79—92.

Le theoreme ! resulte immediatement du lemme 1 et du
lemme connu sui

Si une suite rafﬂ a termes positifs remplit la condition

a(+v=a((-a,, pour et v=1, 2,..., la suite /aﬂ tend vers
une limite finie ou infinie.

3. Construction des certaines fonctions extremales.
Considérons la fonction

ou V(£0 .,Tn) est deflme par la formule (6) et cherchons

son mximum, lors WWWMMemm

Ea  Appelons
par rapgport aux fonctions et p(z) un systeme de

points de L, soit

(9)

pour leguel

(10) U = X U .

Supposons encore aue les indices des points $0,
soient choisis de maniere a avoir

< |p(Ol?en) DOUYJ:Q
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et formons les fonctions

satfsTﬁHF‘”qu%l | &ﬁe%um gﬁg SLLUEE

(13) or@Apl<end =0, |yl

Demomnstration. Si linegalite (13); n'etait pas satis-
Eite dans L pour une valeur de l'indice J il existerait dans
un point z tel que

donc '
/\ Al
J &0 IP(pl? enf D JE? O IP(pI? em |]
En multipliant les deux membres de cette inegalite par
/7 1P Q) | e"[cTfe)
on en deduUﬁit l'inegalite .
(So,.... J+]., 80,0+, U

incompatible avec l'hypothese (10), donc les inegalites (13)
ont bien lieu.
Supposons maintenant que p(z) soitpyune fonction ana-

lytique reguliere neS s’annulant ETS Solans | eX|Ste danS 1en
o0 Wi, A1
lim )/|0®(z;£,p)|

et cete fmite est egalea a fonction B{z ) define par e

(14) |lm } 0<0)(z:£,p)| =0(z;p) .

il RS e L e
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Bertmfns];(‘zl rTdNn. 1° Soit z un point fixe queld\(z'\que
de UL, I =I\LLfla rn,eR' erréure des distances \L™ a|
lorsque a parcourt L et I\ = | la borne superieure des
ces distances. Je vais prouver les inegalites

(15) -"0On(z;p)<IO0()(z:9.p)I<(n+1)-On(z;p) . n=1.,2,...

En effet, a chaque 0] beut faire correspondre un
systeme de points {%, W, V] = tel, qu'on ait

(16) O,,(z;p)>m&x 101) (z; p)|—e.
Designons par (z; ) le polynome

2 2= -
(17) L?(z:¥?) kDO o J

(k=t=

et observons que he produit (py.))" (z; p) est un poly-
nome du degre |l. D’apres la formule d'interpolation de
Lagrange on a identiqguement

o @n<in L) = 2 " ST

T veeme o[l (M)

et par suite d’apres (13)

eSS e

=0

En tenant compte de (16) on aura

donc la seconde des inegalites (15) est vraie car e est arbi-
trairement petit.

Eonsiderons le n-ieme systeme extremal £= UoBi- + W
de et soit s celui des indices j=20, 1,...,n pour lequel
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<5n (z; p) <max 1ON) (z; £ p) | = (Z,i,p)\ |

On a identiguement

ou VJ designe le seconde membre de linegalite (11). Etant
vs=>Vv( on a

z ||:g

z=-Ts
donc la premiere des inegalites (15) est vraie.

on(z;p) < 0n)(z;"p)

La formule (14) resulte immediatement de la formule (4)
et des inegahtes (15)

2°. Soit un domai eEborne et ferme auelcormue con-
tenu dans le domaine et z un point fixe de U, Desig-
nons par la borne superieure du plus petit desproduits (7)
lorsgue le systeme | = varie dans E)

On sait¥y que j/J,, tend r_T_Ge diametre transfini EE G
Soit I\ le diametre de etr la dlstance

il est Jclair que r>0. Designons encore par et Ies

bornes.

A=t o 8 (O} B=swp (501 2

Puisgue E est compact et p(z) 700 dans E on a B A>0
Je dis que B R

(18) IpO)l VA

En  effet, il dans E un systeme de n+1 points,
soit {y@ﬁ,yné}&ﬁ pour leguel IJn=min J(Y!.;y.) Dapres
(2) et (3) 1

on a
'Yy F. Le ja, Bul. I’'Acad. des Sc, Cracovie 1-933, p. 281-289. - .'
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ce qui entraine la secs{uj_e )(aﬁs i gaS’t s (18).
D’autreEpart, soit —[ ,X w Al un systeme de n+1

points de L pour lequel

ce qui entraine la premiere des inegalites (18?
De (15) et (18) on deduit pour chaque eG Uinegalite

R B
n+1. ——
Jld~n 1P(2)
Puisque }/jn-> d(Ez >0 etmue |p(z)| est borne et plus grand
d’'un nombre positif dans la suite

["'log|o>") (z;8,p)

est uniformement borneendans G Les termes de cette suite
sont harmoniques dans V, donc la convergence

log O(z;p)

est uniforme d@‘us G et par suite la fonction limite est har-
monpique dans V.

E. Le comportement de la fonction & (z;p) dans l‘en-
semble Er Il est clair que la fonction <i>(z;p) depend de la
fonction Z +  Supposons que la fonction /(z) soit identique-
ent nulle dans L et que p(z) soit definie dans le domaine

par a formule

D@ =171 +ajzict +... +ai
ou Zk'l' aXZk_l+ et a est un polynomgngquelconque du degre
k=1 dont les zeros sont exterieurs a et la determination

du radical est quelconque. Le module |} (z) | dont nous nous
servirons dans la suite est bien determine. Je vais demontrer le
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Mﬁﬁ@ﬁl §1“Ps|3 ﬁ%@ W%n

(20) I Ii§nz >(Z, p) -1

z->7(

Demgstration. Soit { un non‘t ositif quelconque.
Le point LV est situe sur un continu &E\ Designons par
Cp la partie de C contenue dans le cercie \&= z0|<e et po-
sons /?p==max |p(z)|. A chaque £z=>0 correspond un nombre
q(e") >0 tel que

(21) f7(z2)~) < L+fil si zo! < e(t)

Puisque | p(z) | < B () dans le cercie |Z_20‘.< et que,
dapres (17) ou f(z)=0,0na |,z ;£,p)|<1 sur C donc
(22) ip(z) +10®(z;].p)| < (AE))" Pour zeC{M,

Je m’appuyerai maintenant sur le lemme suivant du a
M. F. Leja :4)

Soit un continu quelconque, z0 un point de r et
\V\/n(z)} une suiteMde polnr]gnlszrempl ant sur T la con-
dition | IFn(z) | =< pour Y oujﬂzest une constante
et le degre de TFn(z) est < n pour n pr NEN é}r
«>0 correspondent deux nombres posmfs (e,T) et

tels que

J/I1FEn(z)| < 1+« pour \Z_ et n Q
| est un

Observons que I'expression pZ
polynome du degre [l borne d’apres (22) par 1 sur Cijs2)
pour n=1,2,..., donc d’apres lemme de M. F. Leja on
a dans un yoisinage |z—z0l < | de z0 linegalite

| p(2)?0m0) (z,Lp) | < '+ (1 +«)" pour n >
et par suite dapres (21)
(23) jJ/IO® (z;a,p) | < (1+0 (L +e) Pour |z—z0/ < retn > N

Y F. Leja, Math. Ann., t. 108, p. 517—524.
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existe dans L un systeme de fcv+l points
qgu’on ait

(24) Oftv(z;p)=max [ <Z>Nz z p) | =

D’autre part, si z n’appartient pas a E Ov— 1, |
ET) W )k\l tels

En appliquant la formule d’interpolation de Lagrange au po-
lynome [p(z)J on a
kv
(@) = z:9)p(")
=0
donc :

max | £.g(z;™ -pfy)- | >

et par suite dapres (24) 3fev(z ;p)=1/(fcv+l).  On en deduit
U'inegalite
(z:p) =vI_i>r(r)1o ]/®kV (z;p) =1
qui entraine (20) en vertu de (23) .

5. Cas particuliers |. Supposons comme dans le numero 4
que /(z) =0 et que p(z) 5(a|t le r,aolynome [du degre 1 [de la
forme p(z) = pt(z) est un point quelconque
n‘appartenant pas a k. Dapres (12) et (14) on a

z, Pl)= (z;D+

et
<P@z;pj = lim JA (z;LPx)|"
n-"00
Le point z—a est situe dans un deg domaines dont la
somme est semble complementaire a L., D05|gnons ce do-
maine par

ks ;ars;%ﬁéﬁ%e A

Demonstratlon Supposons d’abord que L soit une
somme de continus. Il resulte immediatement des theoremes
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2 et 3 que la fonc n IogO Z J est harmonigue et po-
zmve en dehors de {a} et qu le tend vers zero lorsque,
n’Eppartenant pas a L + {«}, tend vers un point quelconque

Observons maintenant que d'apres (19) la difference

Nelog | Ono)(z I,P1) | — log

est bornee dans le domaine Da_ {a}, donc sa limite pour
C’est-a-dire

(25) log O(z;Pi) — log )

y est bornee aussi. Rar suite la difference (25) est harmo-
nique aussi au point @ ce qui p Hlve que log O (z; px) est la
fonction de Green classiquende

Lorsque la frontiere de eDa est quelconque, la demonstra-

stration est analogue a celle donnee dans le travail insere
dans ce journal t. XXI (1948), p. 70.

fonction 1og0(z;pl) est harmonique en dehors de
tend vers zero lorsque Ee point z n’appartenant pas
tend vers un point de L. Par suite d’apres le principe de

maximum, Elq_gDﬁ(z; Ppj est identiquement egal a zero en
dehors de

Remargue. Lorsque L est une somme de co q'P_E

Il. Supposons maintenant que f(z) =0 et que
p(z) = pl(z) =j/ (z—=a) (z—%£)
ou la determination du radical est quelconque. Alors

G,,-a)60-HU
(z—a) z—7)]

CE)omt a et sont situes ns l’ensemble complemen-
taire

dg: Designons pCE grand domaine
contenant (I et contenu dans et p le domaine ana-
logue. Il est clair que les domaines a et peuvent etre

identiques ou disjoints.



270 J. GORSKI

Supposons que Da7”D/? et pgsignons par G(z, DJ, la

G t'B de Green du domaine avec le pole et par
W) la fonction analogue.

Theoreme 5. LOIS3UE Day"D), alrs

2 log 0(z; p) = || ((33 (éga; aﬂ% B?f

Demonstration. Supposons gque L soit une somme
de co 5inus. Il resulte des theoremes 2 et 3 que la fonction
2 log V (z; p2) est harmonique et positive en dehors de
D + {a} +,{f# et quelle tend vers zero lorsque z tend vers un
point zoe Il reste a prouver que la difference

2 log <P>(z; p2) — log —

tend vers une limite finie lorsque z-*-a. Considerons a cet
: Qoo .l
effet la suite partielle | | | Z, g, p2) 1j et observons que

d’apres (19) la difference

est bornee dans Da_{a}, donc la limite
(26) log O z;p2)—]j Zog

est bornee dans le voisinage du point z=a et par suite la
fonction (26) est bornee et harmonique au point z=a.
Pareillement la fonction

lo 0(z; p) —log|Nj|

est harmonique dans le domaine D“ -
Remarquons que dans le cas ou Da—D et « la
Dnction log O (z; p2) est harmonique et positive dans
= {a} et tend verg zero lorsque z tend vers la fron-
tiere de ﬂ Les points a et /S sont des pdles du degre 1>
de cette fonctj dehors de l'ensemble Da+D”+E la
fonction 2 k.g ﬁg (z; m est identiquement nulle.
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Le cas ou D”— y et a=1/? se reduit au cas I.

1. ConS|derons maintenant le cas generat ou

(z)—p b)—]/(z- at 1<z—a2)... (z—ak)
et designons par a,l 1 f le pIuD grarﬁ domairﬁ
contenant a; et contenu dans E Lorsgue | I S—
— on demontre comme pIuD haut 1’egalitT(

k-lo O(z; pt) =G (z; D ) dans a., i=1,2,..
ou G (z, Da) est la fonctlon de Green (classigue ou genera-
lisee) duSCDm$Ee .avec le péle a. En|dehors de Ien-
semble a la fonction 'IogO(z; pk) est identigue-
ment nulle
Si a —HED |_I 2,...,k nous retrouvons le cas I.



SUR LES TRANSFORMATIONS DES SYSTEMES
D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

par
Z. Mikotajska (Krakéw).

Le theoreme qui suit constitue une reponse a une guestion
posee par M. M. T. Wazewski et J. Szarski.

Theoreme: Considérons la transformation
(M = =r (i=l,...n)
Admettons que les fonctions F'(t, .. £n) et leurs deri-

vees partielles du premier ordre soient continues dans
Fes pace de points (r, £,) et que le determinalT

Det. (F* (0,...0)) soit different de zero. Supposons que
admette la transforr; atlfyz mverse

(T X,.. )T t

valable dans Fespage tout entier. Admettons e 1

Ia}’ tran;formgtion _1 appl_ique_e a un systeme qu% Ugggﬁ?_

Clléﬁtsatcﬁlmtgmgerentlelles lineaires et homogenes a
L=34,X

conduise a un systeme lineaire du meme genre.
Ceci etant suppose nous affirmons que la transformation
est de la forme

k=l

Demonstration: Designons par A la familie de tous les
systemes lineaires, homogenes a coefficients constants.
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NouF;s dirons qu’une transformation T possede la pro-
priete IorsRu’elle transforme la familie en une familie
partielle de

Posons Fi (0;... 0) = ylk La matrice Pk” n etant pas

singuliere elle admet une matrice inverse || | Envisageons
la transformation lineaire

(L) Akuk, /=t (i=1,,.. n)

k=1
et la transformation composee W = LT
(IF) x/=j;A.sFs(rdl)...fM)=Hi(r,N... n,F=r
s=I
On verifie facilement, que
(i) w;fc(o,...,0)=O0f ,
ou Gi=1I et ¢ft =0 pour A= n,k—|,...,n).

Nous demontrerons dans la suite que les fonctions
H'(t, fx,... f,,) ainsi definies sont de la forme

*) ' =

Il en resultera notre theoreme, puisque T_L~\W.
Nous passons donc a la demonstration de la formule (*).

La transfprmation TF~1=T-1 possede evidemment

la propriete [, La transformation IF-1 appliquee a un sy-
steme quelconque ,

=k
A) X[-- ai: ] (i=1,..n)

de la classe A conduit a un systeme d’equations differen-
tielles

(#i) fi = |i=?- A” (i=1,. n)
Une integrale cvv:lconque =1 (/) de (RJ passe (Rar

lintermediaire de en une integrale x;,=x, (t) de
On aura par suite l'egalite

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 18
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o ]
(2) X[ - H (f, a... fn)+ 2_ Q th
valable le long de cette integrale. En remplaeant respective-

ment par S a;x- et £ par/ J | J nous aurons
j=i

@ Z = )+ HSNk(

En remplaeant dans les dernieres egalites X] par Hl (t, fr... fn)
nous obtiendrons l'egalite

(4)

oWl oo (£,Y): 2 o YUl

valable le long de toutes les entegrales de CRX). Par chaque
point de l'espace (Z, £,) passe une integrale de ce ﬁég aeé
te les relations (4) soqt valables dans
éuraénﬁélll A chaglye matrice | l| correspond donc une
matrice constante EJNI verifiant partout Uidentite (4). A une

matrice quelconque b,7 correspondra d’une faeon analogue
une matrice B,7 telle que

th.Y)+s OB

On aura donc

ia- < .0=% A,-BU)S
et par suite
(5) ) w (/=l,...n)

0 s —nr CHZAI=BE ezl = o]

A chaque matrice | cll | correspond donc une matrice || Cwii
satisfaisant aux identites (5).
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Pour cx=20;, (zj = 1,...n) nous aurons cTapres (5)

(6) % HS
ki=1
et pour Sk: i = Tn— 0 nous obtiendrons
(7 H* (f, 0,... 0) =0 i=1,...n)
Posons dans les relations (5) t =fl= ..==£i=0, £x4=0.

Nous aurons

] | 0 fx, 0,. HH\k 0, ¥ 0,... 0) Ck|
et par suite d’apres (7)
i iy H] 0,0,... 0)—HJ(O.,... 0) [= i (O,eO,...O)Ck|

1 i CﬁHj‘ ©, 0,...00 — f(i; ih* (0, f; 0,... 0) Cf; ix
i=i -

oii 0 < Ax< 1.

Dans le cas ou £x 4= 0 nous aurons

® i C|]H| 8,0....0) —|E}A (0.8, 0.... 0) Ch

Les fonctlons Hi| t £x,... fn) etant continues nous obtien drons
en passant a la I|m|te £x ->0, les relations

C|JH] ©... k§|H\k(o,... 0)Cix (i=l,... n)

En posant t SV_ =fp x = £p+x...= £,,= 0, fp 4= 0 nous
obtiendrons d'une faeon analogue

jf|Cij H)©..0 —k§|H‘ (0,..0) Ckp (ip:\,..,n)

ZC 1P= z<5|chp (|p:|,h)

18*
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c'est-a-dire
9 cip—Cip.
rn raison de (9) et (6) nous aurons pour c, =:s, et ¢,7—0

4=j) les identites
o~ HKtEV...Q st
d’ou il vient que pour tous les st on aura

S]k{ (](,tV...f,,) —é,chk(f,Ep...fn)|=0 (i=1,.n)

et par consequent

i B Zo ol
(11) «(f, i=1,...n)

|
En s’appuyant sur (10) on cgnclut que H (t, fr... In ne de-
pend que de deux variables | et £. c’est-a-dire

(12) W'(/f1,...fn) = Gi(ta) i=1...n)
d’'ou, en vertu de (11), on aura pour f 4=0
Gt (f, =—Yy-- =

En cons'Gerant [ comme un parametre on voit que la

fonction verifie I’equatiod1 lineaire
dy._¥;
on aura donc
/ ds

Guy=Ge o =Gl €y 0 |
(13) G\t, A= QA |
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De la continuite de H et de relations (12 et)
(13) il s’ensuit que Fon aura partout

(14)

(f, .. Tn) etant continue la derivee w, (/) existe et elle
est continue. D’apres (1) on aura

w;. (0,..0) =1
d'ou, en vertu de la relation (14), il vient que
*(1_.
En posant a,7— etH (t £ " ﬂ) —CO| (D dans la relation

(4) on obtiendra

QR B Lo

NG (0 = wmi (0 An (l -- 1,...n)
1=1
On aura donc pour = ((1:: -..n)

ﬁ)—«()(14) =z1, ..n)
En posant a, = 1—A| on aura .

H="; (0) e°f (Fuam
dou il resulte que

it

() =«. (0) e (i==1,..n)
c'est-a-dire
(15) ", () = eoc (i=:1,..n)

En s’appuyant sur (5), (9) et (15) on voit que

r CAHl ([, E - H k (t . ) cki
Jflcuj -£(DAt)cHA G=1,... )

N«=/)-)M @=1,..n)
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d’ou il resulte que

c'est-a-dire

met par suite
H (t,Zv...£0) = el (i=1,...n)

ce qui termine la demonstration de la formule (*).



COMPTES —RENDUS
DE LA SOCIETE POLONAISE DE MATHEMATIQUE.
X. 1949 — 1. VII. 1950.

Etat de la Societe.

L’etat du Bureau Central de la Societe ainsi que les etats
des Bureaux des Sections de Cracovie, Gdansk, Lublin,
Poznan et Varsovie etant les memes que dans la periode
precedente (voir Annales de la Societe Polonaise de Mathe-
matique XXII, 1950, p. 273—275) nous nous bornons apublier
Uetat actuel de la Section de Wroctaw.

Tctlon de Wroctaw.

Pf@Sldem de |a S@C |0n Prof. Dr. Wiadystaw Slebo-
Wl(%zP ﬁﬁd(ent e |a SGC“OH Prof. Dr. Edward Mar-

B g,

COlJﬁfﬂlglf)ﬁedb COﬂtf0|e Prof. Dr. Jerzy S+upeck!, Prof.
Deleues 3 T ARCEHLIE “Gendlele o8 8"SHCeE S o

Bronistaw Knaster, Prof. Dr. Edward Marczewski,

S @ag g DMH |e|§|nsk| Mgr. Marceli Stark.

U n Prof. Dr. Hugo Steinhaus,
rof. Dr. Wiadystaw Slebodzinski, Dr. Stanistaw

Hartman, Prof. Dr. Jerzy Stupecki.

Chagements dans la liste des Membres de la Societe.

Signes: (C) — Cracovie, (Gd) = Gdansk, (Lu) = Lublin,
(&) = td6dz, (P) = Poznan, (V) = Varsovie, (Wr) = Wro-
ctaw.
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(P)
(P)

(V)
V)

(V)
(©)
V)

(Wr)
(Wr)
(Wr)
V)

V)

(©)
(©)
(©)
(Lu)

(Wr)

(P)

(Wr)

(£)
(Lu)
(©
(V)
(Wr)

Liste des Membres nﬁuveaux de la Societe.
Albrycht, Jerzy, Magr., Oznan, JaclP)dznla' go 13/6.
Belina-Borzym, Arkadiusz, Mgr., y Szwajcar-

ska 17.
Berezowska, Maria, Mgr., %%awa, Madalinskiego.

Bernstein, Felix, Prof. Dr., y Istituto di Statistica

della Universita di Roma,\ Mi Terme 10.
Chnialkowski, Zygmunt, pod Warszawsa.
Czarlinski, Tadeusz, I\/W y Grottgera 30 m. 3.
Einfeld, Maria, Mgr. a y Panstwowy Instytut

Matematycznyv\ﬁﬁﬁawklch 8.

Fast, Henryk, j 24, m. 9.
Gtadysz, Stanistaw, MgW aw) Traugutta 89, m. 9.
Gotz, Abraham, Mgr A ' Olesnlcka 7, m. 3.

Hampel, Roman, Mgr., pod Warszawg, Grun-
waldzka 25.

Jaworowski, Jan, W&fSZ&W&, Dom Akademicki, pl. Na-
rutowicza. !

Litwiniszyn, Jerzy, Dr., Dtuga 6.

. Mikotajska, Zofia, Mgr., Lotnicza 30.

Ottenbreit, Wanda, Mgr., [UW erczewskiego 1.
Radziszewski, Konstanty, Mgr., Sktodowskiej
nr 18, m. 9.

Skrzywan, Wactaw, Prof. Dr., OCIaW 9, Krzywic-
kiego 11.

Changements dans la liste du vqurﬁe XXII.

Ajdukiewicz, Kazimierz, Prof. Dr., Oznan, Sniadec-
kich 60.

Birnbaum, Zygmunt, Dr., Seame 5 (Wash. U.S. A).
University of Washington, Department of Mathema-
tics.

Charzynski, Zygmunt, Dr., Bg IlnSanocka 34, m. 96.

Dobrzycki, StanlsK OW Plac Stalina 5.
Fijot, Kazimierz Yé T 5 m. 2.
Grzegorczyk, Andczgmblﬂﬂ %%-Zﬁ Dantyszka 6.
Helson, Henry, (Mass Uu. S. A),
13 Channey Street.



() Janowski, Witold, Dr., J{.OZ wicza 41, m. 5.

(P) Karaskiewicz, Edmund, Dr., rcellnska 32a.
(C) Krzyzanski, Mirostaw, PrW ﬁ , Ztoty Rog 2.
(V) Lezanski, Tadeusz, Mgr a | Panstvvowy Insty-

tut Matematyczny, Sniadeckich
(V) Mazur, Stanistaw, Prof. Dr., W&fSZ&W& Raszynska
nr 32/44, m. 39.

(V) Otto, Edward, Prof. Dr. ngﬁ %| t.évowska 7.
(Gd) Pawelski, Wactaw, Dr., | Zagrodowa 7,
m. 6.

() Popruzenko, Jerzy, Prof. Dr., +.0d, Zeromskiego 17,
m. 28.

(P) Rajewski, Marian, Dr. V\\//g?g a Polskie Radio.

(V) Rasiowa, Helena, Dr., Unlwersytecka L

() Szmuszkowicz, Hanna, Dr., Daszynskiego 17,
m. 19. A

(C) Tatarkiewicz, Krzysztof, Dr., KrakOW Lenartowicza
nr 18, m. 4.

(Gd) Turska, Olga, Mgr., W&fSZ&Wé\,Nm zynskiego 5/7.
(Gd) Turski, Stanistaw, Prof. Dr a Konopczyn-
skiego 5/7.

(Lu) Urbanski, Wtodzimierz, Prof. Dr., |.Ub||n Hipoteczna 2.

(Wr) Warmus. Mieczystaw, Dr., IFrociaw K5|eze Katowicka
nr 58, m. L.

(C)  Wrona, W’rodzimierz 5‘%@ OW Gramatyka 7.
Nl

(C) Zzakrocki, Stanistaw, molenska 21.
(P) Zeidler, Franciszek, Dr. Stary Rynek 95-96.

Raye de la liste des membres.
(C) Wegrzynowicz, Leopold.

Comptes Rendus des Seances des Sections.
Section de Crgcolle

18 X. 1949, d@ﬁqﬁmemc M [ soluton elementaire

Rendiconti delFAcad.
Nazion dei Lincei, 1950.

25. X. 1949. Seance tenue a l'occasion du mois de lamitie
polono-sovietique avec les conferences sur
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17. 1. 1950.

7. 111. 1950.

21. 111. 1950.
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I’A¢ Pol. des Sciences et des Lettres, seance
u Vi XI1. 1949.

e dfelh, S AT
peoutee s A

Tn the relational arithmetic-based on the notion (due to
Newton) of the number as a relation between two quanti-
ties of the same kind the operations of addition and multi-
plication are defined in the following way:

P+ rNQJ-p'Q/rQ =5'Q
prrQl.p’ / rO=s'Q
wherein Q is a quantity, P/R the relational product of two
relations.
These definitions are valid for all kinds of numbers, as
integjrs, retional, relative, real and complex numbers.

There exists in the relational arithmetic also a unique
definition of a power:

o AR

Soit F la frontiere d’un domaine plan, borne D simple-

mant connexe, < (z) une fonction reelle definie sur F
n‘admettant que deux valeurs differentes A et B et un

systeme de N + 1 points différents quelconques t0, Cj.......
fn situes sur F.

Désignons  par le polynome du degre N egal
a 1l au point z = Cj et a 0 en d’autres points du systeme
£<") et par um> ,, (z, C(n)), ou M et N=I,2..., la somme

n (z. f{n)= = IL= <z- c(n))l eNi=nIm
j=0
se reduisant a aux points du systeme Desig-
nons encore par UM, N (z) la borne inferieure de cette

somme lorsque N etant fixe le systeme varie sur F.
11 est evident que la fonction UM N (z) est positive dans
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28. 111. 1950.
9. V. 1950.
23. V. 1950.
30. V. 1950.

le plan entier et que log UMN (z) constitue une approxima-
tion de la fonction m—<p (z2) sur F. On demontre que:

1° Il existe dans l'ensemble D+F la limite reiteree

lim ! lim
M->00 | n—> o0
et on a A™NU(z)”cp (z) aux points de F.
2° La fonction u (z) est harmonique dans le domaine D,
continue en ceux des points de F en lesquels (z) est conti-
nue et on a u(z) — (p(z) aux pints_de contln itd

aﬁ?()@ﬁ@am é\ﬂm U(Iapaggmg I.lgans les

Prace Matematyc |at|ves au Voyage
math@ma%;n T ﬁ%g nseignement s
e BERG MAele g esolor

SO|t F la frontiere d’'un domaine plan guelcongue D con-
tenant le point a I'infini dans son interieur, <p(Z) une fonction
reelle definie et continue sur F, A I’ensemble ouvert (suppose
non vide) complementaire a D+F et un systeme de po-

ints differents guelcongues situes sur F.

Designons par V le produit de toutes les distances
mutuelles des points Co, Cj,..., cn, par 4 un parametre reel et
par le produit
Lorsgue le systeme varie sur F le produit ~("™"0 reste

borne et atteint un maximum Vn). Soit

@) in.......

un systeme de N + 1 points de F (dependant de 2) en
leguel VK (X->) — Vnl. Formons la somme

) Fn(z,2) = [ L™z,
0

ou (Z, x<n)), jJ=0,1,... n, designe le polynome de Lagrange
du degre N egal a 1 au points Z= X" et a 0 en dautres

points du systeme (1).
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17. X. 1949.

21. X. 1949.

22. . 1950.
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Il est clair que la somme (2) est positive dans le plan
entier et qu’elle se reduit a aux points du systeme
(1) donc la fonction

3) fn (z, 2) = jlog j/f,, (z, 2), n=12,..,

se reduit a <) (z) aux points (1) et constitue une approxi-
mation de la fonction frontiere <) (z) sur F. Observons
encore que !l'’ensemble A est une somme finie ou denom-
brable des domaines simplement connexes disjoints et que
la frontiere de A est contenue dans F. On peut demon-
trer que:

1° Dans l'ensemble A 4- F il existe la limite reiteree

lim 7/ lim fn(z 2) ' =® (@)

1-+0 | n->o00
y satisfaisant a 1'inegalite m $(z) M, ou m et M sont
les bornes de cp (z) sur F.

2° La fonction "I (z) est harmonique dans A, continue
dans A + F et egale d < (z) sur F.

Cette methode de résolution du probleme de Dirichlet
dans le plan pour des domaines simplement connexes bor-
nes quelconques peut etre etendue a des domaines multi-
plement connexes.
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L1 1950 Pn%ﬁfemiﬂq i Sur 2 rationalisafion 0es:
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Section de Lublin

2. VII1. 1948. Biernacki. M.: SUT Une m%gﬁl e| ues po_

1: xx.l. iiﬁi %fgﬁlggk? W@W gfoncnons falblement
o e R
2. 1 198 @arék w.: Diffe enﬂalgeomet e 0 Rothe

(compte rendu bibliographigu

11 550 i paeggowSK, C U i theoreme

15, 1. 1045, etk Az Ul A COVEIUIS (U pian par
15, 11 1940 ﬁgﬁfgm“@*ﬂs v Blaschke: Differentialgeo-

" Rt

4. v. 198, gl o ﬁe methode ('approximation
14. V. 1949. rh%reméd eth

i ggomgwuveﬂe dun
1. X. 1949. ﬁﬂsep'aﬂté?malme U%&@ te

ultats obtenus

Qy S

mathematiciens de I'U. R. S. S. dans diffé

particulier dans la theorie des fo ons d’'une variable
elle, des fo ions analytigues, de la theorie des ensem-

bles, du alcul des probabilites et de la theorie des

nnnnnnn

.. 196. ik Sur une Inversion du theoreme ge

(a paraltre dans les Annales Univ.
M. Curie-Sktodowska, Lublin, vol. 1V, 1950).
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22. x1. 1049, Biernacki, . I QUEIUES INGGAINES ¢ pe.

raitre dans les Annales Un|v M.  Curie-Skio-

@ 1 s i 5 s R e

raitre dans les nnales Univ. M. Curie-Sklo-

0 1. 1950, Alexiewigs, b el W%
18. 111. 1950. m u:es Eq(/ m@{f Pp %g;
o ‘gné‘qme?ﬁannﬂﬁ ARSRAD s -

nferencier a indigue une classification possible des
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(a paraitre aux Rendlconl dell’Accad. Na-

e zionale dei Lincei). Ur (VEX
" T

Soc. Pol. h., voir aussi C. R. Ac. Sc. Paris
227).

Section de t0dz.
5.X1. 1949. Seance tenuc a ioccasion du mois de larogﬁ

N

or probabilte et la st
g9 s
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S—
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28. XI. 1949, _‘- A
a C[I aI gnr I
(a paraitre dans les Ann. Univ. M. Curie-
Skitodowska vol. V).
Soit f(z) la fonction holomorphe univalente dans le
cercie |z| <1 de la forme
1) f(zy=alz + ..., ou ax =0
pour laguelle
) If(=)|<I.
Considerons la familie
(©)) F
de toutes les fonctions de la forme (1) assujetties a la
condition (2) et la familie
4 Ft
de toutes les fonctions appartenant a la familie (3), pour
lesguelles
Sj T, ou 0=<=T<. 1.
Les auteurs donnent la generalisation des eauations pour
les fonctions extremales obtenues par Z. Charzynski *).
Le resultat essentiel est compris dans le theoreme sui-
vant: Etant donnee une fonctionnelle reelle
®) K ®
definie dans la familie (3), differenciable en chague point
de la familie (4), dont la differentielle ne s’annule identi-
auement dans aucun point de la familie (4), chague fonc-
tion extremale (c. a. d. pour laguelle la fonctionnelle (5)
atteint son maximum dans la familie (4)):
() w=f= (2,
appartenant a la familie (4) remplit les conditions sui-
vantes:
*) Z. Charzynski; ,Sur les fonctions extremales dans les familles

de fonctions univalentes” a paraitre.
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I. 1l existe sur la circonference
@ Iz1=1
un are ouvert
® C

tel, que.la fonction (6) reste analytigue sur cet are et le
transforme en un are

(9) D
du cercie
(10) M =i
II. On a pour chaaue point z de C I’equation:

L) [z-e™-12 2R[*(2)] = 5R(2)

ou

(12) BIUOND* |y (/*(O,-N)JI +D*[¥F(r(C), tv]-2P*

a3) (2) D*  (O)]+D*[¥'(C,z)?*'(C)J-2P*
1141 / D’ (h) = (h) =<+ L” (W)
1
1 Id* (h) = I*(h) + i I*(hi)
L* (h) — la differentielle de la fonctionnelle (5) au point (6)

P* = Minim ~s [D® [W (f* (E), e~iy)l + D*i (f*(?)
O<y<2?r 2 | 1

En meme temps f designe la variable apparente de l'ope-
ration pour la distinguer de z, qui joue le role de para-
metre.

IIl. Les fonctions (12) et (13) prennent sur la circonfe-
rence (10), respectivement (7) les valeurs reelles non nega-
tives.

IV. Le premier coefficient du developpement de toute
fonction extremale (6) est egal a T.

Il en resulte les corollaires suivantes, utiles dans leurs
applications.

Corollaire I. Si les propositions:

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 19
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16.

1950.

1° 1l existe un domaine
(15) E
compris dans le cercie |z] < 1, dont la frontiere contient
un are
Ccjcc

tel, qu’aucun point de cet are n'est pas un point d’accumu-
lation des points essentiels du complementaire du domaine
(15).

2° On peut etendre la différentielle de la fonctionnelle (5)
a la familie lineaire G de toutes les fonctions meromorphes
dans le cercie |z|<<1 qui ont des pdles tout au plus dans
le domaine (15)

sont verifiees, alors 1’equation (11) a lieu pour chague Z€E.

Corollaire 1. Si les propositions:
1° Il existe un domaine fixe
(16) E*

compris dans le cercie \zZ| < 1, dont la frontiere contient
la circonférence (7) et les points qui sont des points d’accu-
mulation des points essentiels du complementaire forment
sur cette circonférence un ensemble non dense.

2° La différentielle de la fonctionnelle (5) prise au point
guelcongue de la familie (4) s’etend a la familie lineaire G*
de toutes fonctions meromorphes dans le cercie |Z| <1
dont les podles sont situes tout au plus dans le domaine
16)
sont verifiees, alors l’eguation (11) peut etre etablie pour
chague z e E*

il EfeéXbTéssfons A qg”b%%

En s’appuyant sur la notion du polynome pair et im-
pair, l'auteur a introduit un systeme des transformations
qui nous permettent de presenter les irrationalite sous une
forme rationnelle plus simple que celle que l'on obtient en
appliguant les formules connues de l’Analyse classigue.

Section ge Popz

25 X, 10 'S Teltons centfues
25, X. 1940 %@%@Sﬁfgfgue Les mahematiques dans
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Chronique et Publications.

L’Assemblee Generale et les Conferences des Mathema-
ticiens Polonais.

Le 29 juin 1950 a eu lieu a Varsovie I’Assemblee Gene-
rale bienna’e de la Societe Polonaise de Mathematigue.
L’'assemblee a adopte les modifications suivantes du regle-
ment de la Societe:

1° L’annee financiere compte du 1 janvier au 31 de-
cembre.

2° Les Assemblees Generales de la Societe ont lieu tous
les deux ans entre le le janvier et le le mars, apres I'expi-
ration des pouvoirs du Bureau Central de la Societe.

3° Le president de cette section de la Societe a laguelle
appartient le president de la Societe est membre du Bureau
Central de la Societe.

4° Les seances du Bureau Central ne sont yalables gqu’en
presence d’au moins 4 membres de ce Bureau.

Les 14 et 15 juin 1950 a eu lieu a Wroctaw une confe-
rence consacree a la statistique organisee par llnstitut
Mathematique de I'Etat en collaboration avec la sous-section
mathematique du Congres de la Science Polonaise. A cette
conference ont participe 30 statisticiens polonais et 3 tcheco-
slovaques, on y a enonce 15 communications sur les diffe-
rents sujets concernant la statistique et ses applications.
Dans une seance a part, tenue le 15 juin, on a discute en
vue d’'une preparation au Congres de la Science Po'onaise,
l'etat actuel de la statistique polonaise et les projets de son
deyeloppement dans l'avenir.
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Le 29 juin 1950 a eu lieu une conference des mathe-
maticiens polonais consacree a la discussion des resultats
iaequis dans les sciences mathematques polonaises, de leur
etat actuel et des projets de leur developpement dans I'ave-
nir. A cette conference, organisee par la sous-section mathe-
matique du Congres de la Science Polonaise ont participe
environ 60 mathematiciens. Apres une discussion basee sur
une conference du professeur K. Borsuk, discussion a la-
quelle ont pris part plusieurs membres de la reunion, on
a constate que bien que les mathematiciens polonais ont
obtenu des resultats remarquables dans ce:taines branches
de mathematiques (theorie des ensembles, analyse fonction-
nelle, topologie et des sujets analogues), d’autres branches
(les mathematiques classiques et surtout les applications)
sont cultivees d’'une fagon insuffisante en Pologne. Vu des
besoins croissants de I'Etat et de l'economie nationale les
mathematiciens polonais rencontreront ces problemes dont
la resolution exigera un developpement plus grand de I'ana-
lyse classique et surtout des branches ayant des applica-
tions directes.

Les changements personnels aux chaires des mathematiques
dans les ecoles superieures polonais.

Dr. Stanistaw Turski professeur de mathematiques
a I'Ecole Polytechnique de Gdarnsk a ete nomme professeur
de mathematiques a I'Ecole Polytechnique de Varsovie.

Doc. Dr. Mirostaw Krzyzanski a ete nomme pro-
fesseur de mathematiques a !’Ecole Polytect.nique de Cra-
covie.

Doc. Dr. Andrzej Alexiewicz a ete nomme supple-
ant de professeur de mathematiques a I'Universite de
Poznan.

Habilitations.

o TVESIE W, o romer siorsis. o

(1949), p. 165—206.
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Le Concours Olympique Mathematigue.

Sur une proposition de M. le Ministre de l'Instruction
Publique S. Skrzeszewvski la Societe Polonaise de
Mathematigue a organise un concurs parmi les eleves des
ecoles secondaires appele Concours Olympigue Mathemati-
gue (Olimpiada Matematyczna). On a constitue le Comite
Central du concours avec prof. dr. Stefan Straszewicz
comme president et prof. dr. Kazimierz Zarankiewicz
comme directeur du concours; d’autres membres du Comite
Ce.rtral etaient prof. dr. Edward Otto, A. M. Rusiecki,
mgr. Olga Turska, mgr. Jan Szurek (representant le
Ministre de I'Instruction Publigue) et M. Antoni Kosin-
ski (representant Z. A. M. P). On a constitue en outre des
Comites Regionaux du Concours Olympigue a Varsovie (le
president prof. dr. W. Sierpinski), a Wroctaw (le presi-
dent prof. dr. W. Slebodzinski), a Cracovie (le presi-
dent doc. dr. W. Wrona), a Poznan (le president doc. dr.
A. Ale xie wic z), a Lublin (le president prof. dr.
M. Biernacki), a tédz (le president prof. dr. J. Ro-
linski).

Les buts du Concours Olympigue sont les suivants:
a) e ever le niveau de l'instruction mathematigue des lyceens,
b) deve'opper linteret pour les sciences mathematigues,
c) rechercher des individus particulierement doues et faci-
liter leur etudes ulterieures. Voici l'organisation du con-
cours qui contient trois phases: la | phase du concours
dure 3 mois, pendant ces 3 mois 'e Comite Central envoie
a chague ecole secondaire polonaise tous les mois 4 pro-
blemes. Les eleves doivent resoudre ces problemes a do-
micile et deposer les solutions chez leurs professeurs de
mathematigues qui les envoient aux Comites Regionaux du
concours.

Les Comites Regionaux examinent les travaux reeus, les
auteurs des meilleurs parmi ces travaux sont admis a la
Il phase du concours qui consiste en un examen ecrit pen-
dant leguel les eleves doivent resoudre de nouveaux pro-
blemes. Cet examen est controle et a lieu simultanement
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dans les 6 villes-sieges des Comites Regionaux. Les travaux
des eleves sont envoyes au Comite Central qui convoque
a Varsovie les auteurs des meilleures solutions dans le but
de participer a la Il phase du concours qui consiste aussi
en un examen ecrit contréle. Le Comite Central examine
ensuite les travaux de cette phase du concours et decide au
sujet de l'attribution des prix.

Ceux qui ont gagne des prix en recoivent des attesta-
tions; ils ont le droit d’etre admis, apres le baccalaureat,
aux Facultes des Sciences des Universites ou des Ecoles
Superieures Pedagogiques et a toutes les Facultes des
Ecoles Polytechniques sans d’autre examen que celui de la
Science au sujet de la Pologne et du monde eonie i?porain;
on leur garantit aussi, s'il y a lieu, des bourses de !Etat
pendant leurs etudes superieures.

Les Concours Olympiques Mathematiques auront lieu
tous les ans. Dans le I Concours Olympique Mathematique
polonais 8C0O eleves ont participe a la | phase du Concours,
324 a la Il phase et 58 a la Il phase. 20 concurrents ont
reeu des prix. Chacun des gagnants de ces prix a reeu une
co.lection des livres d'enseignement superieur de mathema-
tiques et chaque professeur d'un eleve gagnant le prix
a reeu une recompense en argent.

Grace au | Concours Olympique Mathematique polonais
on a pu tirer de conclusions precieuses concernant l’enseigne-
ment dans les ecoles secondaires; il y a lieu de considerer
ce concours comme reussi.

Mathematiciens Polonais a !'Etranger.

Prof. Dr. Bronistaw Knaster a sejourne en Tcheco-
slovaquie (15. II. 1950 —18. II1l. 1950). 1l a fait a Institut
Matk ematique de 1’Academie Tchecoslovaque des Sciences
et des Arts deux cycles de conferences: 1. Sur les applica-
tions de la logiqgue mathematique dans les mathematiques,
2. Sur la theorie topologique des courbes, il a fait aussi des
conferences sur les memes sujets a la Section dudit Insti-
tut a Brno et a I’'Universite de Bratislava.
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Prof. Dr. Jan Mikusinski, invite par I’Academie
Tchecoslovaque des Sciences et des Arts et par le Mini-
stere de llnstruction Publigue tchecoslovaque, a sejourne
en Tchecoslovaquie du 13. I. au 12. Il. 1950. Il a fait
a Prague deux cycles de conferences: 1. Le calcul operatoire
et ses applications (pour les techniciens), 2. Les fondements
theoriques du calcul operatoire (pour les mathematiciens).
Il a fait en outre une conference a I'Universite Masaryk
a Brno et une autre a I'Ecole Polytechnique de Bratislava.

Prof. Dr. Wactaw Sierpinski, invite par Istituto Na-
zionale di Alta Matematica etait en mai 1950 en Italie.
Il a fait a Rome une conference sur les dernieres recher-
ches dans la theorie des ensembles qui etait la premiere
d’'une serie des conferences faites par des mathematiciens
etrangers reunis a l'occasion du jubile scientifigue de M. F.
Severi. Ensuite M. Sierpinski a fait des conferences
aux Universites de Catanie, de Palermo et de Messina. |l
a pris part aussi a une seance de !’Accademia Nazionale dei
Lincei, a laquelle il a presente une note.

Prof. Dr. Tadeusz WazewskKi, invite par I’Accademie
des Sciences de Tchecoslovaquie a sejourne a Prague, a Bra-
tislava et a Brno depuis le 31 mars jusquau 29 avril 1950.
Il a fait des cours: 1 Sur les equations differentielles (pour
les mathematiciens). 2. Sur I'evaluation des integrales appro-
chees des equations differentielles (pour les ingenieurs).

Prof. Dr. Kazimierz Zarankiewicz, invite par I'Uni-
yersite de Harvard (Cambridge, Mass., U. S. A.) a sejourne
a Harvard 2 mois. Pendant son sejour a U. S. A. il a fait
des conferences aux universites: University of Syracuse (Sy-
racuse), Uniyersity of Chicago (Chicago), Purdue Uniyersity
(Lafayette), Uniyersity of Illinois (Urbana), Uniyersity of
Michigan (Ann Arbor), Uniyersity of Pennsylvania (Phila-
delphia), Uniyersity of Virginia (Charlottesville).

Mathematiciens Etrangers en Pologne.

Prof. E. Cech de Prague, invite par la Section de Geo-
metrie de l'Institut Mathematique de I'Etat (Panstwowy In-
stytut Matematyczny), a sejourne a Cracoyie au mois de
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il a aussi visite Varsowe

Prof. J. Egervary de Budapest a sejourne en Pologne
en mai 1950. Il a fait une conférence pendant la seance de
la Societe Polonaise de Mathematigue a Cracovie ansi que
deux conferences (a Varsovie et a Wroctaw) pendant les
seances de I'Institut de Mathematigue de I'Etat (Panstwowy
Instytut Matematyczny).

Doc. M. Kat eto v de Prague a sejourne en Pologne en
avril et en mai 1950. Il a fait a Varsovie, pendant les
seances du groupe , Topologie” de !'Institut Mﬁ&e a%lég

! ! conferences sous le titre:
6|6@T{:{U@§ (@@Efﬂfx Il a fait en autre un cycle de con-

ferences sur la topologie a Wroctaw, deux conferences ont
ete prononcees pendant les seances de la section de Wro-
ctaw de la Societe Polonaise de Mathematigue et I'une pen-
dant une seance du groupe ,,Fonctions Reelles” de l'lnstitut
Mathematigue de I'Etat.

Prof. J. Sptawa-Neuman de Berkeley, invite par
UInstitut Mathematigue de 1'Etat, Societe Polonaise de
Mathematigue et par l'office Central de Statistigue, a se-
journe en Pologne du 15. IV. 1950 au 6. V. 1950. Il a fait
un cycle de conferences sur la statistigue mathematigue et
a organise deux seances de discussion sur le sujet ,le cri-
tere X2 et la theorie de Fappreciation statistigue”. Le
28. IV. 1950 il a fait une conference pandant la seance de
la section de Varsovie de la Societe Polonaise de Mathe-

matla,ugggeg ’%m 8n§ i TR sttt “fhafedfetiale

pendant la seance de la Societe

Polonaise de Statistigue.

Dr. L. Rieger de Prague a sejourne en Pologne du
fevrier 1950 au juillet de la meme annee en collaborant
avec le groupe ,Fondements des Mathematigues” de !l’Insti-
tut Mathematigue de I’Ctat a Varsovie. Le 5. V. 1950 il
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a fait une coénference pendant la seance de la section de
Wroctaw de la Societe Polonaise de Mathematigue.

Doc. V. Plescot de Prague a pris part a la conference
statistigue qui a eu lieu a Wroctaw les 14—15. VI. Jggg a

Ha@g! En gf'the @]H"Ef{m %°”S U8 affitiodss

Dr. A. Spacek de Prague a pris part a la conference
statistigue gui a eu lieu a Wroc*aw les 14 15 1?5? il

G R R

Prof. F. Vy cichto de Prague a pris part a la confe-
rence statistigue aui a lieu a Wroctaw les 14—15. VI. 1950,
le 16. VI. 1950 il a sejourne a Varsovie ou il a eu des
discusions avec des muthematiciens polonais sur les princi-
pes d’'une collaboration scientifigue ulterieure entre les ma-
thematiciens polonais et tchecoslovaques.

Prof. J. N. Wekua de Tiblisi (U. R. S. S.) a sejourne
en Pologne en novembre 1949. It a fait une conference
a I'Universite de Varsovie sur les nouveaux resultats obtenus
par les mathematiciens sovietiques dans le domaine des
Oguations differentielles. Invite par 1’Academie Polonaise
des Sciences et des Lettres il a visite le 9. XI. 1950 Craco-
vie et il a fait une conference pendant la seance de Ia
section de Cracovie de la Societe Polonaise de Mathe-
matigue.

—

Prix et distinctions scientifigues.

L’Academie Polonaise des Sciences et des Lettres a Cra-
covie a accorde le prix scientifigue annuel (pour ' an 1950)
dans le domaine des sciences mathematigues et naturelles

CHR R LT O

(1943), p. 312—321.
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Les prix entifigue uels, fondes gra une sub-
entio d e par I M t e de l'In t tn Publique
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XXII, Krakéw 1950, Ins tytt M zny U. J p. 316
contient 16 travaux de 14 auteurs et Comptes-Rendus
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de la Societe Polonaise de Mathematigue pour la periode
1 VII. 1F48 —,30. 1X.,1949.

Annales Universitatis Mariae Curie-Sklodowska, vor. .

Sectio A, Sciences Mathematigues, Lublin 1949 (Roczniki
Uniwersytetu Marii Curie-Sktodowskiej w Lublinie, Dziat A,
Matematyka Tom IIl), p. 140, contient 3 travaux de 3 au-
teurs.

s Ul Iﬂmasl’ional e [Academie Polonaie des Scien-

Classe des Sciences Mathematigues et
Naturelles, Serie A; Sciences Mathematigues. Annee 1949,
N° 5—6 et 7—10 A, p. 90—188. Parmi 8 artic es contenus
dans ces N°s il y a 2 notes de 2 auteurs concernant les
mathematigues.

Fundamenta Matnematicae, vor. se (warszawa 1040, se-

minarium Matematyczne U. W., AL Ujazdowskie 4) p. 320,
contient 31 travaux de 24 auteurs.

Matemat)/ka, l'annee 3 (1950), fascicules 1, 2, 3, Warszawa
1950, Panstwowe Zaktady Wydawnictw Szkolnych (en po-
lonais). Chague fascicule compte 64 p. et contient une par-
tie scientifigue, une partie his'torique, une partie didactigue,
une chronigue, des analyses, une bibliographie ainsi qu'une
collection de problemes.

sanach, s, RACIUNEK 10ZNICZKOWY 1 CaKOWY (cateu

differentiel et integral) vol. I, p. 293, "vol. Il, p. 246. Edi-

tion Il, Ksigznica-Atlas, Wars awa,—Wr[Zc+aw,194T.
o fony da

iz UL |

[07N1CZ

”[8 (Calcul differentiel et
integral adapte aux besoins des sciences technigues et natu-
relles), vol. I, fascicules 1, 2 et 3, p. 648, vol. Il, p. 310 et
vol. Ill, p. 216. Edition Il. Wydawnictwo ,Uniwersum”,
Katowice 1949.

pogorzetsii, w. OROMENA ANAICZA (eometie

analytique), p. XVI + 492. Edition Il completee. Spotdziel-
nia Wydawniczo-Os$wiatowa ,,Czytelnik”, Warszawa 1949.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 20
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Rudnicki, J. G@Ometrla anaht)/CZHa (Geometrie ana-

lytigue) | partie revue et completee par Dr. L. JeSmanowicz,
p. VIII + 358. Ksiegarnia Naukowa T. Szczesny, Torun
1949.

Sierpinski, W. Teorla ||CZb (Theorie des nombres),
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