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CERTAINES PROPOSITIONS DE CARACTERE
»EPIDERMIQUE« RELATIVES AUX INEGALITES
DIFFERENTIELLES

Par T. Wazewski (Krakow)

Les fonctions, telles que |2], u(2x, ...,«,,) = interviennent
comme fonctions auxiliaires dans divers theoremes sur I'uni-
cite et sur l'evaluation des integrales de systemes d’equa-
tions differentielles ainsi, que dans certains theoremes relatifs
a l'evaluation de la faute que I’'on commet dans la solution
apiirochee des systemes d’equations differentielles.

Un role auxiliaire analogue est joue par la fonction

v(zIf ...,zn) = VSaijzizj> la forme¢ quadratique ~atjzizj etant po-

|
sitivement defJinie. Or ces fonctions ont le desavantage con-
sistant en ce qu’elles ne possedent pas de ddrivee unique en
un point isoie. Ainsi la derivee bilaterale de || n’existe pas
pour 2=0, et les derivoes partielles des fonctions u(2l; ...,2,,),
v(zl,...,zn) n'existent pas au point 21=«2=... =2n=0-

Les demonstrations courantes des theoremes relatifs a I'uni-
cite ou a I'evaluation des integrales se basent sur certains
theoremes relatifs anx inegalites differentielles que verifient
les fonctions composees, telles que

Q@) =M.(71L(®),...,.e>n(a?), afx)= wee <pn{X)}

ou les fonctions <p(x) et tpt(x) sont differentiables.

Or, la derivee de y>@), <j(x) et a(x) n’existe pas toujours
aux points x verifiant les relations (p(x)=0 ou bien *(a?) = ... =
=9n@®) = 0. L’ensemble de tels points sera designe par z.

On peut eviter la difficulte provenant de la non-existence

des derivees y'(a?), a'(x), ¢'(®), en introduisant les deriyees
Rocznik Pol. Tow. Matem. XXfV. 1



2 T. WAZEWSKI

droites et gauches et X) ou bien en introduisant
les nombres deriyes infSrieur ou superieur a gauche ou
a droite 2

Blt) @), D(+)or(a)

Cependant l'introduction des nombres deriyes de y>, 0, q
et la dSmonstration de certaines propridtes de ces nombres
deriyes (p. ex. celle de linégalitd le/(®))) sont em-
barassa?es pour la raison que le cas ou X appartient a I'en-
semble L exige toujours une consideration a part.

Le but du prese te rticle est d’eliminer la necessits de
s’occuper des pointsR Z Nous pouvons I’atteindre grace a la
remargue que certains thlieorernes sur les inegaiites differen-
tielles ont un caractere ,,0pidermigue”.

C’est en remaniant 1’Snonce des theoremes connus de fagon
a mettre au jour leur caractere ,,6pidermique” que nous par-
venons,,a rendre superflues les comsiddrations relatiyes aux
points X appartenant a l'ensemble L (c. f. les Propositions 11
du §3 et Il du §38).

Dans le § 12 nous indiguons une modification (ayant un
caractere ,,epiderniique”) d’un théoreme sur les accroissements

finis.
Othese ” La fonction f(X Y) est definie et

contlnue ans un ensemble ouvert £.

(1-1) y=
dosigne lintegrale supdrieure de I'6quation
(1-2) T=1(«, 2

issue du point (a,c)
c=r(a).
Cette intograle est ddterminee dans un interyalle

Voici d’abord une proposition bien connue.

J) E. Kamke, Di/ferentialgleichungen reeller Funktionen, p. 92.

2) T. Wazewski, Systemes des eguations et des inegalites dijferen-
tielles ordinaires aux demiemes membres monotones et leurs applications,
Ann. Soc. Polon. Math. volume XXIIl, p. 124, Théoreme 2.



INEGALITES DIFFERENTIELLES 3

Proposition 1. Admettons VHypothese H relativementdf(x,y)
et a t(«). La fonction y(x) etant continue dans a”“x<b, cleri-
uable dans a<x<b, telle gue

(1.3) p(@)"T(a) =c
(1.4) tp\x) M(x,<p(x)) pour a<x<b

et telle gue le diagrame de y=(p(x), (a™x<.b), fait partie de Q,
alors on a

(1.5) <p(X) *r(x) dans a™~x<b.

8§2. Epiderme superieur de i/=r(®). Soit e(a?)>0 une
fonction continue dans Finteryalle a<x<b. L’ensemble H com-
pose des points (x,y) pour lesguels

(2.1) x,y)eQ, a<x<b, TX)<y<T(x)-\-s(x)

sera dit epiderme superieur (d’épaisseur e(a?)) de Fintograle
supérieure y=r(x).

Remargue 1. Notons que 1l'6piderme H se compose excln-
siyement des points situés au dessus de Fintograle y = «(x),
et ne contient aucun point de celle-ci. De meme aucun
point de la ligne x—a n’appartient a JE6. Ceci provient de ce
que, dans lei relations (2.1) intendent le signe < et non
pas <.

Voici maintenant une proposition faisant apparaitre le ca-
ractere Opidermigue de la Proposition I.

§ 3. Proposition Il. Admettons 1'Hypothese H (cf. § 1) rela-
tivement a feguation (1.2) et a son integrale superieure t(®).
Supposons gue la fonction cp(x) soit continue dans finterralle
a™x<b sans supposer gu”elle y soit derirable en tout point et
gue le diagramme de la fonction <p(x) appartienne a fensemble Q
(dans leguel le deuxieme membre de fdguation différentielle (1.2)
est determind).

Supposons gue
(3.1) e?(a)"r(a) =c
et g-ue la derieee (p'(x) existe pour tous les points x pour lesguels

(3.2) (x(KxY)eQ, a<x<b, rx)<cp(x)<T(x)e(x)

1*
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et qu'elle satisfaisse, pour ces points, a la condition
(3.3)
Cela pose Von a
(3.4 <p(x) =~r(@®) pour a™.x<b.
Remargue 2. La promisse liee aus relations (3.2) esprime

gue l'inegalito differentielle (3.3) a lieu lorsgue le point (a?, g?(®))
appartient a 13 et a I’6piderme Ee (cf. § 2)

(X, cp(x)) e £> Es.

Cest donc dans cette promisse gue roside le caractore
»opidermigue” de la Proposition I1.

Demonstration. Supposons, pour la demonstration par
impossible, gue I'on ait pour un certain f

(3.5) e>(£) >?(£).

En vertu de (3.5) et de (3.1) I'6galitd £=a est impossible.
On a donc

a<£<b.
Comme e>(E)>r(f) et les fonctions ¢?(a?) et r(a?)
sont continues, il esiste un nombre f, tel que
oO=r(C).
Doésignons par al la borne supdrieure de tels C- On a
(3.6) e>(al)=T(al)3)
(3.7) <p(X)>r(x) pour-

Le point (tg, r(cg)) appartient a ’ensemble £? car il est situd
sur lintegrale y=r(x) dont le diagramme appartient a Q.

L'ensemble Q Otant ouvert et e@?) >0 eontinue, on aura,
en vertu de la continuite de <p{x) et en raison de (3.7)

(3.8) (X, <p(x)) e Q pour
(3.9) T(®)<9?(®)<r(a?) +e(@?) pour ta<x<

pourvu gue le nombre bx (ou >tg) soit situd suffissamment
pres de tg. L’indgalitd (3.3) aura donc lieu pour tg<a?<Za.

3) L’egalite al=—f n’est pas possible car et y>(f) = r()>
(cf. 3.5).
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Eemplaeons, afﬂs(eb’ oposition 1 (8 1), l'intervalle a X<b
par lintervalle Les prémisses de la Proposition |
subsisteront en raison de (3.3), (3.6), (3.8) et (3.9). La these
(1.5) de la Proposition 1

<p(a?Xr(ir) pour a].AX< b].</\

aura donc lieu, ce qui est incompatible avec l'inegalitd (3.9).
La Proposition Il se trouve ainsi démontree.

8 4. La proposition 11 peut etre appliquee au probleme
de l'unicitdé et de la limitation des integrales des Cguations
differentielles (cf. § 5). Avant de passer aux esemples d’une
telle application de la Proposition 11 nous noterons quelques
inogalites deduites du fait que la dorivée (au sens ordinaire)

de |w| existe Iorsgu% <6|:0 et les dsriySes partielles de
existent lorsque On a evidemment

(4.1 du =1 lorsque U >0 et du =—1 lorsque U<O

(4.2) Vi lorsque J)w2>0.

Supposons qui les deriyees YI(X) et Y[(X), existent
pour un certain A: 11 vient, d’apres (4.

-'er—— = —dx— lorsque y>(®) >
loreqae yW<O
(N
dou
(4.3) lorsque y(®)=j=0.

Il vient aussi, d’apres (4.2),

ELSfeW? = | 10r‘qUe
"l
Posons
w i dv
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On aJ/alJ=1 et, d’aprés l'insgalite de Lagrange,

i 11 U 11
De la il resulte que

(M) < |/2’LVj@®)]a lorsgue J?[vI®)]2 > 0.

§ 5. Eocemple 1. Voici un lemme bien connu servant de
base a la demonstration de 1’unicitdé des intSgrales de I'equa-
tion y'=gl®,y) dont le deusieme membre ysrifie la condition
de Lipschitz \g(x,y)—g(x,”)\"*N\y—y\.

Lemme. Supposons que Ton ait

(5.1) y'@?)| JIVIy(®) pour a~.x<b, ip(a)=0.
Alors
(5.2) y(x) =0 pour an.x<b.

Nous ferons voir comment la Proposition Il permettra
de prouwer ce lemme sans faire interyenir les considorations
relatiyes a I'existence de la deriyee |y>(aj)] aus points ou
y)(®)=0. Posons, a cet effet, f(w,y)=Ny, dans I'6quation (1.1).
Elle prendra la forme

y'=Ny.

L’integrale superieure r(0>) de cette equation issue du point
(a,0) est t(® =0. Posons ¢?@?) =|y>(«)|. Afin d’appliquer la Pro-
position 11, nous yerifierons si la fonction <) remplit les
prémisses de cette proposition. Si

T(®)<e>(a?) =[y>(®) <t(®) +¢
c’est-a-dire si
0<ge(m) = [y>(@?) <e

on aura, en yertu de (4.3) et (5.1),
@) =y@?)|" <™(®) "Ny )\==N<p(x’), <p()"0.
En appliquant la Proposition Il on en deduira la consequence:

y>@) =e>@) t(<»)==0 pour a~. x<b, d’ou résulte (5.2).



INEGALITES DIFFSRENTIELLES 7

La Proposition 11 fournit donc une certaine simplification
de la demonstration du lemme classique en question et, par
suite, de la demonstration de I’unicit§ des integrales sous la
condition de Lipschitz.

Eacemple 2. Soit p>0, deux nombres fixes. Suppo-
sons que

2’ [Vi()]2<2> Kj[Vi[®)]2+ 5 Pour
G3) i !

Designons par r(a?) Imtograle supdrieure de I’Gguation

J=pyt

issue du point (a, |C) Elle a, comme on le sait bien, la forme

t(oc)Ja + "t +  (P<x—a)—1) >0 pour

ans 1e cas O > e or
e T e 1

dans le cas ou p =0. Nous soutenons que

(5.4) LZWN]2 T(@) pour aA.X<_b.

Posons <p(X) - Si t(®)<9?(«)<t(®) 4-e, alors
k2’ENQ = 7(»)>N®)>0,

g’ /\%‘ 'ﬂ>0 On aura donc en vertu de (4.4) et (5.3)
pum p pm) q En appliquant la Proposition W

obtiendra

la consequence kj/Ewl2 = T(®) pour <‘b
Ce rosultat, bien connu, peut donc etre obtenu,
grace a la Proposition Il, en se passant des consids$rations

supplementaires relatiyes a la deriy$e de kS/EW®)]2 aux points
pour lesquels k2W)J? =o.

6. Epidemie inferieur de y:y(X) Soient Y(X) et
Q(X) 0 deux fonctions déterminees et continues dans linter-
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valle aAX<b Ll’ensemble Ee composo des points (OC,y
ez, a<d, Y-y

sera dit epiderme interieur,de la fonction gX

L’6piderme inferieureLEe est donc composo exclusivement
es ints situ6s au dessous du diagramme de la fonction
V—/m, et ne contient aucun point de celui-ci.

pour

§ 7. Hypothese K. La fonctpgn X,y est definie et con-
tinue dans un ensemble ouvert Q) L’integrale inferieure de
I’é6quation (1.2)

() y=yW

azﬁj&bar le point a,C) et est doterminde dans lintervalle

&@E tég; . Pér 1 2%%

(1) Ig)=¢
Ia 0Iege <) EXIS 00U 0US s paints X pour

o ( ())Q a<X<b 9=Slx)<y<yte)
f sese JOUr (£ pois, a a condir
@3 i oge]

Cela pose n 3 ool por @b,

%

[

Demonstration. La prosente proposition résulte de la
Proposition 11 lorsgue Fon appligue la transformation y=—Y,
x=X a l'equation (1.2).
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Remargue 3. La premisse de la Proposition 111 lide
aux relations (8.2) et (8.3) expri < Uinegalité diff¢-
rentielle (8.3) a lreu lorsaue le pointﬂ WT appartient a I’6pi-

derme inferieur LU (Test donc dans cette premisse gue roside
le caractere epidermlaue de la Proposition I11.

8 9. En gardant les notations precedentes appliguons la

transformation -
=Y, X=—X
a l’eguation (1.2). Les fonctions r(®), y(X) <p@® seay\gX gebont alors

en fonctions "(JB{XW) >i(-£) et lI'intervalle passera
en I'intervalle Les inegalites (3.1) et (8.1) ne chan-
geront pas d’orientation(c’ est -a-dire le symbole d’indgalitd
passera en ,,<?’). L’orientation des indgalitds difforentielles
(3.3) et (8.3) devienra opposee (,,<” passera en ,,=>").

En partant des Propositions Il et Ill on obtiendra, dans
cette voie| ge)i/\aropositions analogugs mais relatives a un
interyalle C situe a gauche de (i Nous nous dispensons
de donner un énoncd dotailldé de ces propositions.

8 10. Remarague 4. La Proposition | reste vraie lorsgue
I'on y remplace l'indgalité (1.3) par la suiyante

(10.2) D(+)e?(®X/(a?, e>(«)) pour a.<X<b

ou bien
w2 D& MNP pour B<KLD
ou D(+)p et designent les nombres doriy6s inferieurs

droits et gauches 4).

Les propositions ainsi obtenues ont aussi un caractere epi-
dermigue, c’est-a-dire elles restent yraies lorsgue I'on admet
gue les inogalités (10.1) ou (10.2) aient lieu pour les points
tels que

XCO)eQ, B<X<D,  epos<pbo=etor el

4) Cf. T. Wazewski, le trayail cite plus haut.



10 T. WAZEWSKI

La demonstration est tout a fait analogue a celle de la Propo-
sition Il. La Proposition 111 et celles mentionees au § 9
sont doudes d’une generalisation dans le meme sens.

§ 11. Remargue 5 relative au rapport mutuel ile§ Propositions
1 et Il. Si une fonction y(a5) satisfait aux premisses de la Proposition 11
alors elle satisfait a 'inegalite <p(X) r(a?) poura Xsg b (Ci. (3.4)), et, par
suite les relations (3.2) intervenant dans la prSmisse de cette proposition
ne peuvent avoir lieu pour aucun X.

Or chaque theoreme ayant la forme d’une inclusion

(11.1) T7(0)) O V(X)

(ou W(X) etV(X) sont deus proprietes c’est-a-direfonctions propositionelles)s),
peut etre mis, comme on le sait bien, sous la forme equivalente

(11.2) [—7(a:)'17(0:)] n7(sc)

qui exprime que de la propriete W(X) et de la negation de la propriote V(X)
resulte la propriete V(X).

De deus implications equivalentes (11.1) et (11.2) la premiere suggere
une demonstration direete, tandis que la seconde se rattache a la demon-
stration par ,reductio ad absurdum®.

Si I'implication (11.1) est vraie, la premisse — T7(®)-7(a;) de l'impli-
cation (11.2) ne peut I'etre pour aucun X. L’analogie du rapport mutuel
des Propositions | et Il d’une part et des implications (11.1) et (11.2)
d’autre part est donc frappante.

Il pourrait donc paraitre, a premiere vue, que le pasage, purement
logique de (11.1) a (11.2) relie les Propositions | et Il du present travail.
S’il en était ainsi, la Proposition 11 serait banalement eqw/valente (au point
de me mathematu/ue) a la Proposition II.

Or, on voit facilement que cela n’a pas lieu. Nous entendons par
la que le passage de la Proposition | a la Proposition Il, si simple qu’il
soit, s’appuie sur certains lemmes mathematiaues, tandis que le passage
de (11.1) a (11.2) a un caractere purement logigue. Les Propositions 1 et II,
tout en etant équivalentes, ne sont pas du tout banalement équivalentes
au sens mathematique. Ce fait deyient, peut-etre, plus clair lorsque I'on
remargue que des deux Propositions | et Il, la seconde est plus pratigue
pour les applications (ef. les Exemples 1 et 2).

8 12. Caractere epidermique d’un theoreme sur les
accroissements finis. Supposons que la deriyee d’une

5) W(X) peut designer, par exemple, la fonction propositionelle: ,le
nombre erntier X est divisible par 6" et W(X) la fonction' propositidrielle:
sle nombre entier X est diyisible par 3".
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fonction fX continue dans Finteryalle ferme d (a<a?<&)
satisfasse a l'indgalitd

(12.1) ['(«)<& pour a<X<b

On a alors
A pour A<K<D) 7

Cette propriete P constitue une des plus importantes conso-
guences du theoreme sur les accroissements,\finis, gg){ebs
leguel il esiste un £, tel gue /(&)—/(«) =/'(E) (&— ) a

C’est pour cette raison qu’elle rnerite aussi detre appeloe
theoreme sur les accroissements finis (dans un sens parti-
culier).

Or elle possede aussi un caractére Opidermigue gui appa-
rait dans 1’énonco swyant

s gt e 5
| a<x<h, K<uggciele,
[ denoee f(x) exste ¢

122)
[on
%X;) =l <k pour acx<h.

On peut domontrer cette proposition directement, ou la
ramener a la Proposition Il du § 3 en y posant

<pX :f(X)—f(a)—k(X—a), @ =0 I®y)=0.

8 13. Remargue 6. Les Propositions I, 11, 111, 1V et la
Remaraue 4 restent yraies lorsgue Fon suppose gue les ine-
galités dans lesguelles interyiennent les dériydes ou les nombres
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dorives (c’est-a-dire les inegalités (1.4), (3.3), (8.3), (10.1),

(10.2) (5(1 t (12.2)) aient lieu pour les points A de l'inter-
valle a %

corresprﬁéﬂ m(b H‘”piderme en guestion a I'ex-
ception d’un ensemble a fa é)de Ceux-Ci.

On le demontre facilement en s’appuyant sur un lemme
de M. A. Zygmund8) qui fournit une condition suffisante
pour gu’une fonction continue soit monotone au sens large.

6) Cf. p. ex. S. Saks, Theorie de lintegrale (warszawa 1933), p. 137.
Ce lemme a ete appligque, dans un cas particulier, a I'Svaluation des into-
grales des eguations differentielles par M. Sansone (Eauazioni differenziali
nel campo reale, Bologna 1949, t. Il, p. 106). Un théoreme bien generat
sur ce sujet sera publie dans ces Annales par M. J. Szarski.



SUR LES OPERATIONS DANS L’ENSEMBLE
A 3 ELEMENTS

Par W. Sierpinski (Warszawa)x)

Soit E un ensemble domms. On elit qu’on a défini une ops$-
ration O dans l'ensefmble Fsi I’'on a fait correspondre a tout
systEme ordonne (4 deux elements jbtj.nﬁts ou non)
de L un eIementE de L. On ecrit aloﬁsa =V

Si 'ensemble est fini, forme de |l elements «EaZ,..., an,
on Ufe pour chague operation O d(ﬁinie dans ,, former
uneqa de cette operation contenant |l lignes et n colonnes,
a\q\agcrivgﬁt en tete de chague ligne (colonne) les olements

!

pny et en ecrivant za \ Frsection de la fc-ieme ligne
et Z-ieme colonne 1'elSment .
e

Deus operations O et O definies dans un epsemble E

sont dites distinctes s’il e 3 lements ( et V (distincts
ou non) de L, tels que ath% Qﬁ

On vojt sans peine que dans un ensemble L forme de trois
eloments (4 2, ¢ on a 39=19683 operations distinctes. E
On dit gpr'une er Al ﬁefseél i ?r'én UR, .Bnsemble
admet ' Uirée Iﬁﬂ | e rame U?e QUB reUspecti-
vement e a ! s’iIExiste pour tout systeme,fl, ele-
ments (distincts ou non) de L un et unl,j kﬂé ent A de L tel

que ¥ O 6=a (respectivement tel que =Q).
On démontre sans peine que pour qu’il exi un
E=1ital 1
[

operation donnee O definie dans un ensemble yu
une operation inverse anterieure (posterieure), il faut et i
suffit que chague colonne (ligne) de la table de cette operation
contient chague element de E une et une seule fois, autrement
dit, que chague colonne (Iignfaxa la table d’operation soit
une permutation de la suitg OAWL.e On en deduit tout de

+) Presente a la seance de la Societe Polonaise de Mathematigue,
Section de Varsovie, le 13 aout 1950.
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suite qu’il existe dans un ensemble fini E a n elements (n!)"
operations distinctes dont chacune admet une opcration in-
verse antérieure, et le nieme est pour 1’operation inverse po-
storieure.

Il existe donc 3!3=216 operations distinctes dans I'en-
semble a 3 $lements dont chacune admet une operation in-
verse antericure, et 216 operations distinctes dont chacune
admet une operation inverse posterieure.

Nous doterminerons maintenant combien il y a dans un ensem-
ble a 3 elements d’opsrations distinctes dont chacune admet
toutes les deux operations inverses (anterieure et posterieure).

|b8 nc O une operation dans l'ensemble a 3 eléments,
E_a y qui admet toutes les deux oporations inverses
Chaque ligne et chaque colonne de la taa eb(te cette ﬁ ion

est donc une permutation dl fnts Soit la
premiere Iigdlendﬁ notre table: y I est donc une permutation
d’slSments

. La premiere, colonne de ngjre table est une
permutation d’elSments ,a, y et, comme | est le pemierr
element de cette colonne, le second peut etre seulement q
Distinguons deux cas.

1) Dang la deuxieme ligne et la premiere colonne se trouve
U'dloment Y, et

2) Dans la deuxieme ligne et la premiere colonne se trouve
L’element

Dans le cas 1) I'eloment qui se trouve dang la deuxigme
ligne et la deuxieme colonne ne peut pas etre q, vu que e
trouve deja dans cette ligne. Il ne peut pas etre nonplus P
puisque dans ce cas 1’s’|s’menf de la deuxieme ligne, et de la
troisienie colonne devrait etre |, ce qui est impossible, rflgurant
deja dans la troisieme colonne et premiere ligne. Donc, da
la deuxieme ligne et la deuxieme colonne se trouve 1'elemcnt
On en dedirit sans peine que abtable de notre operation est
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Dans le cas 2) dans la deuxieme ligne et la deuxieme cog
lonne ne peut pas etre autre eloment que N, puisgue I'plement
figure déja dans la deuxieme colonne et 1'6l6ment | dans la
deuxieme ligne. On en trouve sans peine que la table de notre

oporation est
a0
[

) |
N

Table 1I1.

ns chaque de ces deux tables on peut prenaeb mme
une permutation quelconque d’6léments .

U S

ta“\}éne operation Q dans un ensemb etE best (Ete Commuk-

si I’'on a pour tous les elements

Comme on voit sgns peine, si une oporation commutative
dans un ensemble L possede dans cet ensemble une au moins
des operations inverses, elle les possede alors toutes les deux
qui sont alors egales (mais pas ndcessairement commuta-
tives).

La table I o6tant symotriqgue par rapport aEI ebg
nale principale, les 6 operations dans 1'ensemble [% E
qui en doriyent, sont commutatives. Donc il n'y a que
6 operations distinctes dans l'ensemble a 3 elements qui
admettent toutes les deux operations inverses, telles que
U'operation inyerse antorieure est distincte de I'opdration
inyerse postorieure. Ces 6 oporationg dopiyent de la table 11
lorsqu’on y remplace les élémg ELD a,f par une permuta-
tion quelconque des 6léments Leurs tables sont donc
respectiyement
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—

QY TS c > c >
—
=

=
—

Q> cH> TS VO

= S c> <>

< >

ble 1. Table 2. T

T
1

Table 4. Table 5. Table 6.

=

<

ﬁQDz:—QJ;J' TS co> QO
QY TS c > T

Q> <> 9O <>

D> QA TS o>

Il resulte sans peine de ces tables que les opsrations 1, 4 et 5
sont isomorphes (Pour deduird, la table 4 de la table 1 il suffit
d’¢cha eb |ES elements O et N, ou bblce de remplacer les ele-
ments @, U, \ respectivement par y et pour deduére la
table 5 de la table 1, il suffit dsch H les Olements (A et ¢

u bb n de remplacer les elements 3 respectivement par
5 a  D’autre part, les operations 2 3 et 6 sont isom rph

(Pour deduire la table 3 % da table 2 il suffit d’ sd[jmac]gae
ou bien de remplacer respectivement par et pour
deduire la table 6 dg ha able 2, il suffit d’sch rb et ¢ ou
bien de remplacer respectlvement par Etn%, r 8[
opsrations 1 et 2 n son pas isomorphes, vu qu'on a X
pour tout element % E, et qu'il n'existe au)tcun Element
de L tel qu’on ait pour tout element '

Il resulte sans peine des tables 1 et 2 que les operations

inverses, anterieure et postsrieure, pour les operations 1 et 2
sont respectiyemen B

18
ﬁcab Hc
CD o0 00 d

inverse anterieure de 1, inverse posterieure de 1

(]
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THEE
Hc% %Bab
003 (004

inverse antsrieure de 2 inverse posterieure de 2.

(Donc l'opdration inverse antérieure de l'oporation 1 céincide
avec l'oporation inverse posterieure de 1’opdration 2 et 1’opo6-
ration inverse posterieure de 1’opération 1 céincide avec 1'opo6-
ration inv tirieur

1 'r H n 1
’ ; g Ugles, w
£l e AL e = -
Or, il N’y a que deux operations distinctes dans l'ensemble
a 2 6léments qui admettent toutes les deux oporations inverses.
Ces oporations sont commutatives et isomorphes et chacune

d’elles cdincide avec son opdration inverse. Ce sont les op6-
rations définies respectivement par les tables

Or, il existe dans l'ensemble a 4 dloments, E—{a,b,C,d},
des operations qui admettent deux opérations inverses dis-

tinctes dont aucune n’est pas commutative. Telle est par
exemple 1’opération dont la table est

H

1l
RERR

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV. 2
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“m A A e

Quant aux 39 oporatlons qu’on peut dof|n|r dans Fensemble
a 3 oléments, il est a remarguer qu’il rosulte d’'un thGoreme
de M. Webb?2), deduit d’un resultaE,d I\b ost3) qu’il existe
(au moins) une opdgration O dans a 6} telle que toute
oporation O dans L s’exprime a l'aide de operation Q.

2) Donald Webb, Amer. Journ. of Math., 58 (1936), p. 193—194;
cf. W. Sierpinski, Fund. Matli. 33 (1945), p. 172.
’) E. L. Post, Amer. Journ. of Math. 43 (1921), p. 180—181.



REMARQUES SUR LES SERIES ENTIERES DOUBLES
Par F. Leja (Krakow)

1,,Designons par H I’espace de 2e mpleses
00 et |, La distance de deux points 9)71 de I\ est de-

ule |/ja?2—®i]2+ 13012 Kous appelons
ﬁ”ﬁﬂC@ fldﬂ ﬂfaﬁé de ces points la valeur absolue de I'ex-

pression

Considerons une serie entiere double
o p"atlvxwv

n |@oeff|0|ents complexes quelconques et appelons SETIQ dlago
a de la serie (1) la serie simple

"P1fky) o0 Prfhy)=a0mta, La-lyt...+dn

Designons par z! ’ensemple de points de la convergence absolue
de la serie (1) et par U celui de la sorie diagonalen(2).

Il est clair que Djzl. @n sait que, si I’'ensemble L/ contient
un domaine dans l'espace I\, I'ensemble zt en contient un aussi
qui est compris dans le précecRnt. C

Soit donnde, dans 1'espace I\, une courbe

0 Xl Yyl o<<dl?

qui ne passe pas par l'origine des coordonnees et qui contient
au moins deux points de distance triangulaire positive. J'ai do-
2*
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montre ailleyrsx) que, si la serP nverge (absolumept
ou non) sur V, ou que la suite ﬂ est bornee sur |

la serie (2) a un domaine de convergence a 4 diinensions qui
contient toujours I'origine des coordonnees et, par suitg, la
sorie double (1) a mussi un domaine de convergence?).

Ddsignons par IC le plus grand domaine de l’espace R
dans Iea,ueG chague serie (2) converge si elle converge sur
la courbe V. D’autre part, désignons par dc le plus grand
domaine de eonyergence rde chague serie double dont la serie
diagonale converge sur V. Cherchons ces domaines dans les
cas les plus simples. Il est facile de prouver que:

Si la courbe V est une circonference definie par les eguations

o XXt y=ybHel oneer

ou XO y | a et & sont des nombres complexes guelconaues satis-

falsant a la condition d b ayo_/\p

le domaine DC est dcfini par les inegalites
o beayid

et le domaine zlc par les suivantes

|, ior—stoyi< |

(5) [to]|+|ay|<|d|, [3/0a? + |®O3/I< <*le

En effet, supposons que les termes de ia serie diag \e\w
satisfassent, sur M circonference (3), aux inegalites |Pn(a?,
n=0,l,..., ou est un nombre fixed). La transformation

X=0X—3, Y/ =YOX=X)|
change la courBe (3) en 1 cwconfsren
aji=

(6) ay y deﬂ, o<f<2jr,

4+ Rendic. di Palermo t. 56 (1932), p. 1—27, ou Ann. Soc. Polon, de
Math. t. 22 (1949), p. 245—268.

2) Remarguons que, si une serie double converge dans le voisinage d’un
point X0, Y0, elle converge absolument au point Xa, Y0.

3) 1l suffirait de supposer que la suite {PN(X,y)} soit bornee en chague
point de la circonference (3) mais la demonstration serait alors beaucoup
plus longue (cf. premier travail cite dans la remargue 1).
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et le polynome PﬂgX Y} en un polynome
OnfP. ) =Ing Prt DA oy -+ DY

/\M y")|< If sur la circonférence (6) et, par suite,
ﬂi pour |y'|=|d]. Il en résulte, d’apres les indgalitos
auchy gue

| |< pour p+V:n: 0,1,...

'\ ﬂ?{'vﬁ)\W@ Qf 0ty < ola, ona\bﬂVX”z i MAIOr
0>0 I
Ies polynomes b( satls(;gnt danisﬁemé%ﬁ]oar:ﬁ:e ar suite,

bX— < 0 ly0@—aoy| <6]d|,

aux inogalités |Pn(® Y)\ < (n+|)M|0 n 0,|,..., ce gui prouve

gue la sorie (2) conyerge dans le domalne 4.
D’autre part, le domaine (4) ne peut etre augmentd car
la série diagonale

o Xty DR L g

COﬂVQfge sur la circonférence (3) et diyerge en dehors du do-
maine (4).

Bemarguons maintenant que si|,pne sorie dia éTn o[ﬂ
t(gaé dans le domaine {|®|<|® \ Wq’\n}—dit ec '
correspondant au point —alors la serie double
correspondante conyerge aussi dans ce domaine. Or, le do-
maine (5) est somme des domaines bicerclds correA ondants
aux points du domaine (4). Par suite le domaine est au
moins 6gal au domaine (5). Il n’est pas plus grand, car la
sorie double, correspondant a la série diagonale (7), diyerge
en dehors du domaine (5).

| ﬁalﬁalyﬁaaléons gue la circonf()renbﬁ( (%ﬁxn'tuc’a dans le
a dofini par 'eguation NA— = % et que
ce plan ne passe pas par l'origine des coordonnoeso . Dans
le cas, ou le plan de la circonférence (3) passe par V, les do-
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main.es DC et AC se reduiserc aux ensembles vides. Supposons
maintenant que la courbe V soit la demi-circonference

a?==rcosi, i/=rsini, r>0,

situde dans Ie |aﬂ ee| de lespace || qui passe par Ior|g|ne

d%g;”@@ B T a0

|y\ r
4 b dome par Ia seu|e nogalio

(10) ®[+[?z|<r.

Demonstration. Soit n un nombre entier positif fixe.
Considerons, sur la courbe (8), les n-f-1 points suivants

et formons les n+1 polynomes homogenes de degre n que yoici,

(11)

=+

sl k=0J,..n.

" syt e

e e YkX]—XkYJ:rZ sin (tk_tl):z W)
KXk ==\ (XcHIY )} (=l

il vient


main.es

SERIES ENTIERES DOUBLES 23

et
)

[ykxj ~~ky\ — 2 m W '
en designant par X et Y\I@s expressions
W, X

on aura donc

(12) iIN=>"NDI=77|Vv5i
(5]
Les points e0,ex, ..., sont Ies sommets du polygone regulier,
inscrit dans la circonfer ee Puisgue e0=Il et que
§"-1—1 = (E—1) (2—=x)... a—l |I en rosulte

(13) U EA // 1—eA=lim-——-1 =«4-I.

72>1
(*=k/)

D’autre part, de l'identite

T (X=Vet)=Xot-- Yo
JI (X1 =305 Togf

(+P

il suit

donc, dans le domaine defini par les indgalitds
w ) <o \x—|yf

on a

6 ou O<0<1,

kt% Vel eyl

(Hv)

et, par suite, les polynomes (11) satisfont, dans le domaine (14),
aux inogalitds

(15) |Z7™((r,2/)|<0", j=0,
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Supposons maintenant que les termes de la serie diago-
nale (2) satisfassent, sur la demi-ciggpnférence (8), aux inéga-
lités |Pn(i», i/)]| n=0,l,..., ou ’M) est nombre fixed), et
notons qu’on a identiquement

A

k=O

Il en rosulte, d’apres (15), que les poly Xy satlsfciBh
ﬁa Deldomame (14), aux mogalltos Si
)

. cht que la sorie (2) converge dans le domaine (9)
Le domaine correspondant a la demi-circonférence (8),
est ainsi au moins dgal au domaine (9). Il n'est pas plus
grand car la sorie diagonale

< 1(27—|)2\ Tvyl*l (29)2\|X_|y/P\}

conyerge sur la demi-circonférence (8) et diyerge en dehors
du domaine (9).

Pour prouyer que le domaine AC, correspondant a la demu
circonférence (8), est 6gal au domaine (10) il suffit de répdéter
le raisonnement de la fin du paragraphe procodent.

4) Cf. la remargue 3).



COURBURE ET TORSION GEODESIQUE POUR LES
COURBES SITUEES SUR LES HYPERSURFACES A |11
DIMENSIONS PLONGEES DANS L’ESPACE
A DIMENSIONS

Par St. Go#ab (Krakéw) et T. H. Wrobel (Warszawa)

Introdnction

Les notions classiques de courbure geodesigue, de courbure
normale et de torsion geodesigue n’ont pas 0t6 genodralisees
Jusqu’a prosent pour les courbes situdes sur les hypersurfaces
a plus de deus dimensions. S. Gotgb introduisit une me-
thode gui permit de résoudre ce probleme. C’est celle ,des
w-iedres distingugg” |IOS a tout point d’une eourbe situee s
I’hypersurface aoﬁ ensions plongée dans I'espace aun
dimensions de Rlemann

Dans ce travail nous donnons cette generalisation dans le
cas, ou l'espace ambiant est euclidien (Pn=IBn).

Nous introduisons (2n—3) scalaires, drgﬁ 0:§vaaue point
de la eourbe et au champ des %-iedres ﬂ desguels
nous pouvons obtenir, d'une maniere sirnple, certalns inva-
riants qui ne dependent que de la dfgﬂ 6§nde U’hypersur-
face et non du choix des systemes ‘

Nous paryenons ainsi, par la voie analytigue, a genera-
liser les notions de courbure geodesigue, de courbure normale
et de torsion goodosique.

Le second but du présent trayail est la generalisation de
quelques interpretations géométrigues connues de ces notions.

Des preliminaires analytiques, servant a les dsduire, sont
réunis et prosentés sans domonstrations au § 2. Ces demon-



26 ST. GOLAB ET T. WROBEL

strations se trouveront dans un travail de T. Wrdébel qui
paraitra sous peu et sera consacré aux recherches systemati-
ques des significations des notions geometriques en guestion.
Il contiendra principalement les nouvelles significations geo-
metrigues qui ne sont pas une generalisation des notions
employses jusqu’a prosent.

Les resultats de ce travail ont ete presentss brievement
au Congres des Mathematiciens Polonais et Tcheques a Prague
en septembre 1949.

1. Definition analytigue de courbure et de torsign geodesigue

surface reguliere a |lI™1) dimensions y dont la metrique
induite emfait un espace riemannien.\fnolfsiderons une courbe
reguliere V, situde sur I’hypersurfaccz

Attachons a chaque point de un~ %-iedre compose de
vecteurs-unitdés mutuellement perpendiculaires (nous dirons
,»,orthonormaux”)

@

Soit, dans un espf{ euclidien a n dirwws]ions ﬂ, une hyper-

1 n

ous gonviendrons de prendre pour tX le vecteur tangent
a et perpendiculairement a Fn-i (conventionnellement
oriente); les vecteurs restants:

@)
2 n—i
seronR[eris arbitrair ert, pour le moment, dans I'hyper-
plan '| tangent aglh' "
En designant par U |

C symbole de differentation par rapport
a l'arc s de la courbe Vv, nous pouvons ecrire (en raison de
l'ind6épendance lineaire des vecteur$ (1)) les equations:

©)

i k=l k

X) Les indiees latins pareourent les valeurs les indiees grecs
les yaleurs 2,...,N—1.
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Le$ coefficients a[k seront dans ce cas les fonctions (sca-
laires) d’arc s et yerifieront les relations de symotrie gauche:

4) aik + aki — 0 (‘6,fc=l,...,w).

Dans le trayail E'B_K2 il a 6t6 domontrd gue Fon peut
toujours trouver les sytemes dits ,,distingués” (2), c’est-a-dire
les systemes pour lesguels ont lieu les relations suiyantes

(5) Aju=2, ...,n—1.

Le systeme de yecburs (2) otant fixéd arbitrairement en
un point de la courbe V, la condition 66) le dotermine univo-
guement le long de la courbe entiere W

Supposons gue le systeme (1) soit un systeme distingud
et posons, pour abroger,

«X = «iz
u(6) /L= 2n
7 =ain

Les Gguations (3), en tenant compte de ces abreyiations,
peuyent etre récrites sous la forme:

Dt —£ ant t
)12a2 yn

) Dt=—afl 9=2, 1.

n
Di=—vt£fat
brﬁ ﬁéaires (6) peuyert etre appel6s ,,COUbefGS J[ypef
SU C|éé de la courbe V. Ces courbures ne sont pas, ce-
pendant, des inyariants absolus puisau’il y a une infinite de
systemes distinguos. E B K
Il a 6t6 domontrd dans le trayail L"D™I\ que, si Fon passe
d’'un systeme distingué a un autre, seul le scalaire | reste un
inyariant absolu. Par contre, et  se transforment liomme
les composantes des yecteurs contrayariants de Fespace \I172) —
dimensionnel pour un groupe de transformations orthogonales.

2) Nous désignons par cette abreviation le trayail de S. Gotab, Gfene-
ralisation des eguations de Bonnet-Kowalewski dans 1l’espace a un nombre;
arbitraire des dimensions, ces Annales XXII (1949), p. 97—156.
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Il en resulte en particulier que les grandeurs
« = Kiu
<8)

sont des invariants absolus. Par raison d’analogie avec le
cas, le plus simple, de n=3, on peut introduire les denomi-

nations suivantes:

a — courbure goododsigue 8)
9) — courbure normale

fi — torsion geodésigue.

Puisgue le u vecteur-unitdé tangent a la
courbe VU, est fé @ﬁr WEU@ 1egfx||te
(10)

donng |€ecomposmon du vecteur de courbure en une compo-
sante Iong de la normale a l’hypersurface et une compo-

ante située dans I'’hyperplan tangent Pn-i- Le sca-

Ialre (qmpeut etre positif ou n6gatifpddtermine, par conséguent,
la mesure du vegteur de courbure le long de la normale, tandis
que le scalaire 3 reprosente la longueur de la projection de
ce vectenr sur I’hyperplan tangent a 1’Ir)y ersurface.

A Il'aide des invariants scalalres 1 | nous pouvons ca-
ract()riser d’une maniere simple certalnes courbes situé Wg§

TR TR -

S de deuxieme ordre.

=~

2. Preliminalres analytigues

La methode vectorielle appliguée plus bas pour la demon-
stration des propositions exigeait 1’emploi des d$veloppements
des vecteurs avec le reste de Cauchy-Peano jusqu’'au
troisieme ordre inclusivement.

3) Pour N= 3 ces denominations ne concordent pas entierement avec
ceux dans E*S—K, od tous les trois scalaires a, li,y peuvent etre negatifs
tandis que, d’apres (8), aJsO, /37MO0.
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Soit unelmnurbe reguliere C dans l'espace euclidien a ﬂ

dimensions Supposons qu’utw teme,\orthonormal de
vecteurs suffisemment regulier, =lysiiyll] soit determine

le long de cette courbe. De plus, supposons que, dans ce
systdme, goit détermind le longj de la courbe un cha
vectoriel U qui pogsgderait, dans le voisinage d'un point
sur la courbe, rhes —1) doriyGes successives. Quant a la
rivee d’ordre nous supposonsg qu’elle existe au point
Dans ce cas, le champ vectoriel t peut etre réprosentd, dans
le voisinage mentionne par la formule

(11) ou

i —est le vecteur t au point M,

_demigne I'arc de la courbe, compt6 a partir du point
y le long duquel nous calculons les deriyees.
Dkt_designe la fc-idme pderiyee du vecteur% par rapport
a l'arc s au point pour 2¢=1,2,...
H —est un vecteur que nous pouvons, roprosenter
sous la forme
(12) iR(s) I2 L4XS)-#°.
i J

Bemarquons que J8(s)->JR(O) =0 si s->0 ou, ce qui revient
au meme, '_|
S->

Z. Z)eveloppements

1. Laformule (11) permet d’obtenir facilement le doveloppe-
ment suivant (jusqu’'a l’ordre m=2)

(13) t=oy't t+un't
n 122 2 n
ou Fon a posé:
ti=s{—y+s[ A V~ty'+ O

13 h+ s[— +Cu
e fin=troap 2 Ay

avec C,-*-0 si s—>0 pour |—, y
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2. En désignant par r le rayon-vecteur de la courbe O, c’est-
a-dire le yecteur dont I'origine se trouve a l’origine du systeme,
et I'extrémitd au point courant de la courbe (r designe r(0),
c’est-a-dire le yecteur r correspondant a la yaleur s=0 d’arc
de la courbe C) et en le developpant jusqu'a l'ordre m=3,
nous obtenons:

(14)
pour

=s{l + s %]}
(14 a) Na=s2{|ax + §[—+y"
2l«=s2{|y+s[|2'ou/S;|++/+ »,]},

ou ?%z->0 si s—>0 pour |:, ,...,n.
Le module du yecteur | est Ogal

(15) |- =|s{I-s2[ral+A/+T]F, (WOsis™O).
Pour le carre du module, on a la formule

(16) \r-r2=s2{l-s?[ J«1+ y2+r*J}.
3. En définissant le yecteur t comme le yerseur du yecteur

0
r—r

an oy

nous obtenons le doyeloppement
(18)

1 X n

ou I'on a pos6, pour abreger,

(18 a) ox=s[|a™ + 0x] A=2,..n—1
4=s[|y + 0J.

Eemarguons que 0->0 si s->0 pour i=I1,= , Nouslaissons
de cotdé les demonstrations faciles de ces formules. Elles ro-
sultent de la formule (7) et le lecteur les trouyera dans le trayail
de T. Wrébel mentionne dans l'introduction.
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Il. Lemmes

Pour simplifier les demonstrations, nous reproduisons ici
guatre lemmes dont les preuves (sauf celle du lemme 4) seront
donnees dans le travail de T. Wrdébel.

Lemmes 1 et?2

® 1me%ﬁmﬂMm
T e R ores e
4 |/|f2—1|—e(s)
al0rs ont e les egaltes
1. |[/1— s[IE2+e(s)]=I—|s?[IE2+ 0(s)]
(19) 2 ! = 1—52[K2+0(8)J,

' )+ s2[£2+e(s)]

s fonctions ¢ amsmMaW
0(s)—>0 e 0(s)->0O SQUQ s->(

SWmmmmmNﬁmmarwmn

el cos <p=Il—|s?[/r2+ 0(s)]

lrsaue
%ﬁmm%@%%m

3) 02+0(8)>0,

4) O<s<

0N

lim- = |£].
(20) lim- |£]

I/K2+ 0(8)’

Projection d’un recteur sur un hyperplan; angle
entre ce recteur et sa projection

Afin de trouyer l'angle que forme un vecteur avec un
hyperplan, introduisons les deus dofinitions suivantes
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Definition 1. ISTous appellerons projection d’'un yecteur V
de I'espace Bn sur un hyperplan a m dimensions —1)
la somme des veﬂ urs composants du yecteur V, qui sont situes
sur I’lhyperplan et que fon obtient en dScomposant le vec-
teur v, dans un systeme orthogonal arbitraire, en ﬁ]vect
dont m yecteurs de ce systeme soient dans l’hyperplan 17,5

On peut demontrer que cette projection ne dépend pas
du choix du teme et de la decomposition des vecteurs dans
U'kyperplan |

On peut dsfinir cette projection de la maniere Oquivalente
suiyante: doplaeons parallelement le yecteur V de maniere
que son origine se trouye sur I’hyperplan 17m. Dosignons par B
I'extremitd de ce yecteur ainsi deplace et soit M le point courant
de I'’hnyperplan I7m. On cherche le minimum de la distance BM.
On demontre que ce minimum est atteint pour une seule po-
sition Jf0. Le yecteur dont I'extromito est et l'origine se
confond avec celle du yecteur deplace est dit projection de V
sur I’hyperplan I7m.

Definition 2. Soit un espace euclidien a n dimensions
m\B) On appelle angle entre un yecteur v et un hyperplan
dimensions 77m(2<w<TO—1) le seul angle aigu ¢?(0 <Y <rc/2)
compris entre ce yecteur et sa projection T sur cet hyperplan.

buiifbhe

enmdéwmmtswnm

Len |e 4

ﬁm& i ﬂaﬁxt

m|m
aahmu

cos 'p u>| |

0l Von 3 pose
pOU V-H. G|_yt .
o sueeea (A0

g%o -I__Zgﬂ)wﬁ(elz J
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Demonstration. Soient donnds, dans l’espace euclidien

a n-dimensions, un vecteur unitaire V, ¢ vecteurs orthonor-

maux t(i=l,...,k), ou I™.k™~.n—2, est un vecteur unitaire H
|

lineairement independant des vecteurs t.

|
Nous cherchons I'angle ¢ (d’apres la definition 2) entre
le vecteur V et I’hyperplan a k—+1 dimensions, forme par
les vecteurs H et t.

|
Designons ’hyperplan mentionne par n{H, t) et introdui-

|
sons un systeme arbitraire de | vecteurs A} (j=fc+lI,
ou —2 et I-\-k=n—1, jouissant des proprietes sui-
vantes

les vecteurs A/ font un systeme orthonormal et les vecteurs A}
sont orthogonaux a l’hyperplan n.

Dans le systeme local des coordonnees H, t, Nj(i —1, ...k,
|
J—KA-1,... ,n) representons le vecteur F comme suit

(22.1) |

Ce systeme etant orthogonal, il s’ensuit que
(22.2) F-ZZ:DO+2’\(i«-If),
(22.3) F-t =jQ0(J5r-«)+D1 (Z=1,2, ...fc).
| |

Cest un systeme de k-\-1 eguations linGaires ayant pour
inconnues:

Do,Di, ...,£7*.
En adoptant les notations
(22.4) Qi=JDt, al=V-H, at=V—it,
|

nous representons le systeme (22.2), (22.3) sous la forme

*

(22.5) 4tS—-pQop—

(22.6) %' Z?i+  —ai’
Rocznik Pol. Tow Matem. XXIV.



34 ST. GOLAB ET T. WROBEL

De (22.6) on obtient
(22.7) —Oi Qi-

Les formules (22.5) et (22.7) nous donnent

ft
m0H-2_(ap Qp £2) = (To,
p=i

ou
-04'S apQp~ S Qp—ao
Il s’ensuit que
(22.8) 0 sceiQl
12 qi w
Remargue. qt (i=l,...,ft) sont les coordonnees du vecteur_H
qui n'est pas situe dans IP'hyperplan n(t). Il est eyident
|

que 2 Qt est inférieur a la longueur du vecteur H, 6gale a 1;
il en resulte que co=I1—2(?« est superieur a zero.
De (22.7) et (22.8), on doduit

ou l'indice d’addition p parcourt les memes yaleurs que i.
C'est ainsi que
(Oi—<r0Qi"' + (QtS (Tp&p—ai”™ (jp* J_coi

22.10 -
( ) Qt 12 o i

La projection du yecteur Vv sur l'hyperplan n est le
yecteur T

TA=QO-H—+2/t-
En vertu de la definition 2, on a

CoS <p — \T\.
En outre
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D’apres les notations (22.8) et (22.10) cette formule
prend la forme
m2 é?'

Il en rosulte, en egard a >0, que

cos (p = &0 f. d.

Remargue. Le lemme 4 se simplifie lorsque le yecteur R
est orthogonal a t (i=l,...,1c) et les coefficients du vec-
1

teur V sont connus. Nous avons alors immoddiatement:
cos ¢ = l6Po +S@i-

3. Courbure gcodcsigue d’une courbe, courbure de sa
projeetion sur un liyperplan tangent a 1’hypersurface

EE dans Pespace euc||

égfs n@o

gl

R e

Demonstration. Nous pouvonsMsupposer sans restreindre
la generalite du raisonnement gque soit a l'origine du sy-
steme. Dans ce cas, l'equation de Phyperplan 77 sera

(23) a -X=0,

ou a designe un yecteur perpendiculaire a 77.
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Soit
(24)

I’eguation ye<GorieIIe de la courbe C, ou s designe l'arc
de la courbe V, le point 3/ correspondant a la yaleur s=0.
Introduisons les notations

(25)

et

&

t est donc le yecteur-unite tangent a G et V—Ie yecteur
de courbure. Posons pour abreger

(27) t=t(0), v=v(0),... etc.

G\lous ayong suppose gue ZZ passe par le yecteur tangent
a V au point W, Il s’ensuit gue
(28) a«=0.

Puisgue le yecteur p n'est pas situé dans |T, on aura
Uinegalito
(29) a-p=)=0.

est Hn yecteur arbitraire de l)gspace Rn sa projec-
tion U su le long de la direction [j est dotermmoe par

I’'6guation |
= au

(30) U gl

Il en resulte, en particulier, gue
(31) Y=y =P
et gue 1’6guation de la courbe.C sera
(32) r=r*(s),
ou
(33) a-r(s)

ap
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Notons que le parametre s ne sera plus, en general, un
are pour la courbe C'
Il faut calculer maintenant v*. Pour cela, nous sera utile

TR s

(3-1)
Calculons d’abord dr

@ B oap P,
De meme

o i G ARy .

Il vient de la, en particulier, en tenant compte de (28) et (31),

(37)
(38)

Il faut calculer maintenant

puisgue t est vecteur-units. 1l en rosulte

5l
\ds*/0 \§\)0

On aura dans la suite £ Aok
w B dre A i

J

(39)
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De la, en particulier (vu (37) et (38)),

(41)

Puisgue

(42)

En substituant (39), (38), (42), (37) dans (31), nous obtenons
¥ 2/
(43) \'=\/-
En raison de (31), nous pouvons Ocrire

(44)

parce gue t V.= 0

Le vecteur I n’otant pas egal a zero, il resulte, de (43) et
(44) que la condition necessalre et suffisante pour que Fon ait

(45) =y

est gue

(46) (<z1v) (t-p) =0.
Cela donne soit

(47)

La premiere des eventualites (47) dit que le vecteur de
courbure V est situ6 dans U'hyperplgn Z7 (si v=0, nous pcu-
vons dire aussi que est dans nj La secqmde exprime
que la direction doit etre perpendiculaire a V. Le lemme
est ainsi dSmontre.

Il en rosulte, d’'une maniere simple la generalisation

arcle do o von Litienthal, OIS el Gnel Fauie - (6f
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qenen Kuneﬂ, I'Encyclop. d. mathem. Wissensch. 1113, page
34, §12.3).

Soit Fn_t ﬂﬁypersurface reguliere a (% —1) dimensions
plongee Gians i sur laguelle se trouve une courbe roguliere
donnee V.

Envisageons sur G un point arbitraire M et soit 77 I'hyper-
plan passant par ce point et tangent a Fn_t. Dssignons par C'
la projection orthogonal de r le plan 77.

g vorigd A At gl

En effet, la premiere oquatlon des formules goneralisees
de Bonnet-Kowalewski donne

dt
Ud n

Les suppositions du lemme sont satisfaites puisgue le vec-
teur 1t est situe dans 77 et la direction de la projection t est
n

perpendiculaire a C.
En outre,

Donc V| = [Aa? -

[v'| est, en vertu du lemme, la courbure de la courbe C' au
point M. Par cela meme la proposition est demoutree.

4. llayon de courbure geodesigue

Pour arriver a la generalisation d’une autre interpretation
classigue de courbure gcodesigue (voir l’article de R. von

LhUT t 61& nous gensraliserons auparavent la notiRﬂ de
" él re pour les courbes situees dans l'espace Il
Figure polaire. Soit un point fixe sur la courbe ré-
guliere G situee dans 7?, et M un point oArant de C dans
le yoisinage de TK. Designons par 77,_i et n les hyperplans

a (»—1) dimensions passant par TK et TK et perpendiculaires
a It et it respectivement. Ces hyperplans se couperont, en
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generat, le long d'une figure lineaire ”n2 a (n—2) dimen-
sions, situee sur '
S'il existe la position limite (dans un domaine finﬁ) ude

mée figure (désignort la par 7Zn—-2), nous l’appellerons g TQ
ﬁ |re de la courbe V au point J4.
Conditions d’eocistence d’u/ne figure polaire et son

eocpression anT ytigue
Les Oguations des hyperplans n' et 77,1 sont respec-
(as—rHt—o,
1

tiyement

(48) (ac~r,t=0.

Pour que le, systeme (48) possede comme solution une
figure lindaire a 1172 dimefsionf, il suffit, si Jf est assez proche
de Jf, gue les yecteurs ) et ] soient linGairement indepen-

dants entre eux.
La condition suffisante pour cela est que

Si cettoe condition est satisfaite, nous pouyons ecrire (pour
le point Jf et les points assez proches de Jf)

(50) > > 0.

Dans ce cas, non seulement le systeme (48) a Tn solution
en as, mais en outre, il y aura une position limite ﬂ de l'en-
semble des points communs des hype a . | '

Cette position limite, c’est a dire @ pO alre, est donc
fensemble des solutions du systeme
(a?—r)lt =0.
51 .
(1) (as—r i =0.

2

4) i est le yecteur normal principal, Nl la courbure au point JIf.
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Cela resulte d’ailleurs d’une theorie generale que Fon trouve
dans une recherche de R. von Lilientlial dans le cas par-
ticulier de N=3, et qui peut etre facilement generalisee pour
un espace euclidien a un nornbre quelconque de dimensions.

llayon de eozirbure geodésigue de la eourbe C
au point M
Si Fpn dosigne para_En_i /hyperplan tangent a Fn_i au
point IVl de la eourb situee syh y,, i ef=par 77n=2 ka figure
polaire de la eourbee(: au point IVl, alors Nh) 2 et S| goU-
peront, en genera’a. suivant une figure a (n—3) dimen 0 :an
ol

[
Dcfji?onnons IO(‘:lrer eli d'Stanﬁtefa @OWU Ufe ’Ef
ﬁi QOUFBG FCD IaU IOlnTnM Cettgbrletermmatlon est justifise

par la proposntlon suiyante:
Proposition. S' a= |jFal=0, le nombre ¢ ES[ egal a

Demonstration. L’6quation de la figure polaire est Gerite
sous (51). L’equation de I'hyperplan En-i a la forme

(52) (@?—r)-t=0Q.

Joignant l'equation (52) aux equations (51), nous obtien-
drons I'equation de I'hyperplan 2/n_3

(53)

Puisque a>0 i estlineairement indSpendant de t et puisque

2 000 T L
t t 8, | t 0, les vecteurs t, 1, t sont lineairement indepen-
' 1 2 n

dants entre eux. Il en résulte que le systeme d’equations (52)
represente en effet un objet lineaire a (n—3) — dimensions.
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Transformons le systeme (53) en un systeme eguiyalent,
en remplaeant la deusieme des OGguations (53) par une autre.
Notamment (puisgue xx={=0) I’6Gquation

(54) (x—r)-1=0

est Gguiyalente a la suiyante
di

c'est-a-dire a l’eguation

(55)

Le systeme compose de la premiere et de la troisieme des
Oguations (53) et de l'eguation (55) sera eguiyalent au systeme
obtenu en remplagant I’6quation (55) par I’6gquation (56) gue
I'on obtient en soustrayant membre par membre, de (55), la

troisieme Oguation (53) multiplidée par y

(56) (@>— w— >» =0.
Ainsi donc 1'6guation de la figure Hn-3 est
x—n1t=0,
(57) V ar(as-rpt=0,

>x—rn't=0.
I

Nous allons maintenant trouyer la distance du point M
a la figure (57) que nous dofinirons comme le minimum de

la distance de M au point courant P situe dans H,_3-
Le yecteur y=MP=x—r vyerifie le systeme d’6quations:
(58) y t=o0, ~y-azt°=0, y-t=|).
1 —_— mm

Pour simplifier les calculs, prenons un systeme cartesien
local en plagant son origine au point M et en dirigeant
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ses axes dans le meme sens que celles du systeme B—K
generalise.

Dans ce cas le yecteur y, satisfaisant au systeme (58}
aura les composantes

(59) y(0,a%2,...,a2,,_i,0).

Celles-ci seront liees, en raison de la deuxieme des $qua-
tions (58), par la relation:

(60) 2A-®X = 0.

La relation (60) etablit une liaison effective entre les coor-
donndes ocu, vu la supposition g2==£ (A>0.

La distance MP, c’est-a-dire la longueur du yecteur y
s'exprimera donc par la formule:

(61) 12/1=1WV/,
dou
(62) \y\2=Sa-I-

Au lieu de chercher le minimum de \y\, il suffit de cher-
cher le minimum de |y 2. En appliguant la methode du fac-
teur indétermine de Lagrange, nous obtenons facilement

Min [z/|2=—
2

ce qui demontre la proposition.

5. Creneralisation du tlieoreme de Bertrand

Partant de linterpretation geometrigue de torsion geo-
desique, donnee par J. Bertrand (yoir l'article cite de von
Lilienthal p. 166), pour les courbes situees sur les surfacesEa
plongees dans l'espace euclidien a trois dimensions A, desig-
nons par > I'angle entre le yecteur t (normal a la surface au
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point 217 de la eourbe) et le plan a deus dimensions 77 passant

par le vecteur t (c’est-a-dire le verseur du vecteur MM atta-
clio au point J7 de la eourbe) et le vecteur t (normal a la sur-
n

face au point M). Soit s — la longueur d’arc entre M et M.

Theoreme (j&neralise de J. Bertrand

La torsion geodesigue de la eourbe aa point M est egale a

NI==lim~".
s>0 $

En faisant usage de la notation (17)

t=---0-, ou r—r—MMm,

nous pouvons Scrire la dsfinition de l’angle ip sous la forme
ip —m™\t, ?r(t, t,J, ou n(t,t) designe le plan a deux dimensions,
n n n
determine par les vecteurs t et t.
n

En appliguant la formule (22) du lemme 4, nous pouvons
calculer le cosinus de l’angle y. On utilisera pour cela le
dsveloppement des vecteurs t (formule (13)) et t (formule (18))

n

en posant, comme dans le lemme
V=t, H—t et t—t (fe=1).
n a n
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Les coefficients qui figurent dans la formule (22) s’expri-
meront comme suit:

e,= »[Iy -+ ...]’
0-0 = S[—ty + eee],

ou les points remplagent les fonctions d’arc s tendant vers-
z6ro avec s.

De la, on obtient dans la suite

fto — s[—y+..],
w = 1+s2[—|y2+..],

La longueur de la projection T du vecteurr{ sur le plan n
sera donc

Tl = +
(63) 1 +s2[-1y2+..]

L’application du lemme 1 (formule 19x) au numerateur de
(63) donne:

(64)

L’application du lemme 2 (formule 192) a I'inverse du de-
nominateur conduit a l'expression:

(65) I +s2[|y2+

De la, le produit qui est egal, d’apres (21), au cosinus de-
I’'angle cherche, aura la valeur

(66) cosV——= "W+ o]

En appliguant le lemme 3" (formule (20)), on arrive a ce que

(67) lim.~=|CpL

s->0 *

Le theoreme est ainsi demontro.
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6*. Generalisation du theoreme de Demartres

En utilisant I'idee directrice de l'interpretation géometrigue
de torsion gododesigue donnee par G. Demartres (voir
larticle citd6 de von Lilienthal, p. 167) pour les courbes si-
tuees sur V2, plongees dans R3, envisageons aus points M et M
les hyperspheres tangentes aus bypersurfaces et passant par
les cercles osculateurs de ces points. Il resultera de notre de-
monstration gue ces hyperspheres, esisteront si, comme nous
le supposons, la courbure normale au point dt sera diffe-
rente de zoro.

Soit p 'angle (d’apres la definition (82)) entre ces deus
hyperspheres.

Ces dernieres se couperont certainement si la distance MM
sera suffisamment petite. Ddsignons, comme habituellenient,

par s la longueur d’arc MM. Partant de ces notations,
nous pouvons enoncer

Le theoreme g nieraliS(B de Demartres

L torson geodesiaue e fa couroe au pomnt M e egal d

s->0 8

Demonstration. Doésignons par g le rayon de I'hyper-
sphere tangente a l'hypersurface au point M et passant par
le cercie oseulateur au point M de la courbe. Ddsignons par
U et Q les centres respectifs de I'hypersphere et du cercie de
courbure. Soit ¢ l'angle entre la normale a I'hypersurface et
le plan oseulateur (dans leguel se trouve le cercie de courbure).

Nous constatons que le triangle MUQ est rectangle (Fig. 2).

On obtient alors la relation

1
cos <’

(68)

en supposant que d=o (on sait, de la definition de courbure,
que «x”~0). Donc xx>0 et cos< >0, c’est-a-dire que

(69)
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La non-disparition du coefficient y est condition suf-
fisante pour que la premiere courbure de la courbe soit
differcnte de zero au point Jf. Il s’ensuit, notamment, des for-
mules generalisées de Frenet et de Bonnet-Kowalewski (voir

le travail cite de St. Gotgb, formules (60) et (85) p. 112
et 118)

(70) D1t="a’\2t+ytH=l—2i,
d’ou
(72) Xi=|J4+7.

L’an Ie est forme ,par les vecteurs MQ et MU Le vec-
teur MQg est egal a ™ I, M depend de I'orientation du vec-
2

teur et est egal a

(72) MU_th, ou e2=I.
On determinera le signe de e de la condition (69); donc

(73) COS =ef+i>0.
n 2

En multipliant (73) par xx>0, on obtient

(74) e-t-x1i>0

n 2
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ce qui donneg, a cause de (71),

(75) elr!: a”tzl‘rly_.[) >0,
donc

(76) e=gsny.

Revcnant a la formule (73), calculons l'inverse du rayon
de la sphere g exprim6 par la formule (68)

(77) -= cos g =(sgny):t-
Q n

L’application de l'egalite (70) donne

COS9=(Sgny)t: (gazzt+yt) =sgnyty,
n n
donc

(78) v cosp =]yl

En vertu de la supposition, y=f=0; donc, en raison de (68)
on a

On a dit que U et U designent les centres des hyperspheres

determinees plus haut (on peut admettre que s—MAI est
assez petit pour que y soit différent de zero aux points 2l
et >).

Si I'on doésigne par y et y les courbures normales aux points
if et Jf respectivement, le rayon-vecteur des centres des sphe-
res s’exprimera par la formule

ou=r-\-AlU=r-\-(sgn y) 1 IIH —«t,

donc
OU=r + — -t,

(80) yo
OU=r + t-t-
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Dans ce cas, le vecteur d - VV joignant les centres de deus
hyperspheres s’exprimera par

ej=(r—|f)+{|—-t ED}
\vy nyn

et son carre sera egal a
(81)

Considérons maintenant la section des hyperspheres par le
plan a s djmensions passant par les gentres des hyper-
spheres Eﬂuet et un point arbitraire P situ$ sur l'inter-
section de deus hyperspheres. Cette section se composera de
deus cercles qui se coupent efydont les rayons sont Y et q.

Faisons passer, par le point ', deux tangentes a ces cercles,
orientees de maniere que leurs directions tendent: a etre pa-
ralleles et de meme sens si ces centres tendent I'un vers I'autre.

Adoptons la defjnition u;.vantee [ ge y re
i d ;
i S Pt D s i

Il est evident que I'angle est egal a I'angle 6 entre les
rayons de deuspspheres, issus des centres des spheres jusqu’au
point commun | de deus cercles (Hig. 3).

L’angle U qui est oppose au cote U est forme par deux cotes
restants g et g. llren resulte que cet an ie est independant
du choix du point ', et, par suite, I’angle |/ ne depend pas du
choix du plan de la section. La definition donnee plus haut

est ainsi justifiee. PUP
En appliquant le thSoreme de Carnot au triangle '

on aura |p o 02—d2

(83) oS

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV. 4
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Si Fon fait usage des formules (79), (81), (83), on obtient
(84) oS ip=(t-t)—"yy(r—r'I2—(r—r") (yt—yi).
nn n n

Calculons maintenant le membre droit de la formule (84).
Le developpement (13) donne

t't= — A —a—+0(n

En developpant y au moyen du reste de Cauchy-Peano,
nous avons

0
(85) y—y-\-a> ou co-"-0 lorsgue s->0.

En tenant compte du ddéveloppement (16), on aura
0 0 0
lyy(r—r)2=s?[.Jy2+a'l] ou ®j->0 ayec s->0.
Lapplication des developpements (13) et (85) donne
i/t‘—y « =s[—y2+/a] -t+ (—yfa+ /a) +1a- [Y—Y"'/'«]' i,
n n 1 A 2 n
ou //[->0 si s->0 pour i=12,...n.
En multipliant scalairement la difference yi yt par
n n
(r—r, nous obtenons a cause du developpement (14)

(r—r»@t—yt)=52(—y2-\-v), ou V-0 s 8->0.
n n
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En substituant les résultats obtenus dans la formule (84),
on aura finalement

(85) cos =1+ s [——d-rj ou ~->0 lorsgue s->0.

L’application du lemme 3 a (85) donne

IimN1Ii/7J3T VvV
s->0 s Z

Le theoreme est ainsi dSmontre.

Panstwowy Instytut Matematyczny.
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L’ INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA
COURBURE ET DE LA TORSION GEODESIQUE
A L’AIDE DE LA REPRESENTATION HYPERSPHERIQUE

DE LA COURBE

Par T. H. Wroébel (Warszawa)

Le but de cette note est de gencraliser le th¢oreme connu
de Knoblauch qui donne une signification geomctrigue de
la torsion geodesigue dans l'espace a n-dimensions et de de-
montrer un theoreme analogue concernant linterpretation
geomctrigue de la courbure geodcsigue.

Nous nous appuyons dans cette note sur les résultats obtenus
par l'auteur et S. Gotab dans le travail: ,,Courbure et tor-
sion geodésigue pour les courbes situees sur les hypersurfaces
a (n—I)-dimensions plongees dans l'espace a n-dimensions”
(Ann. Soc. Pol. Math. 24 (1951)) et nous appliguons les
notions et les notatios du travail cito.

(le dessin est fait pour n=3).
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Soit Fn_i une hypersurface réguliere plongbée dans I'espace
euclidien a n-dimensions, C une courbe reguliere sur cette
hypersurface.

Designons, pour la courbe C, par la courbure premiere,
et par (l et /? respectivement la courbure et la torsion geo-
desigue, introduites dans le travail cite.

Considerons I’hypersphere unitaire, c’est-a-dire l’ensemble
de points dont les distances a un point fixe (par exemple
a l'origine du systeme de coordonndes) sont egales a I’unito.

Designons par (\ la projeetion hyperspherigue de la courbe C,
obtenue sur cette hypersphere a I'aide des tangentes (il), et

par Cn celle obtenue a I'aide des normales (n) a lhypersurface.

Doésignons ensuite par a> I'angle entre la normale a I'hyper-
surfaee ﬂ') et la normale principale a la courbe (i). Designons
2

enfin par <pX I’angle entre la tangente a et la normale (n') et

par <pﬂ Celui entre la tangente a ﬂ ct la tangente (2) a la
i

courbe
Ceci etant, nous avons deux théoremes suivants:

Irenlﬁﬁ"Ze?U“eaIbrsSi [ courbure normale oe (3 courte st oiffe-
T sl |
S LAEATE SI1a courbure normpale 08 13 coure st alfe-
| (I:_ 'cosco'tg<pn.
Remargue. Le theoreme I pour n:3 estroréc
PR R o, et E AT

En tenant compte d'une des formules geueralisees de
Frenet d|

(1)



54 T. WROBEL

et de celles de Gotgb (les formules gsneralisees de Bonnet-
Kowalewski)

)
A=2,...n—1Ir
(3)

calculons le cosinus de l’angle co:
N\
§ oo [arttyfl -
Sq n *1
Admettons gue la courbure normale y soit difforente de
zero, donc, la premiere courbure

(5) = |I"+T

est aussi differecye de zero.
La courbe Otant representation hypersphsrigue de la
courbe examinee v, obtenug par les tangentes a l’eguation:

(6) =1

(4)

le vecteur TX tangent a (\ s’exprime par la formule

™ T V. ctm ¢
et le yecteur tangent normalise = Par
)

Il s’ensuit gue
9) coOs=

Y
vu que

df
(10) S =«
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et, par consoquent,
(V)

La courbe Cn etant représentaticn hypersphérique de la
courbe examinde C, obtenue par les normales nt a l'equation:

(12) R=t

le yecteur Tn tangent a Cn s’exprime par la formule

dt
(13)

et le yecteur tangent normalise par
yt+2/pu't
£ 2

(14)

y pi+yl!
Il en resulte que
(15) COSenzt"T'n: y
vu que 1
(16) onz Za

De la formule (15) nous obtenons
(17)
En yertu des formules prouyées (4), (11) et (17) nous ayons

(18) + COS (0 + tg y @

(19) — vcos tggn=— Y
ce qui termine la demonstration de nos theoremes.

Panstwowy Instytut Matematyczny.



SUR LA SOLUTION DE L'EQUATION INTEGRALE
DANS LE PROBLEME DE FOURIER

Par W. Pogorzelski (Warszawa)

Dans ce travail nous ferons I'6tude d’une Gguation integrale
a laguelle conduit le probleme mixte de Fourier pour plusieurs
yariables spatiales.

Considorons d’abord I'equation de chaleur de la forme

o

(1)

Le probleme m e Fourier consiste dans la recherche
d’une fonction ;/ gui satisfaitpg l'eguation (1) en tout
pomt interieur du domaine [7: limite par une courbe
fermee | pour O et qui remplit la relation linéaire donnee

(2) -aﬂ—Fa(s, =0

entre la yaleur limite de la dériyee normale Hﬁ et la yaleur

limite de la fonction U en tout point P(s) de la be g
termind par l’abscisse curyiligne s et pour t>0; a (1
sont des fonctions continues et borndes donnees pour <>O0.
Nous admettons en outre la condition initiale

: Y040
(3) o0
X,>/ 6tant a l'intérieur de P; le cas d'une autre yaleur ini-

tiale se ramene au cas (3) par addition d’une solution connue.
Le probleme precddent peut etre resolu par une belle methode
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fondde par Holmgrenl), E. Levi2), M. Gevrey3). Cette
msthode est basee sur la solution fondamentale
1 -bl+(w-»?)2

g B

@) T

et sur les proprietes des integrales analogues au potentiel de
simple couche et a celui de double couche.

Cherchons notamment la solution du probleme mixte
sous la forme d’une integraI?

© = /E/f L ufilondad

analogue au potentiel inple couche; | designe la dj
tance entre le point tX et le point Q( du contour GJ

est une fonction inconnue, dite densite de la couche,
que Fon doit determiner de faeon que la condition limite (2)
soit remplie. Em supposant que la fonction /z soit continue et
gue la eourbe V admette la tangente dont la direction re
plit la condigion de Holder, on montrer que pi le point
au moment | tend vers le point (‘Sl) du contour V, la derivee
suivant la normale tend vers la valeur limite

©)
o

rsa designant la distance des points P(spét $(a) du contour C,

<pSa dssignant 1’angle entre le vecteur
rieure au point P(s).
La condition limite (2) conduit donc a I'¢quation integrale

suivante ,
" [Hoos Q>sa -

0 C 2(t—r)?2

e TR

1

et la normale into-

<7)

avec la fonction inconnue ASI

g Holmgren, Arkiv for Mathematik (1907).
2) E. Levi, Annali di Matematica (1908).
3) M. Geyrey, Journal de Mathematiques (1913).
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Nous ecrirons l’eguation (7) sous la forme
®) p(M) = (S,t) 42 QAN(S,[; o,t)/A<j,r)dﬂdT,

2 etant un parametre, les fonctions connues / eNN sont de-
finies par les expre[ssiqznss _ava'dentes. Le noyau de l'equa-
tion (8) admet pour L = L, 9 = (l une singularite assez compliguee.

On cherche comme d’habitude la solution de !’eguation (8)
sous la forme d’un developpement suivant les puissances du
parametre 2:

©) /AS,I) :f(S,t) + V

En se bornant a la limitation grossiere des integrales im*
propres de la forme (7), il n’est pas difficile de montrer la con-
vergence de la serie (9) pour les valeurs |2| et les valeurs t
suffisamment petites. Mais la preuve [je la convergence de la
sorie (9) pour toute valeur de 2 et de | entraine des difficultés
a cause de la singularite compliguee de Ileguation (8).
H. Miintz 4) a demontré la convergence dg la serie de la
forme (9) pour toute valeur de 2 et de E mais pour le
probleme simple ?M Fourier:

Iimu yZ) = fonction donnee de (s,2)

gui conduit a l’eguation integrale avec la singularits analogue
a la singularité (7) par I'usage du potentiel de|ai lﬂlm uche.
H. Miintz suppose que la eourbe V admette (CLO UT@ con-
tinue et bornee en tout point.

En 1949 S. Michline (C. Mhxmh) a demontre dans sa mo-
nographie sur les eguations integrales, publiee en langue russe,
I'existenee de la solution du probleme simple de Fourier
soug la forme d’une serie (9) convergente pour toute |
de T, mais dans le cas particulier d’une eourbe CUﬁV@Xé
et 2 born6. Les moéthodes de Miintz et de Michline ne
sappliquent pas a I'6guation integrale (7) et n’introduisent
pas de noyau résolvant.

) H. Miintz, Mathematische Zeitschrift, 1936.
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Dans ce travail nous donnerons la preuve de convergence

de Ja solution (9) de I’equation (7) pour t Opgng ?’gr@
G st e ok

“ de Holder, c.-a- d que I’angle que font de tan-
gentes aus points arbitraires (s) et (<f) de la courbe rem-

plisse l'inegalit$

|033‘ < S—crl71; (O<7i™)

guelque petit qye soit s—r; h est une constante dite esposant
de Holder et N une constante doéterminde.

Notre methode et le rosultat s’applique de meme au pro-
bleme simple de Fourier traité par M. M. Miintz et Michline.
En outre notre méthode permet de préciser la forme du noyau
résolvant de I’6quation (8), ce qui est important pour le pro-
bleme non linGaire de Fourier.

Pour résoudre I'6quation (8), considérons I'6quation itorée
de I'equation (8) sous la forme

@) sz é]l\/l(s,tj a,)p,(a,T)dadr

ou Fon a designe

(O] amfirya
(10) Mt ar) = PN, o emac. aTIIG

C

Q]
L’equation itéree (10) est equivalente a Il'equation (8). Le
noyau de I'6quation (8) ayant la forme

1 COS <p8
N(s,t-, a,r) = e

(11) ~ 1so

« \ S .
-+ a(8,t)T__-|-, TM y
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le noyau itere o,r) sera la somme de guatre composants
dont le premier aura la forme

12 t *

(12) Ccos (pSQ coscpea 50 (I re ra

T (t-ey (S-"dEdo.
i J (*-Cyac—vr

Pour trouver la borne superieure de cette intograle, de-

composons fintégrale par rapport a la yariable £ en deux
parties suiyantes:

(13)

2 Ip2 2 . ,
B e ac® W S
(<-H2(C-rr

z

En substituant
acry

nous aurons pour la premiere partie de la somme (13) 1'indgalit6

2 A2 2
T e a8
«_C)2(C:_TM=2e
(14) T .
< n s& r Ifi-r2 - 'gg
\ 2/
2«-r)
De M z -
meme faeon nous aurons 1l'inégalite
t
<12 ~2 ) 2 1p2
e _'se'eszg3 eQa4Oft) 4!<§;§-2dr< PS(Je
)z (<< r)2

2

L'intograle (12) satisfait donc a l'indgalitd
NYARY
| cos(ps)| |coseml r2 -Lr )
‘ a (f—t)2 e 4(t-r) cho.
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Or, d’apres la propriotd supposee de la tangente a la courbe Cf
les rapports

COS <Psq COS (pea
vi n-h
Qa

restent bornes si rsp—>0 et rpo->0 ou h est I’'exposant d’'Hdolder
donnd (0<7i<l).
Nous avons donc !l’inegalite

(17) (tT)2 4d-) do

k Otant une constante determinee (s=b<r; t=t=r
Pour otudier l'integrale (17) si s—u-»-0 et L™ ¢->0 posons

w=o0o="1

et remarguons que la fonction i3 est bornée dans Pin-
teryalle (0, oo0); on a notamment

guel gue soit fi non nogatif. Nous aurons donc, d’apres (17)

! 43" k2X I d0

?
En profitant maintenant de la propriotd
J«et+  >2r5p

nous arrivons a l'inegalite
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Or on connait bien dans la theorie des equations integrales
singulieres la propriotd suivante

b +j3<lI
*qézge aTIﬁst. a+0 ].

> sia+/[? >1
sa

otant des consltantes determinees.
L’integrale otudide 1 vorifie donc l'inegalite

@ e L _.—-J—,
(t—¢)1_ T rSal_3A

q est une constante (O<*<Il).

Les autres composants gu noyau itere (10) seront etudids
plus loin dans l'espace a |l dimensions et nous verrons que
leurs bornes ne sont pas supdrieures. Nous en concluons que
le noyau itere Jf admet la limitation suivante:

(19) @, )<
(t_t)l 3 rsffl 3

etant une constante.
Nous signalons que les fonctions SU@ aﬁ@ges obtenues dans
la limitation (19) ont les singularites cette propriete

" %‘é‘?&aﬁ‘%Oﬂﬁ%gﬁfﬁb;ﬁ%ﬁi“mergﬁﬂﬁfoﬁ‘ i Vil

(10)

(20) «(M) =/i(M):+* 9Jt(s,Z; c,t) /i(<qr) dO dr

0 e noyau resoloant e 65 13 somme 'ung sere
(21) i ao_ ZyWEhg
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i Tecﬂrreﬁé 01185 noyax eres M sont agjiis par a relaton

Nous allons demontrer que la serie (21) est convergente
quel que soit 2 et pour toute valeur L et r non nsgative (t>r > 0).
Le premier noyau itere JA a la forme

donc dane le cas h:| (condition de LipS(j Itz pour la tan-
gente), d’apres la propriet¢ (19), le noyau et tous les sui-

Vants sont 6videmment bornés si rs0->() et U™-r->0.
Si #<1, le noyau n'est pas borne et verifie l'inegalitd
(25) PA(s.t <rnl<g| C " da
r | sa TaG 3

d’ou il resulte
const

(26) 1@/ wol< (T

D’apres la forrful (22), chaque iteratifg abaisse I'exposant
de la difference et de la distance au denominateur

du nombre A, no n co ons que les noyauTnﬁteres Jf,,
seront bornes en rj (SC partlr d’indiee au plus

dependant dexposant a Holder de la fagon suivante:
(27) m0—E

Soit P la borne superieure du noyau

(28)
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Cherclions les limitations des noyaux bornes suivants. Nous
aurons, d’apres (22)

mais il existe une constante Q telle que
Q

pour tout point a, donc

(29) |3f,,0t1(8,i; «t,t)| <’(g FQi («—t)\g:‘l%’; (Q1=Qq1L

En gs$ndral, on precoit que le noyau Mm+v, pour v arbi-
traire, doit verifier l'inegalite
vai
3
(30) IM,,,0+I<PQr(<—T) 1

etant une constante dependant de v que nous determinerons
en apercevant que si l'inegalite (30) est vraie, alors d’apres (22).
le noyau suivant j¥,.+j+i yerifie 1 l'insgalit$

211
3 *
[>m+v+1|<PQI+1-~T)— r oo 3ax

rv J (1-®H-

4>)<1

riC+Dy+1]
d’'ou résulte la relation de recurrence

(r+DpL(r+DH"]
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M Wus en concluons par l'induction que les noyaus itéré‘t]
m| verifient pour toutes les valeurs naturelles d’indice
l'in6galitd

Vv

La presencc du denominateur r Ba s cette indgalitd

W ol B I S oo

de 2 (en négligeant les termes non bornes jusqu’a
I’indice au plus).

La formule (20) presente donc la solution unigue de I'6
tion integrale donnee (8) pour toute valeur du temps f‘sﬂ
et pour toute valeur du parametre z.

Probléme dans l’espace it n dimensions

Le probleme de Fourier dans l’espace a ﬂ dimensions
pour I'6quation parabolique d’une forme tres gonerale

n n

V=1 V=1

Otait traité par M. Gevrey (Comptes Rendus, Paris 1932).
Mais la discussion du ddéveloppement de la solution de I’Squa-
tion integrale, a laquelle conduit le probleme, n’Gtait pas
faite. Nous voulons maintenant Studier le developpemerit de
la solution de I'equation integrale a laquelle conduit le probleme
mixte de Fourier dans le cas de I’6quation de chaleur dans
T'espace a Il dimensionsb5) (% >2) sous la forme

@) 2 %Hi §q

5) En 1938 A. Tychonoff, (Bulletin de I'Universitd de Moscou,
vol. 1), a traitd le probleme simple de Fourier dans le cas ti=3 avec
la discussion du developpement de la solution, mais par une methode
différente de la notre.

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV. 5
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H mTher)ih\ une fonction qui en tout ppint interieur
( prony )Edu domaine dans 1’68pace a dimensr'srﬁ,
limitd par une hypersurface fcrmee satisfait pour 8

a I’eql.t$t' (32) et qui en tout point de I'hypersurface
(pour UT remplit la relation lincaire

@ Npta(PupthP ) =0

entre les valeurs I('(mi>es dB la deriyee normale et de U

On suppose que aP,t et P,t [ssient les fonctions continues
donndes sur la surface £ et pour
precddemment la condition initiale

0. Nous admettons comme

f >0

(34) <0

M etant un point interieur du domaine D

Nous preciserons d’abord les proprietﬁs admises pour I'hy-
persurface $. Soit dqyp le systeme de axes rectangulaireP
P(gE2... dont I'axe P£ st normale a la surface $ au point
et les axes P£2,P£3,. nt situés dans ’hyperplan tangent
a la spyface > au point I+ Nous admettons que pour tout
point I de la surface $ il existe une pgytion suffisamment
petite de cette surface contenant le point I, telle que Ig\pro-
jection Q'(£2,13,....£p) du chaque point \V de la pgytion V sur
le plan tangent en I' ne correspond gu’a pn point \ de la por-
tion V et que la coordonnée  du point  de la portion fi est
une fonction des coordonnses (£2, e« jfn) qui possede les ds-
rivoes premieres remplissant la condition de Holder:

(35)
[te.(dw 4°,..., 1S]) - .. f®)|<tj’|i..-fP[*
(«=2,3,...,n)  (0<4sJl).

Nous cherchons la solution sous la forme d'une integrale

(36) uQIf.f) = JrS/r'—e < |(Q,T)danr
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— la distance des points et = l'element d’aire
de la surface £ au point .

En exigeant que lintegrale (36) remplisse la condition (33)
aux limites, on arrive a l'eguation integrale

J|| etant la fonction incongpe suQ Iadﬂarfaee < pour [>Q,
!

avec lg fonction inconnue /z du point P de la surfaee 8 et du
tempsat supposee eontinue, / ddsigne la fonction eontinue don-
nee, 2 un parametre. Le noyau de l'eguation (37) est donnde
par I'expression

N(P ZZ t) 1 COS fpcCl rPQ g 4(t-r) +
e 2 (i—r)l+1

+ 3P o)----e ¥
TPQ designant la distance des pointpd:) et Q de la surfaee 8,

(38)

<dpg — l'angle que fait le vectepr avec la normale int6-
rieure a la surfaee 8 au point [,

Nous signalons que par un changement de la yariable
d’integration on peut mettre lintegrale du premier terme de

la somme (38) sous la forme

2)1
mais,Sd’apres la condition d’Holder (35), admise pour la sur-
face J, on a
(40) |cos9q,J<VpQ

(A3 une constante et 0<7i<l), donc lintégrale impropre (39)
est absolyment conyergente et a un sens determiné pour la
fonction [ eontinue et pour i>0. La meme remargue est vraie
pour la seconde partie de l'intégrale de la fonction (38).

5*
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Nous résolvons I'6quation (37) par une methode analogue
a celle appliguee precedemment. Considérons donc I’6guation
iteree equivalente a I’'Squation (37):

(41)

ou
i
(42)  M(P,t-,Q,r) = j* IN(P,t-, II,C)N(II,C-, Q,T)crd n-

S T
m

Le noyau N ayant la forme (38), nous Otudierons le premier
composant du noyau (42):

(43)
0s <Ppti cos <pHQ '?E)n *ho
A/
)
PHEQ)

Pour trouver la limite superieure de l'intograle (43), de-
composons l'integrale par rapport a C en deux parties eten-

dues aux intervalles
Nous aurons pour la premiere partie

Tpn rB@s

4U-?) 4(5-0 dc=

2(1-%)
et l'inegalite analogue pour la seconde partie.
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211 e

Or la fonction ~ 7 atteint son masimum pour q_n_Z,

donc

dans l'intervalle (0, 00). Il en resulte

[o]e]

0 -¢ Sao<(n—=02e 5 I8 L l=2nst Bt 5

Nous obtenons donc !'inegalité

Dommg g0 pung TBHE

r (<—C)?+1(C—r)f+ (i—r)?+1

3 >>
ou XxX=22n+ (n_Z)E LLZ . En appliquant maintenant la pro-
priotd admise (40) de la surface J, nous voyons que linte-
grale (43) remplit l'inegalite suivante:

etant une constante.
En profitant de l'insgalité (a>0; &>0)

< (Gth)' = (B} 22 (0]

nous pouvons ccrire

Or la fonction 22+a e”Z atteint son maximum pour Z: ?‘ +a

a est un nombre positif quelconque), donc
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dans Finteryalle (0, 00), nous aurons par consoquent

(45)

Pour que gintégrale ait u eas, HI flaa et il suffit choisir
la constante O de fagon que II*};A— 11— =1, dou

a<l||
en outre nous esigeons avoir

1—a<l.
Prenons donc a_oh’

0 otant un nombre positif inforieur a l'unitd (0<1) choisi
arbitrairement et nous aurons

WA= r o don

[e]

L’intégrale obtenue est bien connue dans la théorie des
6quations intégrales et admet la limitation suiyante:

I st
(j?+7—«+1>0).
i

Nous en concluons que Fintograle (43) YOrlfie I'inogalito

(46) \|1(P,t',Q,r)\<('i-_ y L

?QéZ(I_»)A_I
|

n O6tant une constante.
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Passons maintenant au second composant du noyau itoré
HI sous la forme

rpQ
(47) dc dan.
D’apres la propriété (40), nous avons
rpn  thg

—~d,dan

(48)

x Otant une constante. De meme gue procodomment nous
decomposons l'integrale par rapport a C en deux parties Oten-

dues aux intervalles -77-] et , tj et nous aurons pour

la premiere partie l'indgalitd

2(/-r)
1'pn
< const

< const

a, fi 6tant des constantes positives que nous clioisirons de
fagon que

m
7 +1—a—/?<1; 2a—h—1<96—1; N—2-\-2(Q<n—1.

Nous prenons donc
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O etant une constante positive arbitraire inferieure a l’unitd
et nous aurons

2

/ const 1
G—o = Sl
De la meme faeon nous obtenons pour lintegrale 6tendue
a la seconde partie I'inégalitd
t
/const 1 !
77 \1—0/1 ' ,.n—2 1—0)71—1 * n—2+71"
(i—v) PN rJTQ

2

0 Otant une constante positive, inferieure a l'unite, mais su-
porieure a x/2, choisie arbitrairement. Nous concluons que I'in-
tograle (48) remplit I'indgalitd

Z1 d-7n
(t—T)l_OHOJ Pryi—07i—L g4
(R)

donc

(49) Q=T = 1—@7, n+071—2
(i—1t) rPQ

(X2<0<1).

Les limitations du troisieme et guatrieme composant du
noyau itoré (42) ne sont pas superieures, nous concluons donc,
d’apres les indgalitos (46) et (49), que le noyau itoro 3L verifie
les indgalitos suivantes:

(50) (P, Z; <?,7)]<

O etant le nombre choisi arbitrairement a Pinterieur cPinterualle
(x2,1), — une constante positive choisie de maniere que
lindgalité (50) soit vraie si ct si rPQ>l.

Le raisonnement qui suit est analogue que dans les cas n=2.
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Nous aurons notamment la solution de I'Squation (41) sous
la forme

ou le noyau resolvant est la somme de la serie

(52) OK(P,t; Q,v) == 12- Um(P,i; Q,r)
m=0

(I1f0=M). D’apres la relation de recurrence

et la limitation (50), chague iteration abaisse l'exposant de
t—r du nombre Oli et I'exposant de rPQ du nombre
—[n+<97i—2— (n—1)] =1 —o0oh
ou bien
— [h—2(1—0)h—1— (n—1)] =2(1—0)h,

donc les noyaux iteres Mm seront bornés en (7,t) et (P,Q)
a partir d’indice mo au plus, suivant

(53)
Si0>2-s
1/2<0<1. Par un raisonnement identigue a celui dans le cas

n=2 nous concluons que tous les noyaux d’ordre m >m0
yerifient les inegalites:

[QIP((QA)(i-T)N?
r(vOh)

(,=1,2,3,..),

(54)
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g et gl etaut les bornes sups$rieures des expressions

s .pQ

£ etant le plus grand de deux nombres n -+ Ooh—2 et
n—2(1—0)h —1

D’apres la limitation (54), la serie (52) gui determine le
noyau resolvant est absolument conuergente guel gue soit A et
t—r=>0; la convergence est aussi uni,forme par rapport a toutes
les yariables dans le domaine £ et dans cliague intervalle fini
de la yariable [2| et des yariables <>r=0.

Panstwowy Instytut Matematyczny.



SUR L’EQUATION INTEGRO-DIFFERENTIELLE
NON LINEAIRE A SINGULARITE POLAIRE

Par W. Pogorzelski (Warszawa)

Introduction

Dans ce trayail nous étudierons !’eguation integro-differen-
tielle non lineaire et singuliere de la forme

a

1) NOGY)FDGY, <f(y), <p'(y)... €"'(")] dy =f(x
0
¢ Otant la fonction inconnue (n>lj.
Nous admettons les propriétés suivantes des fonctions don-
nees N, F, /.
1. La fonction N(x,y) possede la singularitd polaire pour
x =y c'est-a-dire la singularitd definie par I'expression

) N(x,y) “M-"y) cotg | (x—y)+M2(x,y)

les fonctions et M2 etant holomorphes et de periode reelle a
si les points x et y sont situés dans la bande infinie r qui con-
tient I'axe roel.

2. La fonction F{x,y,uQ,ut,...,un) de w-f-3 yariables est
doterminde et holomorphe si les points x,y sont situds dans
la bande r et les points uo,ur,...,un dans le domaine

(3) \ua—pa\™.ga (a=0\,2,...,n)

p,, Otant les constantes reelles ou complexes et ga les constantes
positiyes; en outre la fonction F admet la poriode reelle a par
rapport aux yariables x et y, la poriodicitd par rapport aux
yariables ua n’est pas nocessaire.
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3. La fonction f(a>) est doterminde, holomorphe dans la
bande r et admet la poriode a. L’integrale dans l'’eguation (1)
a la yaleur principale de Cauchy, c’est-a-dire

x Otant un point interieur du segment (0,a).

Noyau singulier ferme

Pour la résolution de I'6auation proposee (1) nous aurons
besoin d’un noyau que nous appellerons noyau singulier ferm¢1}.
Cest un noyau K{x,y) de meme singularite que le noyau (2)
tel que I'6quation

T Kx,y)h(y)dy =0
0
n’a d’autre solution analytigue gue la solution banale h=o.

Dans un trayail qui paraitra en 1952 2) nous avons donno

un esemple d’un tel noyau sous la forme
n

(5) K(x,y) =Al(y) cotg  (x—y) + V

v=l
AV) Bv Otant les fonctions holomorphes dans la bande F et
admettant la période a. Nous ayons notamment montré gue
le noyau (5) sera fermd si les fonctions Av) Bv remplissent la
condition suiyante:
(6) det\F~=F-Gafz)dz—6av -

0
(ap=0,...,n)

ou I'on a poso
Bo=aAQ, C8=1;

(r=1,2,3,...,w)
dav est le symbole de Kronecker.

x) Voir 1'article du meme auteur: ,Journal de Mathematigues" 1939.
2) ,Prace Matematyczno Fizyczne", tome XLVIII.
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,.V'La condition (6) est a la fois ndcessaire si entre les fonc-
"tions Alt...,An n'existe pas une relation de la forme

avAv(x) =q

v=I

av et g Otant des constantes ne s’annulant pas toutes a la fois.

Transformation de Poincare d’une intégrale iteree

Notre 6tude de I'équation (1) aura pour base la transfor-
mation importante suiyante de I'intograle iter6e, donnde par
H. Poincaro 3):

I(ir) = 3'K(x,2)™I'N(z,y)P(z,y) dy dz =

0 o :
N BK(x)Bn(x)P(x,x!" + J Q(X,y)dy

o

Rk(x) et Syf) dobsignant les rosidus des fonctions K(x,y) et
N(x,y) au plle y=Xj P(z,y) 6tant une fonction holomorphe
si le point z est située dans la bande r et le point y dans une
partie H de la bande P qui contient le segment (0,a), en outre
la fonction P admet la periode a par rapport & la yariable z,
Q(x,y) est une fonction liolomorphe de deux yariables dans
le yoisinage du segment (0,a) qui prend sur ce segment les
memes Yyaleurs que l'intégrale impropre

a

(8) QKxy) = I K(x,2)N(z,y)P(z,y)dz

@ et y sur 0,a).

Nous donnerons d’une fagon un peu modifiee, la preuve de
la transformation (7) et nous en tirerons quelques consequences
concernant les extromites du segment (0,a).

Soit le rectangle ABB'A" situ6 dans la partie H de la
bande r dont les cotds AA* et BB* passent par les extromitds

3) Mecanigue Celeste, tome IlI.
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du segment oL d’axe reel et sont perpendiculairers a et axe.
D’apres un raisonnement bien connu, la valeur principale de
Cauchy le long du segment reel oL est egale a la moitie de
la somme des intograles le long des chemins OABL et OA'B'L
embrassant ce segment, nous pouvons donc ecrire

Jla\l{z,y)P(Z,y)dy = N(z,y)P(z,y)dy +
©) 0 \NQBL N
LAY )olay =)

z 6tant a l'intSrieur du segment oL. Si le point z est un point
quelconque a lintSrieur du rectangle ABB*'A*, la somme des
integrales a droite dans l'egalite (9) sera une fonction holo-
morphe >(«) qui prend sur le segment réel oL les memes
valeurs que lintegrale de Cauchy (9). Nous signalons que
le module de la fonction Jf(«) peut tendre vers linfinie au
plus comme [log|«—£x|| si le point z tend vers un point  de
la frontiere du rectangle OABLB'A'O.

Le point x etant a l'intSrieur du segment OL nous pou-
vons ecrire dans la suite

I(®) = CKX,2)HI(2)dz =

(10) 1 r 0 p r
= K(x,z2)M(z)dz + ™ / K(x,2)Al(z) dz

0CJJJ. OC/D"L



EQUATION INTEGRO-DIFFEBENTIELLE 79

CiDi et CiDi stant paralleles au segment OI. En remplagant
la fonction Jf(«) par la somme des integrales (9), on aura I'in-
tégrale Z(a) sous la forme d’une somme de quatre intSgrales
itSrees:

I —=—JJKNPdydz + —J"FKNP dydz +
SEBR) o2ADI

+ IFFKKIN P dydz +— "FFKNP dydz

SER Y Sedh

Or, d’apres la theorie des residus, on a

JNPdy = NPdy—2aiRN(z)P(z,2) sur <vs1)
OABL oL

J*NPdy = J"NPdy (? sur Cm
OABL oL

J'NPdy = INP dy+2aiRN{z2)P(z,2) sur Ccm
OA'B'L oL

C.NPdy — J*NPdy (* sur

OA’B'L oL

Nous aurons donc, en changeant I'ordre d’iutegration

2. 2(£,2)dz +

01. OCL>tL
X,2)N(z,y)P(z,y)dzd dy-+-"m K MR "z"P"z"dz.

0CJDIL OC/D/LD&O
Il en resulte la transformation de Poincard chiercliee
= 8Q{®,y) dy — n2ZRK(X)RN(ac)P(x,x)
oL
Q(X,y) etant une fonction de deux yariables
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holomorphe dans le domaine embrasse par les chemins d’inte-
gration oc~D~L et OCiD~L et prenant les valeurs de Cauchy (8)
sur le segment reel OL.

Supposons maintenant que le point cx tende vers le point C
du segment OA et le point Dr vers le point D du segment BL,
de meme le point Ci vers le point c' du segment OA' et le
point Di vers le point D* du segment B'L. D’apres la psrio-
dicite supposee des fonctions K(x,z), N\z,y), P(z,y) par rapport
a la variable » (la periodicite de la fonction P par rapport
a y n’est pas ndcessaire) nous avons

JK{X,Z)N{z,yYP{z,y) dz + TK(x,2)N(z,y)P(z,y) dz =0
0 DL

f K(X,z2)N(z,y)P(z,y)dz A J'K(X,z2)N(z,y)P(z,y)dz—0
ocC

D'L

donc a la limite nous voyons que la fonction Q(x,y) qui figure
dans la transformation de Poincare est la somme des ints$-
grales suivantes le long des segments CD et C'D:

(12)
Q@®y)

donc cette fonction de deux yariables est bien holomorphe dans
un domaine G qui contient a Vinterieur le segment reel OL avecC
les extremites et ne contient pas des segments CD et C'D'.
La fonction (12) admet dans le domaine G les doriyees de tous
les ordres donc aussi aux extrémites du segment OL.

Resolution du probleme

Pour resoudre I'equation proposde (1), nous allons la trans*
former cette equation a l'aide du noyau fermé K(x,y) et de
la relation de Poincard (7). Nous voyons donc que si la fonc-
tion 922)) holomorphe au yoisinage G du segment (0,a) est



EQUATION INTEGKO-DIFFERENTIELLE 81

une solution de I’6quation (1) elle en sera aussi une de I'6qua-
tion

(13)

et réciproquement, le noyau K(x,z) Otant fermdé. D’apres la
transformation (7) de Poincar6, [I'equation (13) est 6qui-
yalente a I’6quation

(14) — NZRK(X)RN(X)F(X,X,<p(X),y=>"(X)...<p"\X)) +

Nous sommes donc conduits a résoudre I’6quation intogro-
différentielle non lindaire roguliere de la forme suiyante:

a
(15)  &[x<p(x),<p'(x),. @) = F "%y, <p(¥),.a>'(y)-...(p"Y)\dy
0

ou la fonction O a n-\-2 vyariables x,u0,ul,...,un est donnée
par I'expression

0(®,W0,«], =— N2 RK(X)RN)F(X,X,U0,UL,...,"Un)
a
—JIK(a;,z)f(z) dz
0

et la fonction F a %4-3 yariables x,y,u0,ui,...,un, d’apres
I'expression (12), est définie par la formule

(16)

17 ™M@?,y,uo,ulf...u,) =1 FKX,2)NEZY)F(@zy, MN,...,u,,)dz.
CD+CD’
D’apres nos suppositions concernant les fonctions
f(x), KXy)-, N(xy)-, F(x)y,uo,ul,...,ua)

les fonctions O et F possedent les propridtds suiyantes.
Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV. 6
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La fonction $(X,UU, y = Un) a n\2 yariables est definie
et holofhorphe par rapport a toutes les yariables dans le: do-
maine |\ détermine par les indgalitos

| [wa Pa| Qaj
| xer

(18)

en outre elle admet la pdriode a par rapport a la yariable X
Ddsignons par la borne supérieure du module de la fonc-
tion  dans le domaine

(19)

|

Nous supposons en outpe que le module de la doriyee CPU“
admette dans le domaine I\ la borne inférieure ¢ plus grande
que zOro:

o ](Paﬂ(X)Ug)U 1 ) 1>

La fonction a -n-J-3 yariables est definie
et holomorphe par rapport a toutes les yariables dans le do-

maine r2 g&_Pa[Aqa' (a=0,1,...,«)

(21)

G Otant un domaine contenant le segment reel OI. ayec les
estromitds danspson mGJ eur et ne contenant pas des segments
d'intogration rCD D la fonction admet la poriode
réelle @ par rapport a la yariable‘/\;(. Soit Jfgr la borne sup6-
rieure du module de la fonction V| dans le domaine r2:

(22) INMNOsr.
Nous allons chercher la solution de I'6quatign (15) en exi-

geant en outre que Ialfonction inconnue et ses dori-
y6es jusqu’a l’ordre n prennent les yaleurs donndes

(23) p(O)‘pO It (XU) p L a=1,2,...(n—)

pour une yaleur XU a linterieur d’intervalle (0,a).

Eemarguons donc que si la fonction holomorphe ¢s(®) ye-
rifie I’6quation (15) elle yerifie aussi I’equation qu’on obtient
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en différentiant par rapport a la variable o les deus membres
de I'equation (15):
0'[®,9'(«).9"(®),-,9'W(®)] +

+ &ua \x,<p(X),v'{X),... (p<n\x)]<p<a+»(x) =
(24) a=0
= JXY,<p(y),<p’(y)....<pM(y)]dy.
0

D’apres la supposition (20), I'equation (24) est ¢quivalente
a l'équation:

(25) M(ad) =
a n-|-|
e ) «=0
N, ()9 (®)r>9'W(®))

que nous ecrirons pour abrsger de la faeon suiyante

(26) e.(n+) (@) =Q[x,(p.(p", ...99<n>)

12 d$signant un operatem fonctionnel defini par I’espression (25).
L’6quation integro-differentielle (26) est 4quivalente au systeme
d’équations

@7) a="W,

a n+1 fonctions inconnues cp,ipL;iii,....ipn.
Pour resoudre I'equation integro-differentielle (15) confor-
mement aus conditions (23), formons w-f-l suites de fonctions

(28) (POItyli  Jpv>(pv+~

6*
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a l'aide des relations de recurrence
X
v+i(x) = Po + JI¥ip(0dl

*0
X

29)  W+i(®)=Pz + (2=1,2,... ,n—I)

— Otant la racine de I’6quation numdrique
a
-~~o0,Po,Pi,-,Pn+i,QvV+i)= C
(30) QV+i)
0
On. suppose que les fonctions initiales arbitraires $o,y>z,0
soient holomorphes dans le domaine G et rerifient les inegalitos

(|?>0(®)—Pol<ffo
IVAWED)—pA<N 2=1,2,...,»).
Cherchons les conditions sous lesguelles les relations (29)
definissent les suites (28) pour toute la valeur v. Supposons
donc que les fonctions <fv~zy soient holomorphes dans G
et vdrifient les insgalites
(32) [I™N(@)-Pol<«o
I Iw(®)—"N < (2=1,2,...,»).
Admettons qu’il existe une fonction holomorphe z(z) qui
YOrifie la relation

(31)

(33) 0(a-0,po,pl,...,pn_i,Z(2)) =2
et qui fait correspondre a tout point intorieur z du cercie
|Z]<Jfy,

un point determin¢ Z(«) du cercie
\Z~Pn|<C/h<?n;

admettons en outre qu’on ait

(34)
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Alors, d’apres les indgalités (32), il esiste une valeur de
la fonction z verifiant la relation (30), donc
(35) |Pr-j-1  Pn|<g.n<Qn

Eemarauons maintenant que, d’apres la supposition (20)
et I'expression (25), le module du resultat de 1’operation fonc-
tionnelle @ pour une familie de toutes les fonctions holomor-
phes 9?,%,%, mm;ipn  satisfaisant aus indgalités (32) dans le do-
maine G admet une borne superieure positive, que nous do-
signons par B:

(36) p(s)»%,%,...,"N<B.
Nous pouvons donc Gcrire pour les approsimations (r-f-1)-mes

definies par les formules (29) les indgalitds suivantes dans
le domaine G

\<pv+i(X)—pO\<a{pl+ql)
(37) |yz,v+i(«) —pA < a(pz+i+ 5z+i)
>n,pti(@?)—pnl<q',,+a-B.
Il en resulte que les indgalitds (32) pour les fonctions avec

U'indice v entrainent les indgalitdés analogues pour les fonctions
avec l'indice suivant r+1 dans le domaine G

I IN+iN)—Pol<«o
| ‘W,h-i(®)

si les constantes p~,qgi,q'n)B prdcisdes plus haut satisfont aux
conditions

(39)

(38) (A=1,2, ...,n)

| a(px + ?7X) < :

| aBt~gn— qn. (A=1,2,...,%)

Ces conditions seront remplies par esemple dans le cas
particulier si

N=0iI=—="N=0; 20=21=... =Sn=0
O<a<i; B ~gn—gn.

Nous en concluons par induction que les fonctions (28)
holomorphes dans le domaine G vorifient pour toute valeur
d'indice v les inogalitds (32) si celles-ci sont ydrifides par
les fonctions initiales ¢0, yxo0 et si les constantes pn, gn, ¢n, B
vorifient les conditions (39).
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Il reste a demontrer la convergence des suites (28). Nous
roproduisons a ce but le raisonnement classigue.
Bemarguons d’abord que, d’apres la relation (30) et la sup-
position (20), la difference entre deux valeurs consecutiyes
et qv yerifie 'inegalite

lc otant la plus grande des bornes superieures des modules

dans le domaine (21). Ensuite pour I'opsration 12 il existe
deux constantes positiyes Ic' et Ic”, telles qu'on a l'in$galitd
suiyante:

e VNV <
n

< I¢' lev+1(®) —eN(®)|+ \V |pKiV+L(®) —N,4M1  +
(u) L J

Nous pouyons donc Scrire, d’apres les relations de reeur-
rence (29), pour les diffSrences entre les fonctions consecutiyes
des suites (28), les inegalites suiyantes:
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Il en résulte d’une fagon bien connue la convergence ab-
solue et uniforme des suites (28) ainsi que la conyergence de
la suite numerigue

D’apres les Oguations (27) et (29) la fonction limite

<pw) =lim 92,(®)
V->00 X RN A
est la solution de Vequation integro-dffferentielle (25) et (24)
et satisfait aux conditions (23).
La limite g de la suite
g=Ilim qv

p->00
est la yaleur de la fonction »n(a;) =e>W(a) pour & =3a0.
e=—=9s.(n)(a?0)

en outre cette yaleur yorifie I’6quation

a

0 —_
donc la fonction trouyse <p(@@) est une solution de I’eguation (15)
ou (14) holomorphe dans le domaine G. On peut montrer d’une
fagon connue que cette solution, libe a la fonction Z(@z)
doterminde par l’eguation (33), est unigue.

En reprenant la construction des rectangles présentds sur
la figure mais situés dans le domaine G, nous en concluons
que la fonction limite trouyGe g>(y) est la solution de I'equa-
tion (13), donc aussi de I'6quation proposee (1), le noyau
K(x,y) Otant fermé.

Panstwowy Instytut Matematyczny.



SOLUTION GENERALE DE L’EQUATION
FONCTIONELLE

[(/(++A®).-)) = g»

Par S. tojasiewicz (Krakéw)

Soit E un ensemble d’6l6ments quelc ues Nous dirons
qu’une fonction /(a?) jouit de la propridte ﬁ Elorsq "elle trans
forme, d’une fagon biunivoque, 1'ense v Soit /(a?)
une fonctlon jouissant de la propriéte YL Nous ddsignerons
. elle sera definie,

par/ ? ieme fonction iteree cfe
4} rﬂ ar les relations, & '
X)j Tout ensemble [, composd des points
"

sera appel6 cycle de la fonction fX Deus cycles difforents
sont toujours disjoints. La somme e tous les cycles de la

o O Sl e Ve
) e i @(X)d B i i i s

. On voit que chaque solution jouit de

cette propriete.
La solution généram(dj I’6quation

(2) X:X dans E

peut etre obtenue de la maniere suivante.

X) M. T. Wazewski a poss le probleme: resoudre I'6quation fonctio-

nelle f—\X) =-"-. Cette éguation est equivalente a I’équation f(X) = - .
1\x) X

M. S. Golab a traite 1’eguation [Uber eine Eunktional-

gleichung der Theorie der geometrisehen Objekte, wiadom. Matem. 45 (1938),

p. 97—137] mais sans admettre 1’hypothfese que f(X) jouisse de la proprieté pE.
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Soit I=nl<ni< ...<nr=N la suite complete de diviseurs
du nombre N. Ddécomposons Fensemble E en sous-ensembles
disjoints

E=X+

+-N1+ o -l +

+ Mil+...+Mnr,

de fagon que les ensembles soient de la meme puis-
sance (i=l,..., r). Soit ¢j(x) une fonction qui transforme, d’'une
fagon biunivoque, Fensemble en

9i(Mj) =M/4-i  pour et

Dosignons par ii>j(x) la fonction inyerse de <j(x) et posons

f(x)=a>, lorsque
fx)=tpj{x), lorsque xe JuUj, j=I,..., Nnt—I,
I(®) =vyj(...~r_i(a;)...), lorsque xe Mhni, i=l,..., r.

La fonction f(x) est définie dans Fensemble E tout entier et
satisfait a I’6quation (2).

Nous obtenons de cette maniere toutes les solutions de (2).
En effet, supposons f(x)=® dans E. Il suffit de trouver
une décomposition (3), telle que f(x)=x dans Jf? et que

ag=l, 1, i—1, Dosignons par >$( Fen-
semble des cycles de /(®) qui sont composés de nt 6léments
différents. Or, il existe un ensemble contenant un et un
seul 6lément de chaque cycle de En posant
pour j=lI, 1 et nous obtenons la décompo-
sition ¢herchde, puisque le nombre d’elements de chaque cycle
de la fonction f(x) est un diyiseur de N.

Pour ayoir la solution gonorale de I'6guation (1), nous
procddons de la maniere suiyante.

Dosignons par Ri Fensemble des cycles de la fonction g(x)
qui sont compos6s de I 6léments (Z=1,2,...,00) et considorons
I’6quation

(4) >PN(r)=r dans Ri.
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Soit 1F(F) une solution de I'equation (4), obtenue par la me-
thode precedente en partant de la dScomposition

Pj=Pi+ ..
©)
+ P«

oum(= yNet |_ <k‘.‘< <k f t la suite complete de divi-
seurs de IN premiers a |, Soient deus nombres entiers,
tels que
(6) p.fc(-e.Z=n).
Associons, a tqut eycle F de la fonction gX), un elémen tyr de
ce cycle. Spit Ae k. |1l existe un et un seul cycle F contenant
I’element A et nous pouvons Scrire ®=gf"(yr). Posons

/(2)=0n(3zsw), lorsque FeP}, /=I,...,m—1

(7) 1@?) = Tn+p (2@ I) lysque r£Pmi)
1"'1 1"'1

On verifre sans peine que la fonction /(or) est definie dans I'en-
semble L tout entier et satisfait a I'equation (1).

Nous prouverons que chaque solution de (1) peut
obtenue de cette maniere. En effet, si F est un cycle de |
alors /(F) Fest aussi et tous les deux cycles sont de la Tme
puissance. Nous pouvons donc poser ¥Z(F)=/(F) dans rB et
la relation (4) sera satisfaite. Ensuite nous construisons la d¢-
composition (5) de la meme maniere que pour la solution

de I’équation (2). Les ensembles 3l), pour lesquels  n’est pas

premier avec Z sont vides.
En effet, supposons que 3f}=5=0. Soit oreFeJF. 1l en résulte

- - P
que /"f(F)=F, d’ou /" X'qp X et g(X)'fN(X)' P\EP), alors
[ est un diviseur defffMV—L, les nombres I et} sont pre-
miers entre eux2.

2) Pour =00, on doit avoir s=0, = ...+P”" et po=I.
3) Lorsaue |=o00, alorsmzl et les ensembles J/Lpouricr, Sont
b
vides.
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SNous faisons correspondre, a tout cycle P appartenant
a Z?Pi, un element y,, de ce cycle et posons yr=t \yr}

pour rePj, ou r-=f—i+1(r) e P{. Enfin calcu-
lons p. de (6) et verifions les relations (7) en nous appuyant
sur la relation fm*(r)—r pour re P,

L’existence d’une solution de l’eguation (1) est 6quivalente
a celle de la decémposition (5). Cette decomposition est
toujours possible lorsgue l’ensemble Bi est infini. Dans le cas
contraire, désignons par Li le nombre d’elements de I’ensemble
pour que la dScomposition (5) soit possible il faut et il suffit
gu'existent les nombres naturels 10, tels que

Cette derniere condition est Squivalente a la divisibilite de Lt
par N—. Designons par di le plus grand diviseur de N premier

a | (cest-a-dire dz=fc3). On a donc ce qui suit,
pour qu'il existe une solution de Vequation (1), il faut et il

suffit que Vensemble Bi soit infini ou gue Li soit dirisible par

N b
Hi_ , pour 1=1,2, ...,00.

4) Par N, lorsgue Z=oo0.



SUR UNE PROPRIETE CARACTERISTIQUE DE LA
SPIRALE LOGARITHMIQUE

Par S. tojasiewicz (Krakow)

On dira qu'un ensemble plan E possede la propriété (s),
s'il est congruent avec son image par chague homothétie de
coefficient a > 0, w=az (ou z et w sont des variables complexes).
M. T. Wazewski a posé la guestion, guels sont les ensembles
gui jouissent de la proprioto (s)?

Je vais domontrer le théoreme suivant,

Pour gue Vensemble ferme E ait la propriete (S), il faut
et il suffit gu,existent des nombres (complexes) a et b tels gue
aekE, et gue Vensemble E—{a} soit somme des spirales
logaritbmigues

z=a-\-eiZ1ebT, oii —oo<r<-f-o00.

Demonstration. La suffisance de la condition est ovi-
dente (par vdrification). Pour démontrer qu’elle est ndcessaire
nous allons considerer la transformation lineaire suiyante
@) Tz p,.a)=a+p(z-a), (pd=0).

L’ensemble E possedant la propriété (s), on voit qu’a tout a>0
correspondent des nombres a et b, tels gue

@ p]=« ef T{E;p.a)—E.

On peut yorifier gue la transformation T jouit des propriétos
suiyantes

I. Si T(E-, p,a)—E et T(E; ga) —E, 0on a
@ T(E-pa,a)=E,

(b) T{E-, pna~)—E, pour n=o0, 4-1, 4-2,...,

() T{E- ™ a)=E.

t) designe la partie reelle du nombre complexe b.
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Il. Si T(E-, g,a)=E et T(E-, p,b)=E, on a
T(E; p.a+qgn(b—a))=E pour n—1,2,...

1. Sipn->p4=0, an-*«et T(E-, pn,an) =E, ona T{E-,p,a) =E
(puisgue E est ferms).

D’apros (2), il existe un ao tel que T(E-, a0,q)—E pour un
|g|< 1. Soit a>0. Alors esistent ¢ et b tels que T(E', ae'¥,b)=E.
Nous obtenons, d’aprés Il et 111 (en posant a=a0, pn=p= ae'v,
an=qgn (b—a)),

(3) T(E-,ae'v,al)=E.

D¢signons par ¢?(a) un nombre ¢ satisfaisant a (3) dont le mo-
dule serait le plus petit possible (il esiste d’apres I11). Nous avons

4) T(E-, aeMa\a0) =E, pour ct>0.

Supposons que an->I et <p@an)->8. En vertu de 111, 1 (c)
et, (4) il vient T(E; izn6iW")~W\V0) =E. 1l s’ensuit, d’apres la defi-
nition de <p(a), que |e>(a,)|<|?'(0'n)—< et, par suite, §=0. On
a donc
(5) lime>(a)=0.

Nous allons maintenant démontrer qu’il existe un e >0,
tel que

(6) <p(a2)=2<p(a), lorsque [a—1!<<e.

A cet effet nous designons par $0 la borne inférieure des nombres
& >0 pour lesquels

(7) T(E-, el™,a0) =E.

1°. Si $0=0, alors d’aprés (Ib) et IlI, la relation (12) est
yraiepour chaque$ (rdel), d’ou, d’apres | (a) et (4), T(E-, a,a0) =E.
g?(@) est donc identiquement nulle.

2°. Si #0>0, alors en vertu de (5), il existe un e>0, tel
ue \(p(2a)—2g>{aj\<$o lorsque Ja—Il|j<<r. Mais d’aprbs (4
?(a) & I)(b),q s avons Z(é; t'Wi“>~2’\a)I,a0) =E,pd’ou( %I
rosulte que |e>(2a) —2e>(a)] = 0.

Fixons maintenant aoe (1,1-f-e). D’apr<5s (4), (6) et 1 (b),

m m

nous avons T(E-,an =E pour tout m entier et n

naturel, d’ou, en vertu de I, il résulte que
8 T(E:! abeltvMfa0) —E pour tout t rsel.
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P =In #04-~(a0). De la relation (8), il s’ensuit que, pour
sOOE;Emef «04:dﬁJ la spirale

Z /arn(zO—n\—lnt\m)Je* , OU—oo0<t-<.+ 00,

contient le point ZU et reste eomprise dans E, ce qui termine
la demonstration.




UN THEOREME DE L’OSCILLATION
Par Z. Butlewsig (Poznan)

§ 1. Considorons un systeme d’squations diffSrentielles
(1) = - (=12,

ou/i,f2,..., jn sont desfonctions continues des wvariables...,xn
dans le domaine

(D) t 10,
Daésignons par

2) xi— x292(0,,"> Xn—*Pﬂ(l)

une solution du systeme (1) qui existe pour
Supposons que, par tout point P(T0,x®\ag\...,aw) du
domaine (D) passe une et une seule solution du systeme (1).
Nous appelons oscillante pour la solution <i[t\rp2(t"),..,.<pn,t),
si chacune des n fonctions ...,cpn{t) possede une infi-
nite de zeros dans l'intervalle (10, + 00).
Nous trouvons dans cet article, entre autres, des conditions
suffisantes pour que la solution (2) soit oscillante (theoreme I11).
Ensuite nous appliquons (8 4) les resultats obtenus:

1° au systeme dynamique des equations diffSrentielles or-
dinaires
i (k=12
at — f(XI)X2) *ss )XN\ 1&y

2° au systeme des equations diffsrentielles
(10Ch .
= o |j Xg—X

dxn _ o \

3° a I'équation. differentielle +A@®) x=0.
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8 2. Nous allons demontrer le

Theorftme |. Si les fonctions fi,fz,---,fn possedent, dans le
domaine (D), les propriotés suirantes:

@ ¥ e
* . Pcur e k=l,2,...,n;x0=x,,),
|=J:?) <rreict= 0 ( )
alors: 1° si Vune auelcongue des fonctions <Px(fz, s~annule

identiguement dans un interralle, chacune de ces fonctions s'y
annule identiguement, 2° si Vune auelcongue des fonctions
<p1}ijp2,...,<p,, est oscillante, toutes les autres le sont aussi.

Doémonstration. Ad 1°. Supposons gue e?*_i(i)=0 dans
I'intervalle (i~a<8< +00), ou k est un nombre
entier fixe, satisfaisant a 1’insgalit$ pour k—1,
posons (p0=<pn.

Nous dsmontrerons que si l'hypothese (Z) est satisfaite
nous aurons:

=0, ..,.<pk_2(t) =0, gk{t) = 0,....9(«) =0

dans l'intervalle c’est-a-dire gue la solution (2) sera
identiguement nulle dans <a,jS>.

Si yi_i(/) =0 dans <a,/3>, alors d’apres (Z) on a:
=f£1,71(2),... ,”_2(t),0,n(f), ..., n(<)] =0
dans <ct /?> et par cons$guent
e-A(f)=c pour (c=Const.).

Nous d$montrerons gue ¢=0. Si ¢=(=0, nous obtiendrions,.
d’apres (2),

Nt1=/A+=|=0 pour

et la fonction e>*+i(0 serait monotone (croissante ou decrois-
sante) dans <a,/3>. |l existerait alors un point f=Ti-|-i(a<T*-|-i</3>
tel que e9*+i(TAH) 4=0.
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D’apres (Z) nous avons donc
— [at2[TE-1271 (Tad1), 1+, e8n(TA+)] =HO
et, par consOguent, il existe un point t=r*+2, (a”rA|2"/9) tel

que P*+2(tat;)=[=0.
Le raisonnement appligue de proche en proche montre gue

BA42(4-2) A

ct a,r2,.,m 7
Pif*1) =4=0

i(t™~1) o.

La derniere inegalite conduit a une contradiction, parce
gue nous avons suppose A i(t)=0 pour
Il vient donc c=0 et, par conseguent,

eA(/)=0 pour
Nous trouvons ensuite de la meme fagon gue
OHIW = — 0, eaft)=0,...9a 22) =0
dans l'intervalle <a/S>.
Ad 2°. Supposons, par exemple, que la fonction gk(t) soit
oscillante pour t~t0 et ddsignons par T19T2, (10<3'1<2?2) deux

zeros consscutifs de cette fonction, nous avons donc —
= 9a(T2) =0. Il existe un point t=r, (T1<t<T2), tel gue

D’apres I'hypothese (Z) nous obtenons ¢A_i(r)=0.
La fonction est donc oscillante. Nous trouvons de
la nieme fagon que les fonctions:

tyk=2(0, ,9°1(09N(0, » ,2,A+(t)

sont oscillantes pour t"£0. Le thdéorome | est donc demontr¢.
Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV. 7
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§ 3. Considerons un systeme d’equations differentielles

(1) _b = fh{t,x1,x2,...,xn), {k=1,2,....n}.

Supposons que les fonctions soient continues par
rapport aus variables t,x~x~...,xn dans le domaine

(D) —oo0-caM, ..., xn< + 00

et satisfassent dans (D) aus hypotheses (A), (B), (C),
suivantes:

(A) a) # _i/A>0 pour a?_i=]=0, (k=I,2,...,n—I-, xO—xn)f
fi) xn-ifn<0 pour @n_id=0.
(B) a) Si G=n,1,2,....K),
i, (=k—+I...., n—1),
alors
fk{t xiyx2, ..., xn —__—m ... xn)y (k=1,2j..~n 1).
1) Si
XjrzXj)  (=1,2,..,n 1), xni™xn'
alors
In(t, X~AX24 ... *Tn) f o0 f®n)'

(© Si Cjn, ...,c,, designent des constantes, il vient

0
«) c*-i j"fk(t,cl,c2,..".,cn)dt = +o00o pour cA i=f=0,

(fc=1,2,..., h ljcg=cn)
00
15 ¢, ! j fn<jcl,c2,...,cn)dt=—o0 pour cn_id=0.

Supposons que par tout point P(TO0,x*>,x™M...,x~) du
domaine (D) passe une solution du systeme (1) et une seule.
Designons par

2 = " =972("), ~n==7i(0
une solution du systeme (1) qui esiste pour t=t0 et qui
satisfait, pour t =10, aux conditions initiales suivantes:
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D’apres 'hypothese (A),nousyoyons que”™=0, ©2=0,..,a?n=0
est une solution du systeme (1). Considerons dans la suite
une solution (2) differente de cette solution triviale. Alors
un au moins des nombres <Pi(t0),<pz(t0),...,<pn(t0) est non nul.
Dans le cas contraire la condition de l'unicitd des solutiong
du systeme (1) ne serait pas satisfaite.

D$signons par tNjthj,. L (o<I~<th<.)  les  zoros
consscutifs de la fonction (lc—1,2,...,n).

Theoreme Il. Si les hypotheses (A), (P>) et (C) sont satis
faites, la solution x1=pi(t), x2=cp2(t),..., Xxn=q:n,t) du systeme (1),
satisfaisante aux conditions initiales (B), est oscillante pour
i™tg et nous anons de plus

h<tN<...<tV><t™\ (i=1,2,3,..)),

mdest-a-dire que les zeros des fonctions gp~t), 822(t),..., n(t) sont
simples et qu’entre deux zeros consecutifs de pp(t) il y a exacte-
ment un zero de <q(t), oii p,g—1,2,...,n-, p4=91)-

Remargue.
a) Si
ft(io)) =0, g=l1,2,...,1c-1), <p*t0)>0
1), pB(<0)<O

pour 2<&<w-—1 ct si tjl) designe le premier zero a droite
de t de la fonction ~(t), les premiers zeros 't t™v.. <®
a droite de t0 des fonctions respectives <k(t),<pk+i(t), ....<pn(t)
se trouvent dans I'intervalle to<t<t\V et nous avons de plus

x) Ce theoreme est analogue au resultat de Fite, qui a demontre le
theoreme de l'oscillation suivant: Si A(t) est une fonction continue pour
mt"to =0 et si

A(t) = 0,

alors toute integrale X(t) de I'eguation differentielle ®(n)+A(t)a:=0 est
1° oscillante pour t)>t0>= 0 si N est pair, 2° oscillante ou tend vers zero
pour t-» + 00, si N est impair. (Cf. W. B. Fite, Concerning the zeros of
the solutions of certain differential eguations, Transactions of the American
Mathematieal Society, 19 (1918), p. 341—352. Voir aussi J. G. Miku-
sinski, On Fite’s oscillation theorems, Colloguium Mathematicum, 2 (1949),
p. 34—39.

7*
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b) Si <pjto) =0, (j=I,2,...,n—I), 9n(to)<.0 et si /<b dbsigne
le premier zero a droite de t0 de la foncticn gajt), le
premier zero K> a droite de t0 de la foncticn ¢n(i) se trouve
dans l'intervalle

Dans ces deus cas les zéros des fonctions <L(t),(p2(t)....,<pn(t)
sont deplacds pour comme plus haut dans le théo-
reme IlI.

Demonstration.
Nous avons les Ogalites
ea(y)—  9N1(0,e==,9n(0]> (fc=I,2,....H).
Posons pour simplifier
fk[t,<pl(t),<p2(t),....<pn(®IMK[t,<p(®)], (k=I,2,...,n).
Nous obtenons alors

®) (fc=I,2,.

Supposons gue le premier des nombres <L[t0),(p2(t0),... ,<pn(t0)
non nul soit <pk(t0), c’est-a-dire gue I’on ait:

(o= = I("0)—
yktto) =0, e?* (M) Js D, - - - O, </,("0)N0
Si 1
et
»xXu=0, 0=I,2,...,n—1), 9,0)<0
si lc=n.

A titre d’exemple supposons gue k=I, c’est-a-dire gue
(Ei) 91(U>0, <pjto~0O, (=2,3,...,n—1), ¢2,(i0)<0;
pour k=2,3,...,n le raisonnement est analogue.

I. Lorsgue %1(fo)>0, nous avons ¢l«)>0 dans Finteryalle
i0<t<TI\ ou la difforence ?20>—10 est suffisamment petite.
En vertu de I'hypothese (A, a), nous aurons

7i(0/2[*9’(0]>0
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dans l'intervalle i0<i<T((P  Par conséquent
9(2<)=/2p,?’(0]=0 pour t0<<i<<T?),

c'est-a-dire que nous obtiendrons selon (Ex) <2(t) >0 dans
|'intervalle t0< t~. t<P.

Le raisonnement analogue conduit aus inegalites
pa(0 >0, (pk{t) >0, (fc=3,4, ...,n_l)
dans Il'intervalle
D’apres I'hypothese (A, fi) nous avons
<Pn-in[M>*)I<0 pour
et, par cons$guent,
A =/nP,e>(J]<0 pour
donc, en vertu de (EJ, en(t)<O dans lintervalle to<t
D’apres (A, a) nous avons
>0 pour t0<t~rn

et, par consequent,
ANy =/iP,9’(J]<0  pour
En resums$, nous obtenons les inegalites suiyantes:

e>l(J>0, Mt)<o
4 <P*J =0, ?>*(«) >( ft=2,3,..., n—1)
?'n@=<0, té<)<o

dans lintervalle ou la difference r~—t0 est suf-
fisamment petite.

Supposons que la fonction y-~t) n’ait pas de zeros pour t >t0.
elle serait alors positiye pour t>1t0 et, par conssquent; les ind-
galites (4) seraient satisfaites pour t=t0. D’autre part, en ints-
grant la premiere Oquation du systeme (3) entre les limites
T~t, nous obtenons:

t

9i(") =9i(41)+
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En vertu des hypotheses (A, a) et (B, a) nous avons
pour t=>r"\

et d’apres les hypotheses (A, a) et (C, a)
t

ﬁD
pour t suffisamment grand.
Il existe donc un point t=A\ le premier a droite de tor
tel que 9x(il1))=0.
Les inegalites (4) sont donc satisfaites dans Il'intervalle
et, pour t=t~>, il vient

DIHV))<©
92(ity)=0, ™N(™=0
9*(*il)) > >0, (k—3,4,...,n—1).
9,(<1)<0,
I1. Supposons que
=0, (2<k<n),
et que
n_i(ei)=0, ou=<<-
) n"N)=o,

9/NID)>°, 97+*11) >0 0’=>+1,-,>—I)t
e~tKO,  A(*2L1)<0,0=n,l,2,...,fc-2).

D’apres (5) et I’hypothese (A), nous obtenons les indgalitds

?*(N>0, <™*()<O
(6) >0, <pjt) >0, =k-+lI,..., n—I)
(G=n.1,2,....k—D

dans lintervalle ou la différence rw est
suffisamment petite.
Si la fonction pour alors, d’apres I’hypo-

these (A), les inegalites (6) ont lieu pour
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Dans ce cas, nous obtenons les inegalites

@ 521:3/-(/\1»0 (j:k+|,...,n—1),

t»>) <0 (g=n.,1,2,...,fc-1)

pour D’apres les inegalitds (7) et les hypotheses, (A)
et (B) nous avons

®) AP,%(<)] Q <fe<<

pour t=iw. D’autre part

D’apres (8) et I’hypothese (C), nous obtenons

t

<Fk(t)*<Pk(") + 3'/Ap,e(TO))]fZt<0, (2<t<%)

fP

pour t suffisamment grand. Il existe donc un point
le premier a droite de t7,, tel gue y*("1)=0.
En posant k=2,3, il vient

PiGI0)=tVV}) = 1 === ——— =Q,
et de plus i0<t<'><t<)< .. <t$LL
I1l. En posant dans (6) k=n—1, nous avons les indgalitds

®n-i(0>0, 9n-1(0<0
9-/(0<0, ®'(0<0, (=n,1,2,....n—2)

dans I'intervalle OlL2<i<tJ2! et, pour

N 1(elx”
9) In(Mi)<e> ~el)=o0
g=12,...,.n—2).
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D’apres (9) et l'’hypothese (A), nous avons les inogalitos

(10) ?2,(*)<0, <(C=>0,

?/t)<0, 9>;.(1)<0, (y=1,2,
pour toLi<<~Tn\ °d la différence est suffisamment
petite.

Supposons que gn(t)<0 pour t >I(0_t, alors les indgalités (10)
sont satisfaites pour t >
Nous avons donc pour t=> (0 les indgalitos

(n) 0>,9/1) >"(70)),
¢//)<9/Tl))<O 0=1,2,...,n—1I).
D’apres (11) et 'hypothese (B, /3) nous obtenons
L[«<2(«)] >/7,9'(™)]>0.

En vertu de I'’hypothese (C, /3), nous obtenons

7
9 J)>9'n(Til) + o

40
pour t suffisamment grand. Il existe donc un point 1=110
le premier a droite de 1(0", tel que 9n(ld)) = o.
Il en resulte
99/1(0) = 92(1W) =,... = ¥n(t".)=Q,

ou

IFU@<igOm. » <ip,
IV. D’apres 'hypothese (A), nous obtenons ensuite:
<P,W<0, ~(0=>0,
9/t)<0, 99.(1)<0 0=1)2,...,.«—1)
dans I'intervalle 1(0_t< 1<10> et) pour 1=1(0,
9,,("™M)=°, <($>)>o,
(12) NO-CO, /x(t<0)=o,
99.(10)) <O, 99/1(0) <O, 0=2,3,...,n-1).
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Nous avons alors:

<K(0>°,
(13) ?7*(*)<0 (k=2,3,
<(O>o0

dans lintervalle t<b</"~T2) ou la difference <2>—0') est
suffisamment petite.

Pour obtenir les seconds zeros ei(t") =0, (fc=1,2,...,w),
il suffit de poser

®*= (7c=1,2,...,n)
(7c=1,2,...,n).
Alors nous pouvons ocrire le systeme (1) sous la forme

(14) di FK(t) £1, 72, «ee, £n),

On peut facilement verifier que les fonctions F~AFA,..., F
satisfont aux hypotheses (A), (B) et (C).

En posant
<W0 = —WO, (fc=1,2,...,n)
nous obtenons les fonctions
WO0,Wo,---, W0,

qui constituent une solution du systeme d’equations (14), satis-
faisant pour t=t*> aus conditions initiales (cf. (12)):

(E2) w™N>° ., N (M)>0, "Ml)=0o

Les conditions (E2) sont de meme type que les condi-
tions (BJ. Nous pouvons appliquer au systeme (14) le meme
raisonnement qu’au systeme (1). Nous obtenons alors

lij2)=__¢N2)) =0, y=1,2,,n),
ou 1 1 g 1

V. Pour 7=02, nous avons (cf. (12)):.
~N<0, (Z=1,2,...,n-1), ~,02)=0
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et, par consoquent,
(E3) <?M®)>0, (g=I,2,...,n—1), “2)=0.

Les conditions initiales (E3) sont de meme type que les
conditions (Ej). Nous pouvons donc appliquer le meme raison-
nement que plus haut (I, 11, 111, IV) pour t>l®>. Le thoo-
reme Il est donc démontro.

8 4. a) Considérons un systeme dynamigue2) d’equations
différentielles ordinaires:

dxh
— f(®,®2, «’ ,®n),
(15) at i n)
ou sont des fonctions continues des yariables

dans le domaine:
-\ 00 <C  *A2p*ee -- 00.
Supposons satisfaites les hypotheses suiyantes:
(A) a) @A _i/*>0 pour a_!'-F0, (—1,2,...,n 1lj —xnp
fi) a?,,_i/n<0 pour ;r,_i==0.
(B) a) Si (g=n,1,2,....%)
(1= 2Zt+l,...,n—1)

alors
1, ®2, ¢, ®n) D, —1,2,....H 1)
13) Si xi™xi, (y=1,2,...,.%—1),
alors
/n(®l, ®2, >®n) A2, ees ®N)-

Supposons que les fonctions ~(F),™),...,"%;), ou t™of
constituent une solution non triyiale (c’est-a-dire que y*(t)Ef=0,

k=I,2,...,n, cf. le théoreme 1, 1°) du systeme (15) avec
les conditions initiales suiyantes:
(E«) n(*o0)>0, (fc=l,2,...,n—1),

et dosignons par T™, T®\ T®,...,(fl < TN)< Te>< T®< ...), les
z6ros consecutifs de la fonction y*(t), (fc=l,2,...,%).

2) Cf. par esemple: E. Kamke, Differentialgleichungen. Lésungs-
methoden und Lésungen. Leipzig 1942, p. 42.
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Supposons que la condition de I'unicité des solutions du
systeme (15) soit satisfaite.

En tenant compte du theoreme Il nous pouvons enoneer
la proposition suivante:

Si les hypotheses (A") et (B") sont satisfaites, la solution
ai="¥i(0, ®2=V2(0mw ~n=ynt) du systeme (15), satisfaisant
auw conditions initiales (E4) est oscillante, les zeros sont simples
et nous arons de plus les inegalites:

TmTm< < T(o<Tu» (i:|,2,3, )'

Remargue.

Si designe le premier zero a droite de t0 de la fonc-
tiony>1(<), et si dans (E4) yl(to))=O et le premier nombre diffe-
rent de zero est yfi(t0), (2°&”™n), alors les premiers zeros
TK\Tk+i, ..jTAn respectiyement des fonctions ysky>k+i-V>n se

trouyent dans l'intervalle i0<f<Ti) et nous avons de plus
TA<S TNI<...<T™,

b) Considerons un systeme d’equations differentielles:

df
(16)

~jT = fnl-i*n=1),

ou/A(i,ic*_i), (fc=1,2,....,n-, x0=xn) sont des fonctions continues
dans le domaine

(D) 0, —oo0<a?ta?’?2,....a’n<<+ 00

Supposons que la condition de l'unicite des solutions du
systeme (16) soit satisfaite. Ddsignons par

une solution (non triviale) du systeme (16) qui existe pour
t>t0 et satisfait aux conditions initiales:

(Es) Ay(to)”O, (=1.2,....n 1), Xn(i0)*O.
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Les hypotheses (A), (B), (C) du theoreme Il prennent, dans
le cas du systeme (16), la forme suivante:

(A”) <A_i)>0 pour @A i=]=0
(&—1,2,...,%; x0—Xri).
<B") Si alors  /A(f, )>1*(«, ZA_t)

(S=1,2,...,n; x0=xn).

(C Si  <ic?2...cn sont des constantes, alors

00

c*_iy!/A(/,cA_i)df=+o00 pour c* i=hO
(A;=1,2,...,n; c0=c,k

Soient 0*),0p»,0®",... les zeros consocutifs de la fonc-
tion A™*(0 plus grands que to,(to<Ok)<<Ok<OKk)< «+) pour
T«=1,2, ....n.

On peut dans le cas du systeme (16) enoneer le theoreme 11
sous la forme

Si les hypotheses (A"), (B") et (C") sont satisfaites, la solu-
tion x1=X1(t),x2=X2(t),...,xn=>>Xn{t) du systeme (16), satis-
jaisant aux conditions initiales (EgV, est oscillante pour tt0,
ses zeros sont simples et nous anons de plus:

0/<0?<...<0"<0/+1), (£=1,2,3,..).

Remarque.

Si O® est le premier zero de la fonction Xx(t) a droite de to,
chacune des fonctions X2(t),...,Xn(t) peut avoir au plus un zero
dans l'intervalle fo<t<Oib.

¢) Considerons maintenant I’6quation différentielle

/7n/lp

(17) +A(i)"=0,

ou A(7) est une fonction continue et positine pour ti~to.
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Eemplagons I'equation (17) par le systeme d’equations diffe-
rentielles:

(18) 0=2,3, ...,w—1),

dxn

dn~k x

OU NOUS posons xk \
P din~k

On peut yerificr que si A(t) >0 pour t™M0 et si \A(t)dt=oor
les seconds membres du systeme (18) satisfont aux hypotheses
(A), (B) et (C) du thooreme Il. Les conditions initiales (E)
prennent dans ce cas la forme suivante3):

(F6) a>(0) 0, ah(i0) o, 0=1,2,

Désignons par tjI', 8>, ... les zeros consecutifs de la
<lerivee ~N(Y), @(=I.2, —1) et par to\tp\...,tén), les
zeros consecutifs de la solution x(t) de l'equation (17), plus
grands que to.

En appliquant le theoreme Il au systeme d’equations (18),.
nous obtenons le rosultat suivant:
Si A()>0 pour t™t0 et si fFA(t)dt= + 00, la solution de

I'equation (17), satisfaisant aux conditions initiales (E6), est
oscillante pour t™M0, ses zeros sont simples et nous avons de plus-.

Alors, entre deus zeros consecutifs de la (lerivee <dA7) il y
a exactement un zero de la deriyee «(f)(t), 0,&=0,1,2,1 —
y=I=fc;

i
3) Nous remplagons Ejitj}re par «(').
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C’est le rosultat obtenu par J. Mikusinski4) pour quelques
solutions de I'equation (17) dans le cas ou A est une constante
positive.

Remaraue.

a) Si al)(t0)=0, Q=n—I,n—2,... %—&+!), r(r~\(0)<0,
»W0)<0O, g=n—k—I,...,2,1), ®(t0)<0

1)
et si tjJLi designe le premier zero a droite de t0 de la dericee
N-NZ), les premiers zeros *i,..,t20,A0,/60) plus grands

que to respectivement des fonctions

se trouvent dans l'intervalle et nous avons de plus:

b) Si @W(<0)=0, g=n—I1,Nn—2,...,2,1), ®%)<0 et si
designe le premier zero a droite de to, le premier zero to0) a droite
de t0 de la fonction ®(() ss trouve dans l'intervalle to< t< (,,2-i

Dans ces deux cas, pour les zeros
sont deplaces comme plus haut.

4) Voir: J. Gr. Mikusinski, Sur les fonctions kn{x). Annales de la So-
ciete Polonaise de Mathematigue, T. 21 (1948), p. 49. Cf. aussi les articles
de Fite et de Mikusinski eites sousl).



SUR UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE
POUR QU'UNE FONCTION CONTINUE
SOIT MONOTONE

Par T. Wazewski (Krakow)

§ 1. Soit /(@?) une fonction definie dans un intervalle A
’Si QCA, nous designerons par

1(<?)

I'image de l'ensemble Q, obtenue par lintermddiaire de la
transformation y=f(x), c’est-a-dire 1’ensemble de toutes les va-
leurs que prend f(x) lorsgue x varie dans Q. Nous ddésignerons
respectivement par

D+/@), 5) /@), D+/(@?), /(&)

le nombre derive superieur a droite, supérieur a gauche, infe-
rieur a droite et inferieur a gauche de /(a?).

On doit a M. A. Zygmund le lemme suiyantl):

Si /(a?) est continue dans l'intervalle A, QCA, l'ensemble
f(Q) ne contient aucun intervalle non nul (c’est-a-dire ne
se reduisant pas a un seul point) et si

(1.2) D+/(a?)<0 lorsgue xeA—Q
alors la fonction /(a?) est dsScroissante au sens large dans A
(c’est-a-dire /(a?2)/(«i) lorsgue aaged, x2eA, et ¥%x<a?l).

Ce lemme cesse d’etre vrai lorsgue I'on affaiblit 1'in6gahtd
de la condition (1.1) en supposant gue

(1.2 D+f(x) <O lorsgue xeA —Q.
') Cf. par exemple S. Saks, Theorie de lintegrale, p. 137. Le present

enonce passe en celui de 1'auteur lorsgue Fon introduit la fonction
_F@a)=—/(a).
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Il esiste, en effet, une fonction /(a?) eontinue et croissante au
sens large dans Il'intervalle ZI =[0,1] et telle que

(1.3) 1(0)</()? [l@) =0 lorsgue xezl—Q

ou Q designe un ensemble de mesure nulle. Une telle fonction
a Ot construite par Lebesgue?).

Dans cet exemple, on yerifie facilement gue 1’ensemble /(Q)
ne contient aucun interyalle non nul et que la fonction /(a?V
n’est pas decroissante au sens large en raison de (1.3).

Il conyient de rappeler que le lemme de M. Zygmund
permet de deduire de (1.2) la consOguence gue f(x) est de-
croissente au sens large lorsgue I’'on admet accessoirement gue
I’ensemble Q est donombrable 3).

Dans la note prosente, nous démontrons que la relation (1.2)r
jointe a ’hypothese que l’ensemble f(Q) soit de mesure nulle,.
constitue la condition ndcessaire et suffisante pour que la
fonction eontinue /(a?) soit docroissante au sens large.

L’hypothese gue /($) ne contienne aucun intervalle non
nul a un caractere topologigue. Elle esprime gue l'ensemble
f(Q) est punctiforme. (Test la gue reside la raison pour laguelle
la demonstration du lemme de M. Zygmund est si rapide
et 6lémentaire.

L’hypothese que f(Q) soit de mesure nulle a, au contraire,
un caractere motrigue; c’est pourguoi la demonstration du
lemme gui suit est plus compliguee.

§ 2. Lemme. Soit /(®) une fonction eontinue dans Iinter-
valle ferme et borne Posons

A=f{a), B=1f(b)
et admettons gue
(2.1) a<b A=f(a)<f(b)=B.
Désignons par W l’ensemble de tous les x pour lesguels
(2.2) asix<b D+f(x)>0 (ensemble W).
2) 1. Lebesgue, Leeons sur l'integrcition (deuxieme &dition, Paris 1928)-

La fonction ~(a:), dofinie a page 56, jouit des propriotdés en guestion.
3) Cf. S. Saks, loc. cit.
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e e ;eréa“ 55 e Leese) g -

23) Mt

Demonstration. 1. Ddésignons par E(y) la classe des X
pour Iesquels

ey NEABQ=y (ensenbl Efy))

La fonction rQ( Otant continue dans [a,&], l’ensemble E
est ferme et bornd. Si 4=/(a)<«/<f(6)=B, l'ensemble

est Svidemment @69 vide et il admet un maximum que nous

dosignerons par J)= maximum de E(y)

I1. La fonction gy est donc dofinie dans I'intervalle fermd
c’est-a-diredansl’intervalle/(uX2/</(6). De (2.4) et (2.5)
resultent immediatement les propristss 111, 1V et V suivantes.

" vefab], fxeAB], £=¢()

alors

IV. Si yeAB] f- e( ) alors Y'f(?g)

(2.6) | e(B) - b

VI. Nous soutenons que la fonction gy
au sens strict dans lintervalle [A,B]=[/(«
admettons que

e f(a)=AI<yz"B=f(n).
|(|2l85)uff|t de prouver que e(yl) < e(yZ)

Posons

(2.5)

est croissante
J(&)]. En effet,

(2.9) li=e(2/i), £2=e(ya)
Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV.
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et admettons, pour la demonstration par 1'impossible, que (2.8)
n’ait pas lieu. On aura donc

(2.10) AN,

En vertu de (2.9) et de IV on aura

(2-11) = 22=/(F2)-

Si ’x=£2, il en rosulte que yx=y2 contrairement a (2.7).
Reste le eas (cf. 2.10)

(2.12) e2<”.
En vertu de (2.7) et (2.11) il vient
(2.13) [(M)</I(MNMN(&).

La fonction /(«), Otant continue dans [Iintervalle

prend dans ce dernier toutes les valeurs y situdes dans I'in-

tervalle [/(Ex), /(&)] et, en particulier, la valeur /(£2) (cf. 2.13).
Il esiste donc un a

(2.14)

tel que
IM=M)=?/2

On a donc en vertu de (2.9)

f2=MN=e(/("))-

Il s’ensuit, en vertu de la propri6té 111 que et, par suite
(cf. 2.12), ce qui est contraire a (2.14).

La proposition que la fonction e(y) est croissante au sens
strict dans l'intervalle [A,B]=[/(«),/(&)] se trouve ainsi do-
montree.

En s’appuyant sur la definition de Q(y) et sur (2.6), on
obtient la relation

(2.15) a< g(y)< Q(B)=b lorsque A<y<B.

VII. La fonction g(y), etant croissante au sens strict dans
I'intervalle [A,B] elle possede, comme on le sait bien, presque
partout dans cet intervalle, une dorivee finie et non no-
gative o'(y). I
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L’ensemble U, compos$ des y pour lesguels
(2.16) A<y<B, O0ng(i/j<+ 00 (ensemble U)

aura donc la mesure egale a celle de [lintervalle [A,.B],
c’est-a-dire (cf. 2.1)

m(u) =m([J.,.B]) =B—A >0.
On a oOvidemment
(2.17) 0<j>'(2/)<-| oo lorsgue y~U.

VI1II. Designons par Vv l'image de l'ensemble U que I'on
obtient par l'intermediaire de la transformation a;=(>(y). On
aura evidemment

V= e(U)C[a,b]

(2.18) fV) =& m{E(V)=mM(U)=B—A=0.
IX. Nous soutenons que
(2.19) D+f(x)>0 lorsque xeV.

En effet, admettons que
61 .

Il suffira de prouver que
2>+/(a?0)>0.

En vertu de la definition de Vv, il existe un yo tel que
(2.20) y~U, e(y0) = x0,
et, en raison de (2.16), on aura
(2.21) A<y0o<B, O0O”"g'(2/0)<+o00
En vertu de (2.15) on a donc
a<Q(y0)<=Q(B)=b
c’est-a-dire (cf. 2.20)

a<x0<b.
De (2.20) et de 1V il vient

(2.22) yo=f"0)-
8*
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En vertu de la definition de D+~f(x) il existe une suite {xv},
telle que

(2.23) x0<xv<b, xv-+X0, - ->D+f(x0).
Posons
(2.24) 3/p=/(«v).
On a
(2-25) =/(«,,)->/(a?0)=2/0e (A,B)
et, par suite,
yve(A,B)

lorsgue v est superieur a certain indice vo. La fonction g(y)
sera donc definie pour y—yv (r>v0). En posant

(2.26) ~=g(y,) =6((».))

on aura (cf. 2.23 et I1I)

(2.27) X0<XV, X0<XV/.AVAD

et, en vertu de (2.24), (2,26) et IV
yv=rf(Jzv)=/(®v).

Comme £,><r0 (pour v>Vv0), ™~ = g(2/v), ® = e(yo) la fonction
e(y) est croissante au sens strict, on voit facilement que

(2.28) yv=y0-
Nous avons pour v=>wv0 (cf. 2.24, 2.22, 2.28, 2.27, 2.26, 2.20)

(2,9 /(™M)—l@p) =yv—y0>yv—y0 = yv-y0 >0
' Xv— X0 Xv—x0"™ev—x0  e(yv)—e(y0)

Mais, en raison de (2.20), (2.17) et (2.25), il suit

(2.30) O<e'(2/0)<+°0-

Uv vyo
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On conclut, en vertu de (2.29) et (2.30), que se présente un
au moins des cas suiyants:

i) dorsaue € )] =0),
i X)_!&% 00 ¢y0)=0)

Il vient, de la et de (2.23), ?

(lorsgue 0 < e'(y0)<+ 00).

H)>0,

Comme XU doésigne un point guelcongue de V, il en resulte gue
D+/(<r)>0 lorsgue Xe

II\fCWwit, en vert_u def(fv)(cmrmlon de ’ensemble W (cf. 2.2)

aue et, par suite On en conclut, en raison

de (218). que we/(W)> m(/(F)) =B-A>,

L’in6galitd (2.3) se trouve ainsi Otablie.

gpu %@M@ ggﬁae% H e'%wgﬂ @de‘s%ﬂﬂé

TR Ll

Domoyystration. Cette condition est ovidemment ndces-
saire, cDr_I_ ;/\ nt docroissante au sens large, on a line-
galite \y partout dang J sauf peut-etre a I'extre-
mité droite de M. L’ensemble V est donc vide ou bien il se
réduit a un seul point et, par suite, (3.2) a lieu.

4) mf(Q) désigne la mesure au sens de Lebesgue de I'image /(Q) dee
par l'intermediaire de la transformation y=f(X).



118 T. WAZEWSKI

Passons a la suffisance de notre condition. Supposons,
pour la demonstration par limpossible, qu’il esiste deux
points aeA, be A, (a<_b), tels que f(a)<f(b). Ddsignons par
w la classe des points x de Il'intervalle [«&] pour lesquels
P I /(r)>0. En vertu du lemme precedent il vient

(3.3 me/(W)>0.

D’autre part on a évidemment WCQ et, par suite, (cf. 3.2)
0 =mf(Q) —0, Cc'est-a-dire me/(W) =0, ce
qui est incompatible avec (3.3).

8 4. On dit gu’une fonction /(a?), definie dans un intervalle A,
satisfait, dans celui-ci, a la condition X de M. Lusin
lorsque, pour tout ensemble AC A, tel que mA =0 on a mf(A)—O.

En s’appuyant sur le theoreme precedent on obtient imme-
diatement le theoreme suivant.

Thbéoreme 2. Si la fonction f(x) continue dans un inter-
valle A, satisfait, dans, ce dernier, a la condition N de M. Lusin
et si Pinegalite

(4.1) P+/()<O

a lieu presgue partout dans A, alors la fonction f(x) est decrois-
sante au sens large dans eet intenalle.

Remargue 1. Le Theoreme 1 reste vrai lorsque I'on y rem-
place l'inegalits (3.1) par la suivante

L>()/(a?)>0.
Lorsque Fon y remplace (3.1) par l'une des inegalites

D+/(®)<O ou A—=/(«)<O0

on obtient les conditions necessaires et suffisantes pour que
la fonction f(x) soit croissante au sens large dans l'intervalle A
Il suffit, en effet d’appliquer une des transformations: x=X,
y==——Y 0U a=-—X, y==%Y pour ramener chacun de ces
trois cas au Theoreme 1.
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Remarque 2. En s’appuyant sur la remargue precedente
on voit gue le Theoreme 2 reste vrai lorsgue I'on y remplace
linegalite (4.1) par linegalite Z>_)/(®XO.

Lorsgue Fon y remplace (4-1) par I'une des inegalites

foo 0, 2>()® 0

on obtient la condition necessaire et suffisante pour gu’une
fonction continue, jouissant de la propriet§ N de M. Lusin
dans lintervalle J, soit croissante au sens large dans cet
interyalle.
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SUR LES SYSTEMES D’INEGALITES DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES REMPLIES EN DEHORS DE CERTAINS ENSEMBLES

Par J. Szarski (Krakow)

Introduction. Nous allons nous occuper dans cette note des systemes
d’inegalites differentielles ordinaires de la forme

0 f=1,...,n),

ou D+g>(x) X) designe la derivee superieure droite de <p(x) et les inegalites
(1) sont supposees etre satisfaites en dehors d’'un ensemble jouissant
d’'une certaine propriete.
Afin d’expliquer cette propriete, considérons un systeme d’equations
differentielles
fz2h

2) @i=1,...,n),
ou les fonctions ~(a?,7/1,...,.3/") sont supposdes etre de la classe Ci dans
un ensemble ouvert a> et soit z un ensemble contenu dans m. Dosignons
par Eg(z) la zone d’emission droite de l'ensemble z, c’est-a-dire l’en-
semble des pomts situes sur les integrales du systeme (2) issues des points
de l'ensemble z et prolongees a droite. Pour un x donne, designons par
Tfl(Z,ir) lintersection de 1l’ensemble avec le plan x=x (cet en-
semble peut etre evidemment vide).

Propriete P de 1’ensemble Z. Nous disons que ’ensemble Z jouit
de la propriete P par rapport au systeme (2), lorsque pour tout x les pro-
jections de l’ensemble Tg(z,x) sur les axes des coordonnees yx,...,yn he
contiennent aucun segment.

Theoreme 1. Supposons que les fonctions f{x,yx,...,y'"), (i=l,..., ri)

soient continues dans un ensemble ornert Q et qu'elles y satisfassent aux
hypotheses suirantes:

1° Si pour un i quelconque

(3) YV Wy =l,..., i—L,i+1,...,n)
alors
@ e, YTl < Ffafyl Ly YT AL Y.

b 22+f/Gz) designera la deriyee inferieure droite de §>(X).

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 1
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2° Soit
(®) 2/'=v>"(®) Ga=l1,...,n)

Pintegrale superieure a droite2) du systeme
(6) = (i=l,...,n)
issue du point P (x0,y™,...,y"") et definie dans Tinterealle

(N X0 . x<.X0+ a.
3° Soit
8) y'-=<p\x} G=l,...,n)

une courbe continue dans Vintervalle (7) situee dans Q et telle gue

9) = (i=l1,...,»).

Designons par Z ~ensemble des points de la courbe (8) dans lesguels
une au moins des inegalites (1) est en dejaut.

4° Supposons aue, pour tout systeme d'eguations dijjerentielles (2) dont
les seconds membres sont de la classe Cl*dans un ensemble ounert a>CD et
y satisfont aux inegalites

(10) S T C == .3 Gi=lI,...,n)

Vensemble Z .w jouisse de la propriete P par rapport au systeme (2).
Dans ces hypotheses les inegalites

(11) S O N € B Gi=1,...,n)
sont rerijiees dans l'intervalle (7).

Avant de passer a la démonstration de notre th6oreme, nous demon-
trerons trois lemmes.

8 1. Lemme 1. Supposons gue les jonctions ' (x,y1,...,yn), (i=1I,...,n)
soient de la classe C1 dans Q et gue les hypotheses 1° et 2° soient satisfaites 8).
Supposons ensuite gue

3% la courbe (8) passe par le point PO(x0,yi,...,?/f), c’esi-d-dire

(12) 9>'(®0) = /(®0) Ga=l1,...,n)

et gue

2) Pour la dofinition et I'existence de cette integrale dans l’hypothese 1° voir
E. Kamke, Zur Theorie der Systeme gewohnlicher Dijjerentidigleieliwngen, Acta Math.
T. 58, p. 78, Satz 7.

3) Dans les liypotheses du Lemme 1 la courbe (5) est I'unique integrale du sy-
steme (6), issue du point Po.
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4°" Vensemble Zo des points de la courbe (8) dans lesguels une au moins
des inegalites

(13) D+yi(x)<Fffx,y1(X),...,<pn(x")) (G=l,...,n)

est en defaut, jouisse de la propriete P par rapport au systeme (6).

Ceci suppose, les inegalites (11) sont nerijiees dans un roisinage a droite
du point x0.

Demonstration. Ddsignons par
(14) " (i=1,...,n)

lintégrale du systeme (6) passant par le point (£ rii,...,r)n"). Les fonctions
y'(x,1-,i]L,...,rIn) sont de la classe Ci partout oii elles sont définies et rem-
plissent les identitos 4b

n

(15) y'~x,s (i=l,...,n)

En vertu de l’hypothesye 1° on a pour S)

(16) vili(x,™,0l,...,rInN)™N0 G.j=I1,...,n).
Il existe eyidemment un nombre b>(), tel que chague intdgrate (14)

passant par un point (£ ..,yn) qui appartient au cube

(17) |[f—eo\<b; \ril—y'0\<b (i=l,...,n)

est dofinie dans I'intervalle
(18) \X—@0|<&.

Dosignons enfin par c<b le nombre positif tel que la courbe (8) soit
situde a linterieur du cube (17) pour x appartenant a I'intervalle
(19) XOtN.x<x0-f-C.

Nous allons prouver que les indgalités (11) sont remplies dans l'inter-
valle (19).

En effet, soit x un point guelcongue appartenant a l'intervalle (19).
D’apres la definition du cube (17) et de l'intervalle (19) les fonctions

yffx,” rj-,...,rjn) sont de la classe Cl dans le cube (17). Il en rosulte gue
les fonctions

(20) S =Yi(X,X,(p1(X),...,<pNn(X)) Ga=l1,...,n)
sont continues dans l'intervalle
(22) an o ai

4) E. Kamke, Differentialgleicbungen reeller Fwiikticncn, Leipzig 1920, p. 165,
Satz 1.

5) J. Szarski, Sur un systeme d'inegalites differentielles, Annales de la Scciete
Polonaise de Mathdmatique, t. XX, p. 128.

1
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En vertu de (16) et de ce gue les clerivees y\ J(x,”,pl, 1m.,T)n) ne peuvent
s’annuler toutes a la fois, on a — en cliague point de I'intervalle (21)
ou le systeme d’inegalites (13) est rempli — les inegalites

n
D+<P(x) Qk()} + MM («,a;,2>*(ic)) 5+924(2)

<ylI[x,x, (PGP 2. yvij{x.x, (pk{x)\ ii{x,(ph{x~  (i=l,...,n).

Il s’ensuit d’apres (15)
(23) Z>+dJ'(a;)<0 (i=l,...,n)

en tout point de l'intervalle (21) ou les inegalites (13) ont lieu. Designons
par A-, I'ensemble des points de l'intervalle (21) dans lesguels I'inegalite
(23) est en defaut. D’apres ce gue nous venons de constater, une au
moins des inegalites (13) n’est pas remplie dans A,. L’ensemble Z, des
points correspondants sur la courbe (8) fait donc partie de 1’ensemble zo
et par conseguent, en vertu de 4°, jouit de la propriete P par rapport
au systeme (6). Il en resulte, en particulier, que la projection de l'en-
semble Tf(zZi,x) sur I'axe y' ne contient aucun segment. Mais il est aiso
de voir que cette projection est I'image de l'ensemble A- par la fonc-
tion <?. Nous venons ainsi de constater gue lI'image par la fonction
de l’ensemble A,-, ou linegalité (23) est en defaut, ne contient aucun
segment.

En vertu d’'un theoreme de Zygmund 6), il en resulte que la fonction
<P(x) est non-croissante dans l'intervalle (21). Nous avons donc en par-
ticulier

(24) 0" ("X0'(a?0) - (i=l,...,n).
D’autre part, ¢lI'apres la definition des fonctions ,yn)
(25) (P(X) =y22,X,TI(X),... ,£"(x)l =Yy’(X) (i=1,...,u)

et d’apres (12)

(26) <Ti(x0) = yi[x,X0<B1(X0),...,<pn(X0)J=YiX,X0,ip1(x0),...,tpn(x0)) = y);(x").
Rapprochant les relations (24), (25) et (26) nous obtenons

(27) ’ PN ) G=l,...,n\.

Le point x etant un point arbitraire de l'intervalle (19) le Lemme 1 est
ainsi demontre.

Lemme 2. Le Lemme 1 reste vrai, lorsqu'on remplace les egalites (12)
par les inegalites (9).

°) s. Saks, Theory oj the integral, 1937, p. 203.
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Demonstratlon. Designons par y'=ipi{x) l'integrale du systeme (6)
issue du point £71(0%),... <pn(x0)], c’est-a-dire

(28) 9°/(®0) = V"(«0) (i=1,...,n)
En yertu du Lemme 1, on a les indgalites

(29)

dans un yoisinage a droite de xo0. D’autre part, selon (9) et ,(ZT),

(30) (|: ,...,n).

Tl en resulte que7)

(31) () (i=l,...,n)

dans un yoisinage a droite du point x0. En rapprochant les inegalites
(29) et. (31), nous obtenons la proposition du Lemme 2.

Lemme 3. Dans les hypotheses du Lemme 1, avec les egalites (12) rem-
placees par les inegalites (9), les inegalites (11) sont remplies dans Pinter-
vdlle (7) tout entier.

JDemonstratiom. En vertu du Lemme 2 les inegalites (11) sont
yerifiees dans un yoisinage a droite du point 0. D$signons par x la
borne superieure des points x appartenant a l'intervalle (7) et tels que
les inegalites (11) ont lieu dans l'intervalle Pour terminer la de-
monstration, il suffit de montrer que x—xo0-Pa. En effet, s’il n’en etait
pas ainsi, on aurait x<x0-\-a et en yertu de la continuite ci{x)y=i(x).
En appliquant le Lemme 2 au point x (au Leu du point <) on arriyerait
donc a contredire la definition du point x.

§ 2. Demonstratlon du Theoreme 1. Il suffit evidemment de
prouver que les inegalites (11) ont lieu dans tout interyalle ferme [x0,x],
ou x0=x<x0+a. Fixons donc l'intervalle [x0,x] et soit ¢co un ensemble
ouyert et borne, contenu ayec sa frontiere dans D et contenant les courbes
(5) et (8) enyisagbes dans linteryalle qui vient d’etre fixe. Designons
par KNjyl,..~™) le cube de demi-cote I/v et au centre P(xjpi,... ,yn).
Lorsgue N est un nombre naturel suffisamment grand, chaque cube K,,,
dont le centre appartient a la fermeture ¢ est contenu dans Q pour v/~N.

Posons pour tout P(x,yl,...y"") appartenant a w

1 1 fin,yl,...,pn)d™rdgl...d7)n
(32) Kv(X,y'....i,") E)’=|,...,ni

(T

’) Cf. 2), E. Kamke, loc. cit.,, p. 82, Satz 6.
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Les fonctions ainsi definies sont de la classe C]., satisfont a I'hypo-
these 1° 8) et tendent uniformément vers /' dans c09). Nous pouvons
supposer (en prenant au besoin une suite partielle) qu’on ait

(33) (f=1,...,n; r=7")
dans ¢0. Posons

e OV, y) = YL N (0 VN,

Les fongtions (34) jouissent qjes proprietes suivantes:
(0c) c\fts nt de la classe dans ¢o;
P) dans ft) (en vertu de (33) et (34));
V) uniformement dans ¢;

® |

Considerons le systeme d’équations différentielles

; satisfont a ’hypothese 1° dans CO

(S1)

et soit

s Y=l (.0

sintdgrale du systeme (S, issue du point PU(XO,Y', ,Y£) Designons par
y l'ensemble des points de la eourbe (8) dans lesquels une au moins

des inogalitos differentielles .
(l_l’lll’n)

G Phepx)<gi™, cpx\...Mix)

est en defaut. En vertu de (0) ’ensemble ZV fait partie de l’ensemble Z
et par consoquents d’apres l'’hypothese 4°
(e) I’ensemble Z,, jouit de la proprigté I par rapport au systeme (S,,).
D’apres (y), a partir d’'un indice V suffisamment grand, les intogra-
les (35) existent dans l'intervalle [®0>@] el, en vertu de (0) et (3), y ten-

dent uniformement vers I'intdgrale (5), c’est-a-dire qu’on a uniformo-
mentl0)

(36) lim v>;(<»)=m¥"(«) (i=l,...,n).

V->00

8) Voir I’enoncé du theoreme 1 ou l'on doit remplacer dans 1°, ' par fv.

» J. Szarski, Sur une methode d’a/pproximation des fonctions, Annales de la So-
ciete Polonaise de Mathematique, t. XX, p. 121.

10) Cf. 2), E. Kamke, loc. cit.,, p. 80, Satz 8.
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D’autre part, en vertu des proprietds (a), (3), (s) et du Lemme 3,
nous avons dans l'intervalle [x0,x] les inegalites

(37) @) g=l1,...,n)

pour v suffisamment grand. Les relations (36) et (37) entrainent les ine-
galites (11) dans I'intervalle [20,®], ce Qui termine la domonstration.

§ 3. Theoreme 2. Supposons que toutes les hypotheses du Theoreme 1,
a Vexception de 4°, soient remplies. Designons par A Vensemble des points
de Vintervalle (7) dans lesguels une au moins des inegalites

(38) D+i{x)<Fi(x,(p\X),....q)n-"~ (i=l1,...,n)

est en defaut, et admettons que pour tout i
4°" rimage At de Vensemble A par 1'intermediaire de la fonction

X
(39) F'(x)=<p'(x)— 1 F[x,<p\x},...,(pn{x"dx
X0
ne contienne aucun segment.
Dans ces hypotheses les inegalites (11) sont nerifiees dans Uinteroalle (7).
Demonstration,. On voit aisement que

(40) DAF'{x) = D+<p!(x)—/' (Y1), ...<p"(@?)].
D’apres (40) l'inogalite (38) impligue l'inegalite
(42) D+Fi(x)<O.

Il en resulte, en vertu de l’hypothese 4°", que l'image par I'intermd-
diaire de la fonction F'(x) de ’ensemble des points x, dans lesguels l'ine-
galite (41) est en dofaut, ne contient aucun segment. La fonction FI(x)
etant dvidemment continue, on en conclut, d'apres le thGoreme de Zy-
gmundll) qu’elle est non-croissante dans lintervalle (7) et par conso-
quent

(42) D+F(x) <0

partout dans l'intervalle (7). D’apres (39) et (42) les indgalites (1) sont
donc remplies partout, d’ou I'on obtient la these du Theoreme 2 en vertu
d’un théoreme demontré par T. Wazewskil).

Applications particulieres. Nous montrerons a titre d’exemple,
comment deux théoremes connus sur les indgalités differentielles, peuvent
etre déduits du Theoreme 2.

n) Cf. 6).
la) T. Wazewski, Systemes d’equations et d’inegalites differentielles ordinaires aux

demiemes membres monotones et leurs applications, Annales de la Societ¢ Polonaise
de Mathomatigue, t. XXIIl, Theorébme 2, p. 124.
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I. Le Theoreme 2 subsiste, lorsgue l'ensemble A des points x, dans
lesguels les inegalites (38) ne sont pas remplies, est au plus denombrable.
En effet, dans ce cas-la les ensembles A; sont aussi au plus denombrables
et ne contiennent aucun segment.

Il. Le Theoreme 2 subsiste, lorsgue <?(&) sont des fonctions absolu-
ment continues gensralisées et satisfont au systeme d'inegalitss (38)
presgue partout dans lintervalle (7)13).

En effet, dans ces hypotheses E'(a?) sont aussi absolument continues
gencraiisees et l’ensemble A est de mesure nulle. Il en resulteld) que
T'ensemble At qui est I'image de l’ensemble A par lintermediaire de la
fonction E'(®), est aussi de mesure nulle et par consdguent ne contient
aucun segmentiB).

13) cf. qg.

) S. Saks, Theory of the integral, 1937, p. 223.

15) Dans le cas des inegalites foibles (38) on considere la fonction Fi(X)—tX, ou
«>0 est arbitraire.



SUR UN SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DU PREMIER ORDRE COMPLETEMENT INTEGRABLE

Par J. Szarski (Krakow)

Le but de cette note est devaluer le domaine d'existence de la so-
lution du probleme de Cauchy, relatif au systeme d’6quations differen-
tielles de la forme

(p=12,....m-, a=I1,2,

Nous allons deduire cette Ovaluation des resultats, obtenus ant6-
rieurement par T. Wazewski, pour le cas m=&= 11), en faisant
intervenir la transformation de Mayer. Avant de passer au theoreme
concernant le systeme (1), nous formulerons un theoreme dans le cas
particulier Ic=1, c’est-a-dire dans le cas ou le systeme (1) a la forme

) = (,«=1,2,...,%).
Theoreme (W). Supposons que les fonctions
ffx,yl,...,yn,z1,...,zm,g",...,qi*n) («=1,2,..,%)
soient de la classe C3 dans le cube
(3) |®_®|<a, ly \qf—gf\~a-,

leurs derinees du premier, du deuxieme et du troisieme ordre par rapport
aux rariables y1,...,yn,z1,...,zm, qf,... . etant absolument inferieures a un
nombre positif M. Soient

eee [Un) (y=i.,2,....m)
des fonctions possedant dans le cube
4) \yi—yt\a

les deriuees partielles jusqu,au troisieme ordre continues et absolument
inferieures au nombre M.

) T. Wazewski, Sur Ta/ppreciation du domaine d’existenee des integrales de Tegua-
tion aux derivees partielles du premier ordre, Annales de la Societe Polonaise de Ma-
thematigue, t. X1V, Theoreme 2, p. 169.
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Supposons ensuite qu‘on ait les inegalites

5) B(p/\%}rlyn) qou

et posons

(6) c(7K,m,n) = [8Jf(m-)-w)]_1[I + 22If(m-|-w)] 2

(7) r(M,m,n) =2M -2(E+_w)’

(8) N(M,m,n) =M[1 +3mr(M,m,n) mtr™*M,m ,ny\,
9 b(M,m ,n,a) = a2{(n + N[W(If,m,n) + « +1]}-6,
(10) d(M,m,n,a) = niin[c(M,m,n), b(M,m,n,a)].

Ceci suppose, le systeme (2) possede une solution unigue 77X,y1,...,yn)
(fa=1,2, dans Vensemble

\Xx—x\<b{M,m,n,ay,
) yi—yt\ 2a{In[N(M,m,n)+ I1}~1--N\M, in,Nn)\x—-x\

gui est de la classe C2 dans ~ensemble (11) et satisfait aux conditions initiales

(12) 1yi ) !yn)—l oo ’yn)
dans le cube

(13) YH/t\ Aa{4:n[N\M,m,n) +1]) L

Le theoreme qui vient d’etre 6noncé resulte immediatement du theo-
reme cit$ plus hautT), lorsqu’on applique au systeme (2) le proced¢ des
approximations successives, employé par T. Wazewski, dans son
travail sur les systemes de la forme (2)2).

Nous ddduirons a present du Tliboreme (W) un lemme.

Lemme. Conseroons toutes les hypotheses du Theoreme (W) en admettant
gue les seconds membres du systeme (2) dependent de certains parametres
ZIn de faeon gue leurs derwees par rapport aux nariables y1i,...,yn,
<M g“,....,g“ A ,...,Xk jusgidau troisieme ordre soient continues et abso-
lument inferieures au nombre M dans le produit cortesien du cube (3) et
du cube

(11) 1(«=1,2,...fc).

Pour X1,...,Xh fixes designons par7”~{x,y1,...,yn,#,....A/l), (lu—I1,2,...,m),
Vunigue solution du systeme

(15) (p:|,2,...,m)

2) T. Wazewski, Sur le probUme de Cauchy relatif d un systeme d'equations aux
derwees partielles, Annales de la Societe Polonaise de Mathsmatigue, t. XV, p. 101.
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satisfaisant aux conditions initiales (12), dont Vexistence dans Vensemble (11)
est assuree par le Theoreme (W). Nous affirmons gue dans nos hypotheses
les fonctions x/i(x,y1,...,yn,k1,...,2.k) admettentles deriyees par rapport atoutes
les yariables, jusgidau deuxieme ordre continues dans Vensemble

X—X|< 6(M, m,n + k, a);
(16) \yt—y, | *a{4(« + fc)[N( + 70) +1]}-1— N(M,m,n-\-k) ,
\ka\ a{4=(n + K)[N(M,m,n + k) +1]}-1—N(M,m,n k) ||®—E].

Demonstration. Le systeme (15) peut etre considor6 comme un
systeme de la forme (2) sans parametres mais avec ndk Yyariables
yi,...,ynX4,....Xk. En vertu de nos hypotheses et du Theoreme (W) nous
obtenons la these du Lemme.

Nous passons a présent au thooreme qui fait objet de la note presente.

Theoreme. Supposons gue 1° les fonctions f'ffx\/...,xk,yr,...,yii,z1,...,zn"
g'f,...,T'n), soient de la classe C3, 2° leurs deriyees du premier, du deuxieme
et du troisieme ordre par rapport aux yariables yr,...,yn,z1,...,zm,gf,...,.gn
soient absolument inferieures a un nombre positif L dans le cube

ay K 1" l5;'—

3° le systeme (1) soit completement intégrable tfest-a-dire gue les identitds

3fu 3 3ht vy Vc»/“ O h oL .

N/ _ a— — ™

3xa | . 3qj 3y -~J 3gn 32 y32 P
P i=l 1=1 v=1 " T=1 v

(18)

4>/3g|33/

soient remplies dans le cube (17).

Soient colt(yl,...,yn), (*=1,2,...,m), des fonctions possedant les deriyees
partielles jusgidau troisieme ordre continues et absolument inferieures au
nombre L dans le cube (4).

Admettons gidon ait les inegalites

. “—=J 30'13z, t+— 3z a
=1 =1 ,=i

(19)  \g[\<L-, \cofi(yl,...,yn)-zfl\.<~-,  SCOAYL..y..) 0.J g

3yt q | &
et posons
(20) d=min(l,a),
(21) ~(L,m,n,k,a)=min 6(3L + akL,m,n +k,d), le ,

a@Jj,m,n.k,a)=a{£(n + K)[N\3L + akL,m,n + fcjd-I]}-1

(22) —N@GL + akL,m,n-\-k)(i{L,m,n,k,a)-, (cf. (6)-(10)r

(23) y(L,m,nk,a) = a(L,m,n, k,a) fi(L,m,n,k, a).
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Ceci suppose, le systeme (1) possede une solution L1 N ITa U evl,..y,,"),
{i=1,2, dans l'ensemble

k
(24) \wa—xa\<y(L,m,n,Ic,a)-, \yi—yi\*a”L,m,n,"k,a)—L \X?—Xx?\,
(i=i
mqui y est de la classe C2 et satisfait aux conditions initiales
(25) Z/i(XIf +os HIj oee w,<i(l/l, ee#)2/n)
dans le cube
(26) 'yi—yi\s™a(L,m,n,I<;,a’).
JDemonstrat on. Nous demontrerons d’abord ’unicite de la solution

doterminGe par les valeurs initiales (25) dans l’ensemble *(24). En effet,
introduisons la transformation de Mayer

27) xa=xn + hax (a=l,2,...,fc),
ou Ax,...,Aa sont des parametres voérifiant les indgalitds
(28) | Xfs\™.a(L,m,n,lc,a) fi=1,2,..., lc),

et soit zt,(x1,...,x/1,y1,...,yn) une solution du systeme(l) dansl’ensemble (24)
satisfaisant aux conditions (25). Fixons An.;.,A* et posons

(29) (X, y*,...,yn, AX,...,Aa):z’\(xi Sl X kAd't, 2/i,... ,yn)

pour (x,yi,....y,I) appartenant a l’ensemble

A
(30)  w\<[}L,m,nk,a)-, \yi—yh\.a(L,m,n,'k,a)—L"N\"™M\x
(i=i
On voit alors que les fonctions ainsi dofinies satisfont au systeme
d’equations

(31)
et aux conditions initiales

(32) x<i (6,2/i, ***,2In , AX, ..., A*) — <U« {y1,... ,yn)
dans l’ensemble (30), ou I'on a pose

F>"(x,yl
(33) ‘
== > N X=-Nk+ AKXy —yn ™M\ =S - ) -
.3=1

Or, dapres (33) et en vertu des hypotheses sur les fonctions ff, les de-
rivoes du premier ordre des fonctions F" par rapport aux variables qf,..., gf
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sont absolument inferieures au nombre |_£,|2)| Il en resulte, en vertu

de T'unicite des solutions du systeme de la forme (31), dsterminees par
les yaleurs initiales (32) dans l’ensemble de la forme (30)3), que les ya-
leurs initiales (25) determinent la solution du systeme (1) dans l’ensem-
ble (24) d’'une fagon univoque.

Nous passons a present a la demonstration de I'existence de la solu-
tion du probleme.

Nous demontrerons d’abord que, pour tout systeme fise de para-
metres Aj,...,2* vorifiant les inegalites

(34) \Xp\a(L,m,n,k,a) (/3=1,2,...,fc)r
le systeme (31) possede une solution %,,(a?"1,...,2/,,,21,...,2A) dans 1’ensemble

\X\<6(3L + akL,m,n+k,d)-, \y—vyi\
Na{4(n + fc)[N(3L + alcL,m,n + ft) +1]}_x—N(3L + akL,m,n + fc)[a?],

,qui admet les deriyees partielles par rapport aux variables x,y1,...,y,,r
21,.,2 /(, jusqu'au deuxieme ordre continues et satisfait aux conditions
initiales (32).

En effet, selon les hypotheses sur les fonctions les seconds mem-

bres du systeme (31) sont de la classe C3 (par rapport a toutes les va-
riables) dans l’ensemble

.(36) a?|<l; \y:—y\a-, j2.|%a; —1 \gE—

et leurs deriyees jusqu'au troisieme ordre par rapport aux yariables
vi,...,ynXI,...).h,z1,...,zm,g",...,g~ sont’absolument inferieures au nombre
3L + akL. Notre proposition en resulte immediatement en yertu du Lemme.

Les fonctions «(®, y17... ,y,,,i,... ,2A) sont a plus forte raison de la classe C2
dans l'’ensemble

(37) |a?|</?(L,m,n,fc,a); \yi—yiVa(L,m,n.k,a)-, \fy\ra(L,m,n,k,aj

qui est contenu dans le produit cartesien des ensembles (34) et (35)
(cf. (21) et (22)).

Construisons maintenant, a I’aide des solutions du systeme (31),
les fonctions ..,xk,y1,..,yn) de la fagon suiyante

(ggj z~aq,...,a7, U1,... ,yn)—%u ([/9 e,y™,...,yn xl=x X"_)é”)'

s) T. Wazewski, Sur Vunicite et la limitation des integrales de certains systemes

d’eguations aux derinees partielles du premier ordre, Annali di Matematiea, t. XV, p. 3,
Theoreme 1.
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ou £ est un nombre fixe arbitrairement, verifiant l'inegalite O<e</>.
On voit aussitot que les fonctions ainsi definies sont de la classe 67
dans l’ensemble

Xp—Xp\<a(L,m,n,lc,a)[P(L,m,n,lc,a)—s];
k

(39) Vi—yi\ca(L,m,n,lc,a)—L |[®@8—o~|.

3=1
Les fonctions (38) satisfont en plus aux relations (25). Ceci resulte du
fait que
(40) ZK®>31> e 32> O, ..., 0)— oyt (A, ... .yn)

puisgue, satisfaisant au systeme (31), on a d'apres (33)
Y Zic(@fi>w>2,>9,...,0)=0

d’ou I'on obtient (40), en vertu de (32).
Nous allons prouver maintenant que les fonctions (38) satisfont au
systeme (1) dans I’ensemble (39).
Pour le demontrer posons
S (N>?/1>->3/;i=>N>-=>N)
aS5/MNiTi +—_ . _ ,<<Ah —8—yl, . ., yn,
3yJ
dans I'ensemble (37). Nous allons prouver que

(42)

dans le produit cartesien de 1’ensemble (30) et du cube (28). Eemarquons
d’abord que
(43) ~O,y1,....yi,A,...,AA) =0,

en vertu de (32). Les fonctions z« satisfaisant au systeme (31), on a les
identitss

BNy

0=1
Difforentiant (44) par rﬁlpport a Xa, on obtient
3% " Y3l 32
(45) 3x3l.a

0=1
Differentiant (44) par rapport a y nous avons

(46) 32 g/ Sl y3|u 3v yi‘—f[ 3%,

? 3y o 3qf Sy. Sy



SYSTEME COMPLETEMENT INTEGRABLE 15

Ensuite
AT
ce qui donne, d’apres (44) et (46)
rlft af;
t«=! L p=1
(47)
ANXA
v=I
Profitant des identites (18), nous en obtenons
k m
2
(48) o n "
On a enfin
49 Sglc'ci 3_VfA W yWS*’\ yAJ%I
(49) 3y 3y3Xa | 2yt 3zv3y. 23 cf 3y. 3y.
V-1 j:i
Il s’ensuit de (45) et (48) que
N2 la _ M9/
] ) X 2: 32V 3¥_| Sq/\sy/\sy
V=1 |J:l
d’oii, cPapres (41) et (49)
3ed
(50) N ay
Nous voyons donc que, a et 2X o6tant fixés, les fonctions

y", («=1,2,...,™)), satisfont a un systeme lineaire de la forme (2) dans

I’ensemble (37) et, a plus forte raison, dans 1’ensemble (30) qui en fait partie.

Les deriyees premieres des seconds membres du systeme (50) par rap-
k
port a sgfisy. stant absolument inférieures au nombre _ on con-

?=i
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ciut, en vertu de l'unicite des solutions du systeme (50) dans l’ensem-
ble (30)4) et d’apres (43), que les identités (42) sont remplies dans l'en-

semble
A

®|</?(Z,m,%,fc,a); \y,—yt~a(L,m,n,lc,a)— L__|A3|ja>];

1Ma(Z,m,w,fc,a).

(51)

Pour achever la démonstration de ce que les fonctions zm definies
par (38) satisfont au systeme (1) dans 1’ensemble (39), remarguons que

dans 'ensemble (39). En posant en particulier x=B—e, ZL = p——_——sl’

nous avons pour (x1,...,xl,y1,...,yn) appartenant a ’ensemble (39)

Il en resulte que le point\B—s,Vi, N )appartient

a l'ensemble (51), donc d’apres les relations (41) et (42) calculees pour
ce point et en vertu de (52), on obtient

dans l’ensemble (39). Nous avons ainsi démontre flue les fonctions za
satisfont au systeme (1) dans ’ensemble (39). Mais e>0 etant arbitraire,
on en conclut, en vertu de l'unicit¢ des solutions du systeme (1), que
la solution du probleme de Cauchy, relatif au systeme (1), existe dans
I’ensemble (24).

4) Cf. 3).



SUR L’ALLURE ASYMPTOTIQUE DES INTCGRALES
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Par Z. Szmydtéwna (Krakéw)

On doit a Perron les theor.epies A /et B suivants g.ui;ont rapport
aux systemes d’équations diffsrentielles lineaires de la forme

TN T 4 1
(0.1) Yy t=Mb)yi+2 gu”Uj Gg=I1, .n),
A : P i«
ou les. coefficients /,(/), </y(f) sont des fonctions continues d'une variable
reelle t dans I’intervaéle T<t<oo0.

Theoreme A 1). Si

ir~~R~m+c (i=i;...',n-i), ¢
Ne(i)->0 (m=i

/->00
‘15 ViS4 *

le systeme ,(0.1) a n integrales lineairement independantes (ylk,
(fc=l,...,n) telles que

im =0 pour i%lc.
500 ykk

Theoreme 11i3). Si

>hj

\ .
i fi(t) = (a=const, jR(gi) >2?(pa) | . (fc=2,
03) r - Jfg).l (pa) L
Ny(t)->Cy =const, ou Cjj—0 pour iinj

i 1 tois A f L
le systeme (0.1) a n integrales lineairement independantes {pik, mm, !/nk)
telles que

r J) o. Perron, Uber lineare Difjerentialgleiehungen, bez denen die unabbangige Va-

riable reell ist, J. fur Math. 142 (1913), p.t 254,270." > or i
2) £(/) designe la partie reelle de la fonction /. Je designerai dans la suite par !(/)
la partie imaginaire de cette fonction. . #.ool../m [»>e
i 3 0. Perron, Uber lineare Di/fereiitidlgleichungen, bei denen die unabhangige Va-
fiable reell ist, 3. fur Math. 143 (1913), p. 25-49. -3

Rocznik Pol. Tow. Mat. T. XXIV. 2
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Le Theoreme 1 que je démontre an § 4, se rapporte aux systemes
d’equations différentielles non lineaires. |l englobe les theoremes A et B
de Perron comme cas particuliers.

Aux 88 5 6 je deduis du Theoreme 1 les Theoremes 2 et 3 qui se
rapportent a l’allure asymptotigue des integrales de systemes d’equations
differentielles lineaires.

Le Theoreme 2 du § 5 est une generalisation du theoreme A de Per-
ron dans deux directions. Je remplace, d’'une part, I’hypothese (0.2) par
une autre plus generale que voici:

.>S(/p)>22(/p+)) = = =2 2 (Lp+H+i)>...>R(p+,+1),

00
I JR[jp(t) —fp+1(t)]dt=00, | -RLfp+aW fp+qg+I(ty\dt =oa,
T T
lim gf
Z->00 '®(1p+q fp+q+|)
Dans cette hypothese je démontre I'existence de qg-+r integrales
lin¢airément indépendantes du systeme (0.1), vcrifiant la propriete

NN i Ivil]2 + —— &+ |§/p|2 + |yp+<?+1]|24+——— —+ |yp+g+r|2 n

( 1} Ay ™+ .+ \yp+qg\*

Ce resultat donne un renseignement plus precis sur l'allure asympto-
tigue des integrales que celui de Perron. De plus, jevalue la vitesse
avec laquelle le rapport, qui intendent dans la relation (0.4), tend vers z¢ro.

Le Théoreme 3 du § 6, ¢tant de meme une consequence du Théoreme 1,
se rapporte aussi aux systemes d’¢quations lineaires. Il englobe le théo-
reme B de Perron comme cas particulier. Je montre notamment que I'on
peut remplacer, dans les relations (0.3), I’hypothese que cy=20 pour i™j
par deux conditions:

1) Ci=0 pour i=l,..., n,

2) les racines caractcristiques de la matrice O=[|c,y| (i,j=2
des parties rcelles plus petites (au sens strict) que E(0j).

On peut meme aller plus loin en remplaeant les hypotheses (0.3) par
de plus générales:

a) lim gtj=cj=const, ¢cy=0 pour +

f->00

..... n) ont

b) les parties réelles des racines caractéristiques de la matrice (71=||ciy|
ai.j=1,..., Tc) sont plus grandes (au sens strict) que les parties réelles
des racines caractcristiques de la matrice C2=|lc,y +

Dans ces hypotheses, il existe un systeme de n integrales lineairement
indépendantes du systeme (0.1), telles que

lim =o.

Z->00
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La methode de demontration, appliguee dans le present travail, est
differente de celle de Perron. Je me sers notamment d’une methode
topologigue due a T. Wazewskid).

8 1. Definitions et notations. Posons
JT=(@%,... a%), Y= (yX,...,yq), Z=(z1,...,zr)

oh ocl,...,xp, zx,...~zT sont des variahles complexes:

= + (I=1,.,p), "=Rpty+wpty (7=1,...,9),
N=wptet; +wptQ+ (7=1,....,r), uhv} reels (T=1,...,p+«+r).
Soit
Nn=p+J+7.
On pose par definition

Z7=("j,...,Rn), V—(v1,... ,®n),
W= (Wj,...,wn)= +W},...,un+iv,,)=(%!,... ,xp, yly...,yq, 2X,...,27),
ou sous forme vectorielle
W=T,Y,Z)=t7 + W.
Le vecteur U—iVv sera designe par Ww:
W=U—iV;

la norme du vecteur w le sera par |W|

n n
WS~ ——— = (uj+vj)

Jj=i Jj=i
Le vecteur reel

U, F) = (ia,... ,un,@x,...,vn)

sera appele cecteur reel correspondant au vecteur compleae W.
Soit t une variable reelle. Considerons une fonction

h(t,W)=h(t, U +iP)

definie dans un ensemble Q de variables (t,W). On peut faire corres-
pondre a une fonction h,*(t,u,v) de variables reelles (t,U,Vv)

h*(t,U,V)=h(t,U + iV)=h(t,W)

qui sera definie dans un ensemble O* de variables (t,U,Vv), correspon-
dant a ’ensemble £2.

4) T. Wazewski, Sur un principe topologigue de I’examen de 1’allure asym/ptotigue
des integrales des eguations dijjerentielles ordinaires, Annales de la Societe Polonaise
de Mathoématique 20 (1947), p. 279-313 (cité dans la suite sous I'abréviation Principe
topologigue).

2*
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Pour abreger on ecrira dans la suite h(t,U,Vv), Q(t,U,Vv) au lieu de
" h*(t,UV\ et Q*(t,U,V).

Je vais introduire maintenant quelques definitions dues a Wazew-
' skif). Soit

- — (=t,...,n)

un systeme d’equations differentielles; on l’ecrira aussi sous la forme
vectorielle

(1.1) N~ = 0(Z’'W)

ou t est une variable reelle, 17 et O sont des vecteurs complexes ayant
pour coordonnees (wx,...,ww) et .,<pn) respectivement.

On suppose que d> soit definie dans un ensemble ouvert f2 et la seu-
lement, qu'elle y soit continue et que, par chague point P eQ, passe
une seule integrale de (1.1), prolongee par hypothese, a droite et a gauche
jusqu’a la frontiere de £2. On designera cette integrale par 1(t,P). Si .0
n’'est pas borne, le ,.point a l'infinrl est considere comme point frontiere
au sens large de £?. La classe de points,, gtri contient P et tous les points
de 1(t,P) situss a droite de P, sera dite demi-integrale droite saturee, issue
de P, et sera désignée par Demi(+) 1(P).

Soit & un sous-ensemble ouvert de Q, a>C£2. Au cas ou Demi(+)W«=>,
cette demi-integrale sera dite demi-integrale asymptotigue relativement
“a 00 et Q.

Soit fir(i,17) une fonction definie dans 12 et telle qu'il existe -5; <7[£,17(f)],

ou W(t) designe une integrale du systeme (1.1). La fonction Dai)g(t,w),
definie par la formule

'(1.2)

sera appelee derieece de la fonction g(t,w) par rapport au systeme (1.1).
Il est evident que g{t, W) est egale a la derivee de la fonction

g(t,U,Vv) par rapport au systeme
(1.3) ?7'=P[O(t,P,7)], 7'=/[0(t,P,7)]

de 2n S$quations differentielles de variables reelles, equivalent au sy-
steme (1.1). On a donc,

Al3)g(t, U, 7) =gt 17).

s) T. Wazewski, Sur les integrales d’un systeme ¢Teguations differentielles tangentes
,.aux hyperplans, caracteristigues issues du point singulier, Annales de la Societe Polp-
. naise de Mathematigue 21 (1948), p. 277-297 (cite dans la suite sous I’abrevi ation Sur

les integrales).
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Si, en particulier, la fonction g(t,w) est une fonction reelle, il s’en suit
de la relation

(Dli.i)*(i0o,W0)<0O), EO0=L70+ iF0
aue
-0(1.3)0,00,y0)=0, (.0(1.3)g(t0,00,y0)<0).

§ 2. Le theoreme de Wazewski, sur leguel je m’appuie pour de-
montrer le Theoreme 1, coOncerne les systemes d’S.quations differentiel-
les aux seconds membres reels 6). Mais, d’apres les remargues du 8§81,
i! est evident gue ce theoreme reste vrai pour le systeme (1.1).

Voici maintenant ’hypothese aui sert de premisse au theoreme men-
tionne Ci-deSsus de Wazewski.

Hppothese H. (Qx) La fonction &(t,W), interrenant dans le.systeme (1.1),

est continue dans un ensemble ounert Q. On suppose gidelle ne soit pas '’

definie en deliors de L.

" (Q2) Par tout point P (f,ta+wx, -\/\/,,) de Q passe une seule in-
tegrale de (1.1) (unicite).

(Q3) Les fonctions reelles

A (ZyMLyeeey LiyALy e )y (ZyMysry  yMyrey oy (U=1y.. ) A= LA

ont les derioees partielles du premier ordre continues dans Q(t,U, K).

(Q4) L'ensemble co, dit ensemble potyfacial regulier, et les ensembles TPr
et Md (y=1,..., h-, 8= R _ dits faces de co relatwes a Q\ se compodsent
des points gui rerifient les relations

PelL> la(P)<0, m3(P)<O0 (ensemble a>).

PeQ, V(P)=0 ]
P(P)<0, (a=l,...,fc), W?(P)<O ~=I,..., K\ {faCe Ly} .

PeQ, md(P)=Q |
J'(P)<0, (a=lI,...,A), m%P)<0 (p=lI,..., K\ ~aceM6')--

Ces ensembles peuvent etre aussi eonsideres comme ensembles dans
T'espaee reel a (2n+ 1) dimensions.

(Q5 _D(11)“(P) >0 lorsgue PeP-PUL. (a=1,...,h),

G=i

-0(@i.i)m?(P)lorsague P e JMP i3=1,_,...k),

“ T. Wazewski, Sur les integrales, Theoreme 1 du §2.
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Vegalite poueant intervenir seulement le long des integrales du systeme (1.1)
situees sur M17).

Remarque 1. Retracte. Soit ACB et soit P un point variable dans B.
On dit gu’une transformation Q=T(P) effectue une retraction de B en A
lorsqu’elle est continue dans B, T(P) e A pour PeB et T(P)=P pour
P eA. Si une telle transformation existe, A est appele, d’apres K. Bor-
suk, un retracte de B.

On sait que la frontiere d’'une sphere fermee n’est pas son retracte (on

appelle sphere fermee l'ensemble des points interieurs et frontieres d’une
sphere a plusieurs dimensions).

Voici maintenant 1’enonc6é du theoreme en guestion de T. WazewskKi
(avec la modification indiquee au renvoi7)).

Admettons I'hypothese H relativement au systeme (1.1) et posons
h k
S=4#£JA— £ AP.

y=I o=l

Supposons qu’un ensemble E ait les proprietes suivantes:

1° Eeco + S,

2° ES est un retracte de S,

3° ES n'est pas un retracte de E.

Ceci pose, il existe un point P°=(io,wj,..,.w®) tel que P°eE—S
(c’est-a-dire P° e Eco), Demi(+)I(P°)Cm. (Cette inclusion exprime que la
demi-integrale en question est asymptotique relativement a ¢ et Q
(cf. §1)).

De plus, si la frontiere de m touche celle de Q@ exclusivement sur le

plan 00 8), la demi-integrale existe dans un intervalle qui n’est pas
borne superieurement.

§ 3. Lemme 1. Envisageons les inegalites differentielles
(3.1) z'<antjz —y(t), w'=- axt)w + y(t).
Supposons que les fonctions y(t), o-,(f) (f=1,2) aient les proprietes suivantes:
y(t), att) (i=1,2) sont continues pour T<f<oe,

(3.2) y(£)>0, o,(i)>0 (i=1,2) pour 2;<t<oo,
| Oi(t)dt = oo, lim =0 (i=1,2).
oz Z->00 Gjyp)

T

) Dans l'hypothése H de Wazewski intervenaient les inegalites D™ la(P)>0
lorsgue P el", et D(11)m;(P)< 0 lorsgue P ¢ iP. Mais il est facile de yerifier que. le
théoreme de Wazewski reste aussi valable dans les hypotheses (Q5).

") Ceci veut dire que si P'— (tv,Wy,...,wn), P"ew et aueune suite partielte de {P”)

ne tend vers un point fini de i?, alors £-»-00. Cette partie du theoreme resulte du
Theoreme 3 du Prineipe topologique.
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Dans ces hypotheses, on a les propri6tés suivantes:
1° 11 existe des solutions du systeme des inegalites differentielles (3.1)

z=(p{D), w=y>(),
telles gue

(3.3) <p®>0, y>(t)>0 pour T<t<oo, lime?(f)=Iimy>f)=0.

f->00 Z->00

2° Chague solution z=<p(t), w=y>(t) du systeme d’equations diffd-
rentielles.

(3.4) — —O0x(t), w'——al<)w + dt)

(<M*)=y(0 | r(t)<7/(t) et r(t) designe une fonction guelcongue, eontinue,
positive et tendant vers zero avec t-+oo) satisfait aux indgalitos dif-
forentielles (3.1).

3° En particulier les fonctions

[ole] J7 1

(3.5) z=<p(t) — | dA(y) exp j diAdy f ol(v)dv,
t T T
t y f.

(3.6) ?=7(F) = j d2(y) | exp j o2(u)dundy exp  j o2(f)Myj,
T T T

qui constituent une solution du systeme d’equations differentielles (3.4),

vorifient aussi les indgalités (3.1). De plus, elles satisfont aux condi-
tions (3.3).

Demonstration. La proprioté 2° est evidente.
Passons a la demonstration de la proprioté 3°. On a, en raison des
relations (3.2) et de la définition des fonctions 6,(i) (i=I,2),

(3.7) lim “~=0 (i=12).
f->00 Gi\t)
Les fonctions 5,(i), a((f) (i=I1,2) etant positives, il s’ensuit, pour

les t suffisamment grands,
(3.8) 0O,«)<a;(C (i=1,2).

Afin de constater que le second membre de (3.5) a un sens bien do-
termine, il suffit de démontrer que

z u/

(3.9) lim J 9(y) exp | —J o~ujdtAdy<00.
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s ? 1 ~ 5

Ceci resulte de la convergence de lintegrale
t u t
Y Gx(2/) exp [— 3 al(u)dujdy=—exp | —J cq(u)dw] + 1

pour i->00 (cf. (3.8) et (3.2)).
La formule' (3.5)' niet en levidence que la fonction z=(p(t) est une

intSgrald ‘positive dfe 4’d*uatioh (3M). Pour dSmontrer la derniete des
relations (sl.3)' on appliguera la regle de I'Hospital au guotient '

!

dont le numerateur et le denominateur tendent vers zero lorsgue t-> oo
(cf. (3.2)'et-(3.1))). On bbtient ainsi, en raison de (3.7), |

/I.LEJ <r(t)= |ig3 cif) ~ 0.

D’une fagon analogue, on demontre que
e T I S | R
lim ?)(«) = lim =0.

mp(t) (cf. (3.6)) etant l'integrale de I'6gquation (3.4), positive pour T</<oo,
la propriete 3° se trouve ainsi demontree. La remarque que la propriete lIa
est ime consequence immedigte de la propriete 3° termine la demon-
stration du lemme. [

84. Theoreme 1. Enonce et demonstration. En tenant com-
pte des notations introduites dans le § 1, considerons le systeme de
n=p-[-g-\-r tsquations differentielles, ecrit sous forme vectorielle,

X'=F(t,X,Y,Z) +el(t,X,Y,Z),

(4.2) r==G(t,X,Y,Z) + e2(t,X,Y,Z) + K(t,X,Y,Z),
Z'=H(,X,Y,Z) e{t,X,Y,Z),
oh X=(x1} Y=(y1,...,yl) (O<g<n), (r=0). Soit

W=(X,Y,Z2)> P=({tW)=P(,X,Y,Z).
5 Eelativement a ce systeme, admettons 1’hypothese suivante:

Hypothese K. 1° Les fonctions FAGMHMEjE"s"¢s sont continues dans
l’ensemble ouvert Q defini par les relations

t=T, |W]<oo (ensemble

9) Le theoreme restera vrai aussi sous 1’hypothese que l'ensemble L soit defini
par les inegalites: IXla<ITp-f-5, |Z|]2=<<|F]a4-<5,- ou y, <5>0. >
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2° Par tout point P={t°,X°,Y°,Z°)eQ passe une integrale unigue
1(t,P) du systeme' (fiA). ' - - - - - -
3° P(Z,0,0,0"=G(/,0,0,0)=JBI(i,0,0,0) = 0.
Considerons le systeme d’equations differentielles
X'=F(,X,Y,Z2),
(42)( f: G(i,i,T,Z),I
Z’=H(,X,Y,Z2).

Soient Pt ’ensemble des points pour lesauels |X|[Y|=0, et P2 l'en-
semble des points poilr lesguels 1Z| |Z| =0. Posons (cf. (1.2))

SiEP) = sMft,
: o

s2(P) = s2(t,JT, Y, Z2)=D{¢2 In == pour PeQ-r2
On a evidemment

(4.3) a(P).= —2R(CXF)-"2R(YG), s)AP)="R(YG)-—jR(ZH\

Theoreme 1. Admettons Wypothese K. Supposons gPil existe une con-
stante a> 0 et des"fonctions p(t), g(tf, U-(i) (E=1,2) continues pour T<_t<co
ei/telles gu'on ait les inegalites ‘

IK?P) ~*(2)|Z], [e..(P) <p()| W] lorsgue PeQ (E=1,2,3),
(4.9) O< o-~tynsifPy—/z(t)a lorsaue P (Q—FIf
((),< CQ(i)"SZ(P)—pft)f lorsgue P eR—P2.

Supposons enfin gue
00

) I <Ji(t)dt = oo, Um JjS="°. (*=172).
/-~.po @l\V) ( . '

Le systeme (4.1) admet alors une familie, a 2(g,+r) parametres 10) reels
dSintegrales (X(t),Y(®),Z@™ nerifiant les relations

/-?00 I-n

10) Le facteur 2 provient de ce gue le systeme (4.1) est equivalent au systeme de
2n eaguations differentielles de rariables rcelles (cf. § 1). ‘ 1 1
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Plus precisement
(4.7) yl=<=W)]"), I§> =0 MQ],

ou les fonctions <p(t) et y>(<) sont definies par les relations (3.5) et (3.6) du
lemme 1 dans leguel il faut poser y(t) = 4:Q(t).

De plus, si le systeme (4.1) se réduit a un systeme d”~guations diffe-
rentielles lineaires, il aura au moins q + r integrales lineairement independantes
rérifiant les propriotos (4.7).

Doémonstration. Posons
(4.8 y(0=40(t).

On voit facilement que la fonction y(t) ainsi definie et les fonctions
<r,(0 (7=1,2) satisfont aux hypotheses (3.2) du lemme 1 (cf. (4.4), (4.5)).
Il existe donc des fonctions ¢(<), [;(() telles que

4.9 2>'(t)<<71(i)e>(0—y(<), MO >—~Ov(0 + 7(0,
t!Ai_gow <p(t)= ,ILT NO=0, <p@®=0, y(t)>0 lorsque T<t<oo,
et I'on peut choisir un nombre t°=>T de sorte que 12)
(4.10) 99(<)<min(a,l), y(t)<min(a,l), lorsque «°<t<oo0.
Posons
4.11) mi(P)=p—t, M2P)=|Zj>—p2(0|™2 P(P)=|X|2—MOIM2
Soit co L’ensemble polyfacial des points P pour lesquels

(4.12) mi(P)<0, (7=1,2), 1(P)<0 (ensemble co).

Dosignons par Jfl, Jf2, L1 les ensembles Otant faces de co, dofinis par
des relations

mi(P)=0, m2(P)"O, P(P)<O (ensemble Jf1),
(4.13) m2(P)=0, mx(PXO, P(P)<O (ensemble Jf2),
O(P)=0, »2(P)™O (ensemble Z1).

) 2(0 = o[/(4)] signifie gue la fonction g(t)/f(t) reste bornée lorsque 't->o00. Les
relations (4.7) permettent d’evaluer la vitesse avec laguelle le rapport intervenant
dans la relation (4.6) tend vers zero.

la) Si I'on admettait la definition de 12 sous la forme inseree dans le renvoi 9), il
faudrait alors choisir t° de sorte gue I'on ait <jo(t) < min (1, 1/,a), yj(t) < min (1, 1}, a) lorsaue
4°  t<co.



SUR I'allure asymptotique 27

L’hypothese K admise, il est evident, d’apres les definitions intro-
duites ci-dessus, que les propristes (Qi)-(Q4) de l’hypothese H (cf. § 2)
subsistent relativement au systeme (4.1) et a l'ensemble & (4.12).

La propriete (Q5) subsiste aussi. Pour le demontrer, remarguons
d’abord (cf. (4.4) et premisse 3° de l'hypothese K) aue I'axe t, qu’on
designera par F, est l'integrale du systeme (4.1), situee sur MFL1 En
demontrant les inegalites

P(4.1)«d(P)<0 lorsgue P e Jfl,

Pa.iyw2(P)<0 lorsgue P e Jf2—P
et

P@¢D %(P)=>0 lorsgue PelL!l—F,
on etablira la proprietdé (Q5. On a evideniment
-0(4.D®L(P)=—1<b sur la face ML
Puisgue l’ensemble Jf2 (cf. (4.11), (4.13)) est defini par les relations
IZpCAIYi,  |ZR=VaTL
les inegalites.suivantes (cf. (4.4) et (4.10))

let] <q |[/[XR+[Y[2+ [Z[2 < q| Y[ /1 +<p2+"<2q| Y],

y subsistent. On a donc, en vertu de (4.11), (4.3), (4.10), (4.4), (4.8), (4.9),
pour les points P e Jf2—P, les indgalitds

> 1/ADM2(Pj=P(ZH + Zed)—iptp' | Y2—p2R( YG+ Y e2-\-YK)
<V|MN2{—s2\>—yO + I™llesSI+N N tal .+ W
Y|{—(s2————y' +2p + Y2(—m2p—  +y)<o.

Un raisonnement analogue montre que, pour les points PeP-T,
P(4.D"P) >0 lorsgue PeL1—!.

Les premisses de 1’hypothese H ainsi verifides, on peut appliguer le
theoreme de WazZewski (cf. § 2). Posons a cet effet

S=L1—M1—M,
et soit P un ensemble defini par les relations

(4.14) =T, VY=Y« Z=2\ |T|<™Mr)|y»| (ensemble P),
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ou ¢ est fixe, r=t> et E°, z° sont choisis arbitrairement avec la seule
restriction que

(4.15) [2T°>0, 1Z°|<v(©)IF(.
L’ensemble Es coincide avec l’ensemble des points pour lesguels
t=r, Y=Y°, Z=Z« jjr| = <p(T)Eol.

L’ensemble JE est donc une sphere dans I'espace reel a 2p dimensions
(cf. §1), 'ensemble Es forme la frontiere de cette sphere. L’ensemble
~8n’est donc pas un retracte de E.

On construira maintenant une transformation Q=0(P) effectuant

une retraction de 8 en ES. Soit P=(t,X,Y,Z) un point variable de 8.
On aura pour ce point

1.2] =<p(f)| Y|, mz(P)<O (i=1,2).

En designant les coordonuees de Q par (t*,X*,Y*,z*), on definit
la transformation Q =<b(P) par les formules

t*==r, Y*=E«, Z*=2Z° X*="—|¥X.
<p(®\Y\

Cette transformation effectue une retraction de 8 en ES, car elle

est continue sur 8; on a O(P) e ES lorsgue P e s et enfin O(P) =P lors-
gue P e ES. L’ensemble ES est donc un retracte de 8.

En vertu du théoreme de Wazewski (cf. 82), il existe un point
P°eE—S, c'est-a-dire P°=(t,X1, Y°,z°), tel gue la Demi(+) I(P°) soit
asymptotigue relativement a « et Q. La frontiere de m touchant celle
de Q exclusivement sur le plan t=oo (cf. le renvoi 8)), cette demi-
integrale existe dans un intervalle qui n’est pas borne supsrieurement,

a savoir:
Demi(+) I(P°) e co pour r<i<oo.

En vertu de (4,11), (4.12), cette intdgrale satisfait donc aux rela-
tions (4.7) et par cons$guent (cf. (4.9)) aux relations (4.6).

Eemarguons gue les relations (4.14) dsfinissent (pour r fixe) une
familie d’ensembles E qui depend de 2(# + r) parametres reels et telle qu’a
deux systemes differents de ces parametres correspondent des ensem-
bles E disjoints. Choisissons arbitrairement, pour chacun de ces E, une
integrale satisfaisant aux conditions (4.7), dont I'existence vient d'etre
dOnontree, et designons-la par J(E). La familie d’integrales, ainsi defi-
nie, depend de 2(g+r) parametres reels, car on a suppos$ l'unicitd des
integrales du systeme d’equations differentielles (4.1) (cf. hypothese K).

Supposons de plus gue le systeme (4.1) soit un systeme d’Squations
differentielles lineaires. Les integrales J(E), céupent le plan t—r en un
ensemble A qui projete sur I'hyperplan Y z englobe l’ensemble ouvert
et non vide des points (vecteurs) Yo0,z, satisfaisant a (4.15), qui contient



SUR L’ALLURE ASYMPTOTIQUE 29

g+r. vectures lineairement independants. L’ensemble A en renferme au
moins g+r. Les integrales issues des ces derniers points forment un
systeme d’au moins g-\-r integrales linsairement independantes. Le thoo-
reme est ainsi demontre.

§ 5. Theoreme 2. Considerons le systeme d’6quations différentielles
ilneaires

(5.1) y t=fi[)y(+ ~gtj (Vyi \i=i,...,n)
, J=L
ou les coefficients A(t), <7y() sont des fonctions (en generat complexes)
d’'une yariable reelle t, continues pour T/t<<x>. Supposons que
n=p +<j'4-r, 0<g<n,
R(h)=...~ R(P) >R ((fP+i) = Mb?) =R((fp+g+l) ... N R(fp+g+],

co

| _fp+iW dt=oo0, I R\Jp+q(t) tp+qg-+I(dt= 00}

i)+ o

Z->00

Dans ces hypotheses, il existe un systeme de g-+r integrales line
airement indopendantes du systeme (5.1), ayant la propriete

lim ™2+ “I— + 1?2/p+'/+rr n
ccee \yp+™ + L+ \yp+

Plus precisement,

i|24+-.. + |yP|2 1 | yP+<T+i|2 ~F ooe ~~ [ yP+<H-r |2 :
lyil VPRV o, Y | Yy 2 — o[v>(«)i
137pH |2 4 ... + [ ?Ip+<T7.2 "P+112 + -+ \yP+q 2

ou cp(t) et y)(t) sont definis par les relations (3.5) et (3.6) du lemme 1 dans
leguel il faut poser

UL(®) =2?[/p(2) — fp+1 (D1, <2 (i) = 1?[fp+q(1) —/p++i ()]
7(0=4"'(/.J1zMOI2.

JLiemonstratiOTi. En posant par definition
A= Vi,... ,yp), Y — (ypN-i,... ,yprqd), Z=CyPAq™,-.-, Ypr.g-7r),

R— (A oll, " itpyph  Cr= (fp+iyp—+i,... ,fp~.q yPA.Q),

R- — (fP+qg-\-l yp+q+i.">eee, 1p-"+ryp+q-+rh K= (0,...,0),

n n n n
= ~~ il i — . i i
si CDijVvi.—."9OPjvi\ £2: (9p+i,j9h---! 9p+q.ivii
i=l =1 j=i j=i
n n

e3 = 9p+q-+l,J yj, *==; Op+ag-+r.jyijlf
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on constate que le systeme (5.1) est un cas particulier du systeme (4.1)
et gu’il satisfait a I’hypothese K.
Posons

(5.4) a=Il, K<=0, ot)=]|/

D’apres l'inegalite de Schwarz, on a

Un caleul analogue montre que

le, Ke(«)I/hX2 + [Y]2+ |Z]2 (i=2,3).

En raison de (4.3), (5.3) et (5.2) on a les inegalites
P p+q
»i(*,X,Y,Z2) = > J —ydiy™*— yl-~ — fp+6’
1 j 1=1 | 1 <=p-+l
et pareillement
®2(t, A,Y,Z) R(fpr-q—
Posons
(M0 .=R(fp /ptl), 02(0 =RuUp+q fp+g+l)

On constate facilement (cf. (5.2) et (5.4)) que toutes les premisses
du Théoreme 1 sont satisfaites. U devient ainsi clair que le Theoreme 2
resulte du Theoreme 1.

Corollaire 1. Supposons que les coefficients /,(t), intervenant
dans (5.1), soient continus pour Tt<o0o0 et que
R(h—fk+i)>0, j R(fk—flil+1)dt=o0 (fc=l,...,n—1),
(5.5) r

lim ply 20—\=0 (M=1,>»> Ic=I,...,n—1).

Z->00 K\Ih — Jk+1)

Dans ces hypotheses, il existe. pour chaque p (O<pC»—1), un sy-
steme de n—p integrales lineairement independantes pour lequel on a

\yi\2+-.. + \yPR +2P2 4+ ... + |y..|12
y y 0[92(t), lyp+2| Y5l

(5-6) \YP+i\2 INp+il2 = oM0J>

ou designent les fonctions definies dans le Theoreme 2 pour g=I.
Pour les integrales de ce systeme, on a donc

(5.7) lim M__=o (i~p+1).

1-+°° |?/p+i
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Remargue 2. Le theoreme A de Perron peut etre considere comme
cas particulier du corollaire précedent.

En effet, dosignons par (ylp+l,...,p,.iP[1) lintegrale du systeme (5.1),
choisie grbitrairement parmi les intdgrales satisfaisant a (5.6), En faisant
varier 1), on aura (cf. (5.7)) un systeme de Il integrales,
linbairement indépendantes du systeme (5.1) et telles gue

|
m A£P+A ° »=0,..n—1,A"p + ).

<->00 |¢/p+1, p+1

Cette conclusion forme la these du théoreme A de Perron. Les hypo-
theses (5.5) Otant une conseguence immediate de (0.2), la remargue 2
se trouve démontroe.

Remargue 3. L’exemple de systeme d’equations différentielles
(n—K)xk +

prouve gue le corollaire 1 est un resultat plus generat que celui du théo-
reme A de Perron (les hypotheses (5.5) sont satisfaites sans que (0.2)
subsiste). |

8 6. Theoreme 3. Considerons le systeme d’equations differentielles
(6.1) wi=

()= Const

>00

A
6“ Ay(i) sont des. OﬁCtIP{C Rontlnues pour T t<00 ZY(I)
=0 lorsaye. f
J Posonsaﬂ &'I' J
Soient sx,...,s? et 594x,...,5,, les suites completes des racines caracte-
ristigues des matrices

Ci=INI (M=1,e£) C2=cy] (i,j:q+|,...fn)

respectivement.
Supposons que

(6.2) E(8i)>...>72(s?)>J2(s?+1)>...>272(sn), fl' w—r) $741)>0.

Dans ces hypotheses, le systeme (6.1) admet
ment inddpendantes, telles gue

(6.3) lim '/« -+ 17

Z->00

intograles lineaire-

Doémonstration. Soit donnee une matrice carree C. A chague nom-
bre p>0 on peut choisian(rDe matrice D(p) semblable a C

(6.4) = If(p)CIf-i(p)13)

13) Jf 1 designe la matrice inyerse a la matrice Jf.
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de la forrﬁé 0

Si 0 0 p

0 $2 ue 0 0

P 0 0 s An-l

000 ..o s,
ou designe la suite complete des racines caracteristiques de la
matrice C ef a=iu,..., n—1).

Ceci est possible pour y=1 en vertu d’un theoreme blen connu de

Jordan. . [
Passons au cas goneral. On peut constrpire facnement une matrice
JO) = |»/(C?)|-telle que »/,(»/)=() pour i~~j et que JV(*)D(1)7V—1(") = _D(¥,).
La matrice jf(?/)=3?'(7) If(1) verifie la relation (6.4).
Choisissons un nombre  tel que (cf. (6.2))

D’apres les remargues faites ci-dessus, il est clair qu'il existe des

matrices
Tty G,j=g-+"'1,..., q-+r)

ty G.j=1..., a
telles que 0
si 0 .. 0 2241 1241 0 .0
66) Ticetiz 0 % 0 en= 0 w2 0
0 0 é . si 0 0 0 . &n
ou 0
Soit
(6.7)
En appliquant au systeme (6.1) la transformation lineaire
¢ i. .. h
yt = (i=l,..., n)
/=1
on est conduit au systeme
o7 j7
y't = styi + rny|+| + ~dNyj +sv(t3y} (i=l,...,9),
j=a-\l =l
(m i D}
Y. — S,yi+yiyitla- eq(t)yj (i=q+1,..., n)

oudg const(*—1,..,q j—"4-1?..771Y) —yn—=0,£qt) O0(G —1,....n).
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On appliquera le Theoreme 1 au systeme (6.8). Posons, a cet effet
p=0,

== (Y P +i=eee
G — (§172/1 + *712/2, »o» , ®I—12/<1—14" Vg—"yqi ®qya)l

JRE= (e+/;117</+] 4~ 427 +12/<7+2;=e=, 4" SN—i?/N - 14" 2In—12/n, Snyn),

(6.9)
= € Nijuh e Qi ViV
7=9+1 7=9+1
n n n n
Sh — & eijVVyj= eee> eqjy”™> e3— (3 e9+izjy . imm> enjyjn
7=1 7=1 7=1 7=1

Il est facile de verifier qu'il existe une constante d>0 (d6pendant
des dy) et une fonction p(i) telles que

|IK|<d|Z|, |e,-|<g®)J/|Y[]2+|ZF (7=2,3), e(t)t-l\-&g:)_

En raison de (6.9), (6.2), (6.6) et (6.5), on a

ARYG)-—R(ZH)N-2ri=>Q.

On peut donc choisir une constante a>0 telle gue
« = [?7—2rj—ad=>=0.

Il est ainsi clair que les relations (4.4) et (4.5) (cf. § 4, Theoreme 1)
sont satisfaites. Donc le systeme J? de n intdgrales lindairement inde-
pendantes du systeme (6.8), telles que

.1z
lim Ly =0
existe.
Remarquons que les transformations Tx et T2 sont non singulieres.
Il en résulte que

1° la transformation T est non singuliere (6.7);
2° il existe des constantes a>0, &>0 telles que

IWOHi[2 4~ s 4~ (W, 2a| Z ]2, [WKR ... + Wi [2>&] Y]2.

Il résulte de ces propriétds qu’en appliquant la transformation T-r
au systeme des intégrales J/, on aura le systeme de n integrales line-
airement independantes de (6.1), satisfaisant a (6.3). Le théoreme se
trouve ainsi oOtabli.

Remaraue 4. Le theoreme B de Perron peut etre considér6 comme
cas particulier du Théoreme 3. Pour le domontrer, supposons que les
hypotheses du theoreme B de Perron soient satisfaites. 1l suffit de
prouver que les hypotheses du Thoéoreme 3 le sont aussi. En employant
Rocznik Pol. Tow. Mat. T. XXIV. 3
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les notations introduites dans le Théoreme 3, on a, dans le cas consider6

par Perron,
q=1, 21j(t)-+cl) (=2,...,n),
/->co
02 023 .. A2n
C2 - 0 +3 .. o03n
O 0 .. Qn

En vertu de la forme des matrices C: et C2, il est evident que ol est
la racine caracteristigue de C: et 02, m>(% forment la suite complete des
racines caractsristigues de la matrice C2. Ainsi, toutes les hypotheses
du Théoreme 3 sont verifiees, car on a, d’apres (0.3),

(ifc=2,...,n).



SUR UNE INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES ELEMENTS
COMPLEXES

Par W. Sosnowski f

1. Soit une conigue arbitraire dans un plan. Elle determine, sur
chague droite du plan, une involution polaire conjugee qui lui est relative.

Sur une secante, l'involution est hyperboligue et les points d’inter-
section de la droite avec la conigue sont les points doubles de I'involution.

Sur une tangente l'involution degenere de fagon que tout point de
la droite devienne point de contact.
I C’6tait le point de depart des considerations de Staudt?. L’auteur
lia toute involution sur une droite avec un couple de points. Dans le
cas d’une involution hyperboligue, c’¢tait un couple de points doubles,
dans le cas elliptigue, par contre, il generalisa la notion de point.

U arriva de cette maniere a identifier un couple de points complexes
conjugu$s avec une involution elliptigue sur une droite. Pour discerner
les points d’un tel couple, Staudt lia I'involution elliptique avec I'orien-
tation d’une droite. Sa definition etait la suivante:

Un point complexe est ugesdRMolution elliptigue orientee sur une
droite. Cette droite s’appelle ﬂTpp@ﬁ des points complexes 2).

De la meme maniere prit jour la definition d'une droite complexe
dans un plan et d'un plan dans l’espace. Cela fit ressortir dans 1’espace
les droites complexes de seconde espece qui n’ont pas de porteur reel.
Ce sont des droites qui reunissent les points complexes avec les supports
roels obligues.

2. Pour S$viter les droites complexes de seconde espece, on se bornera
uniguement a des considerations de figures planes. Eemarguons, cepen-
dant, que la definition de Staudt, quoique’elle prenne son origine de la
considération du lien entre la conigue et les droites, peut etre Otendue
sur une base plus generale.

U s’agit notamment de toutes les involutions qui ont des points
doubles. A I'aide de cette definition, on peut faire associer des points
doubles aux involutions qui ne les ont pas. Si Fon envisage toutes les

b Voir G- Staudt, Beitrage zur Geometrie der Lage.
2) Cf. aussi C. Juel, Vorlesungen iiber projelctive Geometrie mit besonderer Beriiclc-
sicldigung der Staudtschen Imagindrtheorie, Berlin 1934.

3*
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projectivitdés sur les droites, la définition d’un point complexe peut se
baser sur ce que toute projectivite elliptique a des points doubles.

On doit toutefois admettre qu’a differentes projectivites, on associe
le meme point.

On evite cette difficultd en ne considerant que des involutions, car
deux involutions elliptiques différentes n’ont surement aucun point
double commun.

La question subsiste si I'on ne peut pas trouver une autre classe de
projectivites qui donnerait une base suffisante a la dofinition du point
complexe. La dofinition, basée uniquement sur une classe d’involutions
apparait plus que problématique.

La classe de projectivitds choisie pour ce but doit satisfaire aux con-
ditions suivantes:

I. A tout point complexe correspond une et une seule projectivitd
de la classe.

Il. A toute projectivitd de la classe correspond un et un seul point
complexe.

La classe des involutions elliptiques ne satisfait pas a cette condi-
tion, d’ou la necessite d’une liaison artificielle de I'involution avec I’'orien-
tation d’une droite.

I11. La projectivitd d'une classe est doterminde a I'aide d’un nombre
de points aussi petit que possible.

Les involutions sont déterminees a l'aide de quatre points (deux
couples).

IV. Les constructions elémentaires des points d’intersection peuvent
se faire facilement.

Si I'on adopte la dofinition de Staudt, l'intersection d’une droite
avec la conique se fait aisoment; par contre, l'intersection de deux droites
necessite quelques constructions assez compliquées.

3. Jappelle inrolution d'ordre n toute projectivitd dont la n-ieme
itoration est une identitd tandis que la m-ieme ne Fest pas si m<n.

Une involution du premier ordre est donc une identito.

Par contre, l'involution dans le sens ordinaire est une involution du
deuxieme ordre. Cette dosignation sera maintenue dans la suite.

Soient x1,x2,...,xtl n points et soit ¢ une involution du n-ieme ordre, ou

2=9’(®i), x3=cp(x2), X1—<p(xn’).

J'appelle cycle de Vinvolution ¢ l’ensemble de points {x2,x2,..., x,,)
cycliguement ordonno.

Le cycle d’'une involution du n-ieme ordre se compose donc de n
points différents.

Proposition 1, Trois points arbitraires cycliguement ordonnes, situes sur
une droite, forment un cycle d*une et une seule inrolution du 3-ieme ordre.
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Demonstration. Ddésignons ces points par x,y,z. Il existe une et
une seule projectivitd qui transforme les points x,y,z en points y,z,x
respectivement. J’affirme que c’est une inyolution du 3-ieme ordre.

Supposons, pour le prouyer, qu’un point arbitraire t transforme cette
projectivitd en u,u en v et v en w. Le rapport anharmonique de deux
couples de points etant inyariant des projectiyitds, on a

x,u)=(z,x-, y,v) = (X,y, z,w)-,
il s’ensuit que t—w, ce qui Otait a domontrer.

Proposition 2. Toute iweolution du 3-ieme ordre n'a aucun point
double reel.

Demonstration. Supposons que x,y,z forment un cycle de cette
involution dont t est un point double. Il en resulte que

z,)=(y,z-, X,t)=(z,x-, y,b).

Ces rapport? anharmoniques ne peuyent avoir, tous les trois, le meme
signe et, par consbéquent, etre dgaux; t ne peut pas etre un point double,
ce qui etait a domontrer.

4. A chaque inyolution du 3-ieme ordre on peut faire correspondre
un et un seul point complexe. On le considere comme faisant partie des
points de la droite sur laquelle I'involution est doterminee. A différentes
inyolutions on fait correspondre differents points.

Puisque I'involution du 3-ieme ordre (en vertu de la proposition 2)
n'a aucun point double reel, la théorie de Staudt lui fait correspondre
un couple de points complexes, conjuguds. Ces memes points sont con-
sidér6s comme associos a l'involution reciproque du 3-ieme ordre. L’un
d’eux est associé a l'inyolution du 3-ieme ordre, l'autre — a l'une de
ses inyolutions réciproques. Les points complexes conjuguds sont con-
sider6s comme correspondants aux inyolutions du 3-ieme ordre.

Il en rosulte evidemment que les conditions | et Il sont satisfaites.

Eemarquons que tout point complexe est determine par trois points
réels qui forment un cycle d’'une inyolution du 3-ieme ordre.

Dosignons par )xyz( le point complexe qui correspond au cycle (x,y,z).
Ce point peut etre associé a différents cycles s'ils correspondent a la
meme inyolution du 3-ieme ordre. En particulier, )xyz(=)yzx(=;)zxy(.
Le point )xzy(=)zyx(=)yxz( est conjugud, par contre, ayec )xyz(.

Un ensemble de trois points cycliquement ordonne est la plus simple
figure rectiligne qui peut determiner sur des droites reelles un point
complexe dont 1’ensemble est a deux dimensions.

On yoit de suite que la condition 111 est aussi satisfaite.

5. De la meme maniere, a toute inyolution du 3-ieme ordre dans
un faisceau de rayons, on fait correspondre une et une seule droite com-
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plexe. On la considere comme faisant partie des droites de ce faisceau.
Un point complexe est situe sur l'une des droites complexes si les in-
volutions correspondantes se trouvent dans une position de perspective
et dans ce cas seulement.

Probleme 1. Faire passer une droite par deux points complexes donnes.

Si les deux points ont un support commun reel, ce dernier est la
droite cherchee, roel dans ce cas.

Supposons que les supports reels de ces deux points soient deux
droites differentes et dosignons par x leur point d’intersection reel. Soient
yxyz{ et )a?w( les points complexes donnes, t le point d’intersection reel
de deux droites yu et xv.

L'involution du 3-ieme ordre dans le faisceau de rayons de sommet t,
dont le cycle est

(tx,ty,tz) — (tx,tu,tv),

est situee dans une position de perspective avec les involutions (x,y,z)
et (x,u,v)j la droite complexe )tx,ty,tz( est alors la droite clierchee.

Probleme 2. Determiner le point d*intersection de deux droites com-
plexes donnees.

On trouve la solution en appliguant le principe de dualite.

Les constructions elementaires du premier degré6 ont, comme on le
voit, des solutions tout-a-fait simples, plus simples que celles dans la
theorie de Staudt.

6. Considerons maintenant les points complexes situes sur une conique.

Soit une conique 8 sur laquelle sont donnes trois points x,y,z. Fai-
sons passer par x une tangente a <8 coupant la droite yz en un point x.
On determine pareillement les points y et z

Les points x,y,z sont situes sur la meme droite L (droite de Pascal
d’'un hexagone inscrit dans une conique xxyyzz}. Les deux points com-
plexes conjugues )xyz( et )xzy( sont les points d’intersection de la droite L
avec la conique 8.

Supposons, pour le prouver, que les points x et z soient pris pour
sommets de deux faisceaux de rayons se trouvant mutuellement dans
un rapport projectif tel que les droites correspondantes se coupent aux
points de la conique.

Designons cette projectivit¢ par y. Elle transforme le faisceau de
sommet x en un faisceau de sommet z. Considerons maintenant les
droites xx,xy,xz que la projectivite ¢ transforme en droites zy,zz,'zx
(fig. 1). De meme rp transforme la droite complexe )xx,xy,xz( en la droite
)zy,zz,zx(. Le point d’intersection de ces droites doit etre un point com-
plexe situe sur la conique 8. Ce point est donc un point complexe )xyz(
de la droite L, ce qui etait a prouver.
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On voit que sur une conigue, aussi bien que sur une droite, a tout
ensemble de 3 points cycliquement ordonne correspond un point con-

juguo de la conique et que les supports roels de ce point c’est la droite
de Pascal d'un des hexagones dont on a parldé plus haut.

7. Soient une conique 8 et une droite L qui ne la coupe pas. Déter-
miner les points d’intersection de la droite L avec la conique <8.

On choisit sur L un point arbitraire x, et on cherche les points y et z
du cycle correspondant. Il s’ensuit qu’il existe sur 8 trois. points x,y,z
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tels que L soit une droite de Pascal de I’hexagone xxyyzz et xx — une
tangente a  Faisons passer par le point x une tangente xx et une s$-
cante arbitraire L' coupant la conigue aux points y* et z’.

L’ensemble des trois points xy'z* determine un point complexe )ag/V/(

dont le support reel est une droite L passant par x. L™ est en generat
differente de L. Il est evident que
le changement de position de la
droite L' fait changer en meme
temps la position de la droite L,
la relation entre ces positions etant
projective. Les deux tangentes
a $ du point x sont rayons doubles
de cette projectivite. Il faut re-
marauer que les points y' et z'
correspondent aux points y* et z'
dans une collineation centrale. Le
centre de cette collin¢ation est
le point x et son axe est la
seconde tangente a $ du point x,
qui ne passe pas par x. Le coef-

ficient de cette collineation est le nombre —3 (fig. 2).

Supposons, pour le prouver, que la conigue soit un cercie de rayon r
dont le centre est a l'origine du systeme d’axes rectangulaire. x est un
point impropre de I'axe des abscisses. L* est une droite parallele a I'axe
des abscisses, distante de lui de c<r (fig. 3). Les coordonnees des points
sont

®(0,r), |/r2—c2,c), £(|/r2—ca,c),
et I'ordonnse du point
r(2r+c): (2c +r);

c'est la distance de la droite L a I'axe des abscisses.

Le rapport anharmonigue des guatre droites paralleles a I'axe des
abscisses, distantes de lui de r,—r,c et r(2r+c): (2c+r), est

r—c . —r—c (r—c)(2c+r) 2cr+ra+ 2r2+cr
r(2r+c)’ r(2r+c) 2cr+r2—2r2—<cr (r + c)(2c+r)
2c+r 2c+r

__(r—c)(2c+n3r(c+r) _
(r+.c)(2c+ r)r(c—r)

Puisgue la proposition est vraie dans ce cas, elle le sera pour tout
autre conigue et tout autre point extericur x. Cela resulte de ce que la
conigue peut toujours etre rapportee projectivement au cercie de ma-
niere que x se transforme en un point impropre et la valeur numsrigue
du rapport anharmonigue reste invariable.
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8. Il en roésulte une construction bien simple d’une involution du
Bme ordre a laguelle on a fait associer un point complexe commun
& la conigue £ et a la droite arbitraire L.

Probleme 3. Etant donnees une conigue S et une droite e.rterieure L,
tromer les points d”intersection complexes.

Choisissons sur L un point arbitraire x, et menons par celui-ci deux
droites M et N touchant la conigue Considerons, sur la droite M,

deux segments xa et xb=3xa/, faisons passer par a et b des droites A et B
paralleles a N. La droite L coupe A au point c; la droite L, qui corres-
pond a L, coupe B en un point d tel gue ac=bd. Partant de la, il est

facile de tracer la droite L et de determiner les points y et z, ou elle
coupe la conigue 8. Les points y et z sont projetes sur la droite L du
point aj, ou la droite N touche la conigue 8, et Fon a ainsi les points y et z.
Les points complexes cherchds sont )xyz( et (fig. 4).

Le probleme de dualito, c’est-a-dire faire passer d'un point donné
une droite complexe tangentiellement a une conigue, se rosout pareil-
lement. Ces constructions ne sont donc pas plus compliguées gue celles
dans la moéthode de Staudt.

9. La plus simple involution du 3-ieme ordre dans un faisceau de
rayons est une rotation de 60°. Cette involution correspond, d’apres sa
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signification, a l'inyolution rectangulaire de la methode de Staudt. Soit
un cycle arbitraire d’une involution du 3-ieme ordre (x,y,z) sur une
droite reelle. Tragons deux ares de circonferences — lieux gdéométrigues

des points desguels on voit les segments xy et yz sous un angle de 60°.
Ces ares ont trois points communs y,u et v. Les points u et v sont les

Fig. 6

sommets d'un faisceau de
rayons dans leguel l'involu-
tion du 3-ieme ordre, pers-
pectivement avec l'inyolution
au cycle (x,y,z), est unerota-
tion de 60°. La construction
d'un autre cycle de cette
involution (fig. 5) s’ensuit
immediatement.

Si I'on considere une
inyolution du 3-ieme ordre
sur un cercie arbitraire dans
le plan de Gauss, la plus
simple inyolution sera une
rotation de 120°. Les points
doubles d’une telle inyolution
se trouvent alors au centre du
cercie et au point impropre. Si
Fon designe le cycle arbitraire

de cette inyolution par (x,y,z), et si Fon fait passer des circonferences
par le centre t du cercie, les points x,y et y,£,0n yoit que ces circonfo-
rences se coupent sous un angle de 60°. Puisgue la projectivite sur le
plan de Gauss est une représentation qui conserye les angles, la pro-
priétd dont on a parlde plus haut a lieu meme si le point double t n’est
pas le centre du cercie. Si Fon prend donc, sur le cercie, un point arbi-
traire x, on trouvera y de la condition que la circonférence passant par
t et x coupe le cercie sous un angle de 60° (fig. 6).
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Il resulte de la construction ci-dessus que, dans le plan de Gauss,
deux points doubles d'une involution du 3-ieme ordre determinent com-
pletement cette involution. Une involution du 3-ieme ordre est aussi
dsterminee si Fon donne un point double et le cercie (ou une droite)
qui se represente sur lui-meme. Par contre, deux couples de points, a sa-
voir le couple primitif et le couple transforme, situes sur la nieme droite,
ou sur le meme cercie, determinent; generalement deux involutions du
3-ieme ordre, parfois une seule, et dans certains cas aucune (fig. 7).

10. On completera maintenant les considerations prec$dentes par des

calculs qui s’y rapportent.
Soit un axe de coordonnees. Toute ct|V|t 1 ptique ayant deux
points doubles conjugues complexes p) q p peut s’exprimer

colmme suit: + ZR)&—H-

oii fl est un parametre arbitraire.
La fonction reciproque est

] - /o (|11
J K-
La deuxieme iteration de la projectieite primitive s’exprime

[(w + 2p)2—(p2 + g2)]0? —2(p2 + 92) (/z+p)
2(;<+p)a;—[(p2 + g0)—/i7]

Dans le cas d'une involution du 3-ieme ordre, elle doit etre identigue
a l'involution réciprogue. U s’ensuit que

= (p2+g2) — (i« + 2p)a

2P +pPD
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Alors
2/ + 2p/t—p2—q2 +/i2+ kp/,1 +4pl=0,
372+6p,w+3p2—g2=0,
3(y +p)2=S),
(%) .
|||112 + 21 - +J/\1
—J>k3+S
/u__““jr—-—

Si I'on prend le signe inférieur, on a la projectivite
2—p|/3)a?+|/3(p2 + 2
w - CRRGG R

En prenant le signe supdrieur, on a, en tenant compte de (6), la pro-
jectivit$ reciproque
@+pl/3) 3"+ )
—\3x + (g—Pp|/3)

On fait correspondre le point pA-ig a la projectivitd (6) et point p—iq
a la projectivitd (7).

La seconde projectivite peut etre obtenue de la premiere en chan-
geant g en —g. On peut donc considerer, en generat, que le point p + iq
correspond a la projectivité (6).

11. On va voir maintenant si les involutions d’ordreM% (n=4,5,...)
peuvent aussi servir de point de depart pour lintroduction des points
complexes. On peut dire d’une maniere generale, qu'une classe d'involu-
tion d’ordre n ne peut etre employee dans ce but que s'il existe un et
un seul nombre m<n tel que m et n soient premiers entre eux. Dans
ce cas la m-ieme iteration d'une involution d’ordre n est aussi une in-
volution d’ordre n differente de la premiere. Les deux involutions ont
exactement deux points doubles communs. Si ces derniers sont conjuguss
et complexes, on peut faire correspondre le premier point double a la
premiere involution et le second point double — a la deuxieme.

La propriets en question n‘ont que les nombres 3, 4, 6, et ce n’est
gu’eux qui peuvent etre pris en consideration en introduisant les points
complexes d’apres la methode de Staudt.

Le nombre 2, employ$ par Staudt, n’a pas cette proprieto, et, par
consequent, on doit faire correspondre les deux points doubles a la meme
involution.

12. Pour les involutions d'ordre 4, on demontre les propositions
.Suivantes:
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Proposition 3. Si les points x,y,z et t forment un cycle Pune involu-
tion d'ordre 4, y,t) est un rapport barmonigue.

Demonstration. Les rapports anharmoniques suivants sont 6gaux

(xzyt) = (ytzx) = (2xty) = (tyx2),

ce qui ne peut avoir lieu que si les couples xz et yt sont diyisés harmo-
niquement.

Proposition 4. Si (x,z-,y,t) est un rapport liarmonigue, il existe une
(et une seule) inyolution d'ordre 4 de cycle (xyzt).

Demonstration. On sait qu'il n’existe qu'une et une seule pro-
jectivite qui transforme les points x,y,z en y,z,t respectivement. Si

(xyzt)—1,
et si la projectiyité envisagoe transforme t en u, on a

(ytzu)=—1,
et, comme (ytzx)——1,
u=x,
ce qui etait a démontrer.

Proposition 5. Une inyolution du i-ieme ordre n'a aucun point dou-
ble reel.

Demonstration. Si une involution d’ordre 4, de cycle (xyzt) en
avait un, son iteration, qui est une inyolution d’ordre 2, devrait I'avoir
aussi. Mais l'involution du deuxieme ordre a comme couple de points
correspondants xz et yt. D’apres la proposition 3, ces couples forment
une division tiarmonique. L'inyolution du 2-ieme ordre est alors elliptique
et ne peut avoir de point double.

Proposition 6. Une inyolution du Uieme ordre est determinde par trois
points ordonnes, situes sur une droite, le premier se change en le deuxieme,
le deuxieme en le troisieme, et le troisieme en un point conjugue harmoni-
guement avec le deuxieme par rapport au premier et le troisieme.

La demonstration résulte immaddiatement des propositions 3 et 4.

13. Il resulte de ces propositions qu’a toute inyolution du 4-ieme
ordre, on peut faire correspondre un point complexe de maniere qu’aux
points conjuguds 6choient les inyolutions rociproques. On yoit encore
que les points ordonnds x,y et z, situés sur une droite, doterminent un
point Gomplexe qui peut etre ddsignd par (xyz).

Si I'on désigne par t un point conjugué harmoniquement ayec y par
rapport a x et z, on a

@y«) = (™) = («ta?)= (txy\
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Par contre, le point
(zyx)=(tzy) =(xtz)=(yxt)

est conjugudé avec le precedent.

De faeon analogue, s'il s’agit d’involutions du 4-ieme ordre dans un
faisceau, on peut leur faire correspondre des droites complexes de ma-
niere qu’'un point complexe soit situe sur la droite complexe si les in-
volutions correspondantes sont lides perspectivement.

Les problemes des jonctions et des intersections se resolvent comme
les problemes 1 et 2. Par contre, s’il s’agit de déterminer les points d'in-
tersection d’'une droite L avec la conigue 8, on prend sur L un point
arbitraire @, et on trace sa polaire relative a S qui coupe L au point z.
Les tangentes a 8, partant des points x et z, forment un guadrilatere
circonscrit a £. L'une de ses diagonales est L et les deux autres cou-
pent L aux points y et t. Les points complexes cherchds sont alors (xyz)
et (xtz).

Fig. 8

La démonstration est analogue a celle qui fut donnee dans la sec-
tion 7 (fig. 8).

14. Dans le calcul, semblable a celui de la section 10, on utilise la
propriétd que I'itération d’une involution du 4-ieme ordre est une invo-
lution d’ordre 2 a laguelle s’applique la formule
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d’ou a cause de (3),

p? + g2—p?
W+ 2r=2"

Donc
p2 + gl—p2—2pp —2p2= 0,
p2 + 2pp + p2=Qq2
pi,2=—P~"I-
A t'involution
= (p—9)a?—(p2+g2)
y x—(p +9)

on fait correspondre p +ig, ce qui revient a prendre le signe superieur;
a linvolution

(p + g)a?—(pZ + g2)
a?—(p—9)
le point p—ig.

15. Les involutions du 4-ieme ordre fournissent des constructions
pareilles a celles que Fon emploie dans les involutions du 2-ieme ordre.
Si (xyzt) est le cycle d’'une involution du 4-ieme ordre, celle-ci a les me-
mes points doubles conjugues que linvolution du 2-ieme ordre dans
laquelle les couples de points x,z et y,t se correspondent.

En ce qui concerne les involutions du 6-ieme ordre, il est facile d’en
donner la construction, dans laquelle la premiere itSration est une invo-
lution donnee du 3-ieme ordre, de cycle (xyz). Dans ce but, on trace un
triangle abc tel que les prolongements des coOtes ab,bc et ca passent re-
spectivement par z,x et y (fig. 9'et aussi fig. 4). On trace ensuite un
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triangle abc dont les coOtes ab,bc et ca passent respectivement par les
points zc,xa et yb. Les droites aa,bb,c’¢ se coupent en un point (Theo-
reme de Desargues) et la droite en u, v et w.

Les points x,w,y,u,z et v forment un cycle d'une involution du
6-ieme ordre.

Une projectivité gui transforme x,w,y en w,y, u respectivement doit
aussi transformer le point z, conjugue harmoniguement avec w par rap-
port a x et y, en le point v conjugue harmoniguement avec y par rap-
pOI't aw et u. «

On peut demontrer de la meme maniere que le point u doit etre trans-
formable en z, et v en x, ce qui etait a demontrer.

La meme configuration complete le cycle (xwyuzv') si I’'on donne trois
de ses points initiaux x,w .y.

16. Terminons en donnant des formules aux involutions d’ordre 5,6
et 8 dont les points doubles sont p +ig et p—iq.
On a: guatre involutions du 5-ieme ordre

= (pxgki—H)"™—(p + ¢2) = (p~gh+j-)"—(p2 +¢")
(pTgh—t) ’ : (pTgh+t)

deux involutions du 6-ieme ordre
I*F

x—|H)l

guatre involutions du 8-ieme ordre

[Pxg(l— (P2 + @2) =[pxg(l+ (P2+q2)
><-[pTg(l-|/2)J ’ [p=Fg(1+1"2)]



ON THE THEORY OF LOCALIZATION FOR DOUBLE
TRIGONOMETRIC SERIES

By R. P. Gosselin (Chicago)

The purpose of this paper is to extend to double trigonometric series
certain results in the theory of localization for single trigonometric series.
The theory, originated by Riemann, was developed by Rajchman and
Zygmund [1] through the use of the formal multiplication of series.
Lepecki [3] has extended this theory for the case of double trigono-
metric series with coefficients which go to 0 in a prescribed manner.
We shall consider more generat trigonometric series. The main technigue
to be used in the proofs involves the theory of the formal multiplication
of double series, which will be developed as far as necessary.

The author wishes to thank Professor A. Zygmund for suggesting
this problem and for his guidance and encouragement.

We shall use the exponential form of trigonometric series,

00
2 amne™mx+n",
m,N=—oo

and consider series whose coefficients obey one of the order conditions
which we now define.

If i and o are real numbers, “amn=O[(|wi|+Di3(|n| + 1)]” will mean
that (\m\ +1)~?(|n| +1)—alamn is bounded for all m and n.

By “amn= o[(jw| +1)O(|n| +1)’]” we shall mean am,,=O[(|m| 4-1)?(|n| +1)*']
and (Im[+ )~3(|n|+1)—ffamn=o0(l) in the Pringsheim sense, i. e. for any
positive number e, there exist positive integers mo and n,, such that, for
[TO>m0 and N~™NO, (m|+1)~8(|n| + I)~ffjam,,|<e.

By “amn=o[(|7n|+ 1)3(|n|+ 1)°] rapidly” we shall mean that for any
positive number e, there exist positive integers mo and no such that, for
[m|>m0 or |[n[>7?i0, (Im|-}-1)—~(lw| +1)-"]a,n,,|<e.

By “amn=o[(Jw| H-1/(|n| + Df] semi-rapidly” we shall mean that
«mn=0o[(H| +I)'a(Jw +1)l] andthat am0=o[(|m\-4-1)0] and «on=o[(|"| +1)°]
in the usual sense.

If fi is a non-negative number, [/?] will denote the greatest integer
less than or egual to /?; </?> will denote the least integer greater than
or egual to fi.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 4
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Chapter 1

Preliminary temmas

In most of the lemmas to follow, we shall he considering two series

00

(1) Amin
m,Nn=—oo0
and
)
m,Nn=—oo0

and the formal product of these two series

©)

with coefficients defined by

if this sum exists. It will, for example, be enough to assume that amn
is bounded, and that (2) converges absolutely to insure the existence
of the coefficients Amn.

Lemma 1. If amn=o0(), and (2) conuerges absolutely, then the coef-
ficients Amn of the formal product of (1) and (2) are also o(l).

We have that

arn—p>n—q|*

We denote the first sum by A, and the second by 272. Let B be a bound
for coefficients amn, and let
lamn| = (7.

m,Nn=—oo

It follows that
2 -W-

By the absolute convergence of (2), becomes arbitrarily smali as |m|
and |n|]->00. For any positive number e, we can find positive integers
m0 and n0 such that for |m|™wl( and |n| ~~no, Hence, for m, and n
sufficiently large, zs is not greater than sC. Moreover, |Amnl $ABC for
all m and n.
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We may use Lemma | to prove the following more generat lemma:

Lemma Il. If, for. ~O and «>0, amn=0[(|OT|+ I/(|n|+ 1)°], and

£ |anin|(Jm| + 1)'3(Jn| +1)" connerges, then Amn=o[(Jot + )?(|n| +1)°].

Let emn= jammfam\ +1)0(|n\ + I)ﬁ, and pmn= + I)O(lnl + I)a
Then,

CplFi oy gl+ Yy
Jot—p| + 17 \|n—ffl + 17"

If ot™"O, then for p"O, |p|+1)ot—p|+I17™1; for ONp™2ot,
Ip| + 1/lot—p\ + 1 <20t + 1; fOrp>2m., \p|+ 1/lot—p\ +1 <2. Hence, in
all cases |p| +1/ m—p|+1<2'm|+ 2, and the same ineguality holds for m
negatiye. Similarly, |g| + 1/|n—qg| + 1°2|w| + 2. Hence,

|AMN|<=2"+ff(lm]| + DN+ = ~m-p™-g

p.g=—°°
00
and by Lemma |, £ ePqgfim_Ptn_qg=o0{V).
p.g=—o0a

Lemma 11l1. 1f, for 7+ 0 and <?>0,

amn= o[(jw| + 1)-9(|n| + 1)™"],
and
= |Jamn (H + 1)?2Q\V\V/—+1)"

converges, then
Amn==o[(im| +1)~9(H H-1)-0!-

Let emn — Jamn|(M + D?(H + D°° and ~mNnHamn|(WwW + L), (H + 1)¢-
Then
& —p, N—
<(|m] + IX(|n| + 1)° 2 PP

Ul +j0(13] + Do(0T—p\+iyAn—g|+1)°’
If ot >0, then for p<O, (| ot|+1/lot—p|+1)0<1; for O<p”™[w/2],
(lot| + 1/\w—p\ + 1)0720; for p>[m/2], (m+Ifp +iy~2?. Similar esti-
mates hotld for ot<O and also for the terms involving q and n. Hence,

AN+ IX(w+Dal " mnkK23+" epqT)m—p,n--q.

p.g——00
4%
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Since

= o)

by Lemma I, the lemma is proved.

Lemma V. If, for O<£<I| and O<a<l, amn=o[(|to| +I)-O(|n| +1)-°],
and amn=0 [(m|+1)—0—i (n +1)—f—*], then letting

~pq am—pt n—q

(we consider only non-negative m and n), we have

Ann = OL(H+1D-?(In[+1)~0].
Let
Emn = [«mI'(jw. + 1);J(I» +D°, rmt, = lam,,|(m\ +1)0(|n| + Dff,

Lu.b.em, and N=1 u.b. ymn. Then,

(to+1)0(n4

<(ni + 1)O(n + 1w

epq -
_ (p+10(e + De(to—p +N0+x (n—g + Dii+i
p.g=

If p>[to/2] and g>[n/2], (wW+I/p+1)0(71+1/2+1)® <20+®; spq becomes
arbitrarily smali for these values of (p,q) as m and n->00. Furthermore,

[bn o 1 M :
2 (0o o Tt 0w,

If 0<p<[to/2] and g=>[n/2], (to+ l/to—p +1)0(11 + 1/2 + 1)® <20+®.
Also

1 1 20/

(P+1)0 (m—p +1)  (p + D)i+0/2 (to—p +1)02  (to +1)02 (p + [)x+0%2

and Npg;epm(p + I)1+O/2(n—q +1)®+X =0(1). Thus,

[m/2j,n

to + 1)O(h + 1) N (P™~_2)?(g-|-D«<(TO—p + D?2-*-1-~ e + H®!-1
p.?=0
0 o).
(to + 1)0R2

Similar arguments can be given if O<2<[w/2J. Itis elear from the above
arguments that (T0+1)0(n+ )®|Am,| is bounded for all to and n, and
the lemma is proved.
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Lemma V. If, for 0</?<| and <r>0, amn=o[(|m|4-1)-?(|n|4-1)’]

and E lamn | € B— +1)" converges, then -Amn=0[(|-m| 4-1)-"(|n| 4-1)’].
This lemma may easily be proved by a combination of arguments
used in the proofs of Lemmas Il and III.

Remarks to Lemmas 1—V.

1. If the coefficients amn of series (1) and the coefficients of series (2)
depend upon a parameter such that the hypotheses of the preceding
lemmas are satisfied uniformly in that parameter, then the conclusions
hotd uniformly in that parameter.

2. If the hypotheses on the coefficients amn are replaced by another
type of order condition of those defined in the introduction (except for
the semi-rapid order condition), then the coefficients Amn will also satisfy
this new order condition. For example, if we assume in Lemma Il that
a<In=o[(|™] 4-DB3(H 4-Df] rapidly, then we may conclude that Am,
=o[(jm\4-1}8 (In|4-1)’] rapidly.

Lemma VI. If, for K a positive integer,
amn = O[(Jlw| 4-D)-"-1(|n| + D-™-i],

00

ntam,,.= O,

Nn=—oo
for all integral m and n respectwely, then

0o 00 00 00

00 00
2 2 /=i apa = JE[ P ‘PKaP(1”

~=-00
and
00 00 00 00 [e]0)
2 2 aP<H
;-\=m p=pY gq”~—Q
m—0, 11 422, ..

It is enough to prove the first formula; the second will then foliow
from the symetry in m and n of the assumptions on amn. We first show

the formula true for K=I. Let z? Since 2? amm =0
p,.g—m,n m=—<x>
and A- —0 for all integral n and m respectively, we have

n=—oo0
[o]e]
— Y epg—m—

p.g=m,n
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Hence, -RUnZ=O[(|m| +1)~2(|n| + 1)~2], which implies the convergence of

e]e] co

the series £ R~n and R~n uniformly in n and m respectively.

m=—oo Nn=—co

We now apply Abel's formula to the partial sum of the first series.
Thus

~pn — —-Rp+l,n) +W-Em_i,n+ (?n+l)-E_m,,.

p=—m p=—m

The last two terms of the right side are o(l) rapidly, and Rfft—-Kph*

00

=Ji«ar SO that letting m->00, we obtain
q—n

00 e]e] 0o 00
= RN = 2 2 F’aF’i=2 2 Papv’

p=—00 p=—00 g=n g—n p=—00

the last eguality foliowing from the absolute convergence of the series.
This proves the formula for K=I.

We now suppose the formula proved for every positive integer less
than K. We introduce the foliowing notations: let

_ vy pD

p.g=m,n

One may easily see that these expressions make sense, all the series being

00

convergent. Furthermore, P_£ Rp,, converges absolutely and uniformly

=00

in n. In fact, since

00 m—I|,oo co,n—1 m—I,n—1
2NS= 2 «=- 2 2
p.g—m,n P,g=—<x>n P.9=m,—o00 p,q=—o00

[?mn = O[(Jjm | + 1) 2A+1(|n| + 1) 2ff+1]. Proceeding in a similar manner, we
see that R~ =0O[(|m| + I)_ff~1(|n| +1)-*-1]. The formula which we are
attempting to prove may be written in the form

= 22 2k srse

p=-00 gK1=n g=qx p=-co

00

From the calcalus of finite differences, we have the formula.

K
-1— & =C-139A —— - A<<=

p — arbitrary integer.
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One can then write

m iii K
p=—m p=—m j=0
—ni—1
_’L2 2< 1>"M«, >>+I2{ 2 - 2
'=0 p—-m =1 p=—m—j p=m—-J+I
Since —o(l) rapidly, the second sum of the right side which

remains finite, is also o(l) rapidly. The first sum can be written

2 pK2

p== —ni

the inner sum being the kiv difference of Uff. The first difference

is S the second is 27 27 ~pgk~ an(i tl"ie -8-h difference
gK—i=n gK—2=qK—I
00 00 00
is S z- upq. Letting m->00, we obtain
gK-r=n "ZC-2~9/C-l Q=Q1
N\— gD/
DN=I2N2-2
p=—o00 p=—o00

qK~i=n ?=9i

To justify the interchange of the order of summation, we note that

00 ff—1

2 2 apy = 2 C'WMS

qK-r=gK—1 9=<?1

since the left side, which we denote by Dpqg is the (TC—I)sr dif-
ference of Hence, DPgk x=0\\p\ + D)-*-2(|g/f_i| + 1)-*-2], and

o) 0o

pK Dpg/( 3 converges absolutely. We may thus change the

P=——o00 93-_i=«

order of summation:

00

OW= 2 2% 2

pP=—°° p=-oa gqK_"=qK_1 q=qt

By sufficiently many repetitions of the above argument, the desired
formula is obtained.
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Chapter 11

Formal Prodncts

In this chapter, we shall consider two trigonometric series

00

(4)
m,n=—00
and
(5) F= anine'<"x+'""™

and the Cesaro summability of a given order of their formal prodnct

(6) F= Amnei(mx—+" .

m,n——co

We shall consider summability only in the Pringsheim sense, i. e. (6)
will be said to be summable (C,/3,0) at (x0,y0) to a limit L, if letting

00

be the mwth' symmetric partial sum of £ Amne~A-nyJ

mn——_C0

1

M N

in the Pringsheim sense. Both fi and a will always be taken greater than —1,
and the various theorems 'will deal with summability for p in a given
range and a in a given range.

We shall be dealing also with conjugate series; we define the series
conjugate to (6) to be the series

(7) — [signum (mM)] Am, ei(mx+nc.

m,n=—

In what follows, we shall consider “cross-shaped” neighbourhoods
of a point (x0,y0), such neighbourhoods consisting by definition of all
points (x,y) satisfying either the condition \x—0|<e,y arbitrary, or
the condition \y—yO\<e,x arbitrary. More generally, let J be a point
set of the a?-axis and Y a point set of the y-axis. By X@Y, we shall
mean the set of all (®,y) such that x e X,y arbitrary or y e Y, x arbitrary.
By 1x1, we shall mean the set of points (x,y) such that xe X, ye Y.
For the theorems we are going to prove, the situation will in generat
be as follows. The series (4) is ,,bad* by which we mean it has coefficients
of sonie order; and the series (5) is ,,good“ in the sense that its coeffi-
cients tend to 0 with sufficient rapidity, and its sum satisfies certain
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conditions on a set X®Y. The eonclusion will be about the behaviour
of the formal product (6) of (4) and (5) in the set X x h.

Theorem 1. If, for 0</?<l| and O<_a<l, the coefficients amn of se-
ries (4) are o[(jm|4~1)-?(|»| + L) —an<" ~ie coefficients amn of series (5)
are +1)-3(|n| +1)-3], and if (5) conrerges to 0 for (x,y) e X©Y,
then the formal product (6) of (4) and (5) is uniformly summable (C ,—ft ,—a)
to 0 for (x,y) e X XI.

We shall assume that the set X consists of a single point ®, and the
set Y consists of a single point yy, and when this special case of the
theorem has been proved, the fuli theorem will follow from Remark 1
to Lemmas I-1VV of Chapter I. For convenience, let the point (®0,i/0)
be (0,0). All the coefficients Amn of the formal product certainly exist
in this case since the coefficients amn are bounded and (5) converges

m,n
absolutely. Letting ssn— £ Apg, we have
p,q=—m,—n
m,n m—r, Nn—s
$mMn = Arsh-p—r,q—s == Nis ~pg*
p,.g=—m,—n r,s=—oo0 r,s=— p.g=—ni—r,—nN—s
Now let rmn — ape> The assumptions on amn insure us that
p.g=m,n
amm=™ n=o0, il, *2,... and am—n~ M=0,+1 12,..
For, letting a?=0 in (4), we obtain £ (27 which is identically
0 iny, letting y=0 in (4), we obtain £ am,,)e""x which is iden-

m=—co 7i=—o0

tically 0 in x. As shown in the proof of Lemma VI of Chapter I,
Rmn = O[(jw| + 1)—2 (Jn| +1)-2]. Hence,

oo

8mn

Consider the MNtv Cesaro sum of order (—i/3, —o):

M,N

(—hB—a) V  zk—P—1)z4—«—1) 4
MN /77 —m N—n ‘®nut

m,n—Q
M,N [e]¢]
—_ % AM—ni KN—n P

77717=0
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The expressions

are of the order o[(lm|-J-1)-*(wj + 1)-<J] by Lemma IIl of Chapter I.
00

It is enough to consider only the first sum: Dmn = arsli_m_r,_n_s.
We must show '
in the Pringsheim sense. Since
jy-a
.. and
M r(-p-+i) P(-<r+1)

we may apply Lemma IV, and the theorem is proved, the uniformity
following from Bemark 1 to Lemmas I-V.

We note that Lemma IV also shows that this double seguence is o(l)
in the sense defined in the introduction.

Theorem 11. If, for 0</j<1 and O<u<l, the coefficients amn of se-
ries (4) are o[(lm| +21)~0(|n| + 1) ff] rapidly, and the coefficients amn of
series (5) are O[(+,1)~3(H +1)~3], an~W (5) conrerges to 0 for (x,y) eX@ Y,
then the series (7), conjugate to (6), is uniformly summable —a)
for {X,y) e XxXY.

Again we shall demonstrate the theorem only for a single point (a?0>"0)>

whieh we assume for convenience to be (0,0). Let 8mn be the wnth'
symmetric partial sum of (7) evaluated at (0,0), and let «mn=signum (mn).
Then,

m,n
Smn = ~rs &pq ~p—r, —S
r,Ss=—co P,q=—m,n
0o m,n

= ars (Ctp——q—s (l—p——qg—s Clp—r>—q—s Cl—p—r>—g—s).

r,s=—oo p.g=I

It is enough to consider only the first term of the inner sum of the

00

right side. Let rmn= = apai and again =0[(Im] +1)—2,(jw| + 1)*“2«
p.g=tn,n

Hence

®p—r, g¢—s == 1—r,l—s RM—r-f-1,1—s R1—i, n—s--1 4“ Rm—r-|-l, n—s-f-1+
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00

Let D(l)= Yf arsRL_ril_s. Then,

r,S=—o00

1 M,N
><X—fi)y —°) )}! ~M—m

m,n=0

Let Dm= S ArsHm—r+xx—s- This is o(m~0) by Remark 2 of Chapter L

applied to Lemma Ill. Then,
M,N M
zi(—8) p(—) X< ; =
-'N m,n=0 m=Q

which is o(l) by a simple adaptation of Lemma IV to the case of one
Yariable. Similarly,

M.N oo
+ g
s ~Ars Ul—r, n—s+I
TA—S) p(—o) )?// re fn—s*

m,n=0

is o(l), and finally

srt=fi) ffi—90) X
ZU
m,n=Q
is o(l) as shown in the proof of Theorem I.
In the following theorem, we take /? and o to be positive and assume
for the sake of definiteness that cr>/3.

Theorem 111. If the coefficients amn of (4) are o[(| m\ +1)8 (Inl +1)°]
and the coefficients amn of (5) are O[(|m|+ 1)—-2A—3(|n| + 3], and if (5)
converges, together with all derioatiues with respect to x and all derivatives
with respect to y up to order (af>, to 0 for (x,y) eX@Y, then (6), the formal
product of (4) and (5), is uniformly summable to 0 for (x,y) e IX+'.

Again we assume (0,0) e Xx V and consider the formal product only
at this point. From the assumptions on series (5) and its derivatives,
we have

n—0,"N, £2,...
and
niam, = Q, m=0, *1, +2, ..., 0,1,... <<=r=.

n=—:co

A proof of this fact for the case <«r»>=0 was included in the proof of

oo . oo

Theorem |. Let R%n = arQ and F'tl)= 2? f=0,1,..., <& —L

p,.g=m,n p.g=m.n
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To show these exist and have a eertain order, we need only refer to the
proof of Lemma VI and replace I£ in the notation of that lemma by <cr>.
It is then elear that —O[(jw] + 1)—k—2+'(In| + D)—k"-2+/]. Further-
more,

00 (¢]0)

% A*," 0,N=0,+1 +2.. and 2 R{<a>)=0, m=0, +1, +2,...

p=—~00
so that

RAN>+V> = O[(|[m| + 1)—2+";(In| + L) —wwhere z;=<o0>—o0.

That the coefficients Amn exist is shown by Lemma Il. Let
rmn = Jnlg/’n Apq: Then,

p,q=>—zn,—n
m—r,n—s
Smn = 2 Cipe
p,g=—m—r, —n—s
oo
= NA ars (R-i

It is enough to consider only the first inner sum of the right side. We
must show

M,N co

><1 1) fl(G—1) ><* p -1\

(8) (](f;) 8([3) N M—m~N—n u*rs-LXj—m—r,—n—s — {J\L)
m,n=0 r,s co

in the Pringsheim sense. Our proof will show -that the left side of (8)
is o(l) in the sense defined in the introduction. The method of proof
consists of applying Abel’s formula repeatedly to the sum

{95 >}/\ PRV pg?n—r,—n—i
Since
™) — (702 — pP®@ )
—ni—r,—n—s — \J-*—m—r,—n—s —rm—r-j-1,—n—s

we have

M M

\/ n(0—d pd —  iptf—b G3—d \ pd tF—D n(2

X/ n( —m -I.F?\‘—)rn—r,—n—s— 7 \ m—m P M—m—l/—*e\—)m—r,—n—s - pAf n(—?f—|—l.—i

_772=0 727=0
Al

% (—r%? ) F— %q Z)n r,—n—s-(-1 i M D p<21—— l,—n—s-j-1?

227=0
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where m—  m—i=6%" if O—ix is defined to be 0. Now summing
with respect to n, we find that (9) is equal to

(10) zn,n=0 th=0

N
__Hi(P—1) V1 p(o—2) p(2) A _n_SJVAM—l) z7(c—1) p(2)i+|>_S+l

n—o0

The last term of the right side of (10) can be immediately neglected
since Cm-1)C 1)/O'M(7v) =o(l), and the convergence of the series

00

ars _s+1 is insured by the order condition on J?®. To show

r,s=—o00

that the second and third terms of (10) are also negligible (we consider
M

only the second), we apply Abel's formula to 2%  m-K—m—r,—*+ir

m=0
obtaining
M
A P(3) r<(?-2) p(3)
x/ —m—r,—s-j-| M —r—+Il,—s-f-1
zn=0
M
Vi —ii) r>3) i p(0—2) p(3)
— 2] r-H, —s+2»

771=0

The second and fourth terms are immediately negligible, and the first
and third being of the same form, we consider only the first. By repeated

M
applications of the preceding arguments, we find £

m=0

equal to

M
(11) 2°<Z<)1?2),,_r,_st1+/, 7=3,4,...,</3>+1,

777=0

where / is the sum of terms which can be neglected immediately or are
similar in form to the first term of (11). If fi is an integer, for ?=/? in (1D)r
the first term becomes

5\? ™M —s-f-l_j?icl,\ll-l-l)r

xf —m—r, —r,—s4~

771=0

a— P, s O

— pC+h
—r-f-1,— S—2 ~r -f=l,—s~HH

the second and fourth terms being negligible. Since

J #{RY- - L=
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by Lemma I, substitution of this term into (8) gives (C# x)/Cm CffjOeJM?)
which is o(l). If [J is not an integer, let £=</?>—/?, and the first

M
term of (11) becomes, for j=<3>+1, 2? X—+—s+i+ Now

X ar/R™MNhNLsn\=0(m~) by Lemma Il, and

r,S=—-00

M
p(<r—X)
Vv7v 2 C/\o/\)

p(0> zi(«)
VN

o)

is clearly o(l) by the absolute convergence of the series £

772=0

Hence, all but the first term of (10) have been shown to be o(l), and
since this is of the same form as (9), we may apply Abel’s formula again
to obtain that this first term is equal to

M,N Az

V1 [MitP—3)  —3) p(3) —2) —3) p(3)
/i M—m N—n —m—r, —N—sS N 7 M—ni —m—r,—s+1
m,n=0 m—0

(13)

where the last three terms can be treated as were analogous terms of (10).
A further reduction of the first term of (12) leads to an expression of
the form (12) so that it is enough to consider

M,N
<13) CWN™n -N-s, j — positive integer.
m,n=0

If is an integer and a=0, letting j=fi in (13) gives

and

00

2 ars(RMwr—n—s — R s — BGr s + TR i1l = S\ AT

by Lemma Il and the fact that (i and o are positive. The theorem is
proved for this case.

If fi and « are integers, but o>fi, the reduction of (13) leads to terms
of the form

‘B(—oﬁgr, —N—s —-p (—RD:-H,?W—S —Eﬁﬁgr, —s+1 /ID\ p(ﬁrtQ, —s+1-

These terms may be treated exactly like the corresponding terms of the
previous case for which o-="
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If (} is an integer, but o is not, and >;=<a>—o, letting j=1/ in (13)
gives

3f 2V N m
72N
~AN— n K —ir,—n—s — X N—n X —m—r, —n—s
mtn*=Q n=Q m=0

aM—r, —n—s+1
n=0

mwhich can further be reduced to terms of the form

Vo4 N—n —M—r, —n—s

n—o0
Since

J? asR™M+1In_s=o0 1y
r,8" oo
by Lemma II,
Jr-,7, 3" OfcV'«[JK'(»+D’ ] =1 J° +1)1
n=0 n=0

2V. N
=k Z2 G CO[(N+1)l+ B = 6= n+

Cn n=0 hff n=wW~nI

for arbitrarily large N and some sufficiently large but fixed Na The
first term on the right is clearly o(l), and the second is arbitrarily smali

by the absolute convergence of the series Cn—-
n=0

If fi is not an integer, but a is, and if £=</?>—/?, the reduction of (13)
leads to terms of the type

M
NP1 P _ pC+D __p+D | p(c+D \
/i Un—m \JA—m—r>—N—s  Jl—m—r+1,—N—s Nn—m—r,—s-|-l r xt_ m—r+1, —s+1)¢
m=0
Since
0o
2 <, R™r,-N-s=0[(m +1/
and

M=o

as shown above, the other terms being treated similarly, the theorem
is proved for this case.
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If both f) and o are not integers, (13) may be reduced to terms of
the type

By Lemma II,
a,, R™>+~n_, =o[(m+1/(»+1)°]
r8*=—<
so that
1 v
™ v m,n=0
MO,NO M9,N M,No M,N
cm CWv |

m,n=0 zn,n=0.Arn0-j-1 zn,n=Afo+I,O0 m,zi=Jf0-HL,2Ve-f-1

for sufficiently large but fixed Mo and No. The first three sums on the
right are clearly o(l), and the last is arbitrarily smali by the absolute

00

convergence of the series 2? X) . The theorem is then proved

zn,n=0
for all cases.
We now state the corresponding theorem for conjugate series, its
proof being similar to the proof of Theorem II.

Theorem 1V. If, for f! and a positive, the coefficients amn of series (4)
are o[(jm|4-1)*3(In| +1)°] rapidly, and the coefficients amn of (5) are
O[(jm| + 1)—2~3(H + 1)—Xx-3], and if (5) conrerges, together with all derir-
atires with respect to x and all derivatives with respect to y up to order <<r>
to 0 for (x,y) e X@Y, then the series (7), conjugate to the formal product
of (4) and (5), is uniformly summable (C,[j,<y) for (X,y) e XxXY.

In the following theorem, we consider the case in which the two in-
dices of summation are in different ranges. For definiteness, we assume
—1<—and a>0.

Theorem V. If the coefficients ann of (4) are o[(|m| 4-1)—®(|n| 4-1)]
and the coefficients amn of (5) are O[(jrm\4-1)-2ff—3(j»j 4~1)""2"*“3], and if (5)
comerges, together with all its derivatives with respect to x and all its deri-
vatives with respect to y up to order <<r>, to 0 for ,y)e X@Y, then the
formal product (6) of (4) and (5) is uniformly summable (C,—/?,¢r) to 0
for (X,y) e XxXY.

In case -=0, we need only assume that the coefficients of (5) are
©[(H + H-"Inl + 1)-3}-

The proof of this theorem, which involves an application of Lemma V,
is similar to the proofs of Theorems I and Ill and need not be given.
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We now state without proof the theorem for the conjugate series
corresponding to Theorem V,

Theorem VI. If the coefficients amn of (4) are O[(jm|+ 1)—®(|n| + ]
rapidly and the coefficients amn of (5) are +1)~2'—3(w| + 1)~
and if (5) connerges, together with all its derivatives with respect to x and
all its derivatives with respect to y up to order <b> to 0 for (x,y) e X@Y,
then the series (7), confugate to the formal product of (4) and (5), is uni-
forrnly summable (C,—fi,a) for (X,y) e XXY.

In case cr=0, we need only assume that the coefficients amn of (5) are

OL(m[ + 1)-3([?i| + 1)_3].

Chapter 111

the the

In this chapter, we shall deal with the Cesaro summability of the

formal product of (4) and (5) differentiated formally a certain number
of times with respect to x and vy.

Theorem 1. Suppose that K and L are non-negative integers, fi and a
are non-negative numbers such that ONM/3—K<1 and O™.a—L.<l. If the
coefficients a,nn of (4) are o[(Im|+ 1)~9(Jw| + 1)—8] and the coefficients amn
of (5) are O[(Jm|4-T)"8-3(|ft|+1)—i"3], and if (5) is the Fourier series of
a function Ifx,y) whieh is constant for fx,y) e X@Y, while its derivatives

didx~yP’ N=04,i=0,l,....Z; i+?7>0,

are 0 for (x,y) e X@Y, then

00

(14) mKnL Amne”mx+n I —I(a>y) #£= mKnLamnelmx+n"
m,Nn=— m,N=—oo

is uniformly summable (C,K—(i,L—U) to 0 for (x,y) e X xY.

If, in addition to the above hypotheses, am, =o[(lm|+1)~(|n|+ 1)~ff]
rapidly, then the difference

— signum (mn)mKnL Amneifmx-+niJ>

@ m,,.=_oo
00

+ 1(x,y) signum (mn)mKnLamne/mx+n~
m,N=—oo

is uniformly summable (O,K—fi,L—a) for (X,y) e XXY.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 5
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We assume that (0,0)eZxIl ancl prove the theorem only for this
point. The uniformity will follow from the uniformity conditions of the
theorems used in the proof. Consider the formal product

00
A'mn e mx—+"

of series (4) and the series

00

(16) £ amne(mx+n«\ amn=am,, |m|+ H >0; aio=ac-A(O,0).

zn,n=—co

Then, A'mn=Amn—A(0,0)amn, and (14) evaluated at (0,0) is the same
00

as  2? mKnLA'mn. Moreover, (16) is the Fourier series of a function

myn=—

Aj(®,2/) which is 0, together with its derivatives

N\ H—=o0o,l,<+/>«

for (x,y) e Xo@ J’0 where Xo consists of the single point x=0, and Yo
consists of the single point y=0. We must then show that this differen-
tiated formal product

= mKnLA'mn

m,Nn=—
IS summable (C to 0. By the binomial expansion,
-A.Njn— dpq CLm—p>n—q
p.q=—%

oo K,L

p.q=—o00 Kk,I=Q

and we consider the generat term of the right side, i. e.

00

= Pkil(m—FPP"k(Nn —"L—lai>Qa"n-p,n-<1-
p,q=—00
This is, escept for a constant factor, simply the mn® coefficient of the
formal product of the series

00
mknla,nn

-00

m,n:
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(17 mK~k nL—T a,nn e~mx-+n">,

m,Nn=—o0

Letting in*na,,,,=cmn, we have cmn=o0[(|m|+ 1)k~?(n/+ 1)i-°], and
letting mK—knL—lamn=ymn, we have ymn=O0[(H +1)-3 (H+ 1)-3!-
Moreover, (17) is the Fourier series of the function

9OXK~k3yL-1

which is 0 for (x,y) e X0@Y0. Hence, these two series satisfy the hypo-
theses of Theorem | of Chapter Il if 0</?—71<1 and O<<t—Z<1. If
N—71=0 or <—_L=0, the hypotheses of Theorem V of Chapter Il
are satisfied. In either case, their formal product,

00
2 mKnLA'm,,,

m,n=—oo

is summable (C, K—fi,L—a) to 0 at (0,0).
To prove the second part of the theorem, we note that (15) evaluated
at (0,0) is the same as

00

— =2 signum

m,n=—oo0

Since this is the conjugate of the formal product of

00
rnknlamn ei(mx+ny>

and (17) evaluated at (0,0), it is summable (C,K—fi,L—o0) by Theo-
rem Il or Theorem VI of Chapter 11, according to whether fi—L and o—L
are both positive or not.

Theorem IT. Suppose that K and L are non-negative integers, fi and a
are real numbers such that K-\-fij~0 and L-j-ff*O. (For definiteness, we
assume L-fa~K+ fi). If the coefficients amn oj (4) are o[(jm| -|-1)O(In( +1)ff]
and the coefficients amn oj (5) are O[(|m| +1)—2t+0—k—3 (|n| .pi)—2)-h>}—r=3],
and if (5) is the Fourier series oj a function A(x,y) which is constant for
(X,y) e X®Y, witile its derivatives

3itIKX,y)

3X|9y| i_o’l""’ KA~-L+ j_olll"'! ZZ+G_pJ>O

5*
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are 0 for (x,y) e X@Y, then

mKnL AmHet(mx+n"™—A({X,y) mKnL amnei(mx-+mj>
m,n=— m,N=—oo

is uniformly summable (C, II® (i,L +a) to 0 for (x,y) e XxXY.
If, in addition to the above hypotheses, amn = O[(|in| + IX (|n| +1)®]
rapidly, then

— signum (mn) mKnL Amne”mx-+nd}
ni,n=—

+ X,Y) signum (uwi) mKnL amn emx-1nn
m,n

is uniformly summable (O, Il +£, L +a) for (x,y) e X XY.

Following the procedure and notation of Theorem | of this chapter,
we note that (17) is the Fourier series of SK—~kIL—'Al(x,y)I3xK~kSyL—I,
which, together with its derivatives with respect to x and derivatives
with respect to y up to order Z + <«7> is 0 for (x,y) exXa®YO0. Further-
more,

c,nn = o[(I rn 1)*+2 (1N 1D71®]

and
ymn = O[(|rn| + 1)—2CL+®)-3 (n| | 1)-2(E+c)-3].

Hence, the two series under consideration satisfy the hypotheses of
Theorem 111 of Chapter Il if K-|-/3>0 and. Z+ 0O. If 11+f3=0 or
L +<r=0, the hypotheses of Theorem V of Chapter Il are satisfied. In
either case, their formal product is summable (C, 11 +/3,L +u) to 0 at (0,0).

The second part of the theorem follows from a similar application
of Theorems IV and VI of Chapter II.

Theorem 11l. Suppose that K and L are non-negative integers, fi
and a are real numbers such that 0 and Z + cr*O. If the coeffi-
cients amn of (4) are o[(|m\ + 1)~"(Jw| +1)f], cmd the coefficients amn of (5) are
O[(jw| 4-1)———0-3(|r|+ 1)—XL-H4—r—=3], anft {f (5) is the Fourier series

of a function 1(X,y) which is constant for (x,y}eX@Y while its derivatives

di+J'I{x,y)

3% 3yi i—0,1,...,11+Z+-(u)-; j—0,1,....,2Z + 1P, i®j=0

are 0 for (x,y) e X@Y, then

e]e] co

mKnL Amne”*mx+n™ — 1{X,y) ml{nL an,nei(mx-+rix
m,n=— m,.

is uniformly summable (C, K—[i,L +ff) to 0 for (x,y)eXxY.
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If, in addition to the above hypotheses, amn=o[(jw! 4-1)-"(|n|+ 1)"]
rapidly, then

— signum (mn)n?A%_E JLmn e'(mx+""

m,N=—

4-  y) signum (M) mKnL amn e'(mx+ny)

ni,Nn=—oo
is uniformly summable (C,K—P,L+ g) for (x,y) e XxY.

For the proof of this theorem, we need only refer to and apply Theo-
rems V and VI of Chapter Il as analogous theorems were applied to the
proofs of the two preceding theorems. For the sake of brevity, we omit
the details.

Chapter 1V

The Theory of Localization

Using the theorems of the last chapter, we may now prove theorems
concerning the theory of localization for double trigonometric series.
We consider first the case in which series (4) is “incomplete” by which
is meant that all the coefficients amn, for m=0 or n=20, are 0. Then,
if (4) is integrated formally sufficiently many times with respect to x
and y, the resulting series converges absolutely and is the Fourier series
of its sum. Thus, if amn= 4-1)+i3(|n| 4-1)°], where/3>—I and a>—1
and 7T and L are non-negative integers such that K—f3>1 and L—>1,
then

00

b4

m,Nn=—o0

(18)

\i/ mKnL
is the Fourier series of its sum, which we denote by F(x,y).

We now suppose that the set X consists of the interval
the set X' of the interwal a' ~.x$fb® where —a a<a'<b’<b the
set Y of the interwal c and the set y* of the interwal
where —n~c<c'<d'<d”.n. To obtain a periodic function 1(x,y) which
eguals 1 on the set xX*®Y’ and 0 outside the set X®Y mod 2n, and
which has arbitrarily many continuous derivatives, we may consider the
function —I1(x) y(y) 4- A®) 4- y(y), where

1, xe X" mod 2%; h(3/)=j i,y mod 27i,

A@®) = .
®© 0, x outside X (0, y outside

and where 2(®) and ;Ay) have sufficiently many continuous derivatives.
The construction of 2(@?) and y[y) offers no difficulty (see [1], p. 87).
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Tliis function, A(x,y), is called a loealizing function, and its use in our
theory is fundamental as will be seen in the theorems of this chapter.
As a matter of notation, we let DM(x) be the Dirichlet kernel of or-
der M and dKfduK(DM(x—u)=D"(x—u)-, DM(x) the conjugate Dirichlet
kernel and dKfdirK{DM{x—u}=DM>{x—u).
We now state the theorem of localization for incomplete trigono-
metric series, which in the case /?=a=0 is due to Lepecki [3].

Theorem 1. Let I(x,y) be a function periodic in x and y of pe-
riod 2n and continuous with its deriratines of sufficiently high order,
Si+t X(X,y)/9x13yi. Suppose that

) — 0, (<ry) outside X®Y mod 2n
AxY) = 1, xy)eX @Y

Then, for (x,y) e X" XT"', the difference

M,n

m,n=—M,—N

(19) 7

n r
(DR ¢ § 1{u,v)F(u,v)DM(x—u}D%\y—r)dudv

TI2
—N —n

is uniformly summable (0,(1,a) in the sense of Pringsheim to 0.
If, in addition to the obore hypotheses, a,m=o[(jm, +1)? (jni +1)°]

rapidly, and 2,(x,y)F(x,y) is the function conjugate to A(X,y)F(a>,y), then

M.N
+ signum (mn)amnei-mx+"y'>

(20 -
+ (<
712

is uniformly summable (C,[i,a) for (x,y) e X" X1
Let cinn=a,,,n/(im)K(in)F Then,
00

F(x,y)= &= cmneN'x+n<d,

m,Nn=—oc

and cmn = of(Im|-f-1)*3-K(w] +1)f—z]. Let

oc
206 Amnel(mx+n™

m,Nn=—oo
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be the formal product of (5), by which we denote the Fourier series of
A(xy), and

00
21 cm,,ei('nx+"B)-

m,Nn=—oo

then, being absolutely convergent, it is the Fourier series of its sum

F@®YA®Y). o ,
We consider first the case in which —1</?  and —1<<t 0. If zl(a?y)
is chosen so that its derivatives
9'+iI™X,Y)

3x" 2yi

are 0 for (x,y e W© YY", then (5) and the Fourier series of Ffx,y) obey
the hypotheses of Theorem | of Chapter I11. This is easily seen by iden-

tifying the fi and o of this theorem with the K—fi and L—o of that theo-
rem. Thus,

j= i+j=0

co e]e]

(20) mKnL Amn cmx+ne —k(x,y) = mKnL cmn el(mx+nB)
m,n=—oo m,Nn=—oo
is uniformly summable (C,fi,0) to 0 for (x,y)eXx* X Y'. But for (x,y)eX* X Y*

A(xy) = 1. Furthermore, mKnLcmn=amnlik~L, and the MNM partial
sum of

£ mKnL Amnelfmx+"

is (I/i)K+L tinies the MNih' partial sum of the Fourier series of F(x,y)X(x,y)
differentiated K times with respect to x and L times with respect to y, i. e.

1 dk+L i r _C
()KL 2 dedyL{J J F{u,v)X(u,v)DM*x—u)DN[y—V)dudvy
Taking the derivative sign inside the integral and noting that
aKFM(x—u)/axK—(—1)KDm)(x—u), we have by (20)
M\N n n
amnei-mx+ne—"N—2— § I X(u,v) F(u,v) DN x—u) D™MN\y—v)dudv
m,n=—M,—N —N —n

is uniformly summable (C.fi,o) to 0 for (ocy) e X' xY".

For the proof of the theorem for the cases when fi~rO and cr*O, or
when |S>0 and —I<cr<O, or when —1</?~0 and <r~0, Theorems Il
and 11l of Chapter Il are applied in a manner similar to the above.

To prove the second part of the theorem, we note that

00

— signum (mn) Amn ei(mx+" )

m,Nn=—cc
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is the Fourier series of its sum F{x,y)A{x,y) sifce this series also con-

yerges absolutely. In the first case considered above, we have by Theo-
rem | of Chapter Il that

— == signum {mn} mKnL Am,, e mx-+nu*

m=—

+H(x,y) signum (mn) mKnLcmne mx+n”™
m,n=—

is uniformly summable {C,fi,0) for {x,y) e X' xI'. The second term is

00

(I/i)K+Lm ng’ signum {mm)an,neikmx+IF>, and the MN'h partial sum of the

Fourier series of F{x,y)X(x,y) differentiated K times with respect to x
and L times with respect to y is

u,Vv) DM{Xx—u) DN{y—V)dudv

so that
AlLA
signum {mn) amn ei(mx-+nn>
m,n=—M,—N
4 ot

—nN —n

is uniformly summable (<7/3,0-) for {x,y) e X" x Y"

By similar applications of Theorems Il and Ill of Chapter Ill, the
theorem may be proved for the other two cases.

The last theorem contains the theory of localization for incomplete
double trigonometric series. For, if

(21) amne ™~
m,N=—co

is another incomplete trigonometric series such that
<4,n=o[(W + 1)"(H + 1)°]

and F{x,y) corresponds to (21) as F(x,y) corresponds to (4), and if F{x,y)
=F'(x,y) for {x,y) e X@Y, then Theorem | shows that (4) and (21) are
uniformly eguisummable {C.fi,0) for {x,y}e X' X by which is meant
that the difference of the two series is uniformly summable (<7,/3,0-) to 0
for (®y) e X* x Y*. With the above hypotheses, the series conjugate to (4)
and (21) are uniformly eguisummable in the wider sense for {x,y) e X* x Y",
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by -whieh is meant that the difference of the two conjugate series is uni-
formly summable (0O,/?, oj.

If (4) and (21) are not incomplete, in order to prove a localization
theorem for these series, we assume a semi-rapid order condition on the
coefficients of the two series, i. e. amn and amn are o[(jw|+1)3(|n| +1)°]
semi-rapidly. The formally integrated series are now no longer trigono-
metric series, but F(x,y) may be written

XKyL %K
a"fik\L\+K\
\V,V e
N/  an,u eimx i a'nn____ ei(mx+ny)
11 A1 (im)K (im)K(in)L
m=—oo m,n=—-co

where indicates certain terms are omitted from the sum: e. g. in the
first sum, the term for n=0 is omitted; in the second sum, the term
for m=0 is omitted; and for the third sum, the terms for m=0 and n—o0
are omitted. It will be convenient to assume that K—/3>2 and L—g=>2.
We now state the theorem of localization for double trigonometric series,
whieh for the case /3=0=0 is due to Lepecki [3].

Theorem 11. If, for (X,¥y) e X@Y, F(XYy)=F'(X,y), then in enery
rectangle X' x W, concentric with and interior to the rectangle X x Y, the
series (4) and (21) are uniformly eguisummable (C,fl,a) in the sense of
Pringsheim.

If, in addition to the above hypotheses, the coefficients of series (4) and (21)
are O[(Jw|+ D8(|n| + 1)°] rapidly, then the series conjugate to (4) and (21)
are uniformly eguisummable (C,fi,ct) in the wider sense for (®,y) e X* >x1".

We split up series (4) into four parts:

00 00 00
2] + 2 P =2 anoetny—a»o
m,Nn=—oo0 m=—o00 n=—oo

where denotes as usual that certain terms have been omitted. We de-
note the partial sums of the first, second, and third series by eMN{x,yj,
gnf{x), and hN(y) respectively, and the partial sums of (4) by sMN(x,y).
Then, sMN(x,y) = eMN(x,y) + gM(n) + hjAy)—aol). Let

00
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Then,

Now let 2(35y) = —XX) y{y) + A(x) +/u(y) where 2(35) and y(y) have suf-
ficiently many continuous derivatives, and such that

mod 2w; mod 2n.

) = 135¢e x* | 1,3/e Y
0,as outside X | 0,y outside Y

We introduce the foliowing notations:

Z(W) G(u)Dm\x—u)du=gM(x) + eM(x),

tt

YWHMID%y —v)dv= HiNGy) + (),

n
— F — A(U)DM)(x~u)du=I +
3 i

e TT

(24)

1

-Y[V)D Xy —v)dv==I + oN(y),

Tl

f DN x-uw)ydu=Il + (x),

J N
I>NXy—v)dv=I + TN(y).

The expressions in (23) are simply the Riemann formulas for certain
single series. Since amo =0o[W] and aon =0[n°], sM(x) is uniformly sum-
mable (C,/S) to 0 for xeXx", and yiAy) is uniformly summable (0,a) to 0
for y e Y’ (see [1], p. 101). The expressions in (24) are the Riemann for-
mulae in one variable for the series consisting only of the term 1. Hence,
5%(35) and ow(y) are uniformly summable (C/3) and (C,a) respectively
to 0 for (a5y)e X' x Y".

Let G(u) =amuK[K\ + G(rC) where (?(u) is periodic. Then,
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by the uniform convergence of the series. This eguals, after integration
by parts, (—1)* (s"(a>)—000). Hence,

(26)

Now we analyze the difference

We can write this as

c T

AMN(X,y)=eMN(X,y) ——  § JE(u,v)U,Vv) Dffl((x—u) D%\y—v)dudv

—ftc —n
Tl

T
I\(U, V) VLG (U)DFffl(x—u) I>NXy—v)dudv

[ - 1
o

+ My)—.2 zre—FJ\U, v) UKH(V) DFfl(x—u) D%\y—v)dudv
\

—TC 71

Al ano ‘l;C ln%(u,v)quL Dffl(x—u) Dx\y —v)dudv..
i+ AKILT

71 —TC

Designate these clifferences by ANNy), AMN(X,Y), AMN(X,Y), AIN(X,Y).
According to Theorem 1 of this chapter, AuN(x,y) is uniformly sum-
mable (0,/?,<r) to 0 for (x,y) ex' XF. Writing X(x,y) in terms of X(x)
and /Ay), we obtain from (23), (24), (25), and (26)

= —~/(ic) 7M7) —~(@a?) Tjv(?/)—«oofm(3?)—aoof.w(®) <in(?/) + ej/(«) cn(2/)

where eM(x)ffN(y) is uniformly summable (C'j?<r) to 0 for (x,y)e X" xI"
sifce the first factor is uniformly summable to 0 for xe X' and
the second factor is uniformly summable (O,0) to 0 for y e X*. Furthermore,

AUN(X,y) = —hN(y)SM()—yN(y) —o0ooTAr(y)—awrN(y) gm(x) + yN(y) gm(x)

where “IN(y)QM(x) is uniformly summable (0,0,a) to 0 for (m,y)eX'xY.
Finally

= «0o[fM(®) + Tw(y) + qm(x) rN(y) + fm@) aN(y) — gm(®) <*N(y)]
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where  (0?) °w(3/) is uniformly summable (C/3,cr) to 0 for (x,y) e X" x Y".
By combining the above, we obtain

@7 Aw)= M®)(Wy) + WM))+-"W(®,?/)

where is uniformly summable (C,/S,a) to 0 for (x,y) e X' x Y
Designate by sMN{x,y), ¢M{x),... expressions analogous to sMN(X,y),gM{®),s
but constructed from the coefficients a~y of (21). Then, corresponding
to (27), we have

(28)  XifIf(x,y)=—TN)[g"if(x) + &i/(x)j— IFX)(@'N(y) + TNy +I)'jitN(X,y)

where D'Mjy(x,y) is uniformly summable (0,/?,a) to 0 for (x,y) e X" x Y".
The theorem will be proved when it has been shown that G(xx)=G'(x)
for xeXx and H(y)=1T(y) for ye Y. For then

AMNAX,Y) —s TIiFN(X,Y)=AMN(X,y) — A'MN(X,Y)
= TNW)[g'iu(x) + sm(x) —gM(x)—eu(x)]
+ ZMX)[hjv(y) + yw(y)—hiv(y) —yiv(y)] + Fluly (x,y)—DMN(x,y)

and if G(x)=G'(x), xe X, and H(y)=H\y),ye Y, (23) shows that
gM(X) + eM(x) = gM(x) + <4(®),  hN(y) + »at(3)) = M?/) + »N(?)

S0 that sMN{x,y)—sMN(x,y)=I)MN(x,y")-~D'MN(x,y) Which is uniformly
summable (C.fi,a) to 0 for (x,y) e X' xY*. We have that

FOGY)—F'(GY)=EX,Y)—E'(XY) + MNG(X)-G'(X))
W (fen—vipr+ " (am—an)

is 0 for (x,y)eX@Y. Letting FLy)=H'(y)—amyL/LI and H'(y)
= H'(y)—a00yLIIA we have

(29) NLN-F@U0)+NHQQ)-H(D) = g(G>»>-1N))

for (x,y)eX@ Y. Fix an arbitrary x, say x0in X. The left side of (29) which
we designate by L(y) is a periodic function of y and can be written as
a trigonometric series with coefficients o(n~2). Thus, the graph of L(y)
can have no angular points ([2], p. 271]). Since ~/Z! [(J'(a?0)—G(®0)] is
periodic and contains no angular points, G'(x9)=G(x0) and more generally
G(X)=G(x) for xe X. A similar argument may be used to show FL'(y)
=H(y) for yeY.

The second part of the theorem may be proved by guite analogous
arguments.
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We conclude with two remarks. If we had defined the series con-
jugate to (4) to be

—i signum (m)amneitmx-+np> or —i signum (n) amn exinx+niJ’>,

m,n=— m,n=
there are theorems for such series corresponding to the ones we have
proved. However, under either of the above definitione of conjugate
series, we obtain a stronger result concerning the eguisummability of
two such series. In particular, if the coefficients of series (4) and (21) obey
some rapid order condition, and if the other hypotheses of Theorem 11
of this chapter are satisfied, we may conclude that the conjugates of
the two series are eguisummable by some Cesaro method, whereas under
our original definition of conjugate series, we could merely conclude
that the conjugates of the two series were eguisummable in the wider
sense.

Although all our theorems have been stated for the case of two va-
riables, the case of more than two yariables can be treated in a- guite
similar fashion.
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ON FINSLER’S MEASUREMENT OF AN ANGLE *)
By S. Got#ab (Krakow)

In Finsler’s spaces Finslerl) stated a definition of a measure of an
angle which for certain angles can be unreal. Eemaining in the two-
dimensional geometry of Minkowski (Finsler's geometry is locally
a Minkowski’s one and problems of measurement of an angle are typical
local problems) let us denote by 1 the indicatrice 2), by 0 its origin. Let’s
establish positive direction of rotation on the piane and let us speak
about oriented angles3). So,that we could determine the measure (in
the sense of Finsler) of an oriented angle whose first side is radius rx
(starting from ©O) it is necessary and sufficient that the indicatrice 1
should have at the point P1 of intersection with the radius  a deter-
mined half-tangent A (directed towards$ increasing angles) which would
not lay on the ling determined by radius rx4). Let’s denote now by r
an radius starting from o, sufficiently near to the radius and such
that the angle (rifr) should be positive; r should be neighbouring
enough to the radius r: so that it must intersect the half-tangent A at
a point Q56 To continue let’s denote by P the point of intersection of
radius r with the indicatrice 1.

*) The results contained in this paper were presented at a meeting of the Polish
Mathematical Society (the Cracow Branch) on 25-th November 1947.

b P. Finsler, Uber Kurnen und Fldchen in aligemeinen Bdumen, Dissertation
Groéttingen 1918, p. 39.

2) According to Mr C. Caratheodory. Indicatrice is called by many an Eich-
kurne. Hadamard is calling it figuratrice, chr. Pauc calls it courbe d’etallonage.

3) In Finsler’s spaces the Finsler'® measure of an angle depends on the direction
(orientation) of an angle. For that purpose see the paper by A. Bielecki and >5. Gotab,
Sur un probleme de la metrigue angulaire dans les espaces de Finsler, Ann. Soc. Pol.
Math. 18 (1945), p. 134-144, Theoreme II.

4) Finsler himself made unnecessary a stronger assumption, because he assumed
that there is a tangent to the indicatrice at the point Px. Really it is enough to make
a less strong assumption. See the paper as under 3). The assumption about the line
passing through but not tlirough the origin O is necessary for the existence of the
point Q, which is used in the definition of the measure of an angle.

6) So that the point Q could exist, the euclidean measure of an angle between
and I must be smaller than euclidean measure of the angle between the radius and A.
The latter is from the assumption positive.
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By Finsler’s measure of an (oriented) angle between and r we
understand a number ¢ such that

{I) COS (p — )

0Q

It is obvious that when indicatrice 1 is a convex curve (even though
in larger meaning oj that word) then the measure < will exist for r near
enough to rx at jreely chosen position of radius & and that measure will be
always a positive number: That comes obviously from a fact, that for
a Convex curve at any point exists a half-tangent i,, not passing through o
and there is OP~OQ.

In a case when indicatrice 1 is not convex it may happen that OrP >0Q
and then there isn’t a real number < satisfying eguation (1).

The purpose of this note is the proof of a theorem which is in a sense
a reverse property of the fact that for convex indicatrice 1 the Finsler’s
measure of sufficiently smali angles is a real number.

Theorem. If indicatrice I is a closed curre 8 and if Finsler’s measure
of angles uniformly smali8) and egually directed9) is a real number, then
indicatrice 1 is a convex curve in a large sense.

Proof. Let us suppose for a moment that indicatrice 1 is not a con-
vex curve. In that case, remembering a certain theorem by Leja and

6) It is easy to see that this definition is the natural generalization of euelidean
measure of an angle i. €. the euelidean measure we are getting in a case when the in-
dicatrice 1 is a circle, and the origin O is its centre.

’) The supposition that indicatrice is a closed curve is essential. To show that it
is enough to have a look at the following esample. Let the origin of axis of reference O
he the origin of indicatrice as well and let the indicatrice itself be formed by four lines:
one line of eguation Y= 1—2® for and the rest of lines formed by the given

above eguation and turned about point O by an angle % , 71, 1 For such indicatrice

(having 4 points of discontinuity), obviously not convex, all conditions are fulfilled
except one: such indicatrice is not closed curve.

Instead of a supposition that the indicatrice is a closed curve, we could make a less
strong one and such: the increasing of the measure of an a angle I. €. the following
auality: if the radius I, precedes radius 2, and r2 precedes r3, then the Finsler’s measure
of the angle between rt and I is smaller or equal to the measure of the angle between
r, and r3. Would the Finsler’'s measure fulfill the condition of addibility, then the above
property would be obvious, but we know that the Finsler's measure does not satisfy
in generat the law of addibility (see paper under 3)).

8) Uniformly smali means that there is such positive number <u, that, providing
the euelidean measure of an angle between r, and r2 is less than >, the I, and r3 we
cali as being near.

9) We say, that angles N.(rltr2) and «);(r3,r4) are egually oriented if from “rx pre-
cedes r2” can be conelude that “rS precedes r4”’. The preceding is defined as follows:
draw a line through r4 then the 2 should find itself in that half-piane which corresponds
to the euelidean measures of angle between 0 and N, providing we take the arm r4 as
starting line.
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Wilkosz 10), there must be on indicatrice 1 at least one point of con-
cavity R. That point R has a following property: there is a circle G,
with centre in R, whose fuli halfdisk except the point R lays inside 1.
Let's take one of such points R under consideration. Because-as it is
not difficult to show — Finsler's measure of angles is an invariant of the
group of centro-affine transformations of 1 u), we can, by applying cer-
tain transformation, make that the point of concavity R will have co-
ordinates (1,0) and that the diameter of the halfdisk D will be perpen-
dicular to the horizontal rc-axis.
Let us first look into the case when the half-tangent w0 at the point
R lays along the diameter of the halfdisk 1) 12). Here the are of indica-
trice 1 runs in the righthand-neighbourhood of R outside D and for points
P of indicatrice 1 near enough to R the line
OP cuts the radius t at the point Q (Fig. 1)
and, therefore, there is OoP>0Q and the
measure of the angle $z(OR,OP) is, in spite
of supposition, unreal. We have therefore
a contradiction and that case is proved.
Now we will start a more difficult
case when half-tangent t lays outside
of D.
Let us denote by c the euclidean measure of an angle, about which
there is a note under8). Here, we have

(2 cox = 2 are tg pO,

where 2@0 is a diameter of the halfdisk D. By s we will denote a radius
starting from R and parallel to the t/-axis, by b'a radius starting from R
and a bisector of the angle between s and t0, by c02/2 an euchdean mea-
sure of the angle between radius opP and OR, which angle should be
smali enough so that the common part of the angle -i£(0P,0R) and (s,b),
without the point R itself, must not contain any point of indicatrice 1.
By making the co2 smaller it is possible to satisfy the last condition be-
cause half-tangent w lays outside of the above mentioned common part.
Let us at least denote

3) co0 = Min (co, cox, co2)
and, by rx or r2 radius which with the a?axis makes an angle, whose

euclidean measure is either -5 or )

“) F. Leja and W. Wilkosz, Sur une propriete des domaines concaves. Ann. Soc.
Pol. Math. 2 (1923), p. 222-224.

u) The affine transformation is called centro-affine, when the point O is unohanged
during the transformation.

12) Would we take the original definition by Finsler, then the proof could ho
reduced to that case. In case of two-sided tangent, that tangent must lie on the dia-
meter of the halfdisk 1), if D must He inside I.
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Next, let us draw through a point M of intersection of radius r2 with

radius b a ling 1, perpendicular to the ®-axis and let us denote by G the
interior of an area bounded

by Unes—s,Z,0i,r1(Fig.2). The

domain G is shaded on the

drawing. Because If is a point

of indicatrice and indicatrice

is a closed curve, the domain

G must have points of it. Ali

the following reasoning will

tend to show in the domain G

such a point A onindicatrice 1

at which the half-tangent t

would cross the line 0Al13).

Here we will use the fact,

that the interior of 1 is corps

radidl i. e. that 1 has with

each radius r issue from o

only one point P in common. For that purpose we will use the polar
eguation for 1, where the above fact is taken into account. If

(4) e=¢(a)

is a polar’ representation of 1 where O is taken as origin and ®-axis for
initial ling, then the parametric eguations will have the form:

X = p(a) cos a,
(5) —p@
y =g(a) Ssina.

The following lemma will now be used.

Lemma. The necessary and sufficient condition for a curve defined by
eguations (5) to have in a=a0, when @@o)7~r0, a tangent not passing
through O, is the fact that the function o(cty must hme for a=al a derica-
tive g'(a0".

The proof of that lemma, probably not new, is left to the reader.

From that lemma it is easy to get its generalization in such a way
that for the word tangent the word half-tangent will be substituted and
for the word dericatiue the word one-sided derivative.

Because points of indicatrice 1, which are inside G are certainly dif-
ferent than o and because from supposition the half-tangent t at the
point P does not go through O, therefore we can to our points P laying

13) It follows from our supposition that | shouléL have only onesided tangent at
any point, therefore a priori it might appear possible to eonnect the point A with the
point R with such are for which the half-tangent at any point does not cut the line OM.

Rocznik Pol. Tow. Mat. T. XXIV. 6
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inside G apply the generalized lemma. Then the coefficient of direction
a of the half-tangent t will be as follows:

o' (a) sina + g(a) cosa

(6) a g A

- g+(a) COS a—o(a) Sind

providing the denominator is unegual to zero. 0" (a) means the right-
hand-derivative.

Our purpose is, as we said before, to show that there is in the inte-
rior of G such point A at whieh the half-tangent t would cut the line om.

We will use a theorem whieh can be found in the book of S. Saks M)
and whieh says that i/ a eontinuous function F(x) of a redl uariable in an
internat lo has almost enerywhere a righthand-derivative F'tx)”(), then the
function F(x) is not decreasing in that internat.

Let us consider the function

®(a) = g(a) cos a

in the interval . There is ®(0) =g(0)=1, but for -?<a<O0

there is a?@@) >1 when a suitable point of indicatrice lays outside D.
For a near enough to zero the corresponding point of indicatrice would
lay inside the halfdisk 1). We maintain, that there is such a* interior

of the interval , for whieh there is
()
Indeed, would there be in the lefthand neighbourhood of the point a=0:

then, using the mentioned before theorem, the function ®(a) should be
in that neighbourhood non-deereasing. Therefore, because of the egua-
tion 0?(0) =1, should be <r(a)™l, whieh is impossible. Let A* mean a point
of indicatrice corresponding to the amplitude a* and let t be a half-tangent
at the point A*. We have

g(a*)>0
whieh can be written as

g(a*) {cosaa* + sin2a*} >0
o —g(a*) sin2a*< p(a*) C0S2a*.
Let us add to the both sides the expression
£L|_(a*) sin a* cos a*;

14) S. Saks, Theorie de Vintegrdle, Monografie matematyczne, Warszawa 1933,
p. 137, theorem 17.
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we will get
sin a*{"(a*) cos a*—o(a*) sin a*}<cos a* {g'+(a*) sina* + g(a*) cos a*},
which can be written in a shorter form:
Sin a* + x'+(a*)< CoS a* + y'+(a*).

Let us note however, that there is cos a* >0. Therefore, using formula (7),
we will get by diyision of the last ineguality

On other hand we have

* ?/(«*)'
9T @y

because the domain G lays below ®-axis, hence we have

xe Y(«*)
() < taxy <0
which proves, that the half-tangent t cuts inside the line OJL
Now there is only one step to finish the proof. Let us denote by N
a point of intersection of radius r2 with the radius s. Then we know that
the interior of the triangle RNM hasn’t got any points from the indi-

catrice 1. Further let’s denote by - the euclidean amplitude of ra-
dius oA* and let us take any radius r issue from o which would have
amplitude O<,a<*“<“. That radius r will cut firstly (counting from 0)

the half-tangent t and later on the indicatrice 1 hence OQ<OP.

The measure y> will be unreal while the euclidean measure of the
angle between radius r and OA* is smaller than co* hence smaller than co0,
hence than m what is contradictional with the already established fact.

And so, in the second case, we come to a contradiction and, there-
fore, the theorem is proved.

liemark. A guestion arises whether it would be possible to make
less strong assumption about the reality of angles uniformly near to
each other. An example can be given however showing, that the assum-
ption is essential. Let us take an indicatrice, which is formed from three
arcs of foliowing curyes:

1) x=—11—w
9) 2) x2—6xy + 9t2+ 6x—2y—7 =0 for x~o, y™O
3 x2+ &xy+9j2+6x+2y—T7=10 for  cc>0,
6*
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That curve is formed by a halfcircle and two parabolical ares. It reminds
by its grayzLeo cardioid and differs on principle by a point of bending
(for ®=1, _F)' while the cardioid has an edge. For cardioid, as an in-
dicatrice, the Finslers measure of angles, whose first arm goes through
the vertex of the edge, is not determined. On the other hand we can
see that for our above mentioned curve (9) as an indicatrice, for each
radius  there is such riglrthand-neighbourhood (not for all egually
large) that for any radius,l from that neighbourhood the measure ¢ of
an angle between and r is real, but the indicatrice, in spite of that,
is not a convex curve.



EVALUATION DU DOMAINE DE RZGULARITE DU CONOIDE

caracteristique

Par J. Szarski (Krakéw)

Introduction

Considdérons une Oguation lineaire aux derivecs partielles du second
ordre, normale et du type tiyperboligue

m—1
(1) =0 («f* = «*]),

i,*=i m

ou les coefficients aix sont de la classe C? dans le voisinage

(2)

et la forme caractoristigue
() o

est positive, definie pour tout point du voisinage (2).
L’¢quation aux derivles partielles du premier ordre

m—1
{2 é/ja,kzl\— -Xm}§>z<|'as>fk \AR7-0

i,k=l

dofinit les caractoristigues de 'eguation (1), tandis que le systeme d’equa-
tions différentielles ordinaires

3= __1aik(X1,...,Xm)pk (i=1,2,....m-I): QX%TW'P"]’
B

definit les bandes caractoristiques de I'6quation (4). Désignons par

0 Ki=XI(t pL,..pn), - pi=pi(t ...

()
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Uintégrale du systeme (5) et (6), doterminde par les yaleurs initiales

(8)

Lorsgue les yaleurs initiales (pH...,pm) satisfont aux relations

m—1 ni
9) a7((0,...,0)pzpA-pm =0, 2p*>0'
Z*=l 1=1 p
la courbe
(10) = )P m) (i=1,2,...,m),

dans l'espace de points (ag,...,®m), est dite la bicaracteristigue de I’6Ggua-
tion (1), issue du point (O,...,0).

Il est dvident, d'apres la forme des Oguations (5) et (6), que, pour
a 0 fixé arbitrairement, la courbe

p api(as,pl,...,p,»)
est une integrale du systeme (5) et (6) satisfaisant aux conditions initiales
Xi{as.p1,... ,pm)s_0—0, ap;(as,p!,... ,pm)s=0 = api.

Il en résulte, en vertu de l'unicite des solutions du systeme (5) et (6), que

(12) ®i(bPI> "¢ iIPm)i=as - iaPm)j
et, par conséguent, la courbe ==ir,(s,apl,...,ap0l) n’est gue la courbe (10)
mais avec une représentation paramétrigue differente. Il s’ensuit,

d'apres (9), gue les bicaracteristigues, issues du point (0O,...,0), forment
une familie de courbes a m—2 parametres. Elles engendrent donc une
surface a m—1 dimensions dans 1’espace de points (aa,...,a?,,,).

D’apres ce qu’on vient de constater, il suffit, pour obtenir toutes les
bicaractéristigues issues du point (0,...,0), de remplacer les relations (9)
par les suiyantes

(13) ~Fi=1-

La surface engendrée par ces bicaracteristigues est composee de deux
nappes, dont l'une s’appelle conoide caracteristigue direct au sommet
(0,...,0), l'autre conoide caracteristique retrograde au sommet (0O,...,0).
Le premier conoide est composé des bicaractoristigues envisagoes pour
les yaleurs i=0, le second — pour les yaleurs
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Le but de ce travail est d’dvaluer le yoisinage du point (0,...,0) dans

l'espace de points {xi,...,xm-1), ou I’6guation de chacun de ces conoides
peut etre mise sous la forme

22, = <p(x1,...,xm"1),

ainsi que de trouver une 6Ovaluation d’en bas de leurs hauteurs. 11 suffit
eyidernment de rosoudre le probleme pour le conoide direct. CPest de
ce dernier que nous allons donc nous occuper dans la suite.

Le premier probleme pour ce conoide revient a I'evaluation du yoi-
sinage U du point (O,...,0) dans l'espace (0",...®™-1) tel que, pour tout
point et différent de (0O,...,0) yienne correspondre un
systeme unique de yaleurs

(A) t = t(Xi,... pi==Pi{Xil... ~xin "=1,2,...,w),
de maniere que

et
(J) xi==xi[te<1d...1xni-1), Pi(iTjd.J - Dy..2721 (N D17 (=1j2j..yW  1).
L’6quation du conoide direct aura alors la forme

Ui = XA =1), PI(M7eeeh —1), 000 j pm (®1, oo+ j®M—1)]*

Hypotheses sur les coefficients aik

Nous allons admettre, dans la suite, I’existence de trois constantes

positiyes M,N,Q telles que (pour i,lc=I1,2 —1; j,1—1,2,..,,m)
Saik 0la-* .
(V) N7 | exjaxl <M dans le yoisinage (2),
m—I1 m—I1
(15) == ik (M, pour 722=1 dans le yoisinage (2).
/,*:! t=i

I. Commeneons par evaluer l'interyalle O”Ni<d dans lequel les int$-
grales du systeme (5) et (6), qui correspondent aux yaleurs initiales pt
yerifiant (13), sont dsfinies.

En vertu de (6) et (14), nous avons pour une telle intdgrale, tant que
[/73). <-®, linegalite differentielle
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J0+ désignant la dorivoe droite par rapport a. t. D’autre part, d’apres
(8) et (13),

) (KPI.-t
et puisgne l'integrale y(t) de I’6quation

dy Mm2
dt 2 vy’

doterminde par la valeur initiale 2/(0)=1, a la forme

2
y™ = 2—UlrnH’

nous déduisons de (16) et (17) que linegalitol)

2

(18) 2—Mm2t

est vorifioe dans lintervalle
(19)

tant que lintdgrale envisagee existe. Pour les memes valeurs de t, nous
avons de (5) l'inogalitd différentielle

d’ou

x) Cf. par esemple T. Wazewski, Systemes des eguations et des inegalites differen-
tielles ordinaires aux deuxiemes membres monotones et leurs applications, Annales de la
Societé Polonaise de Mathematique 23 (1950), p. 112—166.
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et, par conseguent, en vertu de (18),

2m(M 4-1)

(20) 2—Mma2t

D’autre part, d’apres (8),
(21)

et puisgue lintegrale y(t) de l’eguation

dy 2?n(Jf+l)
dt 2—Mma2t ’

telle que y(0)=0, a la forme
W =~2(S1)Inl2~1W)

nous avons de (20) et (21) l'inegalit$

2(J3f 4-1)
(22) Mm Ir21(2—|v|m2t)
dans lintervalle (19), tant gue lintegrale envisagée existe. Il rosulte
de (22) que dans l'intervalle
MmJR \
2(11 + 1)/

(23) oNi< M2
linegalits |/ x2 <R est vérifiee. Or, puisgue A< j~m2  comme toute

intograle du systeme (5) et (6) peut etre prolong$e jusqu’a la frontiere
du domaine

arbitraires,

dans leguel le systeme est defini, nous en concluons gue les integrales
du systeme (5) et (6), correspondant aux valeurs initiales pi qui vsri-
fient la relation (13), sont definies dans l'intervalle (23).

Il. Posons

£(0,...,0) =0.
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Les fonctions ainsi dcfinies sont continnes dans le voisinage
(24)

Les valeurs p, etant fixSes arbitrairement et ne s’annulant pas toutes
a la fois, nous avons

(25) o (i==1, 2, ..., %),

pour tout tel que les membres gauches existent. En effet, d’apres
la definition des fonctions ®)(<Zi,..<Zm) et d’apres (11), nous avons

=®,(t,pL,...,p,)-

Nous demontrerons que les fonctions xi(ep_,...e[m) ont les dorivees
partielles du premier ordre. Nous savons que les fonctions ~(F,,..., p..)
sont de la classe ct par rapport a toutes les variables. Tl s’ensuit que
les fonctions sont de la classe C pour

(26) 0

D’autre part, en differentiant les identites (25) par rapport a p,, nous
avons les relations

sPj |
m

pour O<f<®, et p2—1- 1l en resulte que

(27) ) >-oo' )Pm)

pour q. satisfaisant a l'indgalité (26).
En posant, en particulier dans (25), pi=8q, (Z=I,2,...,m) et en diffe-
rentiant par rapport a t, nous avons, d’apres (5),

m—I1

(28) 'li
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En faisant tendre t vers zero et en tenant compte de ce gue
(<r)f=0 —0, (?/)f=0,p"=0y = 81=1,2,...m),
on deduit de (28) les relations suivantes:

(20) (Si 0=aA0’—"0) (M=1,2,...,m—1),
(30) =0 (4=1,2,...,m-1I),
(31) i ey =0 0=1,2,....m-I),

Nous démontrerons dans la suite que les derivees " sont aussi con-
<
tinues au point (O,...,0).
I1l. Posons a present;

Les fonctions xt sont, selon (15) et (24), definies dans le yoisinage

J

1N+
Considerons la transformation
(T) ®i — T/(21? *==, Soi—1) (t=1,2,... m—1).
Nous ayons

xz(0,...,0) =0 (4=1,2,....m—1)

et lorsgue
(T-1) 2/ — (®1,+e1®2zn—1) —1)

est la transformation inverse a (T), nous aurons, en posant

t — | m-1 m—1 . 1
=1l 2 2-+ J aikMg.gk -
?7 (=1 i,k=I

Il—l’m =—71/ 2 aikW<I~k
4f i,i=I
I /m-I . ) ., .
pour 0<1/ 5 a? les relations (R) et les identités (J), (cf. ci-dessus, In-

troduction), d’apres la dsfinition des fonctions et en vertu de (25).
L’evaluation du yoisinage u, dans leguel le systeme (V) de yaleurs qui
yerifient les relations (R) et les identités (J) existe, revient donc a I'éva-
luation du yoisinage d’existence de la transformation inyerse (T-1).
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IV. Passons a présent a guelgues dvaluations auxiliaires. En substi-
tuant X/=Xi(t,pij... ,pm)j Pi—Pi(t>Pu >Pm) dans (5) et (6), nous avons
des identitos gui, différentides par rapport a pJt donnent

(33) I k=l 1=1
(34) 2/W
dt\dpi.
m
Les identités (33) et (34) sont valables pour et "p?=I-

i=i
Pour simplifier les calculs,] nous allons considerer ces identitds dans
I'intervalle 2)

(35)
Drapres (18) nous avons, dans lintervalle (35),

(36) (=1, 2,... .m.

En vertu des in6galitdés (14) et (36), nous deduisons de (33) et (34) les
indgalitos differentielles suivantes

m n
. +> (i=1,2,..., m—1),
(37) 2= k=1
3 (Bxm\ .
oat\dpj) —dmj + 1,
m m
T H+2mM Y 4 +2mM.
= 3P1 I(rz—il SPi

De (37) et (38) nous avons ensuite l'indgalite

2 9 (Spt
St \Spj
(39) I

(4m3Jf +1) Sp:
h=lI

Spi

+4m3Jf+1.
Spj

2) Nous verrons dans la suite que, si nous continuions les calculs dans rintervalle
ONt<061; les constantes a evaluer seraient au plus deus fois plus grandes, car $1<2<5a.
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D’autre part, puisgue
é’ltzo SP.ilt=o
alors

o) R 3&] ,,,,,,,,

Il resulte de (39) et (40) que nous avons dans l'intervalle (35)3)

(41) ;’D‘: rexp [(Am3IF+1)1]—1,
d’oii .
(42) 3X| Am3Al+1\

V/ m2AT /

Il vient en outre de (39) et (41)

(43) 2 3[ g O (msmM+ DA,

ainsi gue de (5), (14) et (36)
W ¥ .l

V. Nous allons 6valuer la somme

Il resulte de (33) que

gkrm [ SX[ " Ta

Pjiy Pk

Spk  (3®i\
3pi 2%=0

3 B

3) E. Kamke, Differentialgleiehungen reeller Funictionen, Leipzig 1930, p. 151,
Hilfssatz 3.
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B

ou, dans les a,*(<»!,...,a?m), nous avons substitue XJ_XJ(t,p].,,pm) D’apres
(14) (29), (30) et (36), il suit alors de (45)

\ H))(JI WX=0] + 2m2JF2i + |fy|

i @bﬁ i

Evaluons a present |/y|. Nous avons

f-xgd ¥

3-fmj 32P,,,
dt SpjSt

(46)

(47)

Il en résulte, en vertu de (14), (42), (43) et (44),

| =2, +df(AmiIf+1)II<2(IF+1)(Am3TIf+1)N
(48) Gi= ,2,..-,w—1),

3&” < (4m3If + DA<2(df +1)(4m3_ ZIf + 1)N.

D’autre part, en vertu de (8), (29), (30), (31) et (32),

(49) (A/U=¢°- (i,2=12,....m).
De (48) et (49), il vient donc
(50) |1,7) ~2(71/+ 1)(4m3J/ + 1) Al, (i,j=12,...,m).

Revenons maintenant aux indgalités (46). Nous en doduisons se-

lon (50) ; ,%m )

)
+ 2t\m2M2 + (M +N(@Am33I+HA] (7=1,2,...,m—1),

é @ﬁ}! < 2i(Jf + )(47n3H + DA,
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d’ou
.- B ] |
61 R =
Puisque
)m/ (®
3Pj ~Qj'qs-0

nous en concluons
1]

oXj <m-JP + (3/+1) (W= + IM [exp(2m>Jf()_ x]

: 2m3If2
52 = O

mmz24-(M4-1)(4m3ifa-DA |
mM t— aff),

car «<) est l'intégrale de I'equation
= 2m2Jfy + 2m[m2Jf2 + (IF 4-1) (4m3M 4-1) A]t,

qui s’annule pour t=0. Nous YSrifions facilement que

(53) um4n =0

/>0 t

Puisque, en posant en particulier dans (52)

nous avons

(54)

il résulte de (53) que les derivoes %—; sont aussi continues aupoint (0,...,0).

Le resultat que nous venons de deduire permet de dSmontrer que

les fonctions xt(ql,...,qm—i) (of. alinea I11) sont de la classe ct dans le
voisinage

(55)
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Pour
m-1
O< 5 2%
i=lI
ceci est 6vident, et nous avons
ni—].
" . 2 ajkwok
3xt __ SX't 3xi
(56) 3qj~30~3qn (M=1,2,...,m—1).
UikwWani,

En vertu de (14) et (15)

7M7—1
T NSt

1 M\m
(57)

wW

Il en resulte, d’apres (29), (30), (56) et en vertu de la continuite des

(58)

V1. Pour oOvaluer le voisinage d’existence de la transformation inverse
a la transformation (T) (cf. alinda I11), nous allons d’abord evaluer le
jacobien de la transformation (T). Nous nous appuyerons sur le suivant
Lemme. Posons
A = Det [aiA(O,...,O)l]
i,k=1,2,..., ni—

et considérons la fonction a (m—I)?2 variables ¢k  (i,k=l,2,..., m—I):

-E(Mly oo, —L m—1) — Det (<ZEf £in)
Lorsgue
2—ni

(59) |e/A|<B = minfl, I)"‘Z(W—Z) ) (M +1)2_n1],
nous avons
(60)

En effet, designons par Aih le mineur algdébrigue du déterminant F,
correspondant a I'6lément  + Nous avons alors, en vertu de (14)
et de (59), en appliguant le theoreme de Hadamard au déterminant Aik,

3F m—2
ik Aal< (m—2) 2 (MA-Dm~2,
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et, par conséquent, puisque _F(0,...,0)=zf et |e(*|<B,
m—I
i,k=I
m-—2

<(MmM—D2(m—2) 2 (1fd-Dm_2B ™MMQ,n_1.

Nous avons donc

puisgue, d’apres (15), A >Q'n~1, d’ou (60).
Passons maintenant a I'6valuation du jacobien de la transforma-
tion (T) (cf. alinea III)

Nous avons, selon (58), 4 =d(0,...,0). Pour pouvoir appliguer le Lemme
au determinant (61), it suffit d’6valuer le voisinage du point (0,...,0)
dans l'espace (gj,...,"-!), dans leguel on ait
(62) —av(0,...,0) <B

En vertu de (54) (56) et (57), nous avons dans le yoisinage (55),

(63) m—I m—I
Z U+ Z “ikwhlk
1=1 I,k=I

Nous yerifions sans difficulté que, pour >0,

e 940

mM

Il en résulte, selon (63), en posant

m2AI2+ (Jf+1) (4»i3J7+1)A /7  M|/m\

que
65 Xp 2m2Mt)~1], I/m-i . ™.
(&) ty Clexp m2M) ]t=<n} di+ zZ
.. To1=1 I,k=I
dans le yoisinage (55).
4) Ceci resulte de l'inegalite exnN - 1.—|] <™MN(expat —1), lorsgue nous posons

a=2m‘M, b= 2m[m2M2+ (-MH-1) (4wi3lf-|-1)J.].
Rocznik Pol. Tow. Mat. T. XXIV.
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Nous en concluons que les inegalités (62) sont ycrifices pour

1 . B+C
2mz2HI C

c'est-a-dire, selon (15), dans le yoisinage

1 } B+C\
(66) 2m2M c r

En yeitu du Lemme, nous avons donc, dans le yoisinage (66),
(67) Det
D’apres (14) et (62), il yient en outre dans le meme yoisinage

(68)

. <b-+jw
\d9j

Les inegalites (67) et (68) nous permettent d'Syaluer les allongements
supérieur et inférieurb) de la transformation (T). Nous ayons, en effetb),

all(™;2,...3m DNy (|™-y,
an (S; >|Detg) |. ([/

donc, d’apres (68),
(69) all (x; ¢1,...,gm_D™N7n—1)(B+Jf),
et, en yertu de (67) et (68),
all (x: ffl,..., I [(M-1) (N +=)]—,
d’ou
(70) all(S™L,...,5m_D=>"~-[(M-D(B +\WW-n

puiseue, d’apres (15), A >Qm-~x. Les inegalites (69) et (70) sont yalables
dans le yoisinage (66).

5) T. Wazewski, Sur leraluation du domaine d'existence des fonctions implicites
reelles ou eomplexes, Annales de la Societe Polonaise de Mathematigue 20 (1947), p. 89.



EYALUATION DU DOMAINE DE EEGULABITE 99

VII. Les indgalités (69) et (70) impliquent la conclusion suiyantef):
a) La transformation (T) est uniyalente dans le yoisinage

(71) [/Tg? <io3Q"-1[(m-D(1?+W-m,

c’est-a-dire que deux pomts (ng,ﬁ.,*m'aﬁaq,... ,Xm |) correspondant a deux

points differents (gn : ,gm 0, appartenant au yoisinage (71),

sont differents.
b) La transformation inyerse (T-1) est dofinie dans le yoisinage

(72) 1/ =d =|63Q8"-2[(m—".)(E+IN]3-2"

et y est de la classe C].

Il en résulte, en vertu des considorations antérieures (cf. alinéa I11)
gu’a tout point (a?x,... ,a’m-i) du yoisinage (72), différent de (0,...,0), yient
correspondre un systeme unique (V) (cf. Introduction) yorifiant les rela-
tions (R) et (J), a sayoir

§ /i)l ) rn-
i(®i,...em-i) =1/ L &+ ( ,...,Xm )
Fok—1 i, k=l

(73) 1,2,...,m—1),
pm21>m n= WL 22

Par consdquent, I’6quation du conoide direct a la forme (cf. Introduction)

(74) Xm = Xm [t(xly...anI_i), Pi(Xij ...ij—J) ..... Pm 1) == —1)

dans le yoisinage (72) et la fonction Xm ].) est de la classe Ol en
tout point de ce yoisinage, différent de (O,...,0). Nous avons ainsi de-
monthe le suiyant

90 eme ]. Dans les hypotheses sur les coefficients a,*, introduites
au dobut, I'equation du conoide direct a la forme

=~N? D)
dans le yoisinage

6) Cf. 5) Theoreme 4, p. 116.
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ou la constante ¢ est ddfinie successiyement par les relations

B = min [1, N~2(m—2) 2 (If+1)~m],
(I omJf2+ (If+111Hw,3J0T4-11 4 / Jfl/m\

I | . 1 . B+C\
@ = .
hv+i
<5= id3Q2m-2[(m—D)(B+M)p-2m.
La fonction est de la classe Gl al’exception du point (0,...,0).

Remargue 1. L'essentiel du Thooreme 1 consiste en ce que la con-
stante 0 est indGpendante de la forme particuliere des coefficients aik
et ne dopend gue des constantes R, M, N, Q,m.

Remargue 2. 1l est ais6 de voir gue si les coefficients aik Otaient
supposos etre de la classe Gn+l, la fonction xm_G serait de la
classe G" a I'exception du point (0,...,0).

VII. Passons maintenant a I’6valuation de la hauteur du conoide
direct. Pour mettre en Ovidence de guoi il s’agit, remarguons d’abord
gue, pour la transformation (T_1), nous avons, en vertu de (69)7),

alln,®!,...,@n-1) = [all(.¢; - > [(m—1)(B +Jf)]~i
dans le yoisinage (72). Par conseguent, I'image du yoisinage (72) par
I'intermodiaire de la transformation (T-1) contient le yoisinage 8)

21 22<d[(m-1)(B+M)]-i.

Les portions des bicaractoristigues correspondant a ces yaleurs de qif
c'est-a-dire les portions qui ont servi a la construction de la surfaee (71),
existent donc au moins dans l'intervalle

(76) 0 64=J[(W-1) (B +M)]-i|/l +Q
puisgue, d’apres (15)

t

’) Cf. 6), p. 92.
8) Cf. 6), p. 113, Théorome 3.
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Il s’agit maintenant d’evaluer une constante h>0 telle que

(77) borne sup

O<f<«4

pour toute bicaractsristique.

Nous savons dans la theorie des équations aux dérivées partielles du
premier ordre, que pour toute integrale (7) du systeme (5) et (6), dont
les valeurs initiales (pi,...,p,,,) satisfont a (12), nous avons

(78) Pm jPl> iPm) — ~la(™j - >®in)Pi Pk

m—1,

dans l'intervalle, ou cette integrale est definie et ' p2>0. Par conss-
=

quent, d’apres (5)

(79)

Nous allons maintenant evaluer d’en bas le second membre de (79).
liemarguons a cet effet, qu’en vertu de (16)

Dt 2

et, par consequent,

(80) 4

dans l'intervalle (23). D’autre part, d’apres (8) et (13),

(81)

11 roésulte de (80) et (81) que

) 1

dans l'intervalle (23) puisque l'intSgrale de I’6quation

telle que ?/(0)=0, a la forme
y'2- M



102 J. SZARSKI

Nous déduisons de (82) I'inegalitd

dans l'intervalle
(83)
d’oii
(84)

dans l'intervalle (83). En particulier, lorsgue les valeurs initiales p, satis-
font a (12), nous avons, d’apres (15), (78) et (84),

22 ak(SCl,.. mplpk?

d’ou b

1

®) 2|27+ 1

dans l'intervalle (83). Les relations (79) et (85) impliguent, selon (15),

linégalito
g Q
2"+

d'ou

(86)
dans l'intervalle (83), puisgue ®,i(0,pl,...,pm=0. En posant

« — mip (0’04 3wyfy

il suit de (86)
"O2)/IN+ 1
d'oii, s>0 S$tant arbitraire,
bocfgi.iprm(t’p]"'“’pm) 2/#+1

pour toute bicaractoristigue. Nous avons ainsi demontré le suivant
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Theoreme 2. Pour les portions des bicaracteristiques qui engendrent
le conoide caracteristique direct, nous avons

borne sup ®m(J,?1,...,?2«) > h,
0<z

ou la constante h>() est dcfinie successivement par les relations

N A,V
2|/ W1

JRemarque 3. Le Théoreme 2 nous informe sur la hauteur du conoide,
calculée a partir du plan ®m=0. Cette hauteur est superieure a la con-
stante h.

llemargue 4. La constante h est indSpendante de la forme parti-
culiere des coefficients aik et ne depend que des constantes R, M,N, Q, m.

VIII. Les Thooremes 1 et 2 ont 6te enoncOs pour I'equation hyper-
bolique de la forme speciale (1). Considerons maintenant I’eguation nor-
male du type hyperbolique dans le cas general, c’est-a-dire I’6quation

®n Xm) (BZZ1= @A),

ou la forme caractéristique
ni

(88) Ul (@Tj,... zm)  ZI,

a m—I racines caractsristiques positives et une negative pour tout point
(«!,...,»,,,) en leguel I’équation est dcfinie.

Supposons que les coefficients alk soient de la classe C3 dans le yoi-
sinage
(89) /. [((®z-"™)2<",

et que nous ayons dans ce yoisinage

(90) c)dik 32aik 93aik
3Xj 3xj3xi 3xJI3xI3xr

Admettons enfin que, pour tout point (xr, appartenant au Vvoisi-
nage (89), soit satisfaite la suiyante hypothese:

Hypothese (H). Toutes les racines caractéristiques positives de la
forme (88) sont suporieures au nombre Q >0 et inférieures au nombre
-V >0, tandis que la racine negative est inferieure au nombre —a, ou a >0.
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Nous démontrerons qu’a l'aide d'une transformation des variables
independantes, non-singuliere, I'équation (87) peut etre mise sous la
forme speciale (1) dans un yoisinage du point (gx, NloOus allons
¢valuer en meme temps ce yoisinage ainsi que les constantes M,N,Q
(cf. Hypotheses sur les coefficients aik) pour l'¢cpiation transformee de
maniere que les Théoremes 1 et 2 puissent etre appligues dans le cas
général.

Il existe une transformation orthogonale a coefficients constants

m

(TJ ~ 2j Ul @  xw (i=1,2,....m),
*:l

par laquelle I'équation (87) prend la forme
(91) Z A RN c U A

de fagon que la forme caracteristique

(92) e ad

i,k=l

se reduise pour (a%i,...®1J=(0,...,0) a une combinaison lindaire des car-
res A2, les coefficients de Ax, ...,Am x etant les racines caractéristiques po-
sitiyes et celui de A2 ¢tant la racine negative. Ceci résulte du théoreme
sur la réduction des formes quadratiques a la forme canonique. Les ra-
cines caractcristiques Ctant inyariantes par rapport aux transformations
orthogonales, nous ayons donc en particulier, en vertu de I’hypothese (H),

(93) 9, ,0) oi.

Les nouveaux coefficients s’obtiennent des coefficients apy de la fagon
suiyante

(94)
La transformation (TJ ¢tant orthogonale, il en resulte que les coefficients
aik satisfont aux inegalites

catk

(95) SXj o 3xj3x\ K33

dans le yoisinage
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Les racines caracteristigues cle la forme (92), identigues a celles de la
forme (88), satisfont a l'hypothese (H) dans le voisinage (96). D’apres
(93) et (95), nous avons

97) (iITj 5 »;rm) <c

dans le voisinage

(98) 1/ £x2 <R* = min (b, —
Foz=i \ 2m8Jf

Introduisons h présent une nouvelle transformation des variables
independantes

(T2) = (i=1,2,...,m).

L’equation (91) prendra alors la forme

(99)
ou

(100)

les bj sont faciles a calculer et n’interviennent pas en outre dans la con-
struction du conoide. Nous allons choisir la transformation (T2) de ma-
niere que la premiere somme dans I'Squation (99) prenne la forme du
premier membre de I'equation (1) au voisinage du point (0,...,0). Posons
a cet effet

(101) (fl7l,..., irm) =
Nous aurons alors, selon (100),
(N1, e *TiN)(T2) = e ),
donc, d’apres (97),
(102) emm @Tj,...,am)"N < -

dans le voisinage (98). Nous exigeons avoir ensuite
aim(™n..-,«m) =0 (£=1,2,..., m—1),

c’est-a-dire, selon (100), que les fonctions (E=1,2,....,m—1), soient
choisies de fagon a satisfaire a I’Squation aux ddrivoes partielles du pre-
mier ordre

NMapm(®l,...,®&m)"™-=0

0=1
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ou, ce qui reyient au meme, selon (97), a I'Squation

m—1 t
w 1 apm Sz .
(103) — P
~A'min c*Xp
P=1

Posons

mm

Nous avons alors, d’apres (95) et (97),
9ep 8m10M? 32¢cp 64mi5 M3
K < e ’ ’
a oxj < a 3Xj3xh < T3 g

S3cp | NB76M20M4
3xjdx/i3xi | a4

(104)

dans le yoisinage (98). Dosignons par

XP — V> (p=1,2,..., m—I)

Uintsgrale du systeme d’équations differentielles ordinaires

(105) DD wp@ioni 1) ®=12,....m.—1),

dx

determinee par les valeurs initiales
Vp(f, 1) — Pp (p=1,2

Il est aise de voir, en vertu de (104), que toute integrale du systeme (105),
issued’'unpoint $=x'm, pp =xp, (p=1,2,..., m—I) appartenant au voisinage

(106) + 1+ \

existe pour x=R"". Il en resulte que les fonctions
(107) ~NNSO,..N)
(p=1,2,...,w—-1)

sont dsfinies dans le voisinage (106). Les fonctions cp etant de la classe C3,
les fonctions ¢p le sont aussi et satisfont a I'¢quation (103)8). Le jacobien

(108) Ayi? 1)

D(ij?i,... fizm—i)

8) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funlctionen, Leipzig 1930, p. 155»
45atz 1.
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est différent de zéro. La transformation (T2), avece?p, (p=1,2,..., m—I)
dofinies par (107) et pn=x'm, est donc de la classe c3 dans le yoisinage
(106); son jacobien (6gal a (108)) est différent de z6ro et la premiere
somme dans I’equation (99) devient

m—1
alu S2u
(109) S 9x19x1, ox2 '
i,k=lI
ou la forme caractoristique
ni—1
(HO) ~fe(TI; i)

i,k=I

est positive, dofinie, et dmm<O, les signes des racines caractoristigues
d'une forme quadratique Otant inyariants par rapport aux transforma-
tions affines.

Il s’agit maintenant d’evaluer:

1° le yoisinage dans leguel les coefficients existent,

2° les modules des coefficients a,* et de leurs derivoes du premier et
du second ordre,

3° les yaleurs maxima et minima de la forme (110) sur la sphere

unitaire y, A?=1.
/=i
Ad 1°. D’apres (100), il faut evaluer le yoisinage de I'existence de la
transformation (TT1). Les fonctions yp satisfaisant au systeme (105), nous
avons, selon (104), en appliguant la méthode des indgalitds difforentielles

S<pt 920 _93(pt

(un ox'j 5xjOXItIX'i

dans le yoisinage (106), ou
up ) M2 o
D= 3072m2 (3 + 17 m +24m2)-"-exp 16mi1 (3 +m+m*) —7Z"l + 1.

D’apr6s un théoreme bien connul0), nous avons, dans le yoisinage (106),

-o(,-.~-1)

donc, selon (104),
(112) >E

ST, see, 1)

100 E. Kamke, loc. cit.
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dans le voisinage (106), ou

E_exp —163B"(wi—)wiore

al

Puisgue le jacobien J de la transformation (Ta) est egal a (108), nous
avons, selon (112),

(113) \I\=>E

dans le voisinage (106). En vertu de (111) et (113), nous avons u)
(114) all (99; a?i,... 0?m) mD,

(115) all (e, E(mD")2-""

et, selon (107),
”p(0,...,0) =0

Il en résulte gue la transformation (T2’) est dsfinie dans le voisinage

(116)

Ad 2°. En doésignant par
(Ts-1) (i=1,2,...,m)

la transformation (T2x), nous avons, dans le voisinage (116), en vertu
de (111) et (113),
(117)
ou

F = m2"~1D3m—2E~3.
D’apres (95), (100), (111) et (117), nous avons, comme il est facile de
Voir,

3aih
(118) 3 !

32aik
dxj 3xi

dans le yoisinage (116), ou
G=12mIMD\F + 1)2.

Ad 3°. En vertu de (100), la forme guadratigue

m—1

(119) Mil* + &mm

“) Cf. 6).
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est I'image de la forme (92) par lintermediaire de la transformation
lindaire ,
ni

(120) =2 (i=1,2,..,m).
/=i

Nous voyons aisoment que, pour I'allongement supérieur de la trans-
formation (120), la limitation (114) a lieu. En doésignant par
les racines caractodristigues de la forme (119), nous avons donc (en vertu
de I’hypothese (H), des propriétés extremales des racines caractéristigues
et selon (118)) les indgalitds

(121) Isi| = <G, Q<Si<NmD?

d’oii, en particulier,
m—1 m—1

(122)  sm = max aikXixk<Nm2D? sur la sphere J?2?=L.
i,A=l 1=1

Désignons par tA et A respectivement les déterminants des formes
(92) et (119). Le determinant de la transformation (120) etant 6gal au
jacobien J, nous avons

[sx|+s2...Sm = |d| = |1]2-]zl|,
et puisgue, d’apres ’hypothese (H),
|d| >

il vient, en vertu de (113),

(123) |$x| v s2... s,, >E2aQm—1.
Selon (121) et (123)

s2 >;jE2aQ"-1G—1(2Vm2D2)a-B!,
donc .

In—

s2=min  aikiXk > JE2aQ"~1G{NmD2)2~"

(124) a=1 M

sur la sphere 2?7=1.

=i

En divisant (109) par —amm(>0) et en posant

(i, 7«=1,2,...,w—1),
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nous avons I'equation de la forme (1) a laguelle s’appliquent, en vertu
de (102), (116), (118), (122)' et (124), les Theoremes 1 et 2 avec
64 G3 R =R"F(mDYi-m, N 2Nm2D2
al a
Q =E2aQm—1G-2(Nm2D2)"-"n,

ou
R' = min (r, , -
\  2m3M) a2 !
_ 36
D= 3072m29(3 + 17in + 24m2)—"-exp +1
B Co ST Rem2E-s

G = 12mIMD2A(F + 1)2.

Remargue 5. En vertu de (101) et (Ti), les plans am=const se
transforment par lintermddiaire de la transformation TXT2 en les plans

=const. U en resulte que le Theoreme 2 donne I'evaluation de
*=j

la hauteur du conoide caractéristique de I'equation (87) en direction ortho-

m m

gonale aux plans amAa’A = const, a partir du plan am*(®A—®A) ==0.
A—1 A=1



SUR LES OBJETS GZOMETRIQUES DE LA CLASSE ZERO QUI
ADMETTENT UNE ALGEBRE

Par H. Pipek (Krakéw)

Introduction

Considérons 1'espace a une dimension XXx; nous y envisagerons des
objets géométriques spociaux de la classe zéro x) a une composante. L’en-
semble de tels objets sera designe brieyement par K.

Les regles de transformations des objets du type K ont 6td etudiees
par S. Gotgb dans: ,,Sur les objets géomotriques non différentiels" (Buli,

de VAcad. Pol. de Sc. 1949). Dosignons notamment par f et f les coor-
donndes, dans deux systemes quelconques B et B, du point courant 3
et soit en B un objet geometrigue du type K. S. Goigb montra que,
pour que x et x soient les composantes de cet objet dans les systemes

B et B, il faut et il suffit qu’entre ces composantes existe la relation de
transformation:

(0.1) z=q[Q(Xin),I-]

ou Q(x,£) est une fonction arbitraire ayant les propriétds suivantes:
a) Q(x,”) est déterminde pour —oo <oa (puisque f, comme coordonnee,
peut prendre toutes les yaleurs possibles) et pour x d’'un interyalle (a,b)
(fini ou infini) déterminant le champ de yariation de la composante de
I'objet; b) Q(x,£) doit etre inyersible par rapport a la premiere yariable
dans tout son champ de yariation.

Si I'on désigne par la fonction inyerse a Q(x,n), les 6quations

(0.2)

seront 6quivalentes et I'on aura l'identitd

(0.3) 0[Q(a,f).£] =».

*) Suivant la terminologie introduite par MM. Schouten et Haantjes dans le
travail On the theory of the geometrie objects (Proc. Lond. Mathem. Soc. 42 (1937),
356-376), on appelle objet geometrigue special de la classe eero tout objet dont la regle
de transformation s’exprime par des fonctions qui ne dependent pas des deriyees des
fonctions transformant les coordonees.
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Dsfinissons
(0.4)

La fonction a(a?,f,f) — comme on le voit d'apres la formule (0.1) —
donne directement la regle de transformation de I'objet 6tudis.

Les memes objets, c’est-a-dire ceux qui ont la meme regle de trans-
formation, peuvent provenir de deux fonctions différentes Q. C’est donc
la fonction a(x,$,g) qui decide de I’objet et non la fonction Q(®,£). Nous
allons domontrer, a cet effet, la proposition suivante:

Proposition 0.1. Si la regle de transformation d'un objet geometrigue
du type K est donnee a Vaide d'une fonction Q0(®,[), a cet objet conduisent

toutes les fonctions Q(x,£) (et seulement ces fonctions) gui pement Utre
ecrites sous la forme

(0.5) Q(®/f) =12{Qo(®.0)},
ou Q est une fonction inuersible guelcongue d”une oarlabie.

Demonstration. Supposons que la fonction Q puisse etre Ocrite
sous la forme (0.5). Alors, en resolvant par rapport a x l’equation
£=0Q(<z,£), on a, en vertu des relations (0.2),

2(c,f)-20{i2-i(c),n,
ou le symbole Q-! designe la fonction inverse a D. De la
2[Q("™),SsSo[eo(®,f),A

ce qui signifie qu’a toutes les fonctions Q(a?£) de la fonne (0.5) corres-
pond une meme fonction «(#,£,£).

Supposons maintenant que les fonctions P(x,I-) et Q0(a>,£) correspon-
dent a une meme fonction a(x,e,e). Elles vorifient donc la relation

p[P(®, £),£] = £0K?0(M), F]

pour tous les T, £ et pour tout x de I'intervalle (a,b). Cette relation peut
etre mise sous la forme

En y posant x=x0, f=£0, S=$ (ou xoe(a,b) et est arbitraire), on a

-P(9'0[Qo(®0,f0) > £] i £} = -P(®0>f0)-

On voit de cette forme que la fonction P(a?,f) est constante le long des
courbes

X—1 S0K"0"0) fo) » FI
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dans le plan (E<r) pour tous les »0,£0. L’equation de ces courbes peut
etre récrite sous la forme

£) =C(a0> £)

A
On voit de | ﬁ ces courbes sont les izohipses de la fonction QU(X, '
La fonction qui est constante le long de ces izohipses peut donc
etre Scrite

(0-6) P (x,"=Q{Q0(x,5)}.
D’une maniere analogue, on arrive a la relation

0 (e O=QiPOD)

Les relationgy (0.6) et (0.7) ne peuvent avoir lieu simultanement que si
la fonction est inversible dans le domaine de sa variation, c. g. f. d.

Dans le cas oh Q(a?f) ne depend pas de £, la fonction de transfor-
mation prend la forme particulierement simple

a®, £,£)=»,

et I'objet se reduit a un scalaire (la composante X ne depend pas du sys-
teme des coordonnesi ). Autrement dit, les scalaires sont des objets geo-
metriques du type IL, dont la regle de transformation est donnee par
une fonction arbitraire Q(a?,f) inversible par rapport a @ et qui ne depend
pas de £.

Le sujet du present travail estjfe probleme, pos6 S. Gotgb, concer-
nant l'algebrendes @hjets du type I\, Ce probleme est}e suivant: I’ex-

ionl 3(2,,)?@ représenteselle un objet du type I\ si I'on suppose
RLG)?Z,, des composantes deen objets du type If assujgttis a la meme
regle de transformation et / une fonction arbitraire de |l variables?

Pour les scalaires, la roponse est banale et peut etre ¢noncée par la
proposition evidente suwante

i 8 e IR

Cette proposition cesse d’etre juste pour des objets du type qui
ne sont pas des scalaires.

Dans ce travail nous traitons les cas, ou n=1I et n_ﬁ_ﬂr cas gendral
sera I'objet d’'un travail ulterieur). Il s’avere [gue pour touteﬁ
tion inversible represente un objet du type I\. Par contre, pour _2,
il y a toujours (a certaines conditions de régulariK’)) des objets pour les-
quels aucune fonctjpnA\ n’est un objet du type

Sllm]ﬁ? (pour ﬁ Z) des fonctions /(ah,®a), dopendant de deus v
riables telles que /(a?,a?%2) represente un objet géomstrique du type
(meme si elles ont des regles de transformation differentes de celles de
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 8
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«i,®2) nous allons dire que les objets x12x2 ,,admettent une algebrell.
S’il n’en est pas ainsi, nous dirons que xs,x2 ,,n"admettent pas d’algebre®.

Dans toutes les considerations ultrieures, nous allons désigner brie-
vement par FL1(x4,... ,X,,),F2(x1,... ,><, F, . (<If...,xh) les dérivces partielles
de la fonction F(x,,...,xn) respectivement par rapport aux variables
x1,x2,...,xn. Le symbole G—1 designera la fonction inverse a G. En outre
K' sera l'ensemble de tous les objets du type K dont la regle de trans-

formation peut etre donnce par la fonction a(x,I;,F) de la classe C' (d¢-
rivées continues d’ordre i).

81

Les considerations du present paragraphe sappliquent au cas oii
n est naturel quelconque.

Supposons que x1,x2,...,xn soient les composantes de n objets gco-
mdétriques du type K ayant la mtme regle de transformation donnée
par la fonction Q(x,£). Soit en outre/(«!,...,«,) une fonction arbitraire
de n variables, deteiminse pour les «, de I'intervalle (a,&). D’apres une
proposition de S. Gotab, la condition nccessaire et suffisante pour que
f(x1,x2,...,xn) et f(x1,x2,...,x,,) soient composantes d’un objet géometrique
du type K respectivement dans les systemes B et B consiste en ce qu'il

doit exister une fonction P(®,£) inversible par rapport a la premiere
variable qui vorifie I’équation

(1-1) = J}-

Cette Cquation, en tenant compte de la supposition que xt=
(pour i—l1,2,...,n) prend la forme de l'identite

(1-2) mmm g [QN,, NI PP{P[X1,...,xn), ™, T},

qui doit etre satisfaite pour tous les £, T et pour les xi de I'intervalle (a,b).
En appliouant, a l'égalite L1=L2, l'oporation P(P1,f)=P(P2,f) et en

utilisant la relation P[p(y,£).£]=7, on peut recrire l'identite (1.2) sous
la forme c¢quivalente suivante:

P L{/{?7 L (<) }FI} =P{f(®i,eee, xn),"}.
On en conclue (en raisonnant comme dans la demonstration de la pro-

position (0.1)) que la fonction P(®,|) ne verifie I'6quation (1.1) que si
elle est constante le long des courbes de la familie

(1.3)
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On constate donc que, pour que la fonction f(xi,...,xlj) represente un
objet gSomstrique du type K, il faut et il suffit qu'il esiste au moins
une fonction des yariables x, I- constante le long des courbes (1.3) et in-
versible par rapport a la yariable x. Cette fonction, designons la par
P0(agE), donne la regle de transformation de lob jetlD e la pro-
position (0.1) ré$sulte que toutes les solutions possibles de I'Squation (1.2)
peuvent etre obtenues de cette fonction a l'aide de la formule

(1.4) P(®,e) =7TT{PU(®,)}

ou Il est une fonction inversible.
Apres avoir fait ces remarques préliminaires, passons aux cas de
n—1 et n=2.

§2. n=1

Proposition 2.1. Si x est la composante diun objet geometrigue du
type K avec la regle de transformation donnee par la fonction Q(x,”), toute
la fonction inrersible arbitraire f(x) d'une cariable represente un objet geo-
metrigue du type K, dont la regle de transformation est donnee par la fonc-
tion de la forme

(2.1) P(®,)=7Z{Q[M®),"}
ou Id est une fonction incersible guelcongue.

Demonstration. Pour une fonction f d’une yariable, I'dquation (1.3)
prend la forme

Si Fon suppose l'inversibiiite de la fonction f, la derniere equation peut
etre résolue par rapport a la constante ¢

Eyidemment la fonction Po{x,”) = Q{fx(a?),"} est constante le long des
courbes donnoes par l'equation de tout a I'heure. La fonction f reprc-
sente donc un objet geometrigue du type K et, en vertu de la formule (1.4),
la regle de transformation de cet objet est donnce par la fonction (2.1).

§3. Nn=2

Introduisons les notations suivantes: D — domaine des points (a?,f),
detcrmin$ par les in¢galites —00<£ <<-|-00, G — domaine des
points (a?y), determiné par les indgalitdés a~x,y~b (carre dont une dia-
gonale est sur la bissectrice des angles droits du ler et du 3ieme quadrants).

g*
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avec la regle de transformation donnee par la formule
(3.7) + (y+1) $&3,

oii 11 est une fonction inrersible guelcongue.

b) Si, en outre, la fonction a(<r,£,f) est de la classe C2, O — de la classe Cl,
L—de la classe C2 et O(F)sEconst 4), toute fonction f(x,y) de classe C2 satis-
faisant, au point (X,y) du domaine G, aux conditions (3.1) et representant
un objet geometrigue du type IG, peut etre ecrite sous la forme (3.6) dans
le roisinage de ce point.

Afin de rendre plus claire la demonstratlon de la proposition que
nous venons d’énoncer, décomposons la en plusieurs lemmes.

Lemme 1. Si x,y sont des composantes d'objets geometrigues du type 1G
avec la meme regle de transformation donnee par la fonction Q(x,lz), toute
fonction f(x,y) de la classe C? satisfaisant, au point (x,y), aux conditions (3.1)
et representant un objet geometrigue du type IG, rerifie, pour toutes les va-
leurs de £ dans le ooisinage du point (X,y), Veguation

(3.8)  f(®3)A@?,)) + iA®,i/)2(3/,) + sr(a: 3N [Aka;,e)-Al(i/, ] = O,

(0]]]

(3 9) ar/i(w,y)
' fz(x,y)
et
(3.10) AXN)  a2(x,HO (a(®, £, £) *g[Q("f).£]).

Demonstration. La fonction f{x,y), representant un objet geom¢-
trigue du type 1G, vérifie (en vertu de la formule (1.2) et de la defini-
tion (0.4)) l'identité

flax, fJ), a(y.£,?)] = b[f(x,y).£,£],
la fonction du membre droit
&(®,F,E)p[P(®,),£]

dtant differentiable. En différentiant les deux membres de cette identitd
par rapport a x et y, on a

R2[_ax,™T)aly,™ally, ™, $) = b1[f(x,y), ™, M2(X,y).

De la supposition (3.1), on a que f2(x,y)=£0. D’autre part, en vertu de la
continuité de cette fonction, elle sera diffSrente de zero dans un certain

4) Si la fonction & est constante, la fonction Q(X,£) ne dépend pas de la deusitme
yariable et 1l’objet consid¢re se reduit a un scalaire.
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yoisinage du point (®,y). Puisque la fonction «(«,£,£) est continue et
«(»£,£)=a, on a, pour £ et f suffisamment yoisins,

12[a(®, 1, f)«(?.£,F)]"0.

On peut donc eliminer des Oguations (3.11) la fonction bx et, en tenant
compte de la definition (3.9), rocrire le resultat, obtenu sous la forme

<[«(®,1,1).a¢.£,£)] «i(®, FF)=5(0 y) <ny, T

En différentiant cette relation par rapport a £, on aura

il [a(®, £, F), a(y, f, F)] al(x, F F) a2(®, F F)
+02[a(®,FF), acy, F F)|«i(®, F FWy, FF)

+ g[a(x,.£,£), a(y,E,F)]alz(x,g,S) =g(x,y)all(y, £F)

On posera dans lidentite obtenue f=F en remarguant que la differen-
tiation de I'identitd a(x,£.t;) =x donne

(3.12) al(x<, ™, ™.

Il suffit de considorer la definition (3.10) pour arriver a I'’eguation (3.8),
c. g f. d

Eemarquons encore qu’on obtient de la definition (0.4), en diffSren-
tiant, les relations

RL®>F F)= '£), £]Qi(®b F,
®2(®,FF=

En posant £=F on a, en tenant compte de l'identité (3.12) et de la de-
finition (3.10), une relation importante pour nous entre les fonctions
Q@>,9) et Z(®,f)

Q(®,

Lemme 2. Si X,y sont les composantes d’objets geometrigues du type K3
avec la meme regle de transformation donnee par la fonction Q(x,”™) et si la
fonction f(®,y) de la classe C3 satisfait dans G aux conditions (3.1) et re-
presente un objet geometrigue du type K1, la fonction Q(x,”) peut etre ecrite,
dans le domaine D, sous la forme (3.2).

Doéntonstration. U s’ensuit, des suppositions et du lemme 1, que
la fonction f(x,y) verifie I'equation (3.8) en chaque point du domaine D
et pour toutes les yaleurs de Les fonctions qui figurent dans cette
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Oquation etant différentiables, on aura, en passant aux doriyées par rap-
port a x et en posant ensuite x=y,

(3.14) [ga(x,x) +gu(x,a?)]1(®, + g™x,x)2l(®,£) +g(x,x)An(a? ) =0.

Supposons que A ne soit pas identiqguement egalc a zéro dans le domaine D.
Eemarguons que si Fon avait 2 =20, il yiendrait, en yertu de (3.13), Q2=0
et Fon aurait affaire a un scalaire ce qui Otait doja considoré auparavent.
Ou peut affirmer que la fonction g(x,x) est constante dans Fintervalle A
faisant partie du yoisinage du point pour lequel la fonction 2(a?0,f)

n'est pas nulle pour une certaine valeur 0. En effet, en posant dans
I’6quation (3.8) y—x, on a

[<7i®, +g2(x,x)}2(® £) =0,
d’'ou
9AX,X) + g™, x) =0

dans Fintervalle considéré A. Puisque gi(x,x)-[-g2(x,x)—"g(x,x), il suit

<7(0>,®)=const=c dans A et, d’apres la supposition (3.1) et la dofinition (3.9),
on doit avoir c~o. Eemarquons en outre que

021(®, — =, ®) = ~— 0i(®,»),
et designons par u(a?) la fonction
«(«):E
(la fonction ~(a?,®) est continue et, par suite, intdgrable). L’6quation (3.14)
prendra alors la forme
(3.15) u”(x)AxX,N) + u'(x)AL(x,S) 4-2u(®,f) = 0.

Pour une yaleur fixe de £ I'equation (3.15) sera une equation differen-
tielle ordinaire du deuxieme ordre par rapport a la fonction 2(a?,£). Posons

X

(3.16) Z(a?) df FeuMdx.

Un calcul facile montre que les fonctions

sont les solutions, ind¢pendantes entre elles, de I’'6quation (3.15) (la fonc-
tion 1 definie par la formule (3.16) ne peut etre constante). U s’ensuit
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que pour un £ fixe la solution gonsrale de cette eguation sera dgale a la
fonction

Z(a?) +cl

(Ci,c2 —deux constantes arbitraires). En faisant varier le parametre £
dans I’6quation (3.15), on voit que chaque solution de cette Oquation
dans l'intervalle A est de la forme

n  WC)IL(X) + <p£)

(3.17) 10 |

La formule (3.17) est juste dans l'intervalle entier (a,&). Pour le do-
montrer, on supposera le contraire, c’est-a-dire que l'intervalle A, dans
lequel la représentation (3.17) est juste, ne puisse etre stendu a l'intervalle
entier (a,b). Ceci ne pourrait avoir lieu que s'il existait une valeur de x
& linterieur de (a,2>) telle qu’on ait

(3.18)

pour tous les £. Designons pour cela par E ’ensemble de toutes les valeurs
de x de l'intervalle (a,b) pour lesquelles on a (3.18). A cause de la con-
tinuit§ de la fonction 2, I’ensemble JE est ferm$. Le cas ou JE se confond
avec l'intervalle entier (a,b) a 6te exclu auparavent. Il s’ensuit que l’en-
semble restant

R—(a,b)—E

doit etre un ensemble ouvert non vide. Il est facile de voir que les cas
suivants donnent la disjonction complete:

I. JE se compose d'un seul point x.

Il. R se compose d’un seul intervalle dont I'une des extrémités est x
et l'autre se confond avec l'une des extrSmites de l'intervalle (a,b).

I1l. R renferme au moins un intervalle ouvert dont les extromitds

sont des points intSrieurs de l'intervalle («,&)e

Supposons d’abord I'eventualit§ 1. Dans ce cas dans l'intervalle fermé

(a,x) on a

(3.19a) £) = ,
et, dans l'intervalle fermé (x,b),

g +

(3.19b)
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En posant, dans les formules (3.19), x—x, on a

ce qui donne

oour AKX

pour a;<a?<Zz>

A(M) =

En différentiant ces relations par rapport a x (ce qui est possible d’apres
nos suppositions), il suit

L7Vo)-L"09 pour ata?"a;

L"2(x)
(3.20) L"2(x)-L"\x) [L(x)-L(x)]
L"2(x) - pour <>
En posant x—x, on a
et, par suite,
Pi(E) = A(f)'

La formule (3.17) serait ainsi juste, contrairement a la supposition, dans

I'intervalle entier (a,b).
Supposons maintenant le cas Il et soit

tf(f)L(a>) + <p(£)
L'(@?)
A(®,£)-0 pour

pour a”au”a:,

En raisonnement semblable au précédent conduit au resultat
D(E) = —E£(:»)*#(E)*

De la, en passant a la limite du c6té gauche, on a pour x-+x

En passant a la limite du co6te droit, on a pour a?->g;
A)—O,

c’est-a-dire 2(a?,f)=0 dans le domaine entier D, ce qui est contraire a la
supposition.
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Passons a la derniere des eventualités (111). On a alors dans l'inter-
valle fermé (@%,®2)

= 7?2(HZ(a;) + 9?
A(M) Hz(@) + 921

Puisque /'.(a?!,"M)™MAMN) =0, il en resulte

#()-L(®i) + (M) ="2(Hi(®2) + <Pe&,
ce qui donne
#E){L(@?2)—L(®)} = 0.

Puisgue A£)"=0, il s’ensuit que L(®2)=L(«1), ce qui est en contradiction
avec la supposition d’inversibilitd de la fonction L(a?) dans l'intervalle

Ainsi donc la proposition se trouve domontrée. La formule (3.17)
est donc yalable dans l'intervalle entier (a,&). En reyenant a la formule

(3.13), on yoit que la fonction Q(x,£) yerifie dans le domaine D I'equa-
tion difforentielle

L'(®)Q2(®") = QlL(a?™MN(F)L(.<C) + e5(H].

Les caractoristiques de cette Oquation lineaire aux doriyoes partielles
yerifient I'6quation différentielle ordinaire

[e»(F)+~N(F)L(a;)]d L, (®)da;=0.

En multipliant cette 6quation par le facteur integrant e~(?a-, on arrive
a une equation a différentielle totale dont la premiere integrale a la forme

4 +L(X)e P®d-.
En introduisant les notations
0(£) = F<p<Cef*@INdE, O(N)=efs™d-,

on yoit queQ(a?,f) est de la forme (3.2) dans le domaine D. Le lemme
est ainsi demontre ainsi que la partie 1° de la proposition 3.1.

Lemme 3. Si la jonction Q(x,£) peut etre ecrite sous la forme (3.2) dans
le domaine D et si <> et O sont de la classe C1, L de la classe G2, O et O n”etant
pas lineairement dependantes entre elles, alors toute fonction f{X,y) de la
classe C2, aui satisfait, au point (x,y) de G, aux conditions (3.1) et repre-

sente un objet geometrigue du type KI, peut etre ecrite sous la forme (3.3)
dans le roisinage de ce point.

Demonstration. Si les suppositions de regularitd faites au debut
sont satisfaites, la fonction j(x,y) doit, en vertu du Lemme 1, yorifier,
dans le yoisinage du point (x,y), I’equation (3.8) pour toutes les yaleurs
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de |. Pour la fonction Q(X,£) de la forme (3.2), on aura, en vertu des
suppositions,

(3.21) LAW)+ <(E)

et, de la,
L2(®)0'(l) 'L'i%&}&?ql(/\ +W)] A(®,f).

L’6quation (3.8) prendra la forme

Si Fon y substitue y a la place de f, on aura une Gguation analogue
(3.22) "i(®2)— A,V)+\92A,Y)+JAyAgA,yl) A(y,y)ZO

En profitant de la formule (3.21), on calculera facilement gue

*(«£) 2(y.0)i 0/\)969)&@12'@) oo 0'(f)

La fonction |. otant inversible, le premier facteur du membre droit de
la derniere identitd est identiguement ¢gal a zéro dans le yoisinage du
point (®,y). Le second facteur ne peut pas etre identiguement nul car,
si contraire, on aurait une relation lineaire entre O et 0, ce qui a CtQ
exclu. Il en resulte qu’il est possible de choisir des valeurs pour £ et y

telles que le determinant

0'(E) $'(£)
0'(") 0'(7%)

soit différent de z6ro. Dans ce cas le systeme (3.22) pourra etre rocrit,
dans le yoisinage du point (®,j/), sous la forme

(3.23)  9i(®2)— " <T(«,3)=0;  $A®y) + N7~ y) =°.

On a supposé que la fonction /(a?,y) yorifig,les conditions (3.1) dans le yoi-
sinage du point (a?y). Il s’ensuit que g@(,W est différente de zero dans
le yoisinage de ce point et que le systeme d'équations (3.23) peut etre
récrit sous la forme

- g
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L’intégration par rapport a X des deux membres de I’equation (3.24")
conduit a la conclusion que la solution generale de cette ¢quation est

la fonction L\X)

ou a()/) est une fonction arbitraire, differente de zero, de la classe C].
On prouve de meme que la solution generale de I'Squation (3.24") est

08))

ou est une fonction arbitraire de la classe Ol Donc, si gg(,(Y) doit
etre une solution des deux eeuations a la fois, les fonctions t et oivent

vérifier la rélation I
r(a?) J.ORS; |

c’est-&-dire |
-

Cette derniere relation, comme il est facile de le voir, n’est possible que si

zoy @) oMo

)=yL0)

ou y est une constante diffdrente de z¢ro. La solution génerale du sy-
steme (3.24) est donc la fonction

c’est-a-dire si

</(«?)=

En revenant & la definition (3 9) on voit que la fonction f(X Y) ycrifie

T o

Apros une intogration facile de cette equation, on obtient sa solution
gonérale qui est ne fonptlon de Ia forme 33) c.qgf

g rafOHEﬁ‘oﬂ l[%d\ c%@ge “{l @HSW W
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0'(™)=i=0, alors toute fonction f(x,y) de la classe C2, qui satisfait au point
(x,y) du domaine G aux conditions (3.1) et represente un objet geometrigue
du type K1, peut etre ecrite sous la forme (3.6) dans le roisinage de ce point.

Demonstration. Les suppositions de régularitd Otant satisfaites, il
s’ensuit du Lemme 1 que la fonction f(x,y} doit vérifier I'6quation (3.8)
dans le voisinage du point (x,y] pour tous les f. D’apres les suppositions,
on a, pour la fonction Q(x,E) donnde par la formule (3.5),

i <P\W (%)
A(®f) ligrf) L")
L’6quation (3.8) prendra la forme
|gi(«>y) L)

| LX)

Cette 6quation est verifiée pour toutes les valeurs de £. Puisqu’en vertu
de la supposition, O0'(f)~O, la fonction g(»2/) doit vorifier I’6quation
différentielle

\L"\y)
(3.25) L\x) + Lly) +g(ny) L2(y) L")

L’'intograle goncrale de cette 6quation est la fonction

(3.26)

ou r est une fonction arbitraire de la classe Ci.

En effet, si g(x,y)=¢=0 dans le voisinage du point (x,y), ceci résulte
de la supposition (3.1), les caracteristiques de I'6quation (3.25) voérifient
le systeme d’6quations

dg 1

gL (x} L"()-
L\x)  L'2(y)

dxL*(x) = dyL'(y) —

Ce systome peut etre rocrit sous la forme oOquivalente

dxL'(x) =dyL\y)
dxL\x) \L""(x) L’\yY\ dg
L"\x) 9

ou bien encore

L{y). .dg
L'y —
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Les integrales premieres de ce systeme sont

La surface intégrale de I'6quation (3.25) aura donc la forme

(3-27) GML)—L(¥Y),g——" =0,

ou G(u,v) est une fonction arbitraire de la classe 01. Si la fonction g(x,y)
doit etre determinee univoquement dans le yoisinage du point (x.,y),
I'equation (3.27) doit etre résoluble par rapport a g et I'on a (3.28).

En revenant a la dofinition (3.9), on obtient pour ~f(x,y) I'equation
diffsrentielle

(S.28) N N1 .7W_i(?)]=0.

Le cas F=0 ¢tant en contradiction avec la supposition (3.1), I’6quation
des caractoristigues de I'Squation (3.28) peut etre Ocrite sous la forme

<3.29)

On intégrera cette Squation en faisant le changement des variables

LOO—L(y)=u
L(®)+ mE(?)=u

(3.30)

dont le Jacobien J—2L(x)-L*(y) >0. On a de (3.30)

L'(a?) dx=| (du + dv)
L' (y)dy = ™(dv—du)

et I'equation (3.29) prend la forme

(3.31) [F(u)—1]du + [T(u) +1] dv=0.
Pour r(u) =—1, lintegrale premiere de cette equation est v, c’est-a-dire
Uintograle premiere de I'Squation (3.29) est la fonction

L(®)-L(y).

La solution j(x,y) s’exprime alors par la formule
/(<r,™) ="P[L@)-L)];
elle est donc de la forme (3.6) (si y=—1).
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Si, par contre, jT(w)=|=—1, I’6quation (3.31) peut etre rdcrite sous
la forme

r(u)—i ,
+ =
1 («) +) du=0.
Lint¢grale premiere de cette eguation a la forme

r(u)-I1
1 (u+1 9w

ce qui, en raison de la definition (3.30), peut etre recrit sous la forme
Z(a?) +L(y) + z[Z(a?)—i(Y)],
ob ' FERTdu
La fonction f(x,y) s’exprime alors par la formule
ftx,y) = W{L{xj +L(y) + %[L(a?)-L(iN]}-

On voit que cette fonction est également de la forme (3.6) (od y=I)
c. g f d

Lemme 5. 1°. Si la fonction Q(x,£) peut etre ecrite sous la forme (3.2)
dans la domaine D, les fonctions £2 et L etant innersibles, alors la fonction
(3.3) ou y est une constante arbitraire et 'S une fonction inrersible, repre-
sente un objet geometrigue du type K dont la regle de transformation est
donnee par la fonction (3.4).

2°. Si la fonction Q(x,£) peut etre ecrite sous la forme (3.5) dans le do-
maine JD, les fonctions Q et L. etant imersibles, la fonction (3.6), ou % est
une fonction arbitraire, y une constante guelcongue et une fonction in-
rersible arbitraire, represente un objet geometrigue du type K avec la regle
de transformation donnee par la fonction (3.7).

Demonstratlon. 1°. Supposons que Q(a?,]) soit donnee par la for-
mule (3.2). En resohant par rapport a x I’6quation C=Q(<r,f), on a (en

vertu des relations (0.2))
(C)<
£):.£_i P (C) 2(£)I|

Pour que la fonction f{x,y) soit un objet du type K, il faut et il suffit
gu’il existe une fonction Po(x,£) qui soit constante le long des courbes (1.3).
Pour la fonction f{x,y) de la forme (3.3), I'Squation (1.3) est

P-1(c)-0(g) +yI3-1(c2)-y0(g)| _ fc-(y + D)
| O(F) |1 o) 7

ce qui peut etre recrit sous la forme

(3.32) c=0(O*P-i(®) + (y + D).
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La fonction Po(0?, f) =0(")-W—1(a;) + (y+1)O(f) est Svidemment constante
le long des courbes (3.32), d’ou il s’ensuit que les fonctions /(0>y) de I'en-
semble (3.3) sont des objets du type Jf et gue leurs regles de transfor-
mation sont donnces par les fonctions (3.4).

2°. Supposons que Q(®,£) soit donne par la formule (3.5). ;Dans ce cas
2(f,)=L-i{12-vH)-*{1}.
Pour la fonction /(a?y) de la forme (3.6), I’Squation (1.3) prend la forme
X = +y Q~\cz}-{y +1) O(f) +/[(Ci) -f2-i(c2)]}
=P{c-(y + DO(N)},

qui peut etre récrite comme suit
(3.33) c=P-i(a;) + (y+1)0()).

Evidemment la fonction P0(a?,£)=P~1(@?) + (y+1)O(”) est constante le
long des courbes (3.33). Les fonctions /(ic,y) de l’ensemble (3.6) sont
donc les objets du type K auxquels les fonctions (3.7) fournissent la
regle de transformation, c. g. f. d.

Beunissant les résultats des lemmes 2, 3, 4, 5, ou voit que la pro-
position 3.1 est démontrce.



ON A THEOREM OF WAZEWSKI
By A. Alexiewicz (Poznan)

The purpose of this Note is to generalize a theorem of T. Wazew-
ski [5] concerning the mean value theorem for vector valued functions.
The theorems of Wazewski deal with the strong limiting processes, | ge-
neralize these results to the weak ones. Finally, 1 supply an example
giving the ansvexyon a problem of Wazewski. V

anmote will denote a Banach space, Xa con and closed
set in

will stand for I|n ar functionals over WI|I
not avector valued functlon ' . a function from a re nterval a X‘
to /\y the real Vi( ed functlons (ﬁ)rhﬂmjbdg\/  yo(i)
The function [) is said to be aw if, glven any linear
functional £, the | valued functio |s continuous.

Lty % Tt

ends Weakly 10 o & n-+00. her’i” F& er;y tet anl ry=o

X(t + 1) — X(V)
P« + €) —<p(M €

The proof will based on a lemma concerning real valued functions.
Given a function we put

3 s K L DA o

The proof of this lemma does not differ essentlally from the case
when e>(«) =i (Saks [4], p. 203).

Proceedwwg to the proof of the theorem suppose it to be no true. Then
there is a W and O such m‘uit

XU ey

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 9
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whence by a theorem of Mazur ([3], p. 73) one can find a linear functio-
nal £ such that £?/>0 for yeVv and £20<0. The function y(t) = £r(i) is
continuous and it is obvious that Dy<p(t)~~O except an at most denumer-
able set. By Lemma y>(t0+ r)—"(to))*O for r>0, hence £z0-Q whieh
leads to contradiction.

The theorem just proved leads to a generalization of the rule of I'Ho-
pital for vector valued functions proved by Wazewski [5].

Let be the class of all the seguences {y,} such that
[X(t0 + T,,)—x(t0)~\[(f (10 + tn)—(p(t0)]—yn tends weakly to 0 as n->o00, {?,}
being a seguence (depending on {yn}) such that rn->0. Now put

d(i0,?/)y = inf inf \\y,, —y
{«n} ™
the second infimum being taken over all seguences {yn}e  x(t0). Then
Theorem gives immediately:

Let x(t) be weakly continuous and suppose that x(b)=0, (& =0; i/
tli}rl;n d(t,y)=0, then

im =y.
t-+b— <p{t) Y

The function x() is said to satisfy the condition of Lipschitz if
la?(a)—ir(f2)||<J/|Zi—12 with ™M independent of g and i2 By Dx(t) we
shall denote the set of the elements y for whieh there exists a seguence
t,,->0 such that the ratio [ic(t + r,,)—®(i)]/r,, tends weakly to 0. The fol-
lowing result gives an answer to a problem of Wazewski.

There exists a function x(t) from [0,1] to a separable Banach space,
satisfying the condition of Lipschitz, and such that the set Dx(t) is empty
for every t.

Let X be the space L of the functions ip=ip(u) integrable in [0,1]. Put

i |1 for
W ’u)_ﬁ 0 for

®) =y>(t, *) ).

The function x(t) satisfies the condition of Lipschitz sifce

|®(fi) —e(R)|| = | Fdt\ = |A—d2).
1]
x) ?’(m) denotes the function A(u) considered as an element of a functional space.

The function defined by this formula has been supplied by G elfand [2] as an example
of a function without the weak derivative, satisfying the condition of Lipschitz.
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The ratio [«(t+ Tn)—®™)]/*n does not conyerge weakly as r,,->0; in fact

n

0 elsewhere;
put J5,,=[min(i,/ +?,), max(i,/4-T,,)] then and
I ipn(u)du\=I;

hence the seguence {y>n(-)} cannot converge weakly in L (Banach [1],
p. 136).
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UNE GENERALISATION DES THEORCMES SUR LES ACCROIS-
SEMENTS FINIS AU CAS DES ESPACES DE BANACH ET APPLI-
CAT1ON A LA GENERALISATION DU THEOREME DE L'HOPITAL

Par T. wazewski (Krak(')W)

Introduction. |. Une extension de la notion des theoremes
sur les accroissements finis. Le premier et le second theoreme sur
les accroissements finis conduisent aux formules

0.1 t—a

0(i)—0(a) _O'()
/(D)-/(a) ~ M
yalables sous 1’hypothese que les fonctions reelles / et O satisfassent
a certaines conditions bien connues.

Sur la relation (0.2) est basée la démonstration du theoreme de
L'Hépital.

Or, dans maintes applications, le role essentiel de (0.1) consiste en
ce gue I'on peut localiser le rapport

(0.2)

lorsgu’on a des renseignements convenables sur la localisation de la
dériree de 0. Le fait qu’'il existe un £ pour lequel subsiste 1’6gahtd (0.1)
joue un réle plutét secondaire. Si Fon sait par exemple que, pour tout t
d’'uu intervalle d, le nombre 0'(O appartient a l'intervalle [0, oo) (c’est-
a-dire si 0'(i) est locahsé dans cet intervalle), alors le rapport (0.3) est
aussi locahsé dans [0, 00) (ce qui veut dire que O(t) est croissante au
sens large).

Supposons maintenant que les valeurs de O(t) reprdsentent non pas
des nombres mais des vecteurs cartésiens a n dimensions ou, ce qui re-
vient au. meme, des points appartenant a l’espace cartésien a n dimen-
sions. Supposons de plus que O'(t) existe dans un intervalle d. Or, des
exemples faciles a construire montrent que 1’6galité (0.1) peut etre fausse
pour tous les £e A.

No6anmoins, si Fon sait que 0'(O appartient a un ensemble convexe V
lorsgue t e A, on peut affirmer que (0.3) appartient au meme ensemble v
(Proposition A).
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Ou a ainsi une raison de considerer la Proposition A comme un theo-
reme sur les accroissements finis.

La formule (0.2) est fausse lorsque <£(t) est un point variable dans
T’espace a n dimensions (n>l), /(<) est monotone au sens strict, f'(t) et
0'(2) existent dans un intervalle d (/'(Z2)"oj.

On peut nsanmoins doduire du Theoreme 1 (83) la suivante Propo-

sition B: Si (3)/(—1?/ appartient a un ensemble conrere Vv lorsgue te A, il

en est de meme du rapport

() —<(a)
04 1-7() °

La Proposition B reste aussi exacte lorsgue les valeurs de <?(t) appar-
tiennent a un espace vectoriel D de Banach (cf. Théoreme 1, § 3). En
s’appuyant sur ce fait, on peut aussi demontrer le theoreme de L’Hépital
pour <>>() € U, sans se servir de I'egalite (0.2) qui est inexacte dans ce cas.

La Proposition B tient donc, dans ce cas, la place de l'egaht¢ (0.2).
Cette circonstance -ainsi que quelques autres suggerent l'idee que les
propositions permettant de localiser les premiers membres de (0.1) et (0.2)
lorsquron connait une localisation des deuxiemes membres, peuwent etre eon-
siderees comme theoremes sur les accroissements finis.

Il. Une liaison avec la th¢orie des contingents de M. Bouli-
gand. La Proposition A est un cas particulier d'un theoreme qui joue un
role fondamental dans la theorie des eguations differentielles aux contingents
et aux paratingents, construites indépendemment par A. Marchaud [2]
et S. K. Zaremba [6J. La deriyee <£'(t) y est remplacee par la d¢riyce
contingentielle (a droite) qu’on designera par

(0.5)

et qui constitue un ensemble de points. (Cette notion, d¢finie dans le § 4,
est, en un certain sens, isomorphe a celle du contingent de M. Bouligand
dont se seryent A. Marchaud et S. K. Zaremba-. Elle presente quel-
qgues ayantages formels dans le cas qu’onpyraite dans la suite).

Au cas ou $(£) varie dans un espace de Banach, on peut definir
une notion analogue
do(Q\*
(0.6) W+

et avoir ainsi une generalisation du théoreme (0.2) (Théoreme 2, § 4).

On peut aller plus loin en indiguant une localisation de (0.3) et (0.4)
meme au cas ou les dérivees contingentielles (0.5) et (0.6) n’existent en
aucun point te A.
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I11. Une gendralisation de la ddérivee contingentielle: bouts
différentiels. J’ai esauisse une telle génerahsation dans une note anto-
rieure [3] relative aux theoremes sur les accroissements finis en Intro-
duisant certaines notions

'd& (H)\**
0.7) LA

'd& (t)\**
08) Cdf(t) I+

gui existent pour chague 4>(t) et pour chague /(<) monotone dans l'in-
tervalle A (cf. § 6). Elles seront appeldes bouts dijjerentiels. (Dans la
note [3] je les ai appeldes ,,somas difforentiels").

Ces notions n’interviennent pas dans I’6nonce du Thbéoreme 1 (§ 3)
sur les acroissements finis, mais, grace a elles, on peut mettre le Théo-
reme 1 sous la forme 6quivalente du Thoéoreme 1 a (§ 6) (tout a fait ana-
logue au Thooreme 2 (84) dans leauel interviennent les ddorivées con-
tingentiellesj.

Grace a la notion de bout différentiel, on peut mettre le thdéoreme
gondralise de L’Hoépital sous une forme analogue a sa forme classigue,
meme au cas ou les dorivees contingentielles (0.6) n’existent nulle part
(Théoreme 4 du § 8, Hypothese H2 bis, Exemple 1 du § 8).

A. Alexiewicz [1] a donné un exemple d’une fonction <b(i) verifiant
(avec une fonction /(#) convenable) les prémisses du Thdoreme 1, pour
laguelle la dorivée contingentielle (0.6) n’existe nulle part (cf. § 5 Re-
margue 3). — Un tel exemple est possible seulement au cas ou 1’espace D
n’'est pas compact.

Ceci prouve que le Theoreme 1 s’applique aux fonctions &(t) d’une
classe plus vaste que celle pour lesquelles la dérivee contingentielle (0.6)
existe, et ague la notion de bout différentiel morite un certain intoret
comme une goénoralisation essentielle de la derivee contingentielle.

IV. J’ai signald le Theoreme 1 dans la Note [3] sans entrer dans les
dotails de la domonstration. A. Alexiewicz [1] a demontré un theoreme
plus generat que le Théoreme 1 en y remplageant la notion de conver-
gence forte par celle de conyergence faible. (Test pourguoi sa doémon-
stration, bien rapide, n’est pas 6l6mentaire, car elle s’appuie sur un theo-
reme ayance, puisO de la théorie des fonctionnelles lindaires (Theoreme
de S. Mazur).

Au cas d’espaces a un nombre fini de dimensions M. Marchaud
et S. K. Zaremba ont démontr6 que I'hypothese que l’ensemble Vv soit
convexe est ndcessaire pour la yeritd de la Proposition A. Il en est, a plus
forte raison, de meme du Theoreme 1.

Le Lemme 1 (§8 2), bien 6l6mentaire, relatif aux rapports de la forme (0.3)
a l'ayantage de mettre au jour la fagon dont I’hypothese de la convexitd
de Vv intendent dans la domonstration du Thdoreme 1.
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V. Méthode de la demonstration dn theoreme génoéralisé de
L'Hopital. Les domonstrations courantes du theoreme classigue de
L’'Hépital s’appuient sur l'egalite (0.2) laguelle n’est pas stricte pour les
espaces D. J'ai indigué précodemment [4] un lemme elementaire sur les
suites de nombres (Lemme 2 ins6r6 au § 7 du prosent article) servant a une
démonstration uniforme pour tous les cas du théoreme classigue de L’H6-
pital. Dans le meme travail [4], a la page 126, j'ai indigu6 une forme
du théoreme de L’Hépital dans leguel n’interviennent pas du tout les
doriydes des fonctions en guestion. Un théoreme analogue de L’Hlpital
ayant un caractere ,,non différentielll est vrai aussi au cas des espaces D
de Banach (§8 7, Théoreme 3). On en peut ddéduire la forme ,difforen-
tielle“ du th6éoreme de L’Hopital (§ 8, Théoreme 4) en s’appuyant sur
le Theoreme 1 qui, par consdguent, joue ici le role du theoreme classigque (0.2)
sur les accroissements finis.

Dans le theoreme de L’Hopital ainsi gondraliso les ,,bouts difforentiels*
(0.7) et (0.8) ou, dans un cas plus particulier, les doriy6es contingentiel-

les (0.5) et (0.6), jouent le role du produit W gui en est un caspar-

ticulier.

L’Exemple 1 du § 8, doduit de I'exemple mentionne de A. Alexie-
wicz, montre gue le théoreme de L’Hopital ainsi gonoralisé s’appligue
aussi au cas ou les doériyées contingentielles (au sens de M. Bouligand)
(0.5) et (0.6) n’existent nulle part.

Meme au cas ou les yaleurs de d>(t) sont rdelles, le Théoreme 4 parait
etre nouyeau en ce gui concerne le caractere de sa gonoralito.

8 1. Hypothese G. f{t) est une fonction reelle, eontinue et mono-
tone au sens strict dans un intervalle ouvert A.

0(i) est une fonction eontinue dans A ayant pour yaleurs les points
appartenant a un espace T) de Banach.

A est un ensemble yide, fini ou dénombrable, ACA.

Vv est un ensemble conyexe ferme, vCD.

Notation N. En admettant I’'Hypothese G, on pose
= lorsgue  peA, geA, p~a.
La norme de ue D sera designee par |u].
e(w,-y) = \Ww—u\
dosigne la distance des points u et v. Pour Z~0, zCD, ueD o0n pose

o(u,z) =inf —u\
( ) VCZ
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§ 2. La d¢émonstration du Theoreme 1 du § 3 s’appuiera sur une re-
marque ¢lémentaire insér¢e au lemme suivant (cf. [3], p. 184):

Lemme 1. Admettons I'Hypothese G. Si t2 est situe entre A et
(tieA pour i=l1,2,3), le point I(A,t3) est situe sur le segment rectiligne

fermo £ reliant les points 1(A,1t2) et qui appartiennent a 1’espace D.
Demonstratlon. Posons
2.1) I __I("s)~~I("a) _[ta) /(h)

La fonction /(t) ¢tant monotone au sens strict et t2 Ctant situe entre A
et t3, on a

(2.2) z>0, g>0, 1+~r=1
En vertu de (2.1), il vient l'egalit$
I(b,B)—AIR2,13) + 1)
qui, en vertu de (2.2), esprime que le point est situe sur le segment >8.

83. Theoreme 1 (sur les accroissements finis). Admettons I’'Hypo-
these G. Si la relation

(3.D =1taMe(l((,(+ HF)-0

a lieu lorsque t e z—A, pour toute couple de points x)

(3.2) peZl, geA, p=Lq
on a

(3.3)

Demonstratlon. Comme I(p,q)=1(q,p} pour p="q, il suffit de se
borner au cas
(3.4) p<«.

L'ensemble V 6tant fermd, A—A partout dense dans zi, f(t) et $(t)
continues dans zi, il suffit de prouver (3.3) au cas ou

(3.5) P<9, peA—A, qeA—A

car un passage a la limite permettra d’etablir (3.3) dans le cas (3.2).

x) Dans ma Note [31 1I’ensemble A n’intervenait pas dans 1’enonc$ de ce tlieoréme.
L’idee d'introduire A est due a A. Alexiewicz [1].
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On peut se borner au cas ou /(i) est croissante au sens strict car, dans
le cas contraire, on pourrait remplacer / et O par —/ et —0, ce qui ne
chaugerait pas la yaleur de 1(p,g) et, par suite, les relations (3.1) et (3.3)
passeraient en des relations equivalentes.

Designons par R la classe des ualeurs que prend la fonction

?(f) = e(l(p./).7)

lorsque t yarie dans A. I+ constitue donc un ensemble au plus dénom-
brable de nombres non négatifs. Il existe donc une suite de nombres {??,}
n'appartenant pas a R telle que

7,>0, pneRr, i, O lorsque  n->«o00.

On a evidemment

(3.6) <e/l—A, oty =0 lorsque  y(t) =4,

D$signons par
\Y, F

respectiyement le voisinage convexe ferme de v de rayon et la fron-
tiere de ce yoisinage. Comme
00
V= V.
n=lI

il suffit de prouyer que
J(p,q)eV,, (n=12,...)

Supposons que cette relation n’ait pas lieu pour certain n=N, c’est-
a-dire que

/(p,<7)?E.v.
On a evidemment

(3.7 e(1(p,9),7) >W.

Enyisageons le point variable I(p,i) pour te A, t=p. Comme pe A, on a
(cf. 3.1) u(p)=0. Il existe donc un point r tel que p<t< g, p[l(p.r),VI<riK.
On donc

(3.8) I(p,T)eVN.
En vertu de (3.7) et (3.8), il existe un point t~ tel gue
(3.9 p<r<t*<q, r(t*) = Q[I(p,t*),V) =TiN,

(3.10) Q™ I(p,t),V}=>pN pour t*<t"q.
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On a evidemment
(3.11) 1(t*,p) eFNCWVN.

En vertu de (3.9) et (3.6) il vient a(t*) = 0. Il existe donc (cf. 3.1) une
suite de nombres i* tels que

(3.12) t*<tk<q, tk~t*,  e(l(t*tk),Vi<nHN (t=1,2,3,..)
et, par suite,
(3.13) 1(t*,tk)eVN.

Appliguons le Lemme 1 aux points p,t*,tk. Comme p<t*<tk, le point-
I(p.tk) appartient au segment £ reliant les points !(/»,<*) et 1(t*,tk). Mais
ces points, qui constituent les extrSmitss de s, appartiennent a I'en-
semble convexe VN (cf. 3.11 et 3.13). Il en rosulte (cf. 3.12) que

I(p,/A)eV\-,
et, par suite,

g(l(p,"),F) < gN, t*<tk<q,
ce qui est contraire a (3.10).

Theoreme 1 bis. Le Theoreme 1 reste vrai lorsqu’on remplace (3.1)
par la relation
lim inf
:’1_>0I—0 J(t + h)—f(t)

ayant lieu, par hypothese, pour te A—A. On .l'Stablit en introduisan
la variable s=—t.

§ 4. Le point P(t) e D sera dit element contingentiel (a droite) de &(t}
relatif d /(<) lorsqu’il existe une suite hn telle que

<Mt + fen)— (1)
[(« +fen)-/(<)*

La classe de tous les P(Z) de cette sorte sera designoe par

doM\*

“-1) ) df(t) /+

et appelee derieee contingentielle (d droite) de (> relatwe a /. On definit
d’une fagon analogue la derwee contingentielle (d gauclte) relatwe a /

“2) do(t)\*

Il peut arriver qu'aucune de ces dorivses n’existe pas (ou, plutot,
qu’elle soit vide).
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Du Theoreme 1 resulte immediatement le theoreme suivant:
Theoreme 2. Admettons I'Tlypothese G et supposons que la relation

r/\W)\*
4.3
9 W)/+
ait lieu pour te A—A. Ceci poso, la relation (3.3) est vraie pour tous les p,q
yorifiant (3.2).

Demonstration. Il suffit de remarguer que la relation (3.1) con-
stitue une consoquence de (4.3).

Remarque 1. Un theoreme analogue subsiste pour la deriyee con-
tingentielle a gauche (4.2).

§ 5. rapport du Theoreme 1 d la theorie des ¢guations
differentielles aux contingents et paratingents de A. Marchaud
et de S. K. Zaremba.

Remargue 2. Au cas ou /(/)=/ et l'espace D de Banach se réduit
a l'espace cartesien a n dimensions, le Theoreme 2 constitue une gcne-
ralisation d’'un theoreme fondamental dans la theorie des equations dif-
ferentielles aus contingents (ou aus paratingents) construites indepen-
demment par A. Marchaud ([2], cf. en particulier la Proposition 3°
a la page 100) et S. K. Zaremba [6].

Il peut arriyer que la limite

n. d>(t+ h)—&(t)
wo f(t+ h)-f(t)

existe. Elle sera alors appelee derwee (d droite) de O relatire d / et de-

signee par
AW)\
(5-1) \<v\)/+
On definit la deriyee relatiye a gauche de la meme maniere.

Corollaire 1. Gardons I'Hypothese G et supposons
df(t))+ev lorsque teA—A.

Ceci pos$, la relation (3.3) a lieu pour les points p,q ysrifiant (3.2).
C’est une cons$quence immddiate du ThSoreme 2. — Un corollaire
analogue subsiste pour la dorivse relatiye a gauche.

Corollaire 2. Admettons I’'Hypothese G et supposons que, pour tout
teA—A, les deriyees (a droite) 0'+(t), /+(t) existent (/+(J) fini et /+(t)"0). Si
~+n~eV o lorsgue  te A—A,

T+G)
la relation (3.3) a lieu. — Une propriste analogue subsiste pour les de-
riySes a gauche.
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En remarquant <|iie

0+(f) __ (ds())\

) \IFOM pour teA—A,

on ramene ce corollaire au precedent.

Remargue 3. Le Theoreme 1 peut etre appligue meme au cas ou
les derivees contingentielles n’existent pas, car il peut arriver que la
relation (3.1) soit satisfaite et les derivees contingentielles (4.1) n’exis-
tent pas.

On doit notamment a A. Alexiewicz [1] un exemple d’'une fonc-
tion <f(f), telle que

||$(94j§(p) <1 pour peA, geA, pfrq

et que (4.1) est vide pour tout te A. Les relations (3.1) et (3.3) seront
alors evidemment satisfaites lorsque f(t)=t et Vv designe la sphere

|®|<1, ®@eD.

Le Théoreme 1 est donc essentiellement plus generat que le Theoreme 2
dans leguel interoiennent les derinees contingentielles.

§ 6. Tine generalisation de la deriree contingentielle (rela-
tive d f(t)) de la fonction <P(). Bout differentiel (relatif d f)
de la fonction

La remarque précodente suggere l'idee de géneraliser la notion des
derivees contingentielles (4.1) et (4.2) au cas ou elles sont vides, en les
remplaeant par une notion plus génerale

JA<E(RVE*  [d$($)\*
W)/+'

de fagon que le Theoreme 1 puisse revetir, dans toute sa gencralit¢, une
forme analogue a celle du Theoreme 2.
Notion de bout ferme. Soient {Fn} et {G,} deux suites d’ensembles

fermés telles que
FnCD, GnC.D (w=l,2,.,,).

Ces suites seront dites equivalentes lorsque chaque F,, contient presque
tous les Gk (GKCFn pour Ic suffisamment grand) et inversement.

La classe B de toutes les suites {Gn} equivalentes a {F,} sera dite
bout ferme 2).

2) Notion analogue a celle du Ende dans la theorie des Primenden de c. cara-
theodory.
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Tout {Gn} sera dit representant de B. Soient Q un ensemble ferme
(QCD) et Q(g) un voisinage ferms$3) de Q de rayon e>O0.
On Scrira

(6.1)

lorsgue, pour chague e >0,
Q(e)Fn~0 w=1,2,3,...),.
et on ecrira

(6.2) BCQ
lorsgue FnCcQ(e) pour chague e>0 a partir d’'un indice assez grand.

Notion de bont différentiel. Admettons I'Hypothese G. Soient
te A et {hn} une suite de nombres tels que

(6.3) t-\~lineAj hn-\_i<zhn,  hn—="0.
Designons par TJ, l'ensemble des valeurs gue prend
0(s)—0(0
1(»)—I(<)
lorsgue s varie dans l'intervalle (f,t+ V|, c’est-a-dire + Ds-
signons par Fn la fermeture de Un. La suite {Fn} représente Svidemment
un bout ferme qui ne depend pas du choix des hn intervenant dans (6.3).

Ce bout sera dit bout differentiel (a droite) de 0(0 relatif a f(t) et sera
désigno par

(«-d sSy*-
On définit d’'une faeon analogue

(6.4a)

Il est a peu pres dvident (cf. (6,1)) que la relation (3.1) est 6quivalente
a la relation

Le Theoreme 1 peut donc etre exprimé de la fagon suiyante:
Theoreme la. Si Fon a, dans I’Hypothese G,

*e> Y(W)+**  po'r

la relation (3.3) a lieu pour les p,a satisfaisant a (3.2).

3) Soit S(P,e) la sphtre fermee de rayon s et de centre P. La fermeture de I'en-
semble des points appartenant aus spheres S(P,S'), pour lesguels P e Q constitue le
yoisinage 0O(e).
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Remarque 4. Le theoreme procedent reste yrai lorsqu'on rem-
place (6.4) par (6.4a) dans la relation (6.6).

Du Thooreme 1 resulte facilement la suivante génoralisation d’'un
thooreme sur les deriyees contingentielles fondamental dans la théorie
des 6auations difforentielles aus contingents ([2] et [6]).

Theoreme 1 b. Si, dans FHypothese G, le bout différentiel de &(t)
relatif a /(t) satisfait a la condition (cf. 6.1)

lorsgue te A—A,

pour tout teA

§ 7. Thooreme de L’Hopital. J'appliquerai un lemme 6lémentaire
que j’ai introduit dans un article antorieur [4] pour faire une demon-
stration uniforme de tous les cas du théoreme classigue de L’Hopital.
Voici ce lemme:

Lemme 2. Supposons qu’on ait, pour les suites des nombres {a,,} et {&,},
10) (n=1,2,...)
2°) on a soit
u;i-=>0, bn—0,
soit

Il existe alors deux suites croissantes d’indices {y,} et {<?} tels que

V..-=~00, <5,,-»00,

Definition t (de la conyergence au sens G). Soient V un ensemble
convexe fermo, T(s) le yoisinage convexe de Vv de rayon e et {i,} une
suite de points appartenant a D. Si, pour chague e>0, on a xne7(e)
a partir d’'un indice assez grand, on O&crira

(xn conyerge au sens G yers l'ensemble v).

Ttemarque 5. Si 'ensemble v se roduit a un seul point PeD, la
conyergence au sens G coincide avec la conyergence au sens ordinaire
yers le point P.
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llypothese hopitalienne K. Admettons I'Hypothese G relative-
ment a /(i), $(/) et A. Les valeurs de 0(Z) appartiennent a un espace
vectoriel D de Banach, Ic designe une extrémite (fini ou non) de linter-
valle ouvert A. On a soit

lim f(t) = lim K>\ = 0
%k "k
soit
lim |/(£)] =00.

Hypothese hopitalienne L. V est un ensemble convexe borne
(7 eD). Pour chague couple de suites de points p,,, gn tels que

(7.2) P/iCAj gneAy PnArn) Prn~—~kj

on a (cf. la Dsfinition 1)

O(?")'O(p,,) 7
(7.2) I(«/.)—RPn) ¢

Au cas ou V se reduit a un point unigue, la relation (7.2) exprime (cf. la
Eemargue 5) une convergence au sens ordinaire

(7.2 bis) 0(*,)-0(p..)
1(?<)—I(?»)

Theoreme 3. (Forme ,,non differentiellell du theoreme generalise de
ISHopital). Dans les Hypotheses A et L, on a (cf. la Dsfinition 1)

(7.3) %\é\'}-—;? lorsgue te A, tc,
c’est-a-dire
(7.4) >V

0o

pour chague suite {t,} telle gue t,eA, tn->k (cf. la Dsfinition 1). Au cas
ou V se rsduit a un point unigue, la relation (7.3) exprime (cf. la Be-
margue 5) une convergence au sens ordinaire

(7.3 bis) lorsgue

J\b)

Demonstration. Supposons, pour la dSmonstration par I'impossible,
gue (7.4) n’ait pas lieu. Il existe donc une suite {«,}, telle gue
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Posons
an = [0(s,,)|, &, = I(«,,).

En vertu de !'Hypothese K, les suites {a,}, {b,} satisfont a la pre-
misse du Lemme 2 4).

U existe donc deux suites croissantes d'indices {yn} et {<5,} telles que

(7-6) 7,,->00, 1(%)—I(*>,)7"°.
Posons

7 , "(stn)-cp(syn)

" 1(%0)-/(M) 1
Comme syn-+Ic, sén->Ic, on aura, en vertu de I'Hypothese L,
(7.8)

Il existe donc une suite {xn} telle que
(7.9 xnevV, In—xn->0.

En calculant 0(8dn) de la formule (7.7), il vient

AVAV4 r J>(8yn) r f(SYn)

(7.10) £ n) n o /() nf ™ \ny

En vertu de (7.8), la suite {!,,} est bornee car Vv est borne. De (7.6) et (7.10)
il vient

d’ou (cf. 7.9)

et, comme xneV, on a

ce qui n’est pas compatible avec (7.5).

llemarque (i. Dans le cas particulier ou I'espace D de Banach se
reduit a I’espace cart$sien a une dimension, D= (— 00, + 00), le thsoreme
precedent reste vrai aussi quand Vv est un ensemble convexe non borne.
Si dans la relation (7.2 bis), on a P=+00 ou V=—oa, la relation
(7.3 bis) a aussi lieu. — On U'¢tablit facilement en se servant du Lemme 2.

4) La fonction. /(t) etant monotone au sens strict dans Finterralle ouvert zi, elle
deyient nulle au plus une fois. Comme = extremite de A, il en resulte que

6Nn=/(s;)™NO a partir d’'un indice N assez grand. En supprimant dans {&,} un nombre
fini d’elements, on aura 6n”~=0.
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§8.Si >0 et v est ferme et convexe, designons, comme prscédem-
ment, par
V()

le yoisinage convexe ferm6 de Vv de rayon g.

Théoreme 4. (Forme ,differentielle® du theoreme generalise de L'H6-
pital).

Prémisses. Admettons les Hypotheses G et K relativement a /(t),
d>), A et L.
Soit v un ensemble ferme, bornd et convexe (vCD).
Admettons de plus I'une des Hypotheses suivantes
A tout ?,>0 correspond un seA tel gue

8.1) liminf /<Z(t+ 71)-0(t)

A->0-]-0
lorsgue te(s,k)—A(s,Tc)-,
H2. A tout ?7>0 correspond un se A tel gue

lorsgue t e (s,/c)—A(s,k). (Pour la signification de cette relation cf. (6.1),
et (6.5)).

On peut introduire la definition suivante de la convergence au sens E:

Etant donnes une suite de bouts fermes B,, (cf. § 6) et un ensemble convexe fermo V,
on ecrira

lorsaue pour tout =0, la relation 7E.,"0 a lieu apartir d’'un indice suffisamment
grand (cf. 6,1). En vertu de cette definition Fllypotbese pourra etre mise sous la
forme equivalente suivante:
. d<l (H)\
/12 bis. lorsgue te A—A, t-Alc.
A/ 4

H3. A tout rj >0 correspond un se A tel gue
'do(Q\*
FA?)™ t H—AC(s,f
’<*/("k) /+ ( ) O pour e (((’ ) (Sl C)

(Dans le premier terme de cette relation intervient la dérivée contin-
gentielle de ¢ relative a /, cf. (4.1)).
H,. A tout te A—A correspond un element P(t)

d$(O)\*

tel gue
P(i)-"- lorsgue te A—A, t-Alc

(cf. (4.1) et la Definition 1).

Rocznik Pol. Tow. Mat. T. XXIV. 10
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Hj. Pour tout /ezl—A la doriyGe relative a droite ao(e) existe
et Fon a ‘W

lorsgue  te A—A,
(cf. la notation (5.1) et la Dofinition 1).

P6. Pour tout te A—A les doriyoes a droite f+(t) (finie et non nulle)
et &'+(t) existent, »+(t)eD et

01
>V lorsgue teA—A
7+0O ¢
These. Ceci etant admis, on a (cf. la Définition 1)

8.2) —C>v lorsgue  t->k.

fw

Remargue T. Dans le cas ou Vv se roduit a un seul point, la con-
yergence au sens C (8.2) passe en la conyergence au sens ordinaire

/(O lorsgue  t-+k.

Demonstration. Les Hypotheses Hi et H2 sont O&auiyalentes
(cf. 6.5). On remargue facilement que FHypothese Hr est une conso6-
guence de chacune des Hypotheses H3-Hs.

Il suffit donc de domontrer le thGoreme en s’appuyant sur FHypo-
these B\.

Bamenons le prosent th6oreme au Théoreme 3. Les Hypotheses G,
JK et L constituent les promisses du Théoreme 3, les Hypothdses G, K, H1
constituent celles du présent théoreme. Il suffit donc de prouver que
FHypothese L rosulte de FHypothese R! car la these (7.3) du Théoréme 3
céincide ayec la these (8.2) du présent théoreme.

Admettons relativement aux suites {p,} et {g,} les relations (7.1),
c’est-a-dire suiyantes

PneA, aHeA pn A dni Pn Un 7~ k.

Il suffit de prouyer (cf. 7.2) que
(8.3) lorsgue  n->o0.
Kan)-f{.Pn) c

Soit p >0 un nombre arbitraire. En yertu de Hit il existe un s tel que
la relation (8.1) ait lieu dans l’ensemble (s,k)—A(s,k). En yertu du
Théoreme 1, sur les accroissements finis, il s’ensuit que

0(g) —0(p)
I(E)—1P)
lorsgue p=£a, pe(s,k), ge{s,k).
On a, a partir d’'un indice n=N,
Pny”~anj Pne ®jk), gne(s,k).
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Il vient, en vertu du Théoreme 1, que

. 1(2n)—/(?,,)
o’est-a-dire
0(gn)~0(GM pour  nfA-N,

A(99)-/(?,,)
>0 etant arbitraire, on en conclue la vorit6 de (8.3) (cf. la Dcl. 1 du § 7).
La promisse L du Thdéoreme 3 se trouvant ainsi vorifide, on a la rela-
ti0|Rg.3), ce qui termine la domonstration.

Ue Le théoreme procodent restera vrai lorsque I'on rem-
placera dans les Hypotheses Hj-Hg les limites a droite (respectivement
les dorivoes, les dorivoes contingentielles ou les bouts difforentiels a droite)
par les limites (ou les dorivoes etc.) a gauche (cf. Théoreme 1 bis).

Rhcemple 1. Le theoreme procddent peut etre aussi appligué au cas
ou la dérivée contingentielle

64 AWV

\ df(t) /+

n’existe en aucun point de A (en ce sens qu’elle constitue un ensemble vide).
Soit, en effet, JL(i) la fonction construite dans l'article cite de M. Ale-
siewicz [1], dont la dérivoe contingentielle est vide pour chaque t et

pour laguelle on a
IA(Q)—A(P)|

lorsgue peA, geA ou J=[0,1] et J=(0,l).

En ajoutant au besoin une constante convenable r (re D) a A(t),
on peut admettre que .4(0)=0.

En posant &(t)=tA(), /(/)=t, on démontre facilement que (8.4)
n'existe pas (ou plutdét est vide) pour tout te A. En ddésignant par O
le z6éro de l'espace D en question, et en posant 7=0 et A;=0, on voit

. . <p(i
facilement que les Hypotheses G, K et H1 ont lieu. On aura donc -EQ/-*@
lorsgue f->0.

BIBLIOGRAPHIE

[1] A. Alexiewicz, On a theorem of T. Wazewski, ce volume, p. 129—131.

[2] A. March.aud, Sur les champs continus de demi-cones convexes et leurs integrales,
Compositio Mathematica t. 3 (1936), p. 89-127.

[38] T. Wazewski, Une generalisation des theoremes sur les accroissements finis
au cas des espaces abstraits. Applications, Buli, de I’Acad. Polon, des Scienees et des
Lettres, serie A (1949), p. 183-185.

[4] +— Quelques demonstrations unijormes pour tous les cas du theoreme de L Ho6-
pital. Generalisations, Prace Mat. Fiz. t. 47 (1949), p. 117-128.

[51 — Une demonstration uniforme du theoreme generalise de L'Hopital, Ann. Soc.
Polon, de Math. t. 22 (1949), p. 161-168. _

[6] S. K. Zaremba, Sur les eguations au paratingent, Buli, des Scienees Math.
t. 60 (2), (1936), p. 139-160.

10*



SUR UN THEOREME DE KNESER

Par S. tojaseewicz (Krakow)

Le th6orome bien connu de Kneserl) affirme que lintersection de
la zong d’émision d'un point pi)=(t°,x",...,x°n), respective a un systéme
d’6quations différentielles dxIfdt=Fi(t,xIf...,xn) et d'un hyperplan t—c,
est toujours un continu, pourvu que toute intdgrale passant par po soit
dofinie dans l'intervalle [tO,c].

T. WazZewski a posdé un probleme qui consiste a caractériser les
continus qui sont des intersections de la zone d’émision a droite (ou
a gauche) d’'un point, respective a un systeme, par un hyperplan (t=c).

Dans la note presente je montre, pour n=2, en admettant l'unicito
des intégrales a gauche (ou a droite), que les continus en question sont
ceux qui ne coupent pas le plan.

Considerons un systeme d’équations difforentielles

@ d;=f(t,x.y),
y=g(t,x,y),

et supposons que / et g soient continues dans un domaine a 3 dimensions G.

Theoreme |. Soient p0=(t0,x0,y0) e G, c=>t0, Z la partie commune
de la bande et de la zone d”emision de p0, A le plan t =c. Suppo-
sons gue chague integrale de (1), gui passe par p0, soit definie dans [t0,c]
et gue chague point de la frontiere de Z soit un point d”~unicit¢ a gauche.
Nous affirmons gue Z/. est un continu gui ne coupe pas le plan.

Ddémonstration. Dans le cas contraire, I'ensemble Z/. couperait le
plan A entre certains points a et b de z—2.z. z Gtant un compact con-
tenu dans G, on peut admettre, sans restreindre la géndralitd, que G soit

x) H. Kneser, Uber die Losungen eines Systems gewodhnlicher Differentialgleichungen
dap der Lipschitz-Bedingung nicht geniigt, Sitz.-Ber. d. Preuss. Akad. d. Wiss., Phys.-
Math. Kl., 1923, p. 171-174. Cf. aussi M. Muller, Beweis eines Satzes des Herm
H. Kneser iiber die Gesamtheit der Losungen die ein System gewohnlicher Differential-
gleichungen durch einen Punkt schickt, Math. zeitschr. 28 (1928), p. 349-355; M. Fu-
kuhara, Sur les systemes d’equations differentielles ordinaires, I, Japanese Journal
of Mathem. 5 (1929), p. 345-350; E. Kamke, Zur Theorie der Systeme gewohnlicher
Differentialgleichungen, Il, Acta Math. 58 (1932), p. 57-85.
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T'espace tout entier, que / et g soient bornees, et, par suitg, que toutes
les intSgrales soient dofinies dans (—oo, 00). 1l esistent alors deus points
a0 et bo sur le plan n:t=t°, tels que a, a0l ou b, bn soient situes sur la meme
intsgrale. a0 et bo Stant diffSrents de pu, on peut les joindre par un con-
tinu ['Cn qui ne contient pas po. En dosignant par zr la zone d’$mi-
sion de F, zv/. est un continu 2) contenant a et b. zr/. a donc un point
commun d avec zi.. Il existe un doe F tel que d, do soient situes sur la
meme integrale 9". Comme do0 noneZz et de z, il existe un point de 9
qui est le premier (si I'on parcourt 9 a partir de do a d) qui fait partie
de z et, par suite, de la frontiere de z. Evidemmenfr ce point n’est pas
un point d’unicitdé a gauche, contrairement a l’hypothese 3).

Theoreme 11. Soit C un continu qui ne coupe pas le plan Z=I. IZ exi-
stent des fonctions f(t,x,y) et g(t,x,y), continues dans Pespace tout entier,
telles que

1° cliague point different de Porigine t= x=y—0 est un point (Punicite
du systeme (1),

2° G est la partie commune du plan t=1 et de la zone diemision de
Porigine.

Demonstration. Ecrivons le systeme (1) sous la forme complexe
) Z=E(Z,2),

ou z=x+iy et E(t,z) =f(t,x,y) + ig(t,x,y). Soit G un continu donn6 qui
ne coupe pas le plan. Posons

3) E(Z,«)=0 pour i<O,

(4) pour (t,z)eE,
ou E est ’ensemble de points (t,z) tels que

) t>0 et | ec (ensemble E).

a) Cf. S. K. Zaremba, Sur les eguations au paratingent, Buli. Sei. Math. LX (1936),
p. 153; c’est une conseguence immediate du theoreme de Kneser. En effet, si ZFA
etait la reunion d’ensembles disjoints, non vides, fermes, A et B, alors r=TZA-\~rZB,
ou ZA et ZB sont les zones d’emision de A et B. FZa et BZb auraient donc un point
commun (. En designant par Z( la zone d’emision de (, on aurait Z*"ZcZpZ, d’ou
Z9Z= ZgA-\-ZgB. mais ZgA, Z(B etant disjoints, non vides et fermes, Z(A ne serait
pas un continu, contrairement au theoreme de Kneser.

3) On voit que le theoréme est generat et que la demonstration pour N=>2 est
identique a celle présentee pour to=2.
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Alors z=at2 dans (0, 00) sont des integrales de (2), pourvu que ae C.
Il suffit de definir la fonction F(t,z) dans le domaine D

(6) t>0 et IZ nonec (domaine D)t

de fagon que
1) F(t,z) soit continue dans l’espace tout entier,

2) par chaque point de D passe une intograle unique du systeme (2)
envisago dans D, et que deux integrales differentes ne puissent pas tendre
vers le meme point du plan t=0,

3) aucune integrale du systeme (2) envisage dans D ne tende vers
la frontiere de E.

Soit w=ip(z) la representation conforme du complementaire de C sur

le domaine |w/|>I telle que y(00)=o00 et soit 3=e>(w) la representation
reciprogue.
La formule

(7)

est une transformation de B sur D, ou B est defini par les relations
8) i >0 et |wl >t (domaine B).

La transformation (7) conduit d’'un systeme

9) w=G(t,w) dans B

au systeme

(10) G(t,w) dans D,
ou

(V)

Nous allons chercher une fonction G(t,w) telle que

(12) G(tw —2F

satisfasse aux conditions 1), 2) et 3).
On a, d’apres (7),

(13) lorsque 1->0 et w->wo0=A0

(14) y(®)—v<p'(v)-+a0, lorsque r->00
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Ol

car >(p)=¢>(")" + 80+
(15) 9,(y)(r|—I)->0, lorsque 1<|®|->14),

et, d’aprés (7) et (12),
(16)

Supposons maintenant que t->/0 et z~zo.

Si t0>Q et (10,z0) e frontiere de E, alors, d’apres (11), |wi/ta]->-1, car,
«ito appartenant a la frontiere de c (cf. (5)), on a |y(z/t2)|->1. On en
conclut, en vertu de (12) et (15), que, si I’'on avait

(17 G(tw)——=0 —lj pour ~r->1 et t->to>0,
alors F(t,2)~2z0/t0 et, par suite, d’apres (4), F(t,z) serait continue en
("0,20)-

Si i0=0 et zo~O, on a, dapres (11), w/t2->00 et w->w0=z0y>'(00).
Il resulte donc des relations (16) et (14) que, si Fon avait
(18) t?(t,w)->0, lorsque f->0 et w->w0— z0i/>'(00),
alors F(t,z)->0, et par conssquent, d’apros (3), F(t,z) serait continue
en (t0,»0)-

Si.enfin t0=0 et za=~, on a, en vertu de (13), w->0. Lorsque |w|/t2>2,
alors, d’apres (14),

reste borne; en supposant que
(19 ¢?2(i,w)->0, lorsque Z->0 et w-*0,

on aura (cf. (16)) F(t,z2)-+Q. Lorsque t2<|w|<2t, alors, d'apres (15),

reste borne et, dapres (7), 2z/t-+0; en supposant que

(20) Gwp=o  —1)  |orsque Z>0 et w->0,

4) Cf. W. Seidel et J. L. Walsh, On the derivatives of funotions analytie in unit
oirole, Trans. Am. Math. Soc. 52 (1942), p. 135, Corollary 2.
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on aura (cf. (12)) F(t,z)->0. Les conditions (19) et (20) entrainent donc
la continuite de F(t,z) a l'origine.

La condition 1) est satisfaite lorsgue G(t,w) est continue dans B et
lorsgue les relations (17)-(20) sont verifides. D’apres (13), la condition 2)
est satisfaite s’il en est de meme pour le systeme (9). Enfin, pour satis-
faire a la condition 3), il suffit d’exiger, d’apres (13), gu’aucune integrale
de (9) ne tende vers l’ensemble |w|=t2.

Toutes ces conditions seront satisfaites, si I'on pose

G(tw)=——dans BA4).

4) Apres aue ma note a etait composee j’ai appris d'un article insere par la pu-
hlication: MameMamuKa e CCCP 3a mpudyamb Jiem, MocitBa 1948, gue le theoreme 11
est demontre par M. Bocktein dans son travail: TeopeMU cytgecmeoeawust u edun-
cmeemocmu pewenuu cucmeM o6uKHoaeHmtx i)u(j)(f>epemiuasibw,ix ypasnenuu, M., YuSh.
3an. yH-ta 15 (1939), p. 3-72.



SUR LES TIIESES DE DEUX NOTES DE T. WAZEWSKI
RELATIVES AUX CRACOVIENS ET MATRICES

Par T. Banachiewicz (Krakow)

On trouve dans les Annales de la Socioté Polonaise de Mathdéma-
tigue 22, p. 286-288, Krakow 1950, deux notes de M. Wazewski: I. Re-
maraues relatives aux certains th6orémes de M. Banachiewicz (premiere
partie), Il. Théoreme de M. Banachiewicz relatif a la méthode des moin-
dres carr6s (deuxieme partie). Nous examinerons ici les théses de ces
notes du point de vue des mathOmatigues pratigues.

Note |

81. M. Wazewski appelle deux procodos de calcul P et Q numeri-
guement idenligues lorsqu’ils dictent des calculs identigues. Une pareille
dofinition, bien que parfaitement licite du point de vue formel, ne per-
met nullement de conclure gu’,,une machine automatique fonctionnant
suiyant P fonctionnera suiyant Q et inversement”“. Considorons, par
exemple, une machine qui fonctionne a I’aide de cellules photodlectriques,
et transporte automatiquement les nombres ocrits, ou plutét dactylo-
graphios, a son mocanisme de calcul. Si, dans le proc6d6 P, on obtient
les quantités intermddiaires Ocrites suiyant un ordre p, conforme aux
exigences de la maching M, et si le proc6dé Q donne les memes quan-
titds Ocrites dans un ordre différent g, on a besoin, en employant Q, de
transcrire 'ordre q a l'ordre p, ce qui demande un travail supplémen-
taire. Si, par exemple, on a a calculer un déterminant du 8-ieme ordre,
la machine M demandant que les 6léments du doterminant soient ocrits
dans un ordre habituel, et si le procddé P les donne ainsi, tandis que Q
les dispose sur les cadres d’'un Ochiquier suiyant les positions successives
du cayalier (sautant suiyant une loi donnee), alors le proc6ddé Q deman-
dera un travail supplomentaire pour ordonner les éléments. Deux pro-
c6dés numoriquement identiques peuvent donc demander de la ma-
ching M des oporations differentes. Si meme du point de vue des ma-
thomatiques abstraites ce fait importe peu, il est nébanmoins essentiel
du point de vue des mathOmatiques pratiques, et, dans le choix entre
les matrices cayleyennes et les cracoviens, ce sont les considorations des
mathdématiques pratigues qui doiyent etre docisiyes.
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82. Dans le premier alinda de la page 287, M. Wazewski remargue
gue la reduction (Ax) de la solution d’'un systeme d’equations lineaires
a la solution d'un systeme ,en escalier” est numeriguement identigue
a un procede (Bi) de Doolittle. Cette assertion, gui rdduirait essentiel-
lement le champ d’applicabilité de (Aj), est inOxacte, puisgue le procddo
de DoolittleJ n’a trait qu’au cas de systemes symetrigues d’eguations,
tandis gue (AJ est gonoral.

§ 3. Le fait, exprimé dans le second théoreme que communigue
M. Wazewski: ,,p 6tant une matrice symotrigue (dont certains mineurs
ne sont pas nuls), il existe deux matrices en escalier g et r gui, avec leurs
transposoes g et r*, vorifient les relations

r—r’, p=aqrqg’,l
sert de base depuis 1938, sans avoir 6t6 spécialement formuld, a deux
procodes de solution des Gguations normales 2). Dans l’enonc6 de la pro-
position ci-dessus, au lieu de ,,deux” on peut mettre ,une infinite de“,
puisgue la matrice diagonale r est arbitraire. Par exemple, si p— (36), on a

(36)=(6) (1) (6)=(1) (36) (1)=(2) (9) (2)=(3) (4) 3) etc,

et de meme pour les matrices a plusieurs lignes.

Note Il

§ 4. Apres une sorie de propositions plus ou moins Gvidentes ou con-
nues, M. Wazewski se souleve contre 'opinion que le mo6canisme ma-
thdmatigue des procedds cracoviens At et A2 n'est possible gue grace
a la notion de cracovien. Les chercheurs qui connaissent la relation entre
les matrices et les cracoviens savent a quoi s’en tenir. Lorsqu’ils con-
siderent le point de vue des mathOmatigues pratigues, ils savent qu'il
ne s'agit pas d’employer des methodes guelcongues, thdoriguement pos-
sibles, mais de choisir les meilleures du point de vue de I’ex6cution du
calcul. On sait déja que deux méthodes ,,numdriguement identigues”
peuvent exiger un travail different meme pour un calcul avec une ,ma-
ching automatique*. La maching mentionnée au § 1, a yeux-recepteurs
photoolectrigues, arrang6s pour la multiplication des matrices, devrait
etre plus compliguée, pour des raisons de gbometrie, qu’une machine
a multiplier les cracoviens. Quant a ,I’'avantage psychologique®, M. Wa-
zewski considere qu’on a le meme effet en ,,tournant” les matrices. C’est
une opdration indiguée dodja dans le travail de T. Banachiewicz, Zur
Berechnung der Determinanten (Acta Astronomica c¢ 3, p. 46): on tourne
(transpose) la premiere matrice du produit, on multiplie les facteurs

9 Report of the Superintendent of the M. S. Coast and Geodetic Survey etc. pour
1877/78. Appendix 8, Paper Nr 3.

2) Voir, par exemple, la note de T. Banachiewicz, Sur la resolution des eguations

normales de la methode des moindres carres, Comptes Rendus de la Societe des Scienees
de Varsovie 41 (1948), Classe 111, p. 63.
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colonne par colonne suivant les regles cracoviennes, et on a encore a tour-
ner le produit finat. Quelquefois, on associe plusieurs facteurs voisins
dans le produit; si Fon devait associer les facteurs en m groupes, cette
regle exigerait une transposition 2m fois. ,,Tourner® ce n’est sans doute
gu’un seul mot pour la pcnsée, mais, dans I’execution, c’est toute une
operation qui demande du temps et de l'attention, et qui, de plus, est
facilement sujette a une erreur.
Par ailleurs, la notation cracovienne

p— K- (12-W,
ou explicitement, par exemple, dans I'expression bien connue

X [aa] [ba] [ca] [la] X
| [ab] ob] [cb] 0]
z [ac] [bc] [cc] [lc] =z
1 [al] [bI] [ [N] 1

correspond a une symotrie dans la conception et dans I’execution.
Il n’en est pas de meme en notation matricielle, ou Fon aurait

W WV [cb] [1b] W/

[ac] [bc] [ce] [2c] wW
[al] [bl] [cl] [UY \1/

([aa] [ba] [ca] [la]\ /x\

Nous pouvons encore ajouter les considerations suivantes.

Les calculs sont en generat bien difficiles a faire sans erreur. lls
demandent a cet effet des regles rigides, simples et constantes. Un cal-
culateur moyen, ayant a multiplier des tableaux tant6t, dans des do-
ductions theoriques, lignes par colonnes, tantét, dans une $valuation
numsrique des produits, colonnes par colonnes, et ceci avec un enregis-
trement différent des résultats obtenus dans le produit ,,théorique” et
les produits ,,numeriques* — difficiles d’ailleurs a delimiter — finirait par
se ddsorienter, ce qui empecherait un travail tranquille et sur. CPest pour-
quoi chacun doit se ddcider, croyons-nous, soit pour le calcul matriciel,
soit pour le calcul cracovien. Du point de vue des applications numé-
rigues, nous sommes d’avis que c’est ce dernier qui S'impose; mais nous
voyons bien, que les cracoviens ont a lutter pour cette these puisque
les matrices apparurent trois quarts de siecle plus tét, et eurent ainsi
le temps de s’enraciner aussi dans le domaine des applications numoriques.
Elles y sont d’ailleurs protegees, soit par les tendances naturelles a la
conservation, soit par la lenteur de diffusion des idees nouvelles, enfin
par peu d’importance attachee par beaucoup de mathdmaticiens con-
temporains aux questions de calcul.
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§ 5. On lit dans la Note: ,Jla multiplication des cracoviens n’étant
pas commutative, il est plus pratigue de se servir des matrices dans les
considsrations théoriques*. Cette phrase est énonnante, la multiplication
des matrices etant non plus commutative. Il semble que M. WazewskKi
a confondu la commutativite avec l'associativitd. Quant a la commuta-
tivits, elle est meme, en quelque sorte, plus grande pour les cracoviens
gue pour les matrices parce que, dans un produit cracovien de 2 facteurs,
on peut toujours changer leur ordre sans que le produit perde un sens
(on transpose de cette fagon le produit — propriete souvent commode),
tandis que pour les matrices le produit ne perd alors de sens que si leurs
dimensions sont particulieres. Concernant la phrase corrigee, en y plagant
»associativit¢* au lieu de ,,commutativite”, on peut remarquer que, du
point de vue de l'analyse pratique, la maniabilite du resultat importe
plus, a notre avis, qu'une petite complication dans sa deduction.

8 6. D’apres I’avant-dernier passage de la Note, entre autres le pro-
ctde A, ¢ h uerait une algorithmisation au moyen des matrices d’un
spécimen EOﬁ (notre cursive) de la méthode des bliminations succes-
[ves. Cette assertion paraissant reposer sur la supposition errorice que

est numsériquement identique au proced6 de Doolittle (voir § 2 du
présent article) est sans fondement. Quant a la solution A2, nws avw
indiqu$ au moins deux solutions numoriquement differentes, et N
et chacune d’elles se compose de deux parties: solution determinee, rela-
tivement simple, et solution indeterminée; les notes de M. Wazewski
parlent seulement de la solution doterminee. Dans ces solutions et celles
relatives aux systemes non symet,riques, il y a des procedes numerique-
ment differents de ceux qu’on connaissait et des procedes numsriquement
identiques aux procedes connus. Ce que nous avons obtenu ne provient
pas de la transformation, au moyen des matrices, de rssultats connus,
mais de I'introduction de nouveaux concepts du calcul cracovien, passant
depuis peu a peu dans le calcul matriciel (comme la msthode de decom-
position en deux facteurs elementaires, la division directe différente de
la multiplication par I'inverse, le controle des produits), ou ils devien-
nent d’ailleurs parfois plus compliqués psychologiquement, ce qui ex-
plique peut-etre en partie leur apparition tardive dans la theorie des
matrices.

En terminant, nous exprimons notre reconnaissance a M. Arend de
I’'Observatoire d’Uccle pour ses conseils relatifs a cet article.

Pour plus de details concernant la relation entre les cracoviens et les matrices
le lecteur pourra consulter la note de T. Banachiewicz, On the Use of Cracovians
for Tlieoretical Purposes in Pure and Applied Mathematics, Acta Astronomica c
4 (1949), p. 97-100.



SUR L’ALGORITHMISATION DES METHODES D’ELIMINATIONS
SUCCESSIVES

(reponse & un article polemigque de T. Banachiewicz)

Par T. Wazewski (Krakow)

Dans les Comptes Eendus des Soances de la Socioté Polonaise de
Mathématigue (cf. ces Annales 22, p. 286 et 288) se trouvent les rosumos
de deux de mes conforences: celles du 30 novembre 1948 (Tiemargues
relatives aux certains theoremes de M. Banachiewicz — premidre partie)
et du 14 doécembre 1948 (Theoreme de M. Banachiewicz relatif a la me-
thode des moindres carres. Remargues methodologigues — deuxieme partie).
Dans le prosent volume des Annales, M. T. Banachiewicz publie un
article polomigue sur ce sujet (reeu par la rodaction le 26 octobre 1951)’).
Mes résumos seront citds dans la suite sous I'abbrdviation EW et Par-
ticie de M. T. Banachiewicz sous I'abbreviation APB. Je ropondrai a cha-
gue paragraphe de APB sdparoment.

Ad 8§81 de APB. Jai commencé mon rdsumé par les deux phrases
suivantes (EW, p. 286):

1. L’auteur *) appelle deux procerles de calcul P et e nhwmeriguement identigues
lorsgu’ils dictent des calculs identigues.

11. Une machine automatique fonctionnant suivant P fonctionnera donc suiyant Q
et inversement.

Deux calculs sont considorés comme identigues lorsau’ils consistent
en l'application de memes suites de memes opdrations effectudes sur les
memes nombres 2). L’identité de suites d’6léments guelcongues impligue
ovidemment l'identitd de ’ordre de ces 6léments. U est a peu pres oOvi-
dent gue la proposition Il est une consdguence de la définition 1.

Or, M. T. Banachiewicz a substitu6 a ma dofinition | une autre —
la sienne. U n’est donc pas 6tonnant gue M. T. Banachiewicz ait pu faire
entrevoir (cf. I'exemple d’une machine photodlectrigue dans § 1 de APB)
gue la proposition Il n’est pas compatible avec sa definition. Cette con-
clusion de M. T. Banachiewicz ne donng Ovidemment aucun renseigne-

x) T. Banachiewicz, Sur les theses de deux notes de T. Wazewski relatiues aur
eracoriens et aux matrices, ce volume p. 153-156.

2) La ligne 6 d’en haut de la page 287 de KW, qui se rapporte au procéde B, jouant
le role d’uu des procédes P ou Q, ne laisse aucun doute qu’il Aagit de suites d'opérations.

*) C’est-a-dire T. Wazewski.
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ment sur ce qui concerne la compatibilito de proposition Il avec ma
dofinition 1.

Il est, peut-etre, inutile d'insister sur ce que deux opdrations P et Q
ne cessent d’etre niimcrignenient 6quivalentes a mon sens si I'on varie
les accessoires technigues au sens large (multiplication de matrices ligne
par colonne, ou d’autres matrices convenables colonne par colonne, cal-
cul a la main ou calcul a la machine, l'usage du crayon rouge ou noir,
etc.) pourvu que la suite des oporations mathematigues (addition, division,
etc.) et la suite des nombres en question reste la meme. Grace a cette
propriotd de ma ddfinition I, j’ai pu demontrer que le procodd A, de
M. T. Banachiewicz est numdriguement equivalent (a mon sens) a un
procod6é elémentaire B: d’6liminations successives.

Ad 8§ 2 de APB. A la page 287 de RW, on lit:
111, ...(A) est nuHic¢ricjucrnent identique a un procedd (procédé de Doolittle)
intervenant dana la methode odélementaire de substitutions (ou d’eliminations) succes-

Bives lI6gerement modifiee.

On y trouve aussi une dofinition du procédé Bt rodigée en quel-

ques mots:
IV. On trouve Wi au moyen de Ul et au moyen de *).
La proposition 111 peut etre ropartie en deus propositions V et VI,

dont la premiere a un caractere mathomatique, la seconde — bibliogra-
phigue et, sous un autre aspect, terminologique.

V. Ai est numeriguement equivalent a, Bi (ou Bi est défini par V).
VI. Le procédé Bi est du a; Doolittle.

M. T. Banachiewicz affirme que la proposition 111 est inexacte. Ceci
pourrait faire croire au lecteur que M. T. Banachiewicz affirme que ni V
ni VI ne sont exactes.

Or, au cours de ma premidre conforence (a laquelle assistait aussi
M. T. Banachiewicz), j’ai prosente la demonstration de la proposition V.
L’objection de M T. Banachiewicz se rapporte donc uniquement a la
proposition VI.

Le procod6 de Doolittle (correspondant de plus pres au procddo que
J’ai designé par B2) est, en ce qui concerne la méthode (et non pas Ze
terrain d’application de cette methode: matrices symotriques ou non), baso
sur un principe analogue que le procédd Bzx. C’est pour cette raison qu’en
ddéfinissant la construction de BI, je ne croyais pas avoir inventd un pro-
c0de essentiellement noureau. J’estimais donc etre en regle, du point de
vue terminologique, en appelant B: proc6dd de Doolittle.

Mes conférences ont eu lieu en 1948. Plus tard, en 1950, a paru le
livre de R. Zurmiihl, Matrizen, eine Darstellung fur Ingenieure. Ce livre
sera citd, dans la suite, sous I'abbréviation ZMDI. On y trouve quelques
remarques, importantes du point de vue mathdématique et bibliogra-

*) Pour la signification de w. et w;, voir EW, p. 286.
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phigue, qui concernent le sujet traitdé dans BW. Dans le § 23 de ZMDI
portant le titre:
VII. Auflosung linearer Gleiehungssysteme durch Matrizenmultiplikation,
et plus particulierement dans l'alin¢a 23.1 de ce § portant le titre:
VIIl. Das abgektirzte Verfahren von Gauss in Matrizenform (Banachiewicz),
on trouve, a la page 249, le passage suivant:

IX. Es handelt sich hier um Verfaliren des Franzosen Cholesky und des polni-
schen Astronomen Banachiewicz. In beiden Fallen sind die benutzten Formeln, iibri-
gens ohne Wissen der Autoren, mit Formeln des Sogenannten abgekiirzten GauBschen
Verfahrens identisch, die die Form skalarer Produkte haben.

Du texte de ZMDI qui suit le passage cite, il résulte que l'auteur,
en parlant du procsd$ de M. T. Banachiewicz, parle du procede AL qui
se rapporte aux Oguations a matrice non symotrigue. Le procédd d’oli-
minations successives que j'ai ddsigné par B: y est appel6: ,,procsdd
raccourci de Gaussll. Il s’ensuit de IX que, dans ZMDI, le proccdd
est considér6 comme un procod$ d’Climinations gui $tait connu avant
I’'epogue, ou les algorithmes en question de Cholesky et de M. T. Bana-
chiewicz ont ete construits (cf. le fragment de 1X ,,ohne Wissen der Auto-
ren'l). Doolittle n’est pas cit§ dans ZMDI.

A la page 288 de BW se trouvent les phrases:

X. Le lien theorigue mutuel entre les procedes Al et A<i ne consiste pas evidem-
ment en emploi des cracoviens.

Xl1. L’auteur *) remargue qu’un tel lien consiste en ce gue ces procedes constituent
une algorithmisation, au moyen des matrices, de deus diffSrents specimens COWNUS
de la methode des eliminations successives.

On observe facilement que, dans le passage cite 1X de ZMDI, est
enoncée une opinion compatible avec la mienne (cf. XI) relativement
a ce que Aj constitue une algorithmisation d’'un spscimen connu de la
methode d’eliminations successives (il en est de meme pour A2). Ceci
reprssente aussi une reponse a l'objection formul$e au commencement
du § 6 de APB.

Il n’est peut-etre pas inutile d’insister sur ce gue la demonstration
de I'equivalence numerigue de Ax avec un procede connu (ou non) d’sli-
minations successives n’est pas lice au probleme de la prioritd relative
a Ax. Aucune mention concernant ce sujet ne se trouve dans BW.

Ad 8§ 3 de APB. M. T. Banachiewicz dsclare qu’il n’a pas formul$
les relations (2) a la page 287 de BW en disant qu’il ne les a pas spo-
cialement formulées. Dans ma confsSrence, j’ai indigué des exemples de
decompositions (2) différentes au cas generat de matrices a n lignes et
a n colonnes, a cote d’'une decomposition msritant un intoret special.

Ad 8§ 4 de APB. M. T. Banachiewicz revient a I’exemple d’une ma-
chine photoelectrigue gui n’est, comme on vient de le remarguer, en

*) C’est-a-dire T. Wazewski.
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aucun rapport moritorigue avec la guestion de compatibilite de la pro-
position Il avec ma definition 1.

A la page 288 de EW, on lit:

XI1l. L’avantage psychologique provenant de la multiplication colonne par colonne
peut etre aeguis sans cracoyiens. Il suffit a cet effet d’introduire la directiye gue le

theoricien doit tourner d’abord les matrices de maniere a multiplier colonne par colonne
et adresser ensuite ralgorithme en guestion au calculateur.

J’ai donc nettement distingne le role du thdoricien et celui du cal-
culateur. Le theoricien, en partant de la théorie des matrices, construit
l’algorithme (sans effectuer le calcul strictement numorigue) en invertis-
sant le role des lignes et des colonnes. L’algorithme, forme ainsi par le
theoricien, coincidera teoctuellement avec le proc6dé A: de M. T. Bana-
chiewicz. Le calculateur en se servant de cet algorithme n’aura donc
pas a tourner les matrices, il multipliera colonne par colonne en suiyant
les directiyes de l'algorithme fourni par le thooricien.

Or, M. T. Banachiewicz procede dans sa polémigue comme si j'avais
attribue au calculateur le réle d’ inyertir lignes et colonnes (action de
,.tourner®), ce qui est en contradiction avec le passage cite de EW. Ce
n'est, au fond, que grace a une substitution implicite de son texte a la
place de mon texte que M. T. Banachiewicz peut suggerer a un lecteur,
pas suffisamment critigue, gue j'ai formuld une assertion dans EW qui
ne s’y trouve reellement pas. M. T. Banachiewicz dit en effet (APB § 4):

.Tournerll ce n’est sans doute gu’un seul Mot pour la pensee, mais, dans Vexecution,

c’est toute une opcration qui demande du temps et de l'attention et gui, de plus, est
facilement sujette a une erreur.

Il s’ensuit clairement que M. T. Banachiewicz parle de I'action de
tourner les matrices par le calculateur.

Le reste du § 4 de APB est, en sa plus grande partie, basé sur la con-
fusion des réles que j'attribue au theoricien et au calculateur.

Ad 85 de APB. A la page 288 de EW se trouve inser6 un passage
gui, debarass6 d’une faute qui s’y est faufilée, a la forme suiyante:

XTIl. La multiplication des cracoviens n’etant pas assoeiative3), il est plus pra-
tigue de se servir de matrices dans les considerations theorigques. Au besoin, il suffit
de tourner les matrices a la fin des considerations.

R. Zurmuhl fait la remargue suiyante a ce sujet (cf. ZMDI, p. 21):

XIV. Indem hier4) das gewissermassen haturliche, aus der Hintereinanderschal-
tung linearer Transformationen erwachsene Multiplikationsgesetz fur Koeffizienten-
schemata verlassen wird zugunsten einer docli héchstens gerinfugigen und vor allem
leicht anderweitig zu erreichenden Erhéhung der rechentechnischen Beguemlichkeit,
geht damit zugleieh eine Reihe einfacher Rechengesetze der Matrizenmultiplikation,
insbesondere das assoziative Gesetz yerloren und damit gerade die besondere Leichtig-
keit des formelmassigen Rechnens mit Matrizen.

3) Au lieu de ,associative*, j'ai mis ,commutative®, ce qui constitue un Iapsus
calami evident.
+) C’est-a-dire au cas des cracoyiens.
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La compatibilitdé de XIII et XIV est manifeste. L'opinion XIV de
R. Zurmiihl est formul6e d’'une faeon plus nette en ce qui concerne cer-
tains dotails. En plus, XIV indigue la cause essentielle et naturelle qui
a imposé la multiplication des matrices ligne par colonne (et non colonne
par colonne). Cette cause roside dans le th6oreme fondamental T suivant:

La matrice jacobienne du produit de deux transformations est egale au
produit des matrices jacobiennes de ces transformations.

Ce tlieoreme devient faux si Fon y remplace le terme ,,matrice” par
le terme ,,cracovien®. Sur le terrain des cracoviens, un théoreme S, ,iso-
morphe” avec T, fait totalement disparaitre la simplicitdé fondamentale
dans laquelle réside la valeur algebrique de T. C’est grace a. T que jai
pu doémontrer, d’'une fagon simple et rapide, lidentite numerique des
procedds At C’est aussi grace a T que le produit des matrices pos-
sede la propriete associative. Si chacun avait a se docider, comme le croit
M. T. Banachiewicz (cf. APB, § 4), soit pour le calcul matriciel, soit cra-
covien, le theoricien choisirait, pour ses considerations thooriques (rela-
tives, par exemple, au developpement en sorie des puissances d’'une ma-
trice) le calcul ajustdé au théoreme T, c’est-a-dire celui des matrices.
Ce choix est plus economique sur ce terrain que le choix du calcul cra-
covien. C’est donc dans le theoreme T que roside, en gondral, la raison
intrinsegue qui impose le choix de la multiplication ligne par colonne
dans les recherches theoriques (n’exigeant pas de calculs strictement
numeriques). Le resultat finat pourra etre facilement remanie par le theo-
ricien de fagon a avoir un algorithme avec la directive de multiplier
colonne par colonne. Il adressera ensuite cet algorithme au calculateur.
On aura ainsi une double 6conomie de temps et de travail, au lieu d’une
6conomie simple.

Quel est donc, en definitive, le role de la theorie des cracooiens 1° sur
le terrain des recherches thoéoriques, 2° sur le terrain de l'application
pratique de l'algorithme par un calculateur effectuant les calculs nu-
meriques?

On a vu que, sur le terrain des recherches theoriques, l'usage des
cracoviens rend le travail plus difficile, complique, et, par suite, facile-
ment sujet a une erreur. L’usage de la thoorie des cracoviens n’est donc
ni pratique, ni économique sur ce terrain.

Sur le terrain de l'apphcation par le calculateur d'un algorithme
construit precedemment, l'introduction des cracoviens est Oquivalente
a l'introduction de la directive postulant la multiplication colonne par
colonne de tableaux convenablement remanies par le theoricien. Le pro-
bleme se reduit donc plutot a une question de nomenclature, a la que-
stion de savoir s'il est pratique, du point de vue du calculateur, d’ap-
peler cette multiplication par un nom spdcial et, en particulier, de I'ap-
peler multiplication cracovienne et les tableaux en question cracoviens.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. N
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Les arantages pratiques de l’algorithme de M. T. Banachiewicz,
et des auties algorithmes d'un genre analogue, sont faciles a constater.
Cn les troutent inscres dans certains manuels récents. Leur mécanisme
niatluniatigue est indopendant de la thdorie des cracoviens. Ainsi, par
exemple, l'algorithme A: est presenté dans ZMDI sons sa forme matri-
cielle. Ceci conduit a I'opinion que ces algorithmes meritent une atten-
tion plus spéciale que la th¢orie des cracoviens. Ne serait-il pas juste
de les appeler ,algorithmes cracoviens®, meme au cas ou l'on se sert
de matrices et non pas de cracoviens ?5).

La thtorie des ,algorithmes cracoviens®, ainsi définie, aurait pour
hut d’algorithmiser diverses mcthodes d’¢liminations successives (cf. EW,
Ic fragment citdé plus bas sous XV); les algorithmes de M. T. Banachie-
wicz feraient partie de cette théorie comme resultats particuliers. Elle
se servirait, dans sa partie strictement th¢orique, de matrices (Sconomie
de travail) pour construire les algorithmes destinds aux calculs nume-
rigues.

Le probleme de ,lutte” entre matrices et cracoviens, de chance entre
ces deux ,,adversaires®, perdrait ainsi sa complicatiou apparente. La de-
cision dans cette ,lutte” reviendrait tout simplement au choix entre
deux formes numdcriguement equivalent,es d'un meme ,algorithme cra-
covien* fourni par le theoricien. Il s’agirait, au fond de choisir la fagon
de multiplier qui est la plus commode. Dans cette situation, il devien-
drait inutile de construire des hypotheses sur la chance des deux ,ad-
versaires* dans la ,,lutte ainsi localisee6)

Ad §6 de APB. Au dc¢but de ce paragraphe, M. T. Banachiewicz
répete son objection sur I'6quivalence numsrique des procédes At et B:.
Nous y avons ropondu plus haut.

Ensuite, M. T. Banachiewicz parle de certains sujets qui n’intervien-
nent pas dans EW (par exemple des solutions A2 et A7). Je les laisse
sans réponse. En ce qui concerne la pdnétration,, tardive" de ,,nouveaux
concepts du calcul cracovien” sur le terrain du calcul matriciel, elle pro-
went probablement de ce que M. T. Banachiewicz a obtenu ses procsdes
en se servant de la notion de cracovien, ce qui a conduit a I'opinion que c’est
grace a cette notion que le mecanisme mathematique des procedss Al et A2
est possible. Or, on peut realiser une penstration mutuelle immediate et

s) 1l parait qu’il serait pratique de remplacer le terme ,multiplication cracovienne*
par un autre, par exemple, ,multiplication verticale*, car 1’'usage du terme ,cracovien*
dane plusieurs sens differents (theorie des cracoviens, calcul cracovien, methode cra-
corienne) a conduit a des malentendus sur le rapport entre la fagon de multiplier et
le mecanisme mathematique des algorithmes.

6) M. T. Banachiewicz attrihue la chance actuellement favorahle aux matrices,
a ce qu’elles sont ,protegees, soit par des tendances naturelles a la conservation, soit
par la lenteur de diffusion des idees nouvelles, enfin par peu d’'importance attachee
par heaucoup de mathematiciens contemporains aux questions de calculll
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complete de la theorie des matrices et de celle des cracoviens enremarguant
que ces deux theories sont tout simplement isomorphes au sens de EW. En
ce qui concerne l'identit6 entre la theorie des matrices et celle des craco-
viens (au sens de lisomorphie en question) S. Arend, mcntionne par
M. T. Banachiewicz a la fin de APB, est du meme avis que moi. Ceci
rosulte d’'un passage d'un de ses articles?); ce passage a pour titre:
»,Matrices et cracoviens, aspects jumeaus d'une meme conception®.

Du meme avis est aussi R. Zurmuhl (cf. par exemple, les titres
a la page 248 de ZMDI, cit6és plus haut sous VIII et VII).

Je dois insister sur ce que je n’ai pas conteste dans EW la valeur
pratique des procedés Al et M2 de M. T. Banachiewicz. C'est en atta-
chant une importance aux questions de calcul que je me suis demand$
si I'on pouvait obtenir de nouveaux résultats et de nouvelles methodes
du meme genre, et comment. Ainsi j'ai Ste amen$ a soumettre les pro-
cedes en question de M. T. Banachiewicz a une analyse ddtaillce, qui
m’a conduit a distinguer deux coétes tout-a-fait differents: le role de la
theorie des cracoviens et le mecanisme mathématique des procoddés Ax
et A.. J'ai remarque qu’il y a huit thdories isomorphes, au sens indi-
qué¢ dans EW, a celle des matrices, dont deux se servent de la mul-
tiplication colonne par colonne: celle des cracoviens et une autre sans
nom special. J’ai observd, d’autre part, que les proccdes -4f et A?|sont
numeriquement equivalents a certains proc$dés inds$pendants de la no-
tion de matrice et de celle de cracovien. Ceci m'a conduit a la conclu-
sion suivante (cf. EW, p. 288):

XV. Les resultats en guestion de M. T. Banachiewicz peuvent etre class§s comme
appartenant a un domaine de recherches plus vaste dont la direction a prendre con-
siste a algorithmiser, dans le sens precedent, les autres cas connus de la methode des
eliminations successives, pour obtenir des procedes numeriguement identigues, mais
presentant des avanta.ges psychologiques pour le calculateur.

Je considere cette conclusion comme un rcsultat principal de EW.
J’ai determine une direction de recherches, une voie dont une partie
a etc suivie par Cholesky et T. Banachiewicz (a leur insu — d’apres 1X)8).

) S. Arend, Voies nourelles dans le calcul scientifigue, Ciel et Terre, LVil-ibme
Annee, numero 12, Bruxelles (decembre 1941), p. 9.

8) L’observation bibliographique suivante se rattache de pres a la these XV. Cho-
lesky a construit un algorithme (communigque en 1924) en se servant de matrices et
sans connaitre la notion de cracovien introduite plus tard par M. T. Banachiewicz.
Ce dernier a construit un algorithme (communigue en 1938), independamment de Cho-
lesky, en se servant de cracoviens (cf. ZMDI, p. 249 et 260). Le manuel ZMDI con-
sidere ces deux algorithmes comme identiques. Suivant notre terminologie, ils sont
numeriguement identiques. lls resultent mutuellement I'un de 1’autre par une simple
isomorphie. Tous les deux constituent, suivant la terminologie proposee plus haut,
certains algorithmes cracoviens. (Il ne s’agit pas ici de 1l'algorithme .4, de M. T. Ba-
nachiewicz qui est plus gendral en un certain sens.)

11*
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L’opinion citee de ZMDI (cf. IX)AIFest compatible avec cette conclu-
sion en ce qui concerne le procede M- de M. T. Banachiewicz. Le fait
que certaines recherches recentes procedent dans la direction indiquee
dans XIV parait confirmer ce point de vne.

La mise en dvidence, d'nne fagon nette, d’'un Hen entre deux pro-
cedes, ou deux methodes, paraissant mutuellement independants, apporte
souvent de la darte dans les recherches et determine le sens de leur $vo-
lution en facilitant la construction de resultats dofinitifs. L’indication
d’'une direction de recherches peut attirer I'attention sur certains pro-
blemes importants, mais non apereus, dont la solution peut rendre des
services pratiques. C’est pour cette raison que j'ai cru utile de presenter,
au cours de mes conferences, les resultats de mes réflexiotis sur I'algo-
rithmisation de la methode d’eliminations successives.

Les EW ne constituent pas des notes autonomes, comme on pourrait
le croire d’apres le titre de APB. Ce sont des resumes de mes deux con-
férences. J’Stais obligs de les rédiger en peu de lignes. L’article APB
suggere qu'il serait peut-etre bon de publier le sujet de ces conferences
sous une forme detailleg, accessible aux larges spheres des personnes
qui, sans etre mathomaticiens, s'intSressent aux mathematiques appli-
quses.



SUR CERTAINES FONCTIONS HOMOGENES
DE DEUX YARIABLES COMPLEXES

Par C. Lostek (Krakow)

1. Introduction. Designons par Q l'espace de deus variables com-
plexes x et y. Les points de Q seront dosignes par les lettres p,q,u,...,

et leurs coordonndes par (x2,y2),(x,y),... Etant donnds deus points
quelconques p et q de coordonnoes et (#2,2/2), nous ddsignerons
par pg I'expression

1) P<i="1y2—x2yl).

La valeur absolue |p</i= 1|®i"2—"J/il sera dite distance triangulaire
des points p et q.

Soit E un ensemble ferm6 et borne de points de Q, contenant une
infinit¢ de points dont les distances triangulaires mutuelles sont posi-
tives. Designons par p(") un systeme de n+1 points de E; soit

2 Pw=(P0,Pv-,Pn) ou Si i

et soit u un point variable dans Q, les produits

<fW->>=7 7N 0=0,1,2,...,w),

,p“):TAu,pw)CA(u,pw) 0-01.2... |

sont des polynémes homogenes des eoordonndes x et y du point u. Lors-
que u est fixe et le systeme (2) varie dans JE les maxima

max |[L™(«,p)l,  max [C>)(w,p(0)], max [BV)(«,p()
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et le module |SH(u,pw)| ont des bornes inferieures finies. Nous les de-
signerons comme il suit

4) L,,(u) = inf {max \L\Ru,pM)\},
(p™eE) (J)

(5) Cn(u) = inf {max \C~(u,p(M)\},
(preE) <)

(6) R,,(u)= inf {max
(p{n)eE1 (fi

(7 sn(u)= inf |E1d(«,p(n)|.
(p{n.eE)

F. Leja a introduit une constante 0(FJ) libe a l’ensemble E, dite
n

eeart de cet ensemblel), et il a démontre gue la suite } tend
dans l’espace entier Q, vers une limite finie ou infinie L(u). La fonction
Z(w) est partout finie si O(E) >0 2).

Le but de ce travail est d’examiner les suites

* zz(n+l)

(ZiI\/IB, Ei’\B)} et { XW3.

2. La suite {C,(w)}» Je devrai m'appuyer sur les lemmes suivants:

Lemme 1. Les fonctions (5) s’annulent a Porigine des coordonnees O
et sont positives lorsgue u™O.

Demonstration. Tc¢€galit¢é C!(0)=0 pour n—1,2,... est Ovidente.
Soit u~0, et z0 un point de Q tel que |«z0 >0. Considerons le polynéme
(uz0)n et le systeme (2) de points de E. D’apres la formule d’interpolation
de Lagrange on a identiguement

(s) CON ————— m w7z —

J=0 k=0 ok

si I'on pose yoy= sup |p«0|, °n aura I'indgalitd
(pe E)

) F. Leja, Sur l'existence du domaine de conrergence des series de polynomes homo-
genes, Bullet. de 1I’Acad. Polon., Classe des Sc. Mathem., 1933, p. 453-461.

a) F. Leja, Sur une fonction homogbne de deux variables jouissant d’une proprietd
extremale, Ann. de I'Acad. des Sc. Techn. 3 (1936), p. 193.
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donc
) mngz|CLV P«)|>(4 Liwv,,
et, par suite,

| (n +I)Uy(2;IO)n >0 POUr | W-I1,2,3I,—
SM%WWMWMW@mmemwwwmmm
(10) onsampCnwcic PO N8 g=123..

SRR 5 % ot Voo e -
SWMww%MmﬁMmep |

LIheoreme 1,
®) lim ]/Cn(u)=C(u")

amamm%awMMMmmmmwwmmw

Demonstration. Il est clair que la limite (11) existe si u—0. Si
u”O, tous les termes de la suite (5) sont positifs et satisfont aus in6-
galites (10). Il en resulte immediatement I'existence de la limite (11)
en ghaque pqint UTQ en vertu du, Imee cqnnu fuivant:

| e SUte {8, 0U 8>, SalSTal AU egaltes
| 2 T T - P
a st {f«.} tend vers une [imite fine ou infnie

Supposons maitenant frecart O(F) positif, et soit g(n)= (:10,61 ,qn)
un systeme de points de L tel que, si I'on pose

00)(P(N)= k».lglj \PjPal et 0,, _(p[\ef}rmn 00)(p(n)J,

on ait o
(12) 0,,—min00)(gW) et I$|m|/0,,:O(F)3).
o
D’apres (3), on a
(13) A(U’E)ﬂ pour 7=0,1,2,...,n,

3) Yoir le travail cite dans la remargue 1).
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ou zl(u,E)=sup |«p|, donc
(uE) (peE)l pl

(14) pour n=I1,2,3

et
lim fauj=C()

Le theoreme est donc démontre.

3. Les suites {J?,(w)} et {S,,(w)}. Leinme 111. Les fonctions (6) satis-
font quel gue soit ue Q aux inegalites

(15) 12, +ACWYAI2N(t)I2AMW)  pour n et k=I,2,3,...
Demonstration. Soient s>0 et

(16) S(+A)= —~n+kl

un systeme de n+1ic4-1 points de JE tels qu’on ait

(17) fi,,+J(K)>max \RL£k(pi,ge"+K)\ —e.

Formons I'expression V

-2, \ughy Ugirj Ul K\, ”ﬂ*—g-i Uy
1 V<A ) )

valo’4lv udk—r
ou u est un point fixe de I'espace Q, (g.0,q ,...tg™ J est un systeme de Ic
points du systeme (16) et Vv(qlo,qi™,...,q/ ) est le produit
Nfflo,ayi,-.., N D= n A
( y . 0<,«<n<*-1 d

Cherchons le minimum de I'expression (18) lorsgue, Ic etant fixe, les
points x parcourent le systeme (16). En changeant con-
venablement les indices des points (16), on peut toujours supposer que
ce minimum soit é6gal a

l«2n+iw2,+2+ udn+hk lUCL ulh - U(L. |
A o AVAV 4

Par suite, quel que soient i=0,1,2,...,n et I=n+I, n+2,..., nA-k, on
a l'inegalite
|wgn+1... ... Wgn+A [*| uqgo.,.ug i fuglugi+1... ugn |
K(gn+1,...,0;_1,0/,0z+1,...,0fl+A)2

> [wn+xg,+2 — 1 [wgp |
v(gn+l,gn+2,..., qn+k)
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d’oii Fon deduit la suivante:
I"g,-1*1"g, |
10,0,%1 — g,09z-ig, gZ+1 — g,0,,tA[l<< 19/ g,,+1 — 0,09 j, 0z g/+1 — g1 g, tAR’

En multipliant les deux membres par

g, +1-"gz_1"g/+1--Wn+{
|g,gzl2

et en se servant de la notation (3), on trouve l'inegalite
(19) \H~(u-,q.,gn+1,..., )I=>1<(«; g, g/H-I1*gfl+AM|
pour 7=0,1,2,...,w et I=n-\-1, Nn-\-2nA-—k.

Cela poso6, considerons les n+1 points qo0,gx,...,qn du systeme (16),
et supposons que lindice p, O”p”™n, soit tel qu'on ait

IAP)(«; 90.gr>g27—Tgj1 = max B g <<Tgpgal—Tgjl-
D’apres (6), on aura
(20) \B,\p\u-,q0,g1,qi,...,q)\">Hn{u),
et, comme on a identiguement
(%7 g"+A) = % AN+ 1.Zn+K),
il vient, en vertu de (19) et (20), l'inegalite
A+H«)>max |£</>(«; g0,91;...,9,,)] max |E«(M; gp,gn+v...,gk\

qui entraine l'inegalité (15).

Posons

2n n(n-|-

(21) rn(u) = [li,,(u") et s,(W)= /&, («), pour n=12,,.
Theoreme IT. Quel que soit ueQ, les limites

(22) lim r,,(u) =R(u) et lim s,,(w) = zS(u)
n n

emstent et on a R(u)=S(u). Lorsque O(E) =0, ces limites sont partout finies.

Demonstration. Soit u un point quelconque, mais fixe, de 1'es-
pace Q. Posons

(23) O(?t,E/)=inf |pu| lorsque peE,
(24) g(E?)=sup |rxr2l lorsque rxeE, r2eE.

Distinguons les deux cas suivants.
Si O(u,E)=0, on a, d’apres (6) et (7), En(u)=Sn(u) =0 pour n=1,2,...,
et le theoreme est evident.
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Si d(u,E)=0, tous les termes En(u) sont positifs. En effet, soit
p(">)=(p(npl,...,pn) un systeme (2) de points de E. D’apros la dofini-
tion (3), on a identiguement

Sn(u,p(n)=
=0 J=0
donc
[« 202 = ) («,2(),
7=0
et, par suite,
d(U,E) 2zKn-f-1)
[ng/?x . e(-EY .
On en déduit l'inegalitd
(25) pour n—1,2,3,...t

donc, d’apres (15), la suite {rn(u)} converge vers une limite finie ou infinie.
Soit e>0 fixe. Il existe un systeme  — de points de E
tel que

(26) Sn(u)>\Sk(u, A'>)|—e.
Soit k un indice tel gu’on ait

(u, \=n(17;as\ (w, q(r))

En vertu de la definition (3), on a identiguement

d’'ou suit d’apres (6), (7) et (26) linegalitd
Sn{u) >Rn(u’)Sn-1(u)—e,
et, comme e est arbitrairement petit, on trouve
>S,(w)>1?,,(m)",,_1(m) pour %=2,3,1,...
De cette indgalitdé on déduit la suivante
8n(u)> (WR2(u)...R,(u) pour n—1,2,3,.

celle-ci peut etre mise, d’apres (21), sous la forme

2

(27) Sn(u)>[ri¢-Uyr2(wj2-"sn(w)"1"(")  pour n=1,2,3,...
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‘autre part, il existe un systeme ®n>=(u0,v1,v2,...,®n) de ti+1 points
de L. tel qu'on ait
q all RA
+s>max | Y
W
donc

(28) R,,(U)+€>\RH\U,VW pour j=0,1,2,3,

En multipliant ces inegalites membres par membres, on a

R+ 7R, = S >3,

et, par suite,
(29) ",(%)>8,,(%) pour %=1,23,...

Puisque la limite limr,,(M) existe, les relations (27) et (29) entrainent
I'existence de la Umite lims,,(«) et '’égalite

hm rn (u) — lim sn (u).
n n
Eemarquons maintenant que

(30) pour »=1,2,3,...,.

©rl

et que |[/0"->0(U), donc, si O(U) est positif, on a

et le theoreme est demontré. f
| - onsppiiies o toncion 1))
variables comptexes ot Y sera cite. TMOJETE 0 OFBIE™: 5, Mo
nombre complexe quelco , on,a
kA=

Il est clair que la distance triangulairex \ est une fonction homo-
gene par rapport aux coTrdonnees dy point U

Theoreme 111 LES TONCIONS [ILES
(31) (7(%), RU, S%Ué \
SOnt homogenes (Lorare » par rapport aux oouomes U point U

U suffit de borner la dSmonstration a une seule des fonctions Li31),
par exemple a C(w), et a unefvaleyr de Z differente de zero. Soit U un
point quelcopque de I’espaceeQ, et ¥ un nombre positif quelconque. Do-
signons par V le point de coordonnees la?, ly, ou & et )? sont celles du
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point U, et soit n un nombre naturel quelcoane. Ae>0, n, U etV cor-
respondent deux systemes de n+1 points de L, soient

pM=(P0.pLp2 — — 9,)=(?0%i>?72>->?,)
tels qu’on ait
C,,(u)H-e>max |0n)(w,p(")|,

_ pm—_ |
PUISQUTV’ qW) = An OA(ulqM) et |< CA ulp(n)) = C'y)(v’pM)\’

Aln +Ane >m(/<')ix | OM(V,p(™) |,

on a

C.(0) + e>maX IC) (<, gmIA",

e g >|,L‘$E?(” }

ot, comme e est arbitrairement petit,

|AI"Cn(w)>C,(r) pour n=1.2,3,...

Il en résulte que
IAIC(Y) ><7(v),  C(®)>|AIC(u),

dong %g— |A|C( ), C. g f. d

Re r Ue F. Leja a demontre que la fonction LU) a plusieurs
propristes remarauables par rapport aux series de polynémes homogenes
de deux variablesi). Il serait intercssant d’examiner la continujte \des
fonctions (31) et les relations entre ces fonctions et la fonctioniﬁl)

9 F. Leja, Sur une classe de fonctions homogenes et les series de Taylor des fonc-
tions de deux rariables, Ann. Soc. Pol. Math. 22 (1949), p. 245-268.



SUR UN PROBLEME CONCERNANT UN RCSEAU A 36 POINTS

Par W. Sierpinski (Warszawa)

Dans sa lettre du 22 juillet 1951 M. K. Zarankiewicz m’a pose le
probleme suivant:

Soit n un nombre naturel plus grand que 3 et Rn un reseau forme
de n2 points situss dans le plan et ranges en n lignes et n colonnes. Il
s'agit de trouver le plus petit nombre naturel k(n) tel que tout sous-
-ensemble de Rn forme de k(n) points contienne 9 points situss sur trois
lignes et trois colonnes du réseau Rn.

On démontre sans difficulte que &(4)=14 et fc(5) = 21.

Le but de cette note est de trouver le nombre 7c(6).

La figure, formee de 26 points,

qui ne contient aucun systeme de 9 points situes sur trois lignes et trois
colonnes, prouve qu’on a &(6) >26.

Je dSmontrerai que fc(6)=27. Vu que 7c¢c(6)>26, il suffira de dSmon-
trer que jt(6)<27.

Soit donc $ un sous-ensemble du reseau Ra forme de 27 points. L’en-
semble F=Ra—S contient donc 9 points. Le réseau Ra contenant 6 li-
gnes, et l'ensemble F ayant 9 points, seulement trois cas peuvent se
présenter:

1. Une seule ligne contient plus gu'un point de F.

On voit sans peine que cette ligne contient alors an moins 4 $ISments
de F. Si I’on supprime cette ligne, il reste au plus 5 points de F qui peu-
vent etre recouverts par deux lignes et trois colonnes. Donc, en suppri-
mant trois lignes et trois colonnes convenables, on a de Re un systeme
form$§ de 9 points contenus dans > et situes sur trois lignes et trois
colonnes.

2. Seulement deus lignes contiennent plus qu'un point de F.
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On voit sans peine qu’une an moins de ces lignes contient alors 3 $Is-
ments de F. Si Fon supprime ces deux lignes, il reste au plus 4 points
de F qui peuvent etre recouverts par une ligne et trois colonnes. Donc,
en supprimant trois lignes et trois colonnes convenables, on a de Fé un
systeme forme de 9 points de £ situss sur trois lignes et trois colonnes.

3. Trois lignes ou plus contiennent plus gu'un point de F.

Si Fon supprime trois de ces lignes, il reste au plus 3 points de F
qui peuvent etre recouverts par trois colonnes. On en deduit comme
plus haut que # a un systeme de 9 points situes sur trois lignes et trois
colonnes.

Nous avons ainsi demontre que tout sous-ensemble de F§ contenant
27 points a un systeme de 9 points situss sur trois lignes et trois colon-
nes. 1l en resulte immediatement que &(6X27. La formule &(6) =27 se
trouve ainsi demontree.

Le probleme de trouver fc(7) et, a plus forte raison, le probleme de
trouver une formule permettant de calculer k(n) pour tout nombre na-
turel donne n>Q reste ouvert.



UN THEOREME CONCERNANT LES FONCTIONS CONTINUES
DANS LES ENSEMBLES ORDONNES

Par W. Sierpinski (Warszawa)

Dans une communication gue j'ai présentoe a la section de Varsovie
de la Societe Polonaise de Mathematigue en 1951 x), je m’occupais
de fonctions continues, dofinies pour les nombres ordinaux, et dont les
valeurs sont des nombres ordinaux. M. K. Zarankiewicz m’a poso la que-
stion si les theoremes que j’ai alors enoncOs peuvent etre goneralisds
pour des fonctions dofinies dans un ensemble ordonnd quelconque et
dont les valeurs appartiennent a un (autre ou le meme) ensemble or-
donnd. Le but de cette note est de gonoraliser ainsi un de ces théoremes.

Je commencerai par des dofinitions de la convergence de suites et
de la continuits de fonctions dans les ensembles ordonnes.

E Otarit un ensemble ordonnd et une suite infinie d’elements
de E, on dit que ’element a de E est limite de cette suite, ce qu’on &crit

N , a=lima,,,

si, b et ¢ etant deux elements quelconques de E et tels que b-~a~c, il
existe un nombre naturel /z tel que

bMa,,~<fc pour n>Ji.

Dans le cas, ou a est le premier element de 'ensemble E, on a la for-
mule (1) s'il existe, pour tout 6loment ¢ de E tel que un nombre
naturel i tel que a,,~~c pour n=iq dans le cas ou a est le dernier element
de E, on a la formule (1) s'il existe, pour tout element b de E tel que
b<& un nombre naturel u tel que b~an pour n>/z.

Soit f(x) une fonction dofinie pour les elements x d’'un ensemble or-'
donnd E et dont les valeurs sont des elements d'un ensemble ordonné H.
On dira que la fonction /(a?) est continue pour un 6lément xQ de E si

lim xn —xo0
ri-"-00
dans E entraine toujours

A_i% /(«,,) =/(®0)
dans H.

x) Voir W. Sierpinski, Sur les fonctions continues d’une rariable ordinale, Funda-
menta Mathematicae 38 (1951), p. 204-208.
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On demontre sans peine que pour que la fonction /(a?) (do6finie pour
les 6léments x de l’ensemble ordonne E et dont les valeurs appartien-
nent a l’ensemble H) soit continue pour l'6lement xo de E, il suffit que,
al,bl etant des 6léments quelconques de H tels que a~f~~-~b~ il existe
des 6léments a,b de Etels que a<~x0~b et que al<~f(x)™,bl pour a-="x~b.
Dans le cas, ou /(a?) est le premier ou le dernier 6l6ment de 1’ensemble 11,
ainsi que dans le cas, ou xa est le premier ou le dernier 6lément de l'en-
semble E, 11 faut modifier ces conditions d’une fagon evidente.

A l'aide de I'axiome du choix on doémontre que cette condition est
aussi nocessaire.

Thoéoreme. Chague fonction, definie dans un ensemble ordonne de-
nombrable E et dont les raleurs sont des Elements d'un ensemble ordonne H,
est limite <Vune suite infinie de fonctions continues dans E, dont les raleurs
appartiennent a H.

Lemme. E etant un ensemble ordonne denombrable, a, b deux elements
de E, tels gue a~="b, il existe une decomposition de E en une somme de deux
ensembles, E=A-\-B, ayant les trois proprietes suinantes:

1° aeA et beB,

2° tout element de A precede tout element de B,

3° soit A a un element dernier et B un element premier, soit A n'a
(Velement dernier et B d’element premier.

Demonstration du lemme. Soient a et b deux elements de 1'en-
semble ordonné dénombrable E, tels que a<fb. Soit E: le sous-ensemble
ordonne de E formd des 6loments a et & et de tous les 6léments x de E
tels que a~"x<l,b.

Si Et n'est pas dense, il a deux 6léments ax et b, entre lesquels ne se
trouve aucun o6lément de Eu donc aussi aucun 6loment de E. En dosi-
gnant par A l'ensemble de tous les 6léments de E qui précedent I'6l6-
ment & et en posant B=E—A, on a une decomposition E=A+B qui
satisfait aux conditions 1° et 2° ainsi qu’a la condition 3° puisqu’il existe
un 6lément dernier a: de A et un 6lément premier bt de B.

Supposons E: dense. Il est donc infini et en tant que sous-ensemble
de I’'ensemble dénombrable E, il est dénombrable. En tant que denom-
brable, dense et ayant un 6loment premier a et un dernier b, il est, comme
on le sait, semblable (dans le sens de l'ordre) a I’ensemble R de tous les
nombres rationnels de l'intervalle (0,1) ordonné d’apres leurs grandeurs.
Soient a un nombre irrationnel de lI'intervalle (0,1) et M, ou N, ’ensemble
de tous les nombres de R qui sont respectiyement plus petits, ou plus
grands, que a. L’ensemble M n’a pas, comme on le sait, d’elément der-
nier, et ’ensemble N d’element premier. Or, a la ddcomposition R=M -\-N
correspond une docomposition JB1=Al+Bl ou l'ensemble A, est sem-
blable a M et l'’ensemble BX a N.



FUNGTIONS DANS LES ENSEMBLES OBDONNES 177

Designons par A 'ensemble forme de tous les elements de JE qui prs$-
cedent a et de tous les Slements de A+, et posons B=E—A. On voit sans
peine que la decomposition E=AlX-B satisfait aux propriétes 1° et 2°,
ainsi qu’a 3° puisque lI’ensemble A (en tant que semblable a Jf) n’a pas
d’6lement dernier et I’ensemble B (semblable a N) n’a pas d’Slement
premier.

Le lemme se trouve ainsi demontrc.

JD6monstration du theoreme. Soit JE un ensemble ordonne ds-
nombrable. 1l existe donc une suite infinie x1,x2,... formoée de tous les
elements distincts de E.

Soit n un nombre naturel. Ordonnons les 6l6ments a?!,7,..., d’apres
leur ordre dans l’ensemble E, et soit

la suite ainsi formse.

D’apres le lemme, pour tout nombre naturel k<n, il existe une do-
composition telle que 1° xk e A* et xkAxeBk, 2° tout element
de Ak precede tout element de Bk, 3° soit Ak a un ¢lement dernier et Bk
un element premier, soit Ak n’a d’elemcnt dernier et Bk d’element premier.

On voit sans peine qu’'on a ALCA2C...CAn_1.

Soit /(a?) une fonction definie dans E et dont les valeurs sont des $I$-
ments d’un ensemble ordonne H.

Posons

l,(@)=/(ag) pour XeAj,
1,(a?)=/@’A) pour xeAk—Ak ! (k—2,3,...,n—I),
1,@)=/@a?) pour xé¢BnNj.

On voit sans peine que la fonction f,,{x) sera, de cette maniere, do-
finie pour tout element x de E. Elle sera aussi continue dans E. En effet,
si x0 e Ax et si At a un element dernier alt alors BIf d’apres la propriete 3°,
a un element premier on a x0~ bl (d’apres 2°), et, pour tout elément
x de E tel que x-=Jib], on a x e Av d’ou, d’apres la definition de la fonc-
tion f,,(x),

fn(x) = f(x{), fn(X0) = f(x'1),
donc
fn(x) = fn(x0) pour x~"bl.

Vu que a0-*&1? la fonction /,(a?) est continue dans E pour xn. Si AIf
n'a pas d’element dernier, alors, vu que xoe At, il existe un 6lement a
de A: tel que x0=J,a et on a xe A3 pour x a, donc

/n(a?) =/(aq), /n(@%0) =/(«!),
d’ou
/n(@?)=/n(®) pour

VU que x0-="a, la fonction /,(«) est continue dans E pour l'’¢élement xo.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 12
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Si ®oe J.A—JL*-!, ou. Ic est un des nombres 2,3,...,.%—1, on a, d’apros
sm-Ba-i- Si B/.-! a un 6él6ment premier, Ak_t a un ¢I¢-
ment dernier a et a-=zx0. Si Bk~ n’a pas d'element premier, il existe,
d’'apres e Ba-i, un 6loment a de Ba-i tel que a<x0. Si Ak a un 6l6ment
dernier, BA a un 6l6ment premier b et, comme x0 eA/t, on a x0~"b. Si Ak
n'a pas d’6lément dernier, il existe, d’apres un 6lément b de Ak
tel que x~b. On aura donc dans chague cas, et, comme on
le voit sans peine, xe Ak—Ai—i pour a-="x~"b, donc

1(®)=/(@%),  /nG»o)=/(®i),
c’est-a-dire
fn(x)=f,,(x0) pour an™x”,bj

comme a~xn~=ib, la fonction fn(x) est donc continue dans E pour I'4l6-
ment xo0.

Si enfin x0 e et si Bn_x a un element premier, An~~ a un 6l6ment
dernier a, et on a a~~x0. Si n'a pas d’6lément premier, il existe,
d’'apres xoeBn-i, un 6loment a de B,,_x, tel que a~="x0. En tout cas, on
aura x e Bn-X pour a-="x, donc

f,,(xX) =f(x'n), fn(xo) = f(xn),
d’'ou
/«(«)=jM®0) pour a”x-=>b,

et, comme a~="x0-"b, la fonction fn(x) est continue dans E pour xO0.

Il a 6t6 ainsi domontr6é que les fonctions f,(x) (n=1,2,...) sont con-
tinues dans 1’ensemble E. Or, la fonction f(x) ne prenant que les valeurs
de l'ensemble H, il résulte de la doéfinition des fonctions fn(x) qu’elles
ont la meme proprioto.

D’aprés la définition de la fonction /,(«), on a fn(xk)=f(x’k) pour
lc—1,2,...,n, donc aussi In(®A)=/(®*) pour k=I,2,...,n, ce qui donne
fll(xi=F(xi!) pour n~lc (Ic=1,2,...), et prouve que

lim/,(a?A)=/(®A) pour fc=l,2,...

La suite infinie x1,x2,... contenant tous les 6léments de 1’ensemble E,
on a donc
lim/,(x)—f(x) pour xeE.
n-~00
La fonction /(«;) est donc, dans E, limite d'une suite infinie de fonctions
continues dans E et dont les yaleurs sont des 6l6ments de H. Le th6oreme
se trouve ainsi démontro.

Tout ensemble ordonne E peut etre regarde comme un espace topo-
logique de Hausdorff si Fon considere, comme yoisinage d’'un dlément
a de E, chague ensemble de tous les 6loments x de E tels que b~~x~c,
ou b,c sont des 6léments de E tels que b~a~e. Dans le cas, ou a est
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1’6l6ment premier, ou dernier, de E, il faut modifier cette définition de
yoisinage d’'une fagon dvidente.

Il s'impose donc de voir si le theoreme ci-dessus peut etre gonoraliso
en remplagant la condition que les ensembles E et H soient ordonnds
par celle qu’ils soient des espaces topologigues de Hausdorff.

Je domontrerai que le theoreme cesse d'etre vrai si I'on remplace
la condition que 1’ensemble E soit ordonne par celle qu'il soit un espace
topologique de Hausdorff.

Soit, en effet, E 1’ensemble formd de tous les nombres rationnels de
I'intervalle (0,1) et de tous les nombres naturels.

Comme yoisinage de l'element 0 de E considerons tout ensemble de
nombres rationnels r tels que O<r<lI/n, ou n est un nombre naturel
quelcongque; comme yoisinage de I'6lément 1 de E considérons tout en-
semble de nombres rationnels r tels que 1—I/n<r<I, ou n est un nom-
bre naturel quelconque.

Si n est un nombre naturel >1, considdrons, comme yoisinage de
I’6l6ment n de E, tout ensemble composé du nombre n, de tous les nom-
bres rationnels r tels que u<r<lI/n, ou u est un nombre rationnel quel-
conque tel que 0 <u<lI/n, et de tous les nombres rationnels r tels que
1—I/n<r<v, ou v est un nombre rationnel quelconque tel que 1—I/n< v<l.

Pour r rationnel, O<r<lI, considérons, comme yoisinage de r, seu-
lement ’ensemble compos6 de I’6l6ment r.

On yerifie sans peine que l’ensemble E deviendra ainsi un espace
topologique de Hausdorff.

Soit H un ensemble ordonne composé de deux nombres 0 et 1.

Posons /(0)=0 et /(®)=1 pour xe E, x~0. Je domontrerai que,
dans E, la fonction /(a?) n’est pas une limite de fonctions continues dans E
qui ne prennent que les yaleurs 0 et 1.

Admettons qu’on ait

/(@)= fim/(22)

dans E, ou (w=1,2,...) sont des fonctions continues dans E qui
ne prennent que les yaleurs 0 et 1. Il resulte tout de suite de /(ic) = lim/,,(ic)

et de /(0)=0, /(1)=1 qu'on a, pour p suffisamment grand, /p(0)=0 et
/p(D=I. La fonction /p(a?) 6tant eontinue dans E et ne prenant que les
yaleurs 0 et 1, il existe dans E un yoisinage 7(0) de 0 tel que /pa?) =0
pour ®e7(0) et un yoisinage 7(1) de 1 tel que /P(®)=1 pour xewVv(l).
Or, d’apres la ddfinition de yoisinage dans E, il existe un nombre na-
turel g tel que 7(0) soit I'ensemble de tous les nombres rationnels r tels
que O<r<l/jy, et un nombre naturel h tel que 7(1) soit 1’ensemble de

tous les nombres rationnels r tels que 1—I/h<r~I1.
Soit maintenant n un nombre naturel >g et >7i. La fonction /p(a?)
Otant eontinue dans E, il existe un yoisinage 7(n) den tel que fp(x) = fp(n)
12*
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pour x e V(n). D’apres la definition de yoisinage dans E, il existe un
nombre rationnel u, O<u<l/n, et un nombre rationnel v, 1—I/Nn<v<lI,
tels que Vv(n) soit 1’ensemble composd du nombre n, de tous les nombres
rationnels r tels que u<r<I/n, et de tous les nombres rationnels r tels
que 1—I/n<r<v. Soit r0 un nombre rationnel tel que nNn<r0<l/n, et
soit rr un nombre rationnel tel que I—I/n<ri<v. On aura donc roeV(n),
AeFfn), d’ou fP(r0)=fp(rl) =fp(n). D’autre part, comme O<ro<Il/n<lI/g,
on a roe7(0), donc /p(ro)=0 et, comme 1—1/A<l—I/n<rl<l, on a
Tje7(1), donc fp(rl)=I. Ainsi tP(ro)~Kri)y ce qui est impossible.

L’hypothese que la fonction /(a?) soit, dans E, une limite de fonctions
continues dans E, qui ne prennent que les valeurs 0 et 1, implique donc
une contradiction.

Il a 6t¢ ainsi démontre qu’on ne peut pas, dans le théoreme, rem-
placer la condition que l’ensemble E soit ordonnd par celle gu'il soit
un espace topologique de Hausdorff. D’autre part, on voit sans peine
que le théoreme reste vrai lorsqu’on remplace la condition que 1’ensem-
ble H soit ordonn¢ par celle qu’il soit un espace topologique.
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Vice-President de la Section: Prof. Dr Edward Marczewski.
Secretaire de la Section: Mgr Abraham Goétz.

Tresorier de la Section: Dr Maria Kosarzewska.

Membre du Bureau de la Section: Prof. Dr Bronistaw K naster,

Commission de Contréle: Prof. Dr Jerzy Stupecki, Prof. Dr Hugo
Steinhaus, Prof. Dr Witold Wolibner.

Delegues a VAssemblee Generale de la Societe: Prof. Dr Bronistaw
Knaster, Prof. Dr Edward Marczewski, Prof. Dr Jan Mikusinski,
Mgr Marceli Stark.

Suppleants des Belegues: Prof. Dr Hugo Steinhaus, Prof. Dr Wia-
dystaw Slebodziniski, Dr Stanistaw Hartman, Prof. Dr Jerzy Stu-
pecki.

Comptes rendus des seances des Sections

Section de Cracovie

12. XIl. 1950. Maurin, K., Sur les eguations autoadjointes du type
elliptigue (a paraitre dans ces Annales).

19. XII. 1950. Leja, F., Bemargues sur les series entieres doubles
(ces Annales 24, Fasc. 1, p. 19—24).

5. 1. 1951. Krzyzanski, M., Les solutions des eguations lineaires du
type paraboligue, considerees comme limites des solutions des eguations
des types hyperboligue et elliptigue.

L’equation lineaire autoadjointe

1)

ou est un point du domaine D de 1’espace @ M dimensions), est du type
elliptigue, parabolique ou hyperbolique suivant gue le signe du nombre constant A est
positif, nul ou negatif.

Admettons d’abord que (1) ait une solution de la forme

u(P,t) = v(P)w(t).
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On aboutit alors aux eguations

m
@
i,b=l * R
et
(3) kw"'—w'—2w = 0,

2 ¢tant un nombre constant.
A l’eguation ordinaire (3) correspond l’eguation caracteristigue

(€] Tir2—r—1=o.
Distinguons deux cas:

1) Ti=>0, soit Ti— 1/fc2. L’équation (1) est du type elliptique; 1’eguation (4) admet
deux racines reelles de signes opposes, dont l'une, positive, tend vers 1'infini avec K,
l'autre, negative, soit r2—=—1f(7c,l), — vers —1 pour

Si ®(P) est une solution de (2), la fonction
wJP,7,fc) = ®(P)e_e(M™)

en est une de (1), convergeant vers ®(P)e™” pour fc->00. Cette limite constitue une
solution de 1’equation paraboligue, correspondant a Ti=o0.

2) 1#<0, soit h=—1/k2. L’equation (1) est du type hyperboligue; les racines de
l’eguation (4) sont reelles pour 27(jfc/2)2, et complexes pour I=(fc/2)2.

Dans le cas elliptique, on cherche une solution de (1) qui s’annulerait pour PeFD,
et 770 (PD designant la frontiere du domaine D) et qui se reduirait a une fonction don-
nie </(P) pour 7=0, oii PeD. Supposons donc <jc(P) développable en une serie unifor-
mement et absolument convergente, de fonctions caracteristiques de 1l'eguation (2);
la solution prend alors la forme

00
w(P,7) =
n—1
u(P,t) tend pour &->o00, vers une solution

00
w(P,7)=2;"(IMNe_2»'

n=l
de I’equation du type paraboligue (h — 0), s’annulant pour PeFD et se reduisant a < (P)
pour 7= 0.
Dans le cas hyperboligque on cherche une solution de (1), qui s’annulerait pour
PeFD et 7720 et satisferait, pour 7= 0, aux conditions initiales (conditions de Cauchy):

w(P,0) = e>(P), wz(P,0) = 91(P).
Si I'on choisit
n

JA=1 "
et si I’'on admet des hypothéses convenables, concernant la fonction <), on peut repro-

senter cette solution par une serie de la forme

00
= ~wvn(P)wn(t,k),
n=I
oii WN sont des solutions de (3) convenablement choisies et la fonction w(P,7) tend,
pour k-+€0, vers la solution w(P,7) de l'eguation de type parabolique.
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13. 111. 1951. Jankowski, W., Sur les zeros des polynémes (Annales
U. M.C.S. 5, 1951, p. 31—92).

10. IV. 1951. Szarski, J., Fraluation du domaine de regularite du
conoide caracteristigue (ce volume, p. 85—110).

5. IV. 1951. Krzyzanski, M., 1. Sur une propriete de 1’eguation
lineaire du type elliptigue.

Soit u(P) une solution de I'equation lineaire, homogene, du type elliptique,
m m
Vi, N/l )
a'kSP3EK+7bI sx, +ow—°
i.k=i COK =i J
h coefficients continus dans un domaine D.

L’auteur demontre que l’ensemble des points du domaine Z), oii U(F’) s’annule,
ne peut contenir de points isoles.

2. Sur Pallure des solutions de 1’eguation du type paraboligue, la rariable
du temps tendant vers linfini.

Considerons I’¢quation lineaire homogene du type paraboligue

cu__Su . Su
1) AT t+Ha{xG3x+ U

a deus yariables independantes, X — celle de 1’espace, { — celle du temps.
Soit U(X,t) une solution de (1) qui satisfait a certaines conditions initiales et, even-
tuellement, a certaines conditions aux limites.

L ’'auteur presente des esemples qui montrent qu’en generat lim u(a>,i) peut ne pas
->C0
esister.

It enonce ensuite des conditions suffisantes pour que cette limite esiste et satis-
fasse a I’equation differentielle ordinaire

d2u
da?

correspondant a la distribution stationnaire de la temperature.

11. VI. 1951. Pleskot, V., (Prague), Methodes-et applications de la
nomographie.
Section de Gdarnsk

15. VII. 1950. Naleszkiewicz, J., Sur l’eguation integrale de la ligne
de flexion d’une poutre dont le moment d’inertie est rariable et la charge
arbitraire.

15. X. 1950. Bielewicz, E., Sur I’eguation integrale dela cordenibrante.

15. XI. 1950. Pawelski, W., la reduetion des eguations diffe-
rentielles avec des conditions aux limites aux eguations integrales de Fred-
holm.

10. 111, 1951. Czerwinski, B., Sur les fonctions multiplicativement
periodigues.

15. IV. 1951. Czerwinski, B., Sur les fonctions elliptigues.
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11. V. 1951. Turski, S., Sur Pintogration approchée des eguations
integrales.

1. VI. 1951. Turski, S., Sur Uintégration numoérigue des eguations
differentielles ordinaires.

4, V1. 1951. Pleskot, V., (Prague), Sur guelgues problemes de la
nomographie.

8. VI. 1951. Nowacki, W., Sur 1'application des eguations aux dif-
ferences finies d guelgues problemes du batiment.

8. VI. 1951. Kowalczyk, B., Sur I'application des méthodes de relaxa-
tion 1 Pintegration numsrigue des eguations differentielles lineaires du
second ordre.

9. VI. 1951. Naleszkiewicz, J., Sur Vapplication des eguations int6-
grales a la théorie des oibramons des poutres, en particulier, a la theorie
des oibrations des cogues des nanires.

Section de Lublin

30. 1. 1949. Zahorski, Z., Sur une condition suffisante pour gu’une
fonction soit monotone (Publié dans Trans. American Math. Soc. 69,1950,
théoreme 2, p. 19).

7. 10. 1950. Butlewski, Z., Sur les solutions oscillantes des eguations
différentielles (VOir Un theoreme de Poscillation, ces Annales 24 Fasc. 1,
p. 29—110).

24. XI. 1950. Séance consacr6e aux travaux des mathématieiens de
I'U. B. S. S.

Bielecki, A., La theorie des fonctions d’une nariable reelle et des egua-
tions différentielles.

Biernacki, M., La théorie des nombres et celle des fonctions analyti-
gues.

Olekiewicz, M., Statistigue mathématigue.

15. XII. 1950. Olekiewicz, M., Sur certaines méthodes d‘evaluer la
moyenne arithmetigue.

2. 1. 1951. ardz&wski, 0., Sur une 6guidistribution des ensemb-
les sur un cercie (a paraitre dans ,,Colloguium Mathematicum®).
27. 1. 1951. Charzynski, Z., Sur une condition ndcessaire d'univdlence

des fonctions holomorphes bornoes.

Nous considerons deus familles de fonctions uniyalentes: la familie F?, composoée
de toutes les fonctions de la forme

¥ /(») = al«+a2«24-..., |#|<1,

uniyalentes et borndes, c’est-a-dire telles que |/(») |<1 et gue a™T, ou O<Tsgl est un
nombre auelcongue fixe, et la familie Foo composde de toutes les fonctions de la forme(*)

(**) F(Z) = |«|l<1

uniyalentes et non necessairement borndées.



On obtient le theoreme suivant.

Theoreme. Pour chague fonction (*) de la familie Pr, il existe dans la familie F<x>
une fonction (**), et une seule, telle gue

F[f(2)] = alF(2).

6. IV. 1951. Biernacki, M., Les theses de la Sous-Section de Mathé-
matigue du Congres de la Science Polonaise.

6. 1V. 1951. Krzyz, J., Sur certaines eguations diff&rentielles reduc-
tibles aux guadratures (a paraitre aux Ann. U. M. C. S.).

13. V. 1951. Radziszewski, K., Les problemes ideologigues dans la
logigue mathematigue.

27. 1V. 1951. Olekiewicz, M., Critigue du mendelisme du point de vue
de la statistigue mathematigue.

4. v. 1951. Dobrzycki, S., Sur les polynémes prolongeables.

11. V. 1951. Kowalski, M., Les theoremes de Grace et Grace-Heawood.

26. V. 1951. Krzyz, J., La vie et Voeuvre scientifigue de Stefan Banach.

9. VI. 1951. Szpikowski, S., Les representations isometrigues.

16. VI. 1951. Pidekéwna, B., Les series de Dirichlet et leurs appli-
cations dans la theorie analytigue des nombres.

18. VI. 1951. Lejg, P., Une nouoelle methode dHnterpolation permet-
tant de resoudre le probleme de Dirichlet dans le plan (a paraitre dans ces
Annales).

23. VI. 1951. tukaszewicz, L., Les lignes geoddsigues.

Section de t6dz

11. XI. 1950. Charzynski, Z., Sur guelgues proprietes d’une classe de
fonctions univalentes bornees.

Soit
@) ' f(z) = alz-\-a2z2-\-..., ou ~=o0,

une fonction guelconaue, univalente dans le eerle |«|<1 et satisfaisant aux conditions:

1. f(z) est bornee, c’est-a-dire |f(z)| <1 pour
2. la mesure du contredomaine du cercie |«| <1 est egale a celle de ce cercie,

co
c’est-a-dire h ,wla/l|2=I.

«=1
Nous designons par L la classe de toutes les fonctions (1) considerees ci-dessus.
Posons, pour la fonction (1),
00
(&) /»)]"'=21a™zU on pP=LZ2,,,.
n—=1
On obtient le

Theoreme I. Pour chague fonction (1) de classe L, les relations d*orthogonalite
suivantes ont lieu:
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Considerons maintenant la familie H composee de toutes les fonctions

3) h(z) = djz-t+-dzz2-]-...,
00
holomorphes dans le cercie |Z|<1 et telles que V n\dn\2< co.
n=lI

On voit, sans difficulte, que chaque fonction (1) et toutes ses puissances (2) ap-

partiennent a la familie H.
Considerons une suite fixe quelconque de nombres compleses

(4) W,
©i2 0
telle que =00, et posons pour chaque fonction (3) de la familie H
n=lI
00
5) Uh(z) = An dn.
n—I

L’expression Uh(Z) represente donc une fonctionnelle complese, definie dans la
familie H. En s’appuyant sur le theoreme I, on peut deduire le

Thoéoreme Il. Pour chague fonction (1) de classe L et pour chague fonctionnelle (5)
de genre decrit ci-dessus, l’inegalite suiuante a lieu:

19{l/MIp}2= > lg{mlp}2
) 2
p=1 P P=1 P
ou fon a pose t(z)=z.

Bemarque. La classe L ne contient pas toutes les fonctions univalentes bornees,
mais chacune de ces fonctions est limite d’'une suite de fonctions de classe L.
10, n =$=N
12, n=N'
conque fixe, on a U(h)—dN et en appliguant I'inegalite (6), on obtient, pour ¢haque

4di<al !
p

Exemples. En posant, dans (4), An = ofi N est un nombre naturel quel-

fonction (1) de classe L,

D’une manibre analogue, en posant An— z”\, oh Z0 est un nombre complese quel-
mconque fixe du cercie \Z|< 1, on a U(h) —h(z0), et en utilisant la formule (6), on trouve

00
2 |/(ZB)|2P X 19912, crest-h-dire— In (1—/(«0))2><— In (1— |«0|2);
P=1 P=i
de meme
|/(«<0)|<WV.
ce qui est bien le lemme connu de Schwarz, déduit par une methode nouvelle pour les

o, . 1981, zanorsii, 2. U UNe decomposton du segnent

Wojdy stawski a demontre qu’on ne peut pas decomposer un segment ouvert en
deux ensembles de type Fn disjoints et tels que chacun de leurs points soit point d’ac-
cumulation bilaterale.

On en conclut tout de suite que le segment ouvert n’est pas somme denombrable
d’ensembles Fa ou somme finie d’ensembles Gd ayant la propriete citee.
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Mais I’'on ne savait pas si cette meme propriete subsiste dans le cas de la somme
denombrable d’ensembles GS.

En utilisant guelgues proprietes de 1’ensemble de Cantor, je donne un esemple
d’une telle décomposition.

5. V. 1951. Wiodarski, L., Sur les methodes continues de limitation.
12. V. 1951. Wtodarski, L., Sur les methodes continues de limitation
(fin).

S. Mazur et W. Oirliez ont introduit l’espace Bol) dans leurs travaux sur les
ensembles de suites limitables par les methodes de Toeplitz 2). Cette idée peut etre
otendue avec succés aus methodes continues de limitation, pourvu aue I'on se borne
$ une classe particulibre de ces methodes. On parvient ainsi aus resultats suivants:

Soit am(f) une suite de fonctions continues dans l'intervalle O="a</?"~00. Cette
suite determine une moéthode A de limitation. On dit que la suite

D) *=(£..,)

est limitable par la methode A au nombre f, lorsgue

(&3]
en symbole

3) M-lim £,, = £

L’ensemble A* des suites limitables par la méthode A sera dit domaine de A. Deus
mothodes sont dites eguiualentes lorsgu’elles ont les memes domaines et sont compatibles.
Posons At(xX)=£am (t) gm.

ni
La methode A est du type a, si

1° il esiste une suite croissante t,," (¢ telle que lim th =d et gque ¥existence de AAX),

pour t=tn—i et t =10 entraine celle de At®) pour tout tn—i<t<t;i.
2° At(X) est continue pour

Remargue 1. Les methodes d’Abel et de Borel sont du type a.

Remargue 2. Toute méthode de limitation de Toeplitz, definie par la matrice
(«*,,,), O6quivaut a une moéthode continue du type a, a savoir

Theorfeme 1. Le domaine de toute methode continue du type a peut etre considere
comme un espace complet Bo avec les pseudonormes-.

sup [ILZ(®)], |Em]| w=0,l,2,..., sup | yaA(t,)fAl pour 71=1,2,...
t m

S. Mazur et W. Orliez, Sur les espaces metrigues lineaires (1), Studia Mathematica
10 (1948), p. 184—208.
*) S. Mazur, Eine Anwendung der Theorie der Operationen zur Untersuchung der
Toeplitzschen Limitierungscerfahren, Studia Mathematica 2 (1930), p. 40—50,
S. Mazur et W. Orliez, Sur les methodes lineaires de sommation, c. R. Academie
des Scienees Paris 196, p. 32—34.
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Theoreme 2. Toute fonctionnelle lineaire f(x), definie dans le domaine 1~ de la
methode A, est de la forme

b
“) /(») = 1 At(x)dh )+ 7tnsnl,
a m
ou
(5) h(t) est une fonction a rariation bornee dans Vinteryalle (.a,
et
r 00

<6) 7,n=Sm +#£= an. £ enk’

n—1 k=tn
dm s’annulant a partir d'un indiee m0 et etant fini pour n—I,2,...,r.

La methode B sera dite non plus faible que A lorsaue A* c B*.

Remaraue 3. Si J.* contient toutes les suites convergentes, on a
m

Theoreme 3. (a) La limite (au sens generalise) donnee par la methode non plus
faible gue A est une fonctionnelle lineaire dans le domaine de A.

(b) 11 existe, pour toute fonctionnelle lineaire definie dans A*, une methode de Toe-
plitz non plus faible gue A et compatible avec cette fonctionnelle.

La inétbode A est dite permanente lorsgue A* contient toutes les suites conver-
gentes et lorsgu’elle est compatible avec la limite habituelle.

Theorfeme 4. Pour gu'une methode permanente A du type a soit compatible, pour
une suite xO— (1°,), d toute methode permanente B de type a, non plus faible gue A, il faut
et il suffit gue
b~ b—

pour m=o0,1, entraine ¥ Atx0)dh(t)+~
a a m

pour toute fonction h(t) de la forme (5) et pour toute suite (ym) de la forme (6).
b— b—s
(le symbole ¥ designe lim j j.

Theoreme 5. Toute methode permanente A de type a est compatible dans le domaine
des suites bornees avee toute methode permanente B du type a, non plus faible.

Theoréme 6. (commun avec C. Ryll-Nardzewski). Toute methode de la forme

am(b = jNamtm, Osga<i<£<oo0,

ou
f(t) = amtm» am=° P°ur ™m=o0,,... et HmM~="°,

m
mest parfaite, c’est-a-dire compatible avec toute methode permanente non plus faible.
Corollaire. La methode d’Abel est parfaite.

12. V. 1951. Bojarski, B., Sur la deriree d'une fonction discontinue.

Z. Zahorski m’a pose le probleme suivant: Etant donne un ensemble A denombrable
(xneA), du type GO, construire une fonction d’'une variable reelle f(X), telle aue I'on
.ait /'(0:) =0 pour tout X e A et f'(X) — €0 pour tout XeA.
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Suivant l'idee de E. Marczewski, j’en donne ici la solution.

On sait, d’apres les liypotliéses de ce probleme, que l’ensemble A est clairseme.
E. Marczewski a construit une fonction A(k) ayant les proprietes suiyantes:

1- A(®)=>0,

2. pour chague X0, il esiste un <j(X) >0 tel que

»0)2  pour O<|»—X0\<06(xl),
fdx) =0 siae A, j2(X)=0 si xeA)).
+On voit que I'on peut supposer ON.fl(X)<I.
Posons f2(X) =h(X) =0 pour XeA, f2(x)=n;_+ pour XeA, X—Xn, /,(«) est une

fonction a yariation bornc¢e dans tout intervalle (fini ou non).
En effet, si t;+i>t/,

n n 00
1=1 1=1 1=1 2

donc la fonction f(X) —V f2(X) est bien definie.
Je vais demontrer qu’elle constitue la solution du probleme. Soit XA et Zi=0.
Alors /2(a;)=0, et

/(0sA) =/(a?)-HK/a(2) pour te[x,x-}-K],

A(OI pour t'e (®,®4-fe),

et pour t'e A (A clairseme), on a F/aw~aO®), donc f(x-\-h) —f(x)2(x) pour h=>0.
D’une maniere analogue, f(x-\-h)-——f2(x) pour h<0. On en dsduit que
j'(X) —m pour chaque XxeA. Considerons maintenant le cas od X€A. Nous avons
/2(a) =0 et il esiste un <5(@:)>0 tel que | 7 iD]| 72 pour chaque |fc|<<5(a:). Donc,
pour O< li< 5(x),

sup 2 2 I+ 1\ K2 172(91<2A2 1 = 20,
i i i i
te

doti f(Xx-]-h) =/(@®)+F/2(t) </(») + par conssquent,

f(x + h)y—f()"2h2  (0<h<6(x)).

De meme

— 2h27 f(x-}-h")—j(X) pour |h <<5<(») et h<O.

on en deduit que f'(X) =0 pour XeA.

Section de Poznan

il O Ur une methode feval uer a moyenne

1951. Biernacki, I\/S !
5. VI. 1951. Suszko, R. U

s s AT ~

’) Fundamenta Mathematicae 21, p. 226.

e
D
==
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Section de Varsovie

17. 11l. 1950. Zarankiewicz, K., Sur le theoreme des guatre domaines.

L auteur pose la guestion de savoir si le theoreme suivant est vrai: SUpPpPOSoONs gue
le plan contient n domaines unicoherents et disjoints Gi (<=1,2,..., n) et n continus dis-
joints K/ (= 1,2,..., to). Si chague continu a un point commun avec chague domaine
(Gi.Ki™O pour i,j—I,2,...,n) alors il y a au moins (to—2)a couples des indices (i,j)
pour lesguels 1’ensemble Gi—Kj n'est pas connexe.

L’auteur a reussi a demontrer ce théoreme dans le cas ou N = 4.

13. X. 1950. Sierpinski, W., Sur les operations relatines aux ensemb-
les de trois elements.

13. X. 1950. Szmielew, W., Sur les theoremes vrais dans tous les
systemes aanomatisables.

27. X. 1950. Grzegorczyk, A., Sur Pindecision dans la topologie
6lementaire.

n

10. XI. 1950. Maciag, S., Sur le degre des nombres algebrigues \n.

17. XI. 1950. Sikorski, It., Sur la determination des homomorphies.

17. XI. 1950. Sierpinski, W., Sur un nombre pair pour leguel le
,theoreme des Chinois“ est en defaut.

24, XI. 1950. Marczewski, E., Compte rendu de la theorie de la
mesure.

1. XII. 1950. Sierpinski, W., Sur les fonctions de laoariable ordinale.

1. XII. 1950. Szmielew, W., Impressions du sejour aux Etats-Unis.

15. XII. 1950. Mostowski, A., Sur le .degre de guelgues nombres
algebrigues.

26. 1. 1951. Sierpinski, W., Sur les fontions continues, definies sur
les ensembles ordonnes.

26. 1. 1951. Rieger. L., (Prague), Une demonstration de la simpli-
cite du groupe alterne.

12. 11. 1951. Wazewski, W., Sur les inegalites aux deriyees partielles
du 2- ordre.’

12. 1l. 1951. Steinhaus, EL, Compte rendu du domaine des math&ma-
tigues appliguees.

2. 11l. 1951. Sierpinski, W., Sur une decomposition paradoxale du
cube.

2. 111. 1951. Kuratowski, K., Remargues sur le theoreme de M. Sier-
pinski.

16. 111. 1951. Marczewski, E., Remargues sur Pindependance stocha-
stigue.

16. 111. 1951. Pogorzelski, W., Sur Peguation integrale du probleme
de Fourier.

4. V. 1951. Sikorski, R., Sur les produits cartesiens des corps de
Boole.
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18. V. 1951. Sierpinski, W., Sur guelgues ordinations partielles des
parties d~un ensemble denombrable.

18. V. 1951. MarczewsKi, E., Sur les translations des ensembles.

25. V. 1951. Janiczak, A., Sur les fonctions calculables a Vaide de
machines.

6. VI. 1951. Sierpinski, W., Sur les procedes employes dans la theorie
des ensembles par MM. Tarski et Eilenberg.

6. VI. 1951. Sikorski, E., Sur les limites generalisees.

13. VI. 1951. Kuratowski, K., Les impressions du sejour scientifigue
en Tchecosloraguie.

13. VI. 1951. Gruzewska, H., Sur un schema des processus stochas-
tigues.

15. VI. 1951. Pogorzelski, W., Sur une eguation integrale non liné-
aire, fortement singuliere.

20. VI. 1951. Leja, F., Sur le probleme de Dirichlet.

27. V1. 1951. Eyll-Nardzewski, C., Sur le principe de Dirichlet.

Section de Wroctaw ¥

6. X. 1950. Marczewski, E. et Eyll-Nardzewski, C., Sur la naleur
moyenne d”une rariable aleatoire sous des conditions imposees a une autre
yariable.

13. X. 1950. Matulewicz, K., Sur les solutions de la congruenee
an=a(mod n), ou n est un nombre compose.

27. X. 1950. to$, J. et Eyll-Nardzewski, C., Sur les applications
du theoreme de Tychonoff dans guelgues demonstrations mathematigues.

3. X. 1950. Perkal, J., Florek, K. et Zubrzycki, S., Sur les ordina-
tions des ensembles finis dont les distances sont connues, applications a Van-
thropologie.

10. XI. 1950. Hartman, S., Sur les coefficients de Fourier des fonc-
tions integrables.

10. XI. 1950. Marczewski, E., Une generalisation du theoreme de
Daniell-Kolmogoroff.

17. XI. 1950. Eyll-NardzewskKi, O., Sur les mesures compactes.

17. Xl. 1950. Knaster, B., Sur un probleme topologigue de Borsuk
(Solution partielle de J. Siciarz).

24. XI1. 1950. Gotab, S., Sur une methode nouvelle de guadrature ap-
prochee.

24. Xl. 1950. Drébot, S., Sur les nibrations des willebreguins.

1. XII. 1950. Florek, K., Une remargue sur la repartition des points
engendres en portant bout a bout un are fixe sur une circonference.

5. XII. 1950. Eyll-Nardzewski, C., Sur le role de I'axiome dHnduc-
tion dans les arithmetigues elementaires.

*) Les resumes et notices bibliographigques concernant les communications pre-
seutees a la Section de Wroclaw paraitront dans Colloguium Mathematicum.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 13
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15. XII. 1950. Hartman, S., Sur une relation entre les suites.

15. XII. 1950. Gtadysz, S., Sur Veauiralence des mesures dans les
produits cartesiens.

5. 1. 1951. Szmielew, W., Sur les theoremes ralables dans toutes les
theories completes et axiomatisables.

5. 1. 1951. Fast, H., Sur la limite d'une suite de fonctions ayant la
propriete de Darboux.

12. 1. 1951. to0S, J., Une demonstration simple du fait gue le calcul
des fonctions propositionnelles est complet.

19. 1. 1951. tukaszewicz, J., Sur la reunion des points d'un ensemble
fini (travail collectif du gioupe Genoral d’Applications de I'Institut Maths$-
matigue de I'Etat).

19. 1. 1951. Eyll-Nardzewski, C., Sur une hypothese de Blackwell
concernant les puissances.

26. |. 1951. Marczewski, E., Sur les theoremes d,existence dans la
theorie des processus stochastigues.

26. 1. 1951. Mikusinski, J. G., Sur la reduction de I'etude des egua-
tions aux derirees partielles a coefficients constants a celle de la fonction
exponentielle generalisee.

2. 11. 1951. Mikusinski,!. G., Sur la fonction exponentielle e~s.

2. 1l. 1951. Mikusinski, J. G., Sur un theoreme de la theorie des
moments.

2. 1l. 1951. Steinhaus, I-l., Sur les bottes.

16. Il. 1951. Mikusinski, J. G., Sur les eguations aux derirees partiel-
les a coefficients constants.

16. I1. 1951. Gladysz, S., Sur les fonctions faiblement independantes.

23. 1l. 1951. t0S, J., Sur le principe de Dirichlet.

23. 1l. 1951. Steinhaus, H., Sur la decision alternatine dans le con-

trole de la gualite.

2. 111. 1951. Eyll-Nardzewski, C., Sur les fonctions egalement con-
tinues.

2. 11l. 1951. Hartman, S., Sur les suites ecartees.

2. 1. 1951. Steinhaus, H., Sur la dirision pragmatigue.

9. IIl. 1951. Zieba, A., Une demonstration de Vexistence de Vintegrale
Lun systeme d”eguations differentielles.

9. Ill. 1951. Zieba, A., Sur une generalisation de la notion Dintegrale
Lun systeme d”eguations differentielles.

9. Ill. 1951. Eyll-Nardzewski, C., Un theoreme sur les moments
avec guelgues applications.

16. I1l. 1951. Ingarden, E. et Mikusinski, J. G., La theorie statis-
tigue de la granularite des materiaux photographigues (Seance commune
avec la Section de Wroctaw de la Sociéte Polonaise de Physigue).

30. I11. 1951. Eyll-Nardzewski, O., Sur la conrergence des series
operatoires de puissances.
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30. H1. 1951. Florek, K., Sur le processus stochastigue de Poisson.

30. 1. 1951. Marczewski, E., Quelgues remargues au sujet du pro-
cessus stochastigue de Poisson.

6. 1V. 1951. Slebodziniski, W., Sur Veauivalence des formes difje-
rentielles exterieures.

6. IV. 1951. Urbanik, K., Sur Pintersection des ensembles composes de
segments paralleles a une droite.

13. IV. 1951. Steinhaus, H., Sur le probleme d'equipartition dans le
modele cinematigue classigue.

27.1V. 1951. to0S$, J., Sur les transformations gui laissent innariables
les relations donnees.

27. 1V. 1951. to0S, J., Une remargue sur Veauivalence entre le theoreme
de Tichonoff et Vaxiome du choixl).

4. V. 1951. Myecielski, J., Sur la representation des nombres naturels
par des puissances a base et exposant naturels.

4, V. 1951. Steinhaus, H., Sur Vestimation seguentielle dans la stati-
stigue.

11. V. 1951. Seance consacree au jubile de 40 ans de trarail scienti-
figue de M. Hugo Steinhaus.

Orlicz, M., Les travaux de PI. Steinhaus sur la theorie des series ortho-
gonales et lanalyse fonctionnelle.

Marczewski, E., Les travaux de HI. Steinhaus sur la theorie de la
mesure et le calcul de probabilites.

Kowarzyk, H. et Perkal, J., Sur les problemes pratigues dans les
travaux de M. Steinhaus.

18. V. 1951. Steinhaus, H., Sur le principe de contréle statistigue.

25. V. 1951. Ingarden, J., Sur une maniere nounelle de formuler la
mecanigue relatiniste des guanta. (Seance commune avec la Section de
Wroctaw de la Societe Polonaise de Physigue).

1. VI. 1951. Slebodziniski, W., Sur les travaux scientifigues d'Hlie
Cartan.

1. VI. 1951. Hartman, S., Un theoreme sur leguipartition.

8. VI. 1951. Byll-NardzewskKi, C., Sur auelgues methodes parfaites
de sommation.

8. VI. 1951. Knaster, B.,, Sur un continu irreductible (resultat de
J. Mioduszewski).

12. V1. 1951. Plescot, V. (Prague)., Kenue des methodes employees
dans la nomographie.

15. VI. 1951. Seance consacree a la memoire de Maksymilian T. Huber.

Wysocki, J., La nie et 1'oewre de M. T. Huber.

Drobot, S., Sur les travaux scientifigues de M. T. Huber.

22. V1. 1951. Hartman, S., Sur auelgues estimations.

22. V1. 1951. Wolibner, W., Sur la nitesse des ondes.

O Cf. l'article de J. L. Kelley, Fund. Math. 37, p. 75—76.
13*
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Clironigue et publications

Conference

Le 3 et 4 mars 1951 eut lieu a Wroctaw une conference destinde a la
préparation de la Sous-Sectiom de Mathématigues et de la Sous-Sec-
tion de la Statistigue du | Congres de la Science Polonaise. Tous les
mathdématiciens de Wroctaw y ont pris part. Cette conference com-

prenait

3. 1. 1951. Weryho, A., Allocution d'ouverture.

3. Ill. 1951. Steinhaus, H., Sur la conception du calcul des proba-
bilites.

3. 1ll. 1951. MarczewsKi, E., Sur la notion de processus stochastigue.

3. 1ll. 1951. Olekiewicz, M., La regularite et le hasard.

4. 1. 1951. Skrzywan, W., Sur la notion de correlation.

4. 111. 1951. Oderfeld, J., La statistigue au sernice de la production.

4. 111. 1951. Steinhaus, H., Sur les methodes de taxonomie employees
a Wroctaw.

4. 111. 1951. Nowakowski, T., Sur Vemploi de la statistigue dans la
medecine.

4. 111. 1951. Kosiba, A., Sur fimportance de la statistigue dans le
sernice meteorologigue.

4. 111. 1951. Mydlarski, J., Sur les problemes statistigues dans
Panthropologie.

4. 111. 1951. Perkal, J., Sur les travaux statistigues du Groupe Generat

d'Applications de 1'Institut Mathematigue d¢ VLtat.

A Gdansk, le Recteur de I’Ecole Polytechnigue organisa une sorie de
conférences que Vvoici:

Szulkin, P., Sur la theorie du champ nectoriel.

Nowacki, W., Sur la theorie de 1'elasticite.

Naleszkiewicz, J., Sur la theorie de la plasticite.

Czerwinski, B., sur les fonctions analytigues.

Mosingiewicz, K., Sur le calcul operatoire.

tunc, M., Sur la mecanigue des guanta.

Btaszkowiak, S., Sur la methode de Gross.

Nominations aux chaires
de mathematigques dans les ecoles superieures polonaises

Dr Wiodzimierz Wrona a ete nomme professeur de mathdmatigues
de I’Acadoémie des Mines de Cracovie.

Dr Bronistaw Czerwinski est suppleant de professeur a la chaire
de Mathematigues de la Eaculté de Mdcanigue de I'Ecole Polytechnigue
de Gdansk, depuis le ler septembre 1946.
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Dr Wactaw Pawelski est suSldéant de professeur a la chaire de
Mathomatiques de la Faculte de Genie Terrestre et Aquatique de ’Ecole
Polytechnique de Gdansk depuis le ler septembre 1950. Il existe une
chaire de Mathdmatiques a la Faculte de Chimie de I'Ecole Polytechnique
de Gdansk depuis le ler septembre 1950. Cette chaire est actuellement
(18 juin 1951) vacante.

Doc. dr Adam Bielecki a 6t6 nommé professeur de mathomati-
ques a la Facultd des Sciences de I'Universite Curie-Sktodowska de
Lublin.

Dr Hanna Szmuszkowicz est suppléant de professeur a la 1Ve
chaire de Mathematigues de I'Universite de £6dZ depuis le ler octobre
1950.

Dr Witold Janowski est suppldant de professeur a la chaire de Matho-
matiques de la Faculté de Chimie de 1'IScole Polytechnique de t6dz
depuis le ler novembre 1950.

Doc. dr Roman Sikorski a 6t6 nomme suppléant de professeur a la
chaire de Mathdmaticpies a la Faculté de Chimie de I’'Ecole Polytechnigue
de Varsovie.

Theses cie doetorat

Unirersite de Cracorie.

Stanistaw tojasiewicz, Przebieg catek ukladu réwnan rézniczkowych
w otoczeniu punktu osobtiwego (Sur l'allure des integrales du systome
d’6quations différentielles au voisinage d’'un point singulier). A paraitre
dans ces Annales.

Zofia Krygowska, O granicaeh $cistosci w nauczaniu geometrii ele-
mentarnej (About the limits of precision in the teaching of elementary
geometry).

Zofia Mikotajska, O asymptotycznym zachowaniu sie catek réwnan
rézniczkowych (Sur l'allure asymptotique des intdgrales des Oquations
différentielles).

Halina Pidekdéwna, 0 mozliwosci algebraizacji obiektéw geometrycznych
klasy zero w przestrzeni jednowymiarowej (Sur la possibilité d’algébraisa-
tion des objets goomotrigues de classe zero dans l'espace a une dimension).

Academie des Mines de Cracocie.

Antoni Wozniacki, Obiekty geometryczne czysto rézniczkowe pierwszej
klasy w przestrzeni jednowymiarowej o dwu lub wiecej sktadowych (Objets
géomotrigues differentiels purs de premiere classe, de deux ou plusieurs
composantes dans l’espace a une dimension).

Unirersite de Lublin.
Wiktor Jankowski, O pierwiastkach wielomianéw zawierajacych do-
wolne parametry (Sur les zeros des polynomes contenant des parametres
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arbitraires. Annales Universitatis Mariae Curie-Sktodowska 5 (1951).
p. 31—92.

Universite de Varsonie.

Antoni Wakulicz, 0O sumie liczby skonczonej liczb porzadkowychi)
(Sur la somme d’'un nombre fini de nombres ordinaux). Fundamenta
Mathematicae 36 (1949), p. 254—266.

Hanna Szmuszkowicz, O funkcjach guasi-analitycznyeh2) (Sur les
fonctions quasi-analytiques).

IScole Polytechnigue de Varsonie.

Jan StowikowskKi, Wiasnosci pochodnych potencjatu opéznionego war-
stwy pojedynczej (Sur les proprietes des deriyees du potentiel retarde
d'une couche simple).

Wiodzimierz Krysicki, Twierdzenie graniczne o wyrazach wyzszego rzedu
w zagadnieniu Bayesa (Un théoreme concernant les limites des termes
d’ordre supsrieur dans le probleme de Bayes). Un resume de ce travail
a paru dans les Comptes-Eendus du 7-eme Congres des mathematiciens
polonais et du 3-eme Congres des mathematiciens tchecoslovaques a Pra-
gue, p. 188—291.

Uninersite de Wroctaw.

Julian Perkal, O oznaczaniu objetoéci pni drzewnych (Sur la déter-
mination du volume des trones d’arbres), Prace Wroctawskiego Towa-
zysbwa Naukowego, seria B, Nr 31, p. 80.

Le Il Concours Olympigue Mathematigue

L’organisation de ce second Concours S$tait en tous points semblable
a celle du premier3). Le Comite du Concours se composait de
MM. Stefan Straszewicz, president du Comite, Kazimierz Zarankie-
wicz, directeur du Concours, Edward Otto, Olga Turska, Antoni
Marian Eusiecki, Jan Gosiewski, représentants du Ministere de
UInstruction Publique et Antoni Kosinski, representant le Z. M. P.

(Association de la Jeunesse Polonaise). Les Comites Regionaux se sont
constitues:

a Gracovie sous la présidence de S. Gotab,

a Lublin M. Biernacki,
a t6dz ” Z. Charzynski,
a Poznan v A. Alexiewicz,
a Varsovie r n W. Sierpinski,
a Wroctaw J. Stupecki.

x) Cette these a ete soutenue le 19 decembre 1949.
a) Cette these a ete soutenue le 15 juin 1950.
3) Voir ces Annales 23 (1950), p. 299—300.
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Sur 1234 eleves de lycoes participant au ll-eme concours, 256 furent
admis a la ll-eme phase de ce Concours et 68 a la Ill-eme (derniere),
23 concurrents obtinrent des prix, 13 autres des mentions honorables.
Les gagnants ainsi que quelques-uns de leurs professeurs ont reeu
en outre plusieurs autres prix, fondes par des Ministeres et d’autres
Institutions.

Il ne manqua pas de sensation a ce Concours. Le plus jeune concur-
rent, un Oleve de IX-eme au Lyc6e de Sandomierz, A. Schinzel a pris
la premiere place.

Le Gouvernement consentit a quelques modifications du réglement
du Concours dont les plus importantes consistent en ce que les
concurrents qui ont gagne des prix soient exempts des examens d’entree
aux Ecoles Superieures (a I’exception de I'examen de dessin aux Facultos
d'Architecture des Ecoles Polytechniques), et que leurs professeurs
reeoivent des recompenses pocuniaires (cette mesure a pour but d’encoura-
ger des professeurs a consacrer plus d’attention et de soins aux Oleves
qui participent au Concours).

51 professeurs, dont 21 de I’enseignement superieur, ont participd
aux travaux lies au Concours Olympique.

Tous les buts du concours ont 6t6 atteints. En outre il a beaucoup
contribue a la popularisation des matlieinatigiies chez les jeunes gens.
Parmi les etudiants en mathematiques inscrits a I'Universite de Varsovie
cette annee se trouvent la plupart des vainqueurs du concours. De meme
que Pan passe, les vainqueurs du l-er Concours contribuerent a I’eld-
vation de l'instruction en mathématiques des etudiants de premiere
annde en aidant leurs collegues moins aeances.

Le Ill-eme Concours Olympique Mathematique commeucera en
octobre 1951 et se terminera en juin 1952. Comme auparavant le Comitd
du Concours publiera une brochure contenant les solutions de tous les
problemes du Il-eme Concours Olympique.

Les Mathdmatieiens Polonais
au | Congres des Mathématieiens Hongrois

Du 27 aout au 2 septembre 1950 ddhbérait a Budapest le Pr Congres
des Mathomatieiens Hongrois, joint a la céldbration solennelle du 70-eme
anniversaire de Frdéderic Riesz et Leopold Fejor. A ce congres partici-
perent a cotd de la doldgation polonaise celles de I’'Union Sovietique,
de la Chine, de la Tchecoslovaquie, Roumanie, Butgarie, et de la Re-
publique Democratique Allemande.

La dolegation polonaise se composait de MM. K. Borsuk, H. Gre-
niewski, K. Kuratowski, E. Marczewski, S. Mazur, A. MostowsKi,
W. Nowacki, W. Pogorzelski, W. Sierpinski, R. Sikorski, M. Stark,
S. Turski.
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A part des communications de section, les mathematiciens polonais
eurent les conferences plc¢nieres suivantes:

K. Borsuk: Les transformations en spheres et la theorie de la decompo-
sition des espaces euclidiens.

K. KuratowskKi: Quelques problemes topologigues concernant le prolon-
gement de fonctions.

E. Marczewski: Theoreme ergodigue, generalisations et applieations.

Le congres a contribue a reserrer la collaboration entre les mathe-
maticiens polonais et hongrois, ainsi gue ceux des pays, dont les déle-
gations y ont pris part.

Mathematiciens Polonais a FEtranger

Au debut de juillet 1950, Wanda Szmielew est rentree d’'un voyage
scientifigue aux Etats-Unis.

En avril 1951 K. Kuratowski et H. Greniewski ont fait un voyage
scientifigue en Tchécoslovaguie; K. Kuratowski a fait des conferences
i Prague, Brno et Bratislava.

Mathematiciens etrangers en Pologne

Prof. Dr Vaclav Pleskot (Prague) a sejourne en Pologne du 28 mai
au 14 juin. 11 a eu un cycle de conferences sur la nomographie a 1’'Institut
Mathematigue de I'Etat a Varsovie, en outre a Cracovie, Wroctaw et
Gdansk.

Dr Ladislav Rieger (Prague) a sejourne en gualits de boursier a Var-
sovie et y a fait des etudes spociales de juillet 1950 a fevrier 1951.

Prix et distinctions scientifigues

W. Sierpiniski a ete elu membre correspondant de 1'’Academie des
Sciences de Berlin. Le Ministre de I’'Enseignement Superieur et des Re-
cherches Scientifigues lui a remis le dipléme d’academicien le 10 janvier
1951.

LtAcadtinie Polonaise des Sciences et des Lettres a Cracovie a accordo
en juin 1951 son prix scientifigue annuel du domaine des sciences mathe-
matigues et naturelles a K. Kuratowski pour I'ouvrage Topologie 1.

M. Biernacki a obtenu le prix scientifigue du Il-eme degre de I'Etat
pour I'annde 1950.

Les prix scientifigues annuels, fond$s par le Ministere de I'Instruction
Publigue, pour les meilleurs travaux mathomatigues publies par les mem-
bres de la Socistd au cours des deux annses prscedentes ont ete accordss
pour la sixieme fois, le 20 avril 1951.

Les prix ont ¢te ddcernés a MM. H. Steinhaus (prix Mazurkiewicz)
pour 1° Sur les fonctions independantes (V11) (Un essaim de points a Yinteriewr
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d\m cube), Studia Mathematica 10 (1948), p. 1—20, 2° Sur les fonctions
independantes (VIIl) (Loi des grands nombres, suites aleatoires), Studia
Mathematica 11 (1949), p. 133—144; W. Wrona (prix Zaremba) pour
1° Conditions necessaires et suffisantes gui determinent les espaces ein-
steiniens conformement euclidiens et de courbure constante, ces Annales 20
(1948), p. 28—80, 2° On multinectors in a V,,, Kon. Ned. Akad. Wetensch.
Amsterdam 51 (1948), p. 1291—1301 et 52 (1948), p. 61—68; A. Bie-
lecki pour: Sur certaines conditions necessaires et suffisantes pour Vuni-
cite des solutions des systemes d”eguations differentielles ordinaires et des
eguations au paratingent, Annales Universitatis Marie Curie-Sklodowska 2,
section A, (1948), p. 49—106.

Livres et perio<liques parus

Dans le but d’honorer le ler Congres de la Science Polonaise, la So-
ci$td Polonaise de Mathematigue s'est engagée a publier avant le 29. VI.
1951 les livres et periodigues suivants: Monografie Matematyczne vol. XI,
W. Sierpinski, zasady Algebry Wyzszej, 2-eme edition; vol. XVII,
S. Banach, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych-, vol. XXIII, W. Sier-
pinski, Algebre des Ensembles-, vol. XXIV, S. Banach, Mechanics
(traduction anglaise du livre ,,Mechanika", Monografie Matematyczne,
vol. VIII et I1X), Studia Mathematica 12, fasc. 1 (1951), CoTloguium Ma-
thematicum 2, fasc. 2 (1951).

Cet engagement etait deja rempli le 26 juin 1951.

Annales de la Societe Polonaise de Mathematigue 23 (1950), Kra-
koéw, pages 307, contient 19 travaux de 18 auteurs et les Comptes
Bendus de la Societe Polonaise de Mathematigue du 1. X. 1949 au
1. VII. 1950.

Dodatek do Rocznika P. T. M. 23 (Supplement aux Annales de la
Societé Polonaise de Mathématigue 23), Krakow, 1950, pages 103, con-
tient le travail: W. Ottenbreit, Metody obliczania $rednic pozaskoriczo-
nych i rozwartoséci zbioréw (Les methodes du calcul des diametres trans-
finis et des ecarts des ensembles).

Annales Uninersitatis Mariae Curie-Sktodowska, section A, Sciences
Mathematigues, vol. 1V, Lublin, 1950, pages IV + 135, contient 13 travaux
de 9 auteurs.

Bulletin International de CAcademie Polonaise des Sciences et Lettres,
Classe des Sciences Mathdmatigues et Naturelles, série A, Sciences Mathé-
matigues, 1950, Nr 1—10 A. Parmi 13 articles contenus dans ces numoros
il y en a 1 concernant les mathematigues (p. 1—9).

CoZZogwwTn Mathematicum 2, fasc. 1, Wroctaw, 1949, pages 88, con-
tient 14 travaux de 13 auteurs, 9 problemes, les Comptes Bendus de la
Section de Wroctaw de la Societe Polonaise de Mathomatigue du 1. VII.
1948 au 31. 111. 1949 et chronigue; Colloguium Mathematicum 2, fasc. 2,
Wroctaw, 1950, p. 89—172 contient 5 travaux de 9 auteurs, 26 problemes,
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les Comptes Rendus de la Section de Wroctaw du 1. 1V. 1949 au 31. XII.
1950 et chronigue.

Fundamenta Mathematicae 37, Warszawa, 1950, pages 287, contient
28 travaux de 19 auteurs.

Matematyka, de Ve annse, fasc. 1 et 2 (en polonais), P. Z. W. S.
(Panstwowe Zaktady Wydawnictw Szkolnych), Warszawa, 1951, chague
fascicule compte 64 pages et contient des parties: scientifigue, historigue,
didactigue, une chronigue, des analyses, une hibliographie ainsi qu’une
collection de problemes.

Studia Mathematica 11, Wroctaw, 1950, pages 272, contient 15 tra-
vaux de 12 auteurs; Studia Mathematica 12, fasc. 1, Wroctaw, 1951,
pages 144, contient 22 travaux de 11 auteurs.

Banach, S., W.s+p do teorii funkcji rzeczywistych (Introduction a la
thSorie des fonctions réelles), Monografie Matematyczne, vol. XVII,
Warszawa-Wroctaw 1951, pages 1V + 224.

Banach, S., Mechanics, translated by E. J. Scott, Monografie Mate-
matyczne, vol. XIV, Warszawa-Wroctaw 1951, pages 1'\V+ 546.

Borsuk, K., Geometria analityczna w n wymiarach (G$ométrie analy-
tigue dans l'espace a n dimensions), Gours de la Facult§ des Scien-
ces, Monografie Matematyczne, vol. XII, Lund 1950, Czytelnik, pages
IV+ 448.

Krysicki, W., et Wtodarski, L., Analiza matematyczna w zadaniach
(Problemes d’Analyse MathSmatigue), lore partie, P. Z. W. S. (Panstwowe
Zaktady Wydawnictw Szkolnych), Warszawa 1950, pages 248.

Kuratowski, 0., Topologie Il, Espaces-compacts, espaces connexes,
plan euclidien, Monografie Matematyczne, vol. XXI, Warszawa-Wroctaw
1950, pages VIII+ 444,

Otto, E., Geometria wykreslna (GSomstrie descriptive), Monografie
Matematyczne, vol. XVI, Uppsala, 1951, Czytelnik, pages VI1+ 272.

Pogorzelski, W., Rachunek operatorowy i przeksztatcenia Laplace™a
(Calcul opsratoire et transformations de Laplace), P. Z. W. S., Warszawa
1950, pages 151.

Rubinowicz, W., Wefctory i tensory (Vecteurs et tenseurs), manuel
pour les Studiants de physigue, Monografie Matematyczne, vol. XXII,
Warszawa-Wroctaw 1950, pages 1'\V+ 170.

Sierpinski, W., zasady algebry wyzszej (Principes d'Algebre Sup$-
rieure) avec une Note de A. Mostowski, zarys teorii Galois (Esguisse
de la thSorie de Galois), 2-eme S$dition corrigse, Monografie Matema-
tyczne, vol. XI, Warszawa-Wroctaw 1951 *).

Sierpinski, W., Algebre des ensembles, Monografie Matematyczne,
vol. XXIIl, Warszawa-Wroctaw 1951, pages 205.

) On trouve une analyse de cet ouyrage dans ces Annales 20 (1947), p. 147—421.
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Sierpinski, W., Les ensembles projectifs et analytigues, Memoriat de s
Sciences mathsmatigues, faso. 112, Paris, 1950, pages 80.

Szerszen, S., Nauka o rzutach (La science des projections), P. Z. W. S.,
Warszawa 1950, pages 296.

Analyses

Stefan Banach, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych (Introduction
a la thSorie des fonctions reelles), Monografie Matematyczne, vol. XVII,
Warszawa-Wroctaw 1951, p. 1'\V+ 222.

Cet ouvrage de l'un des plus grands mathematiciens polonais, mort en 1945, est
un manuel qui relie l'analyse elementaire a la theorie des fonctions reelles; 1’auteur
s’y occupe surtout de la mesure de Jordan et de lintegrale de Riemann ainsi que
des fonctions et des courbes continues. La deuxieme partie de l'ouvrage, qui devait
contenir en particulier la theorie de la mesure et de l'integrale de Lebesgue (en meme
temps que la theorie des integrales curyilignes et superficielles de Lebesgue et les the-
oremes de Green et de Stokes relatifs a ces integrales), ne paraitra jamais, car le
manuserit, depose avant la guerre a l'imprimerie de 1’Unirersite de Cracovie, a ete
detruit sur l’ordre des ,Kulturtrager” hitleriens. lleureusement, la plupart de la pre-
miere partie etait deja imprimee et les trarailleurs de I'imprimerie, qui ont reeu 1’ordre
de detruire les epreuves, reussirent a les cacher en bravant le danger; c’est ainsi que
sa publication a ete rendue possible. Les passages manauants ont ete completes par
des eleves et collegues de 1l'auteur, a savoir MM. W. Orlicz et A. Alexiewicz.

Ce travail est bien plus complet, plus precis et contient beaucoup plus de details
que les cours habituels d’analyse. Les theories construetives des nombres reels (appar-
tenant au fond a l'arithmetique theorique) sont omises. L’auteur expose des le
debut 13 axiomes sur les nombres reels (y compris le principe de Dedekind). Il s’oe-
cupe ensuite en introduisant les symboles correspondants, de l’algebre des ensembles
et des notions logiques fondamentales du calcul des propositions et des quantificateurs.
Apres avoir expose les notions de fonction definie sur un ensemble d’elements quel-
conques et de produit cartesien d’ensembles, 1’auteur passe a la theorie des nombres
cardinaux, en particulier au theoreme de Bernstein sur la comparaison des puis-
sances d’ensembles et au theoreme de Cantor sur la puissance de l’ensemble de toutes
les parties d’'un ensemble donneg, en citant de nombreux exemples d’ensembles de puis-
sances Ko, ¢ et 2C. Il donne aussi quelques exemples d’ensembles ordonnes de types
v et J, sans etablir leurs proprietes caraeteristiques. Par contre, il demontre plusieurs
theorébmes sur les ensembles bien ordonnes, a savoir le theoreme sur la similitude des
portions d’ensembles bien ordonnes, le theoreme de Zermelo et le principe de l'induction
transfinie. Cette etude de la theorie des ensembles constitue le I-er chapitre de I'ouvrage.

Chapitre 11. Limite de suite. Ce chapitre contient le theoreme de Cantor-Aseoli
sur la suite descendante de segments, la definition des bornes d’un ensemble de nombres
reels avec la demonstration de leur existence, la doéfinition de la limite et des limites
superieure et inferieure, le critere de Cauchy de conrergence des suites et le theoreme
sur la convergence des suites monotones. L ’auteur s’oceupe en outre des theoremes
relatifs aux operations sur les suites convergentes, sur les permutations et sur les suites
partielles, et de la definition de la somme d’une serie. |l traite en detail des limites
superieure et inferieure en les definissant tout dlabord comme la plus grande (la plus
petite) des limites de suites partielles conrergentes; il demontre I’equivalence de cette
definition de limites extrem.es a deux autres (dans l'une d’elles, il utilise quelques ine-
galites et dans l'autre il effectue un double passage a la limite en considerant certaines
suites convenables formees avec le maximum ou le minimum des termes de la suite).
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Dans les demonstrations, il utilise le theoreme de B olzano-Wei'erstrass sur les points
d’accuinulation d’une suite. Le chapitre s’acheve par le theoreme sur la conservation
du signe d’inegalite apres le passage a la limite superieure ou inferieure et par une etude
des relations qui ont lieu entre ces limites et les operations elementaires effectuees sur
les suites.

Chapitre 111. Les ensemblee ponetuels. Apres avoir defini les points d’accumulation
et les ensembles fermes sur une droite et demontre le theoreme de Weierstrass sur
I’existence d’un point d’accumulation de l’ensemble borne. 1’auteur s’occupe de quel-
ques definitions et theoremes que Fon ne trouve generalement pas dans les cours d’ana-
lyse (ensembles isoles, ensemble derive, ensembles frontieres et ensembles parfaits).
Il expose deux definitions de l’ensemble ouvert et demontre leur equivalence. Parmi
les exemples, on trouve 1l’ensemble ternaire parfait et non-dense de Cantor. Il definit
ensuite les ensembles denses en soi ou denses sur un autre ensemble et les ensembles
non denses et il etablit les theoremes fondamentaux relatifs aux ensembles lineaires
connexes; il introduit la notion de continu et celle des ensembles de 10re et 11SIhe cate-
gories et il etablit quelques theorbmes sur les ensembles separables. Il expose deux
~theoremes de couverture“ a savoir aussi bien le theortme de Heine-Borel que celui,
generalement omis dans les cours d’analyse, de Lindeldf. La theorie des ensembles
lineaires s’acheve par un expose des notions de diametre des ensembles et de distance
entre eux ainsi que de quelques theoremes qui s’y rattachent (par exemple du theoréme
sur la distance des ensembles fermes, bornes et disjoints).

L’auteur considere ensuite des ensembles ponetuels dans l’espace euclidien a m
dimensions en basant la metrique sur les inegalites de lldlder et de Schwarz. Apres
avoir defini quelques notions geometriques (segment, cube *), rSseau) et celle de limite
d’une suite de points, il etend les theoremes deCauchy, deCantor-Ascoli, deBolzano-
Weierstrass, de Heine-Borel et d’autres, deja etablis dans le cas des ensembles
lineaires, au cas de l'espace a wi. dimensions et demontre que tout ensemble ouvert est
la somme d’'une suite de cubes fermes ou de spheres ouvertes. On trouve a cet endroit
beaucoup de theoremes sur la- connexion et sur les constituants d’'un ensemble (dans
le cas des ensembles lineaires les theoremes analogues etaient bien moins nombreux)
et le theoreme sur le ,«.— enchainement* d’un continu. L’auteur introduit les notions
d’ensemble convexe, de simplexe et de polyedre en exposant quelques theoremes qui
s'y rattachent. 11 etablit aussi le theoreme de Cantor sur le suite descendante
d’ensembles fermes, celui de Cantor-Bendixson et quelques autres theoremes ele-
mentaires sur les points de condensation. Les considerations sur la Structure des en-
sembles fermes, des ensembles Fa et des ensembles Gr; (avec des exemples de Fa qui
ne sont pas G$) achevent ce chapitre.

Chapitre I'v. Fonctions dans E'n. L’auteur definit la limite et la continuite selon
Heine, demontre leur equivalence avec les definitions de Cauchy et expose les pro-
prietes fondamentales des fonctions continues et des fonctions quirepresentent E'' dans
I’espace euclidien E" a N dimensions (en particulier, le théoreme d’apres lequel une
image continue d’un ensemble connexe est aussi un ensemble connexe). Ensuite il expose
les theoremes sur le prolongement des fonctions continues, a savoir a) d’une fonction
continue sur un ensemble quelconque a un G$ conyenable, b) d’une fonction unifor-
mement continue sur un ensemble quelconque a sa fermeture avec conservation du
module de continuite, c) d’une fonction continue sur un ensemble ferme et borne a 1’es-
pace entier, d) le meme prolongement avec conservation de la condition de llSlder.
Il traite en detali la theorie des ensembles compacts de fonctions, tres utile dans 1’etude
des equations differentielles et integrales et dans celle des fonctions analytiques, mais
generalement omise dans les cours elementaires d’analyse. En particulier, il etablit le

*) Ce mot designe ici un parallelepipede rectangle.
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theoreme d’Arzela sur les ensembles des fonctions uniformement et egalement conti-
nues. 11 s’occupe aussi des theoremes relatifs a I’'approximation uniforme des fonctions
continues par des polynédmes, en particulier par des polynémes de Bernstein et il
expose ensuite les theoremes fondamentaux sur les fonctions de Baire (il considere
surtout des fonctions de 1Sle classe en etablissant le theoreme sur les points de con-
tinuite d’une fonction de ICre classe et le theoreme sur une suite uniformement conver-
gente de fonctions de ISrc classe). La theorie des courbes est traitee a fond avec une
grande precision; l’auteur donne des conditions necessaires et suffisantes pour qu’un
ensemble soit une eourbe (la notion ainsi precisee de eourbe conduit a des exemples
qu’un debutant N’aurait jamais nomme ,eourbe™). L’auteur ne se contente pas de citer
I’'exemple de la eourbe de Peano qui remplit un carre, mais etablit le theoreme de
Sierpinski, dmpres lequel les courbes sont identiques avec les continus qui se lais-
sent decomposer en un nombre fini de continus dont les diametres sont tous moindres
que e, et cela quel que soit € = 0. 11 cite quelques consequences de ce theoreme relatives
aux sommes d’un nombre fini ou meme denombrable de courbes. Le chapitre s’acheve
par le theoreme: tout ensemble convexe, ferme et borne (donc en particulier tout sim-
plexe ou polyedre) est une eourbe.

Cliapitre V. Integrale de Riemann. L’auteur eommence par exposer la theorie de
l'integrale d’une fonction d’une et de plusieurs yariables d’'une maniere qui ne differe
pas de celle employee dans les cours d’analyse, mais en precisant davantage les demon-
strations des lemmes utilises. |l depasse le programme d’analyse en etablissant une
condition necessaire et suffisante de l'integrabilite (E) exprimee en termes de la theorie
de la mesure de Lebesgue (l'auteur ne definit point cette mesure dans le cas general,
mais expligue la notion de l’ensemble de la mesure de Lebesgue nulle). Il prouve le
theoreme de Fubini en supposant que l'une des deux integrales successives est une
integrale superieure ou inferieure. Afin de preparer la theorie de l'integrale (E) sur un
ensemble mesurable au sens de Jordan, d’ailleurs quelconque, l’auteur s’occupe de
la theorie de la mesure de Jordan, U etablit les proprietes des mesures interieure et
exterieure et la mesurabilite de la somme, de la difference, du produit et du comple-
ment des ensembles mesurables. |l etablit aussi I'additivite de la mesure des ensembles
disjoints (ou dont les interieurs sont disjoints) et les theoremes sur la mesure de quel-
ques ensembles ayant des rapports avec l’ensemble donne (son interieur, sa fermeture,
son ensemble derive et sa frontiere). Il ne mentionne pas I'invariance de la mesure par
rapport au groupe”~des transformations isometriques en se bornant a I'etablir dans le
cas des translations seulement. Ensuite 1l'auteur s’occupe de lintegrale (E) sur les en-
sembles arbitraires en etendant a ces integrales tous les theoremes etablis auparavant
dans le cas des integrales sur les cubes (le theoreme sur I'additivite de l'integrale par
rapport aux ensembles et a la fonction sous le signe d’integration, les conditions d’inte-
grabilite, le theoreme de Fubini dans des conditions peu restrictives et d’autres encore).
Enfin 1’auteur demontre deux theoremes qui relient la theorie de la mesure a celle
de l'integrale: d’apres le premier, la mesure est l'integrale de la fonction caracteristique,
tandis que, d’apres le second, lintsgrale d’une fonction non negative est la mesure

de l’ensemble des ordonnees dans Le theoreme de Fubini est illustre par quel-
ques exemples elementaires relatifs au cas de I'espace a 2 ou a 3 dimensions, dans le
dernier esemple cependant calcule le volume d’une sphere dans I’'espace a N dimen-
sions (le resultat de ce calcul contient une erreur d’impression qui Nn’est pas corrigee
dans les errata).

A I'exception peut-etre de lI'ouvrage de Haupt, Aumann et Pauc (Differential
und Integralrechnung) il y a bien peu de bons livres du genre de celui-ci. Un etudiant
ne trouvera les theoremes qui sont etudies ici ni dans les cours elementaires d’analyse,
ni dans les ouvrages sur la theorie des fonctions du genre de la ,Theorie de l'integrale”
de S. Saks, ou I'on s’occupe surtout de l'integrale de Lebesgue; on ne trouve la plu-
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part de ces theoremes qu’aux podriodigues. Cette mcnographie, rédigee en polonais,
rendra de grands services aus etudiants qui commencent a etudier la theorie des fonc-
tions reelles ou qui veulent approfondir leurs connaissances d’analyse. On doit d’ail-
leurs recominander la lecture de cette monographie a toute personne voulant etudier

une branche quelconque de 1’analyse superieure.
Zygmunt Zahorski

Casimir KuratowskKi, Topologie Il. Espaces compacts, espaces con-
nexes, plan euclidien, Monografie Matematyczne XXI, Warszawa-Wroctaw
1950, p. VIII+ 444,

Le vaste domaine des phdnomenes topologiques est traitdé dans deus directions.
L’'une d’elles, aliant des espaces tres speciaux (polytopes) a de espaces des plus en plus
goneraux, est liee etroitement a 1’algebre et est ordinairement combinatoire, I'autre,
progressant des ensembles de points, les plus generaux, vers des espaces a contenu geomo-
trique de plus en plus riche, est liee avant tout a la theorie des ensembles. Il existe
plusieurs oeuvres comportant un cours systematique de la direction combinatoire,
cependant, la litterature mondiale Nn’en possedait aucune jusqu’alors qui refleterait
parfaitement la direction ensembliste; les oeuvres connues, traitant ce sujet, avaient
toujours plus ou moins un caractere fragmentaire. Le second volume de I'ouvrage de
Kurat owski, TOpOlOgie, ainsi que le premier,paru plus tét (Monografie Matematyczne 111
(1933) I'yre odition, et Monografie Matematyczne XX (1948) IL'1"® odition), comblent
cette lacune. Les resultats des topologues sur la direction ensembliste, parsemes dans
beaucoup de'travaux, ont ete réunis dans lI'oeuvre de Kuratowski en un systéme con-
cis, imposant par la richesse du sujet et la clarte de la Structure.

Alors que le volume | comporte la theorie des espaces topologiques les plus generaux,
le volume Il est eonsaer6 surtout a des types d’espaces motriques separables particu-
lierement riches en interessantes propridtds de caractére geometrigue.

Le numerotage des chapitres et des paragraphes est commun aux deux volumes.
Ainsi, le volume Il commence par le chapitre IV, eonsaeré aux espaces compacts, et
comporte 4 paragraphes: le paragraphe 37 dans lequel sont donnees les proprietes gene-
rales des espaces compacts (motrigues), le paragraphe 38 contenant la theorie des espaces

mdes sous-ensembles fermes 2X ainsi que des espaces fonctionnels I'A, le paragraphe 39
contenant la theorie des fonctions semi-continues, et finalement I"paragraphe 40 con-
tenant des connaissances ulterieures de la theorie de la dimension, dont les debuts ont
mete deja traites dans le volume |I. On y trouve entre autres les theoremes sur la decom-
position d’'un espace a N dimensions, la theorie des dits coefficients d'aplatissement de
Urysohn, les theoremes classiques de Hurewicz sur les transformations continues
aui augmentent ou diminuent la dimension, le theoreme d’Alexandroff sur les
transformations des polytopes formule par 1’Auteur d’'une maniere tres elegante, et
finalement le theoreme de Menger-Nobeling sur le plongement de 1’espaee metrigue
soparable de dimension N dans l’espace euclidien a 2<«+| dimensions.

Le chapitre VV est eonsaeré a la theorie des espaces connexes. Apres avoir com-
mente les proprietes de la notion de connexite et d’autres notions analogues au para-
graphe 41, I'Auteur passe, au paragraphe 42, a la theorie des continus. On y trouvera
o6galement des caracterisations topologiques d’arcs simples et de courbes simples fermees
(theoreme de R. L. Moore). Le paragraphe 43 contient la theorie des continus irréduc-
tibles et indecomposables. Cette importante theorie, dont le developpement est du en
grande partie a 1I’Auteur, a ete exposee d’une fagon accessible et illustree par d’interes-
.sarits exemples pris en partie des travaux de Knaster.

La theorie des espaces localement connexes est traitee au chapitre VI. Le para-
graphe 44 est eonsaerd aux proprietes generales des espaces modtrigues localement eon-
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nexes. Le paragraphe 45 fixe les rapports entre la connexite locale et la connexite par
arcs; il contient, en particulier, une demonstration courte et elegante du theoreme
fondamental (Mazurkiewicz-Moore-Menger) sur la eonnexite par arcs des espaces
complets, connexes et localement connexes, et du theoreme (M azurkiewicz-Hahn)
sur la caracterisation des images continues de l'intervalle par la compactivite et la
connexite locale. On trouve, au paragraphe 46, les principales notions de la theorie des
courbes, basee sur la notion de 1’ordre d’un point, et illustree d’interessants exemples.
Entre autres, ce paragraphe contient une caracterisation topologique des arcs simples et
courbes simples fermees et les plus simples proprietes des dendrites. Il y a egalement
des informations sur certaines theoremes plus profonds de la theorie des courbes, mais
dont les demonstrations ne sont pas contenues dans ce livre. Le paragraphe 47 con-
tient un beau cours de la theorie de la décomposition des continus localement connexes
en elements connexes, etablie par Gr. T. Whyburn, W. L. Ayres et 1’Auteur.

En renforeant graduellement les hypotheses, I’Auteur passe aux espaces a,Struc-
ture de plus en plus regidiere. Le chapitre VIl a pour sujet les espaces dont la Struc-
ture rappelle en grande partie celle des polytopes, c’est-a-dire les espaces localement
connexes en dimension N, les espaces localement contractiles et les retractes absolus
de yoisinage. Au paragraphe 48 sont decrites la notion de restriction et ses rapports
avec la theorie du prolongement des fonctions continues ainsi que d’autres notions
fondamentales de la theorie des retractes avec leurs proprietes principales. L’auteur
deyeloppe cette theorie en utilisant une notion introduite par lui-meme et dite rela-
tion ?, grace a laguelle il obtient une exposition claire, courte et generale. De plus, ce
paragraphe contient la theorie des espaces connexes en dimension N, ainsi que loca-
lement connexes en dimension N. Le paragraphe 49 renferme une partie elementarne
de la theorie de la homotopie, en particulier, la theorie de contractilite, de la con-
tractilite locale et des retractes par deformation. Sur les theoremes plus profonds du
domaine de la homotopie, qui exigent des methodes combinatoires, I’Auteur ne donne
que des informations superficielles.

La direction combinatoire de la topologie se sert au doébut de -notions algebriques,
en particulier, de la notion du groupe. Dans la direction ensembliste le besoin de no-
tions appartenant a la theorie des groupes parait beaucoup plus tard et sous une forme
un peu differente. Le chapitre VIIl est consacre a ces notions qui paraissent d’une
fagon naturelle au fur et a mesure que I'on examine les proprietes de forme et de lieu
des ensembles a l'aide des methodes ensemblistes.

Le paragraphe 50 contient des connaissances elementaires du domaine de la theorie
des groupes abeliens (discrets et topologiques) et les proprietes du groupe (topologique)
ndes transformations continues YX d’un espace arbitraire X en sous-ensembles du groupe
topdlogique Y. Les rapports entre la connexite de Tespace X et les proprietes du
groupe GX, ou G determine un groupe de nombres entiers, y sont fixes. Au paragraphe 51,
on trouve I’exam&n des proprietes fondamentales des groupes S* et PX, ou P est un
groupe de nombres complexes Z4 0 et $ un groupe de nombres complexes |« =1 (avec la
multiplication comme operation du groupe), ainsi que de certains de leurs facteurs-
groupes. Divers rapports entre les proprietes de ces groupes et celles de Tespace X y sont
etablis. Le paragraphe 52 est consacre aux espaces unicoherents et a la dite con-
tractilite relativement a >8. En particulier, la caracterisation des continus localement
connexes et unicoherents y est donnee, a Taide des proprietes de leurs transformations
continues .sur la circonférence 8.

Le dernier chapitre (IX) comporte un cours systematique de la topologie du plan,
fonde en grande partie sur les methodes developpees au chapitre precedent. Le para-
graphe 53 contient des faits elementaires du domaine de la topologie de Tespace eucli-
dien a N dimensions, A", accessibles aux methodes ensemblistes, c’est-a-dirc la caracte-
risation des coupures compactes de Tespace 2", a Taide de transformations conti
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nues, en surfaee spherique an—1 dimensions, les rapports entre la separation de 1’espace
2" et la theorie des retractes, et le theoreme (Mazurkiewicz) sur la separation des
regions situees dans l'espace 2N par les ensembles de dimensions -+ «—2. Au para-
graphe 54, 1’Auteur, en utilisant la notion du dit espace de Janiszewski, examine les

problemes gualitatifs de la surfaee spherigue S? a deux dimensions. Une demonstration
classigue du theoreme de Jordan sur la separation par une courbe simple fermee et
sur 1’accessibilite des points de celle-ci, ainsi gue la demonstration du theoréme reci-
proaue y sont donnees pour un espace de Janiszewski ne contenant aucun point de
separation. En outre, ce paragraphe comporte la caracterisation topologigue de la surfaee
spherigue S! et d’importants theoremes sur Feaguiyalenee topologigue d’une courbe
simple fermee et situee sur S? aveC une circonference.

Le paragraphe 55 finat contient la theorie des problemes auantitatifs d’un plan,
fondee sur une methode appartenent a la theorie des groupes et developpee au ehapi-
tre VIIl dont Eilenberg, pour la premiere fois, a fait systematiguement usage dans
ce but. Le remplacement dii groupe S', qu’employait Eilenberg,par le groupeP! donna
a I’Auteur auelgues simplifications et mit en evidence le caractere topologigque de cer-
tains theoremes sur la theorie des fonctions analytigues (p. ex., le theoreme de Weier-
strass sur la decomposition d’une fonction enti¢re en facteurs primaires ou hien le the-
oreme de Kouche sur le nombre algebrigque de zeros d’une fonction holomorphe).

Finalement, il est a mentionner aue la bibliographie du livre est ample, bien redigee
et permet au lecteur de s’orienter aisement dans la litterature du sujet, jusqu’aux
ouvrages les plus recents.

Apres avoir lu I'oeuvre de Kuratowski, le lecteur est bien informe des resultats
obtenus dans le vaste domaine de la direction ensembliste de la topologie. Ce domaine
n’est pourtant qu’une partie de la monumentale topologie aetuelle, mais une partie
digne du reste.

Karol Borsuk

Edward Otto, Geometria Wykres$lna (Geometrie Descriptive), Mono-
grafie Matematyczne XVI, Warszawa-Wroctaw 1950, p. VII1+272, (en
polonais).

Ce livre a ete imprime en Suede comme don du Gouyernement suedois pour la
reconstitution de la culture polonaise.

Dans l'avant-propos Fauteur remarque qu’en vue d’ameliorer le systeme d’etudes
il a Ste neeessaire de condenser les matidres, destinees aux eleves-ingenieurs, en un
rnanuel reduit. Pourtant ce livre a ete ecrit dans l'intention de servir aussi aux etudiants
des unirersites.

Cet ouvrage, qui constitue une position trés precieuse dans notre litterature scienti-
fique, se distingue par sa precision, au point de vue didactique par une bonne exposition
des matieres, un style simple, une langue correcte. Il contient les solutions de nombreux
problemes de construction, un grand nombre d’exercices, et plus de 400 figures tres
bien faites. L’execution typographique est tres soignee. Le tout fait une excellente
impression.

Ce livre est divise en 7 chapitres: 1. Projections cotees, 1l. Projections sur 2 plans,
111. Courbes du second degre, I'VV. Surfaces du second degre, V. Intersections de surfaces,
V1. Axonometrie, VII. Perspective.

Dans les chapitres | et Il Fauteur s’occupe des methodes de representation des
elements, de leur correspondance mutuelle, de parallelisme et de perpendicularite des
droites et des plans, de rotations et de rabattements. |l resout des problemes de construc-
tion ou il s’agit, entre autres, de determiner les angles entre droites et plans, les projec-
tions de polygones et potlye,dres reguliers, les sections planes et intersections de pyramides
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et de prismes, les ombres (6clairage parallele) de polygones, polyddres, cones et cylindres
de révolution, ainsi que les ombres mutuelles de ces corps. Dans le chapitre I on trouve
des exemples d’applications techniqu.es: determiner un comble, un chemin de pente
donnee avec dodblais et remblais, determiner sur une surface topographique les lignes de
pente constante et les lignes de plus grande pente. Dans le chapitre 11, il considere les
changements des plans de projeetion et le plan de projeetion latéral, ainsi que les con-
structions effectuees sans avoir reeours aux traces des droites et des plans.

Dans le chapitre 111, il insiste sur le réle fondamental que joue dans la Mathemati-
aue toute enti¢re, par suite aussi dans la Géomotrie, la notion de fonction. Ayant intro-
duit les 6léments a l'infini, il considere les fonctions X= j(X) gui font correspondre

1) a tout point A d’une serie de points [p], une droite X du faisceau [TK] passant
par X,

2) a tout point X d’un systeme plan [a], une droite X de la gerbe [1K] passaut par X,
ainsi que les fonctions inverses X — f—I («:), faisant correspondre dans les cas a) et b)
a toute droite X, un point X. L’auteur donne a ces fonctions le nom de transformations
homologigues ou homologies.

a) Si, pour un nombre fini de sdéries [px], [pP3],... et de faisceaux [WZ], [174],..., la
fonction /, détermine une homologie entre [pj et [TF?], la fonction /2 est une hoinologie
entre [1D2] et [p3], et la fonction /3 une homologie entre [p3] et [IFJ, etc..

b) Si, d’autre part, pour un nombre fini de systemes plans [a], [«3],... et de gerbes
[T73, [T73,..., la fonction /x détermine une homologie entre [aj et [IFJ, la fonction
/2 est une homologie entre [ITJ et [aj, etc., I'auteur appelle une transformation, composoée
d’un nombre fini de telles transformations homologiaues, dans le cas a) — transformation
homographigue ou projectivitd, dans le cas b) — collinéation.

Une transformation projective de 2 systemes plans [aj et [aj, dans laguelle les
points correspondants sont situes sur des droites passant par un point fixe W, est dite
eollineation centrale. L_’auteur etudie les proprietes de ces transformations, en considerant
aussi les cas particuliers de collineations: affinité centrale, transformations affines,
similitude et congruence. Aprds avoir examind les proprietds des series et des faisceaux
projectifs (rapport de division, rapport anharmonigue, theoremes de Pappus, de Staudt,
probléme de lI'univocite des transfomations projectives), il aborde les propristdés gendrales
des conigues. Il definit une conigue comme ensemble de tous les points X communs aux
droites et X2, aui correspondent I'une a l’autre dans la transformation projective
x2— f(x1), parmi les droites de 2 faisceaux [IFX] et [TFJ, situbes dans un plan. L’auteur
considere les collineations des conigues, leur classification, les méthodes servant a les
determiner, il etudie les propristés de la polaire d’un point par rapport a une conigue,
celles du centre, des diametres conjugues et des axes de la conigue, et resout des proble-
mes de construction relatifs aux conigues. Il détermine les sections planes de cénes et
de cylindres, le developpement du cylindre, et etudie les proprietes motriques des coni-
aues (foyers, directrice, rayon de courbure).

Dans le chapitre 1V, il definit la collinbation centrale de 1l’espace projectif en lui-
meme, dont le centre est W, le plan de collin6éation I (ne eontenant pas W) et la cote
de collinéation c+0, comme transformation, faisant correspondre au point X', le point X"
sur la droite WX' qui satisfait a la condition (WXX'X")=c, X désignant le point d’inter-
section de la droite WX' et du plan I. On appelle transformation projective toute
transformation composée d’'un nombre fini de collineations centrales.

L’auteur appelle surface du second degre ou guadrigue tout ensemble de points qu’un
plan coupe suivant une conigue (degéndérée ou non). Il 6tudie les propridtes du plan
polaire d’un point par rapport a une auadrigue, du cdne circonscrit a la guadrigue,
des droites conjugdes par rapport a celle-ci, du plan diametral, du diarnetre, des axes
et du centre de la guadrigue. Tl considere les transformations de la guadrigue en elle-
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meme, d’une auadriague non singuliere en auadrigue de révolution, la classification des
auadrigues, et les sections planes des auadrigues.

Le chapitre V s’occupe des modes de gdéneration et des propridtdés des surfaees de
rovolution (point rogulier, droite tangente, points elliptiques, paraboliaques et hyperboli-
aues, contour de la surface et contour projete de celle-ci, contour de 1l’'ombre propre,
section piane). On y trouve de nombreux exemples d’intersections de surfaees (cénes,
cylindres, sphore, tore), l’auteur y traite aussi les cas ou la courbe d’intersection se com-
pose de 2 conigues: insersections circulaires du cylindre elliptique et du céne, voute en
are de cloitre et voute d’arete, intersection de 2 coénes circonscrits a une meme sphere,
ombres d’un céne et d’une sphere creux.

Dans le chapitre VI l'auteur expose la demonstration du theoreme de Pohlke
(théoreme fondamental de I'axonomotrie obligque) et la construction de la projection
axonometrique (c’est-a-dire projection parallele sur le plan de projection choisi) d’un
corps donn6é determine par 3 projections orthogonales. Pour I'axonometrie orthogonale,
il 6tudie les relations entre les rapports de réduction axonometrique pour 3 axes d’un
systeme orthogonal, il indiaue les constructions, au moyen desquelles on determine les
angles que font les axes avec le plan de projection ou les projections des 3 coordonndes
d’un point arbitraire.

Le chapitre VVII traite de la représentation des points, droites et plans par la méthode
des projections centrales (perspective). L’auteur y otudie les rabattements des plans, la
reprosentation des Oleinents orthogonaus, la construction des points de division, la
construction des perspectives des polygones, polyedres, conigues et des ombres de ces
corps.

L’auteur fait aussi mention des anaglyphes, dessins représentant dans un plan N deux
perspectives différentes L'/ et Fp de la meme figure F, avec 2 centres de projection dif-
forents, Si et Sp. Sila droite SiSp est parallele au plan N, la distance des 2 centres S/et
Sp egale a la distance des pupilles des yeux de I'observateur, et la projection Fi tracee
en rouge, la projection Fp. en bleu, alors I’observateur, dont les pupilles seraient placées
respectiyement aux centres Si et Sp, regardant, N par des lunettes dont le verre gauche
est bleu et le cerre droit rouge, aurait 'impressiou de voir la figure F.

L’auteur considere enfin un probleme important de photogrammotrie, consistant
a dresser la carte d’un terrain plan a I’'aide d’une photographie de celui-ci, dans le cas ou
le cliche de l'appareil n’6tait pas parallele au terrain au moment ou la photographie
a Ote prise.

.1. Plamitzer

Wojciech Rubinowicz, wektory i tensory, podrecznik dla studentéw
fizyki (Vectors and tensors, a Text-Book for Student® of Physics), Mono-
grafie Matematyczne t. XXII, Warszawa-Wroctaw 1950, p. 170.

Professor Rubinowicz has been very suceessful in producing a text-book on VVectoér
Analysis for first and second year students of physics at our universities and institutes
of technology. At any rate, the first half of his book may be so gualified, as the second
one contains some more advanced topics, €. ., a brief but, considering its length, unex-
pectedly comprehensiye account of spherical harmonics, and an introduction to the
theory of Green’s functions.

After an opening section containing a very well written survey of the differerit
aspects under which yectors appear in physics, the algebra of yectors is developed on
some thirty pages. There follow two sections on ,tensors"”, though by tensor Professor
Rubinowicz understands in his book only tensors of ranie two. Here it may alsg be
mentioned that, due to its elementary character, the whole book deals exclusively,
with three- (and two-) dimensional objeets. Two sections treating of tlie changes of
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coordinate system and the.eoncepts of yectors and tensors from tlie point of view of
such changes close tlie first part of the first chapter on Vector and Tensor Algebra.
Differentiation and integration of yectors are deyeloped in a short second part of the
first chapter.

The second chapter, which comprises far more than a lialf of the book, is devoted
to the theory of fields and gives the autor a better opportunity to display his didactic
talent. After some introductory sections on gradients, diyergences, and curls, in con-
nection with the Stokes, Gauss-Ostrogradski, and Green integral theorems, such subjects
as single, double, and multiple point sources, the determination of a vector field from
its sources and yortices, etc., are very intelligibly expounded in detail; some more
advanced subjects which are also included in this chapter have algready been mentioned.

The book contains a considerable number of problems (which together with their
solutions comprise more than a guarter of the wliole), but these are mainly designed
to illustrate points of principle or to bring out new concepts rather than to give the
student extensive practice in manipulation.

Gibbs’s notation, which seems to be ever inore and more spreading over the whole
world is used throughout the book, though — as it seems — unfortunately, not in its
most conseguent, original, Gibbs-Wilson form but in the Gibbs-Jaumann modifi-
cation (scalar products without the dot, (a grad) b insteaed of (a V) b, etc.), which for
a time was used in Germany but in recent years seems to yield, even in Germany, to
the original Gibbs-Wilson notation (see, €. (., Lagally’s exhaustive treatise on Yector
Caleulus published in Leipzig in 1928). Professor Rubinowicz himself admits that yectors
are often denoted in print by Clarendon type; in the opinion of the reciewer the book
would gain much in apperance by adhering to this custom rather than that of denoting
yectors by ordinary type with a bar above, a method which may be considered nowadays
as rather obsolete.

But these are only quite minor objections; it cannot be doubted that Professor
Rubinowicz’s book fills up an important gap in the Polisch text-book literature,
a gap which was badly felt for some decades past by prospectiye physicists and
all those interested in pliysics as an auxiliary science.

Jan Weyssenhoff

Wactaw Sierpiniski, Algebre des Ensembles, Monografie Matema-
tyczne, vol. XXIII, Warszawa-Wroctaw 1951, p. 205.

Ce nouyeau livre de Wactaw Sierpinski contient les parties de la theorie générale
des ensembles qui se rapportent aux fonctions, aux ensembles et aux familles d’ensemb-
les, mais ou les notions de puissance et d’ordre n’interviennent pas. Ce livre contient
beaucoup de sujets. On y a omis quelques demonstrations difficiles de resultats parti-
culiers en les remplaeant par des renseignements bibliographiques, et les problemes
fac.iles (souvent empruntes aux travaux originaux des auteurs) sont formules comme
exercices. C’est pourquoi il peut se rendre utile aussi bien aux etudiants, qu’aux maths-
maticiens plus avances. Dans toutes les parties de 1’ouyrage on rencontre des rssultats
propres de 1l'auteur, qui le plus souvent ont ete publies dans ,Fundamenta Mathema-
tic.ae".

Dans le chapitre ler: Algebre des propositions (8§ 1—6, p. 1—34), 1’auteur s’occupe
successiyement de l'equivalence des propositions, de l'implication, de la somme et du
produit logique, de la negation, des fonctions propositionnelles et des guantificateurs.
L’expose n’est point axiomatique, il contient cepedant plusieurs systemes d’axiomes
(ceux de tukasiewicz, de Hilbert-Ackermann et quelques autres), pouryus
de, commentaires.
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Dans le chapitre 1le: Ensembles, elements, sous-ensemples (§§ 7—13, p. 35—6D
l'auteur traite l’appartenance d’un element a l'ensemble: pPeE, 1l'egalite de deux
ensembles, les ensembles composes d’un seul element, I’ensemble vide, les ensembles
d’ensembles (en particulier, I'axiome de 1’'infini) et le plus petit (le plus grand) ensemble
ayant une propriete donnee. Bien qu’ici encore I’expose ne soit pas axiomatique, le
lecteur est mis au courant, a des endroits appropries, des axiomes de la theorie des
ensembles d’apres Zermelo et Fraenkel. En citant d’interessants passages empruutes
aux savants de tout temps, l'auteur eclaircit plusieurs problemes fondamentaux qui
ont suscite des doutes et discussions a diverses epoques.

Le cliapitre 111r: Operations elementaires sur les ensembles (8§ 14—22, p. 62—111),
concerne aussi bien les operations effectuees sur deux ensembles que celles relatives
aux suites d’ensembles. On y parle de la somme, du produit, de la difference et de la
formation du complementaire; on s’y occupe separement des sommes des ensembles
disjoints. Un paragraplie est consacre au parallelisine entre 1'algebre des propositions
et I'algebre des ensembles et une partie de ce paragraplie a l'algebre de Boole. On
y parle du ,systeme ordinaire de I'algebre de Boole* selon Tarski, du ,corps de Boole“
et du ,corps generalise de Boole“ d’apres la terminologie d’un travail de Mostowski
et finalement, du systeme d’axiomes de Byrne. (Au lecteur moins avance dans la
theorie des ensembles, il serait peut-etre desirable d’expliquer les relations qui ont lieu
entre ces diverses notions et d’adopter une notation uniforme). C’est a juste raison
que l'auteur traite en detali la difference symetrique dans un paragraphe special, et
cela en liaison avec les notions algebriques de groupe et d’anneau. U serait probablement
plus indique de completer ce paragraphe par une remarque sur le parallelisine entre
la difference symetrique que l’auteur designe par le symbole O et l'operation logique
dont il est question dans I’exercice de la page 18 et qui est designee par —. 1l me semble
d’ailleurs que deux symboles differents sont ici superflus: 1’addition des ensembles et
celle des propositions ne sont-elles pas designees dans ce livre par le meme symbole +?2
Dans les derniers paragraphes du chapitre 111", 1'auteur s’occupe de la limite d’une
suite d’ensembles et du produit cartSsien de deux ensembles et il mentionne le paral-
lelisme entre la projection et le petit auantificateur. Ce chapitre contient un grand
nombre d’exercices grace auxquels le lecteur pourra se familiariser avec le calcul des
ensembles; le § 16 contient 20 exercices parmi lesquels on en trouve, par exemple du
genre suivant: quel est le nombre des ensembles que I'on peut obtenir a partir d’en-
sembles donnes par itSration des operations elementaires données?

Le chapitre I've: Fonctions. Images d'ensembles. Relations, contient beaucoup de
sujets. On s’y occupe de transformations d’ensembles, de produits cartesiens infinis,
de relations (en particulier de relations reflexives, symetriques et transitives) du prin-
cipe d’abstraction, de quelques fonctions d’ensemble (en particulier d’'un theoteme
de Banach generalise par Knaster et Tarski, et du theoreme de Cantor-Bernstein
qui en est une consdauence) et finalement, de la topologie considéree comme chapitre
de la theorie generale des ensembles.

Dans le chapitre Ve: Familles cl'ensembles et operations sur ces familles, on etudie
les corps et les anneaux d’ensembles, les operations s, d, p, a < B et A, les classes
abstraites de Borel, les theorbmes sur la separabilite (en particulier des formes ab-
straites de quelques theoremes sur la s$paration des ensembles boreliens et du theoreme
de Souslin sur la separation des ensembles analytiques), le crible de Lusin et les
operations de Hausdorf. La plupart du contenu de ce chapitre se rattache a la partie
de la theorie des ensembles boreliens et analytiques qui se laisse concevoir abstraitement
et sans l’emploi des nombres transfinis.

En general, 1’auteur s’occupe dans son livre avant tout des problemes de la theorie

generale des ensembles et des familles d’ensembles qui correspondent g, la theorie dite
deseriptiue des fonctions et non pas a leur theorie dite metrigue, c’est-a-dire a la theorie
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$e la mesure et de lintégrale. 11 me semble desirable de compléter ce livre dans une
prochaine &dition par l'introduction de auelgues notions et propositions sur les familles
d’ensembles, utiles dans la tlieorie de la mesure. On pourrait citer, dans cet ordre. d’idees,
les classes monotones d’ensembles au sens de Halmosl) et avant tout les ensembles
independants au sens de la theorie des ensembles. Plusieurs auteurs, par exemple Fichten-
holz, Kantorovitcli, Tarski, Sikorski, ROonyi, se sont occupes de cette notion;
elle se rattaclie aux problémes et aux notions du calcul des probabilites, de la theorie
de la mesure, de 1'algebre et des metamathematigues. Elle se rattache d’ailleurs aussi
aux matieres traitées dans ce livre, c’est ainsi par exemple que les nombres d’ensembles
dont il s’agit dans les problemes citds auparavant (8 16, problébmes 4—9, p. 70—71)
sont evidemment des nombres maximum, et sont atteints lorsaue les ensembles don-
nes sont independants.

Il me semble aussi gue Fon pourrait developper davantage (vu surtout le titre de
I'ouvrage) les relations avec 1’algébre. Dans cet ordre d'idees l1'isomorphisme des famil-
les d’ensemble et avant tout le theoreme deja classigue de Stone sur l'isomorphisme
entre les corps de Boole et les corps d’ensembles meriteraient d’etre etudies (d’autant
plus que Fon mentionne dans lI'ouvrage les idéaux et les idoéaux premiers).

On pourrait aussi ajouter guelgues resultats propres de l’auteur, par exemple son
otude de certaines operations qgu’il a introduites, et qui sont effectuees sur les suites
d’ensembles.

L’auteur eite au début d’un chapitre de son livre le passage suivant d’une note
récente de E. Borel ,Creee seulement a la fin du XIXe siecle, la Theorie des Ensembles
s’est rapidement doéveloppde dans de nombreuses directions. Ses elements font desor-
mais partie de la culture generale, au nieme titre que les 6ldments de FAlgebre, de la
Gobéomotrie, du Calcul différentiel”. Assurement, c’est bien cette conviction qui a anime
I’éminent auteur de cet ouvrage pendant qu’il I’6crivait, comme d’ailleurs au cours de
toute sa féconde activitd scientifigue gui dure 45 ans dgjA.

E. Marczewski

Wactaw Sierpinski, Les ensembles projectifs et analytigues, Momo-
rial des sciences mathematigues, Fasc. 112, Paris 1950, p. 80.

La théorie des ensembles analytiques a ete creee il y a 35 ans. Elle a suscite autrefois
beaucoup d’intéret pour diverses raisons, et aujourd’liuielle constitue une théorie achevee
dans un certain sens. Bien qu’aujourd’hui Fon ne rencontre aue rarement des articles
consacres a cette theorie (ainsi, par exemple, le dernier (37) volnme de ,Fundamenta
Mathematicae” n’en contient aucun), il y avait eependant une epogaue, ou beaucoup
de mathématieiens, surtout en U. R. S. S. et en Pologne, s’en occupaient activement. Ce
sont surtout guelgues problemes fondamentaux, jusqu’a présent non resolus, gaui ont
suscité un vif intéret de ces derniers. Aujourd’hui, Fon rrespere plus résoudre ces prob-
Il6mes qui sont devenus 1’objet de recherches metamathematigues. Il est fort heureus
gue la rédaction de la collection ,Memoriatl des sciences mathematiques"” a decide de
publier un fascicule sur la theorie des ensembles projectifs et analytiques et qu’elle
a incitdé a Ocrire ce fascicule un savant aqui a contribudé activement a 1’¢dification et au
doveloppement de cette thdéorie. En effet, Waclaw Sierpinski a ecrit en~collabora-
tion avec Nicolas Lusin plusieurs articles fondamentaux sur les ensembles analyti-
gues et est en outre 1'auteur de aguelaues dizaines de notes et d’articles sur les en-
sembles projectifs et analytiques.

x) P. R. Halmos, Measure Theory, New York 1950, § 6, en particulier p. 27, Theo-
rem B.
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En lisant ce fascicule un mathématicien non specialise, et meme un etudiant, com-
prendra aisément les origines et l’essentiel de la tlidorie. L’auteur s’occupe surtout des
ensembles analytiques et projectifs dans Tespace euclidien. Les ensembles projectifs
sont definis comme resultats de l'iteration de la projection et de la formation des comple-
mentaires a partir de la classe des ensembles ouyerts. Bien que l'ouvrage contienne
une revue systematique d’un grand nombre de resultats, ce sont seulement les theo-
remes a la fois simples et fondamentaus qui sont esposes avec leurs demonstrations
completes (par esemple le tlieoreme d’existence des ensembles d’une classe projective
guelconaue). En utilisant la methode de Kuratowski et Tarski, 1’auteur explique
le role de la notion d’ensemble projectif dans les mathématigues: tous les ensembles
definissables sont projectifs et Fon peut 6valuer la classe projective de 1’ensemble a 1’aide
de sa definition ecrite en symboles. L’auteur mentionne plusieurs problébmes non resolus,
par exemple celui de Texistence d’un complédmentaire analytique de puissance Ni, ou
bien celui de I'existence d’un ensemble non mesurable (L) qui est projection d’'un com-
plementaire analytique. L’auteur cite plusieurs fois les resultats (publies en général
sans domonstrations) de Godet sur la consistance dans certaines hypotheses, par exemple
dans 1’hypothese de I'existence d’un complédmentaire analytique lineaire et non denom-
brable, dont aucune partie n’est parfaite.

L’ouvrage contient deux chapitres, dont le premier (p. 1—27) est consacre aux
ensembles projectifs en géndéral et le second (p. 28—78) aux ensembles analytigques,
aux complementaires analytiaues et aux projections de ces complementaires. L’auteur
fait des remargaues historiques interessantes sur 1l'origine et les premidres phases du
doyeloppement de la theorie des ensembles analytiques. 11 rappelle que Souslin est
parvenu a la notion d’ensemble analytique, ayant decouyert une faute chez Lebesgue;
celui-ci avait affirmo, notamment, que la projection du produit d’une suite infinie
descendante d’ensembles plans etait toujours identigue avec le produit de leurs pro-
jections. L’auteur accentue aussi les grands merites de Lusin dans le doyeloppement
de la theorie des ensembles analytigues et il cite tous les ouvrages importants qui con-
tiennent cette theorie. Signalons d’ailleurs gue, bientdt aprés la publication du fascicule
de M. Sierpinski, a paru un article interessant de W. J. Arsenin et A. A. Liapounoff
intitule La theorie des ensembles A (Uspiechi matem, nauk, tome V, fasc. 5, 1950) con-
tenant les demonstrations doétaillées et embrassant moins de probldbmes. Les ensembles
analytigues sont definis dans I'ouvrage de M. Sierpinski comme noyaux de systdmes
determinants, comme projections des ensembles Gd et comme images continues de
I’ensemble des nombres irrationnels. L ’auteur etablit I’6quivalence de ces trois dofini-
tions et il esauisse une demonstration de son théoreme, d’apres legauel les ensembles
analytigques lineaires sont identiques avec les ensembles des yaleurs des fonctions con-
tinues d’un coéte doétermine (du céte droit par exemple) et aussi avec les ensembles des
yaleurs des fonctions semi-continues. |1l y a lieu de rappeler a cette occasion qu’en
utilisant ce theoréme de M. Sierpinski, S. Kierst a obtenu le beau resultat suiyant:
les ensembles analytigues plans sont identiques avee les ensembles des yaleurs asympto-
tiques finies des fonctions holomorphes dans un cercie 1).

On s’occupe ensuite de la décomposition d’'un ensemble analytigue et de son complé-
mentaire en Ni ensembles boreliens disjoints (constituantes); ce probleme se rattache
a une oOtude de la puissance et de la mesurabilite des ensembles de premieres classes
projectives. Le theoreme de Souslin sur la separation des ensembles analytigues dis-
joints par des ensembles bordliens et le theoreme de Lusin, d’apros leguel les ensembles
boreliens sont identigues avec les noyaux de systodmes d’unicite, sont cites sans demon-
strations, mais on en deduit guelgues corollaires simples: du theordme de Souslin
il rosulte immediatement aue, si un ensemble est analytigue en meme temps aue son

) Fundamenta Mathematicae 27 (1936), p. 226.
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complementaire, ces deux ensembles sont bordliens, tandis que le theoreme de Lusin
entraine le fait gue l'image biunivoque et continue d’un ensemble borelien est aussi
un ensemble borelien. 1l est curieux que cette proposition importante, bien qu’elle
concerne des ensembles boreliens seulement, ne peut etre demontrée qu’a 1'aide de
la théorie des ensembles analytiques.

L ’auteur s’occupe dans un paragraphe intéressant de la classe projective des iinages
geomotrigues de fonctions et il fait une etude assez doétaillée du probleme de l'unifor-
misation des ensembles analytiques et de leurs complementaires. Ensuite il expose la
théorie du crible de Lusin aves aguelgues génodralisations, en mentionnant la theorie
des fonctions analytiques des suites d’ensembles (Kantorowitch et Liwenson).
Dans un des derniers paragraphes Fauteur s’occupe des opdrations de Hausdorff et
il expligue leurs relations avec 1’opération A.

L’ouvrage s’acheve par une revue de problemes qui, bien que relatifs aux ensembles
et fonctions tres simples, conduisent cependant d’une fagon naturelle aux ensembles
analytigues non bordliens ou nieme aux ensembles de classes projectives superieures.
A cette catogorie de problemes appartiennent en particulier: 1’6tude des proprietes de
1’ensemble des distances entre les points d’'un ensemble plan, le probleme (d’Urysohn)
de 1'accessibilits lineaire d’un ensemble plan, I'etude des proprietes de la limite d’une
fonction de deux rariables ou Fon a effectue le passage a la limite avec une variable.
L’auteur cite aussi des exemples simples de classes d’ensembles qui sont analytigues
et non bordliens dans 1l'espaee des ensembles fermés. Grace a une grande variete des
rosultats cites et a une exposition intéressante de ceux-ci, I'ouv.rage de M. Sierpinski
servira comme excellent guide dans la theorie des ensembles analytiques et projectifs.

8. Jlartman et E. Marczewski
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A partir de 1'annee 1954 le journal »Annales de la Societe Polonaise de Mathe-
matigue* sera publiS sous le nouveau titre »Annales Polonici Mathematici*. Le
periodigue >Annales Polonie! Mathematici< constituera la continuation des >Annales
de la Societe Polonaise de Mathematigques et va paraitre chague annee.

Le premier volume des Annales Polonici Mathematici. sera envoye aux Redactions
des podriodigues aui recevaient jusau’ici les .Annales de la Societe Polonaise de Mathe-
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sous l’adresse
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