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CERTAINES PROPOSITIONS DE CARACTERE 
»EPIDERMIQUE« RELATIVES AUX INEGALITES 

DIFFERENTIELLES
Par T. Waźewski (Kraków)

Les fonctions, telles que |2|, u(2x, ...,«„) = interviennent 
comme fonctions auxiliaires dans divers theoremes sur l’uni- 
cite et sur l’evaluation des integrales de systemes d’equa- 
tions differentielles ainsi, que dans certains theoremes relatifs 
a l’evaluation de la faute que l’on commet dans la solution 
apiirochee des systemes d’equations differentielles.

Un role auxiliaire analogue est joue par la fonction 
v(zlf ...,zn) = VSaijzizj> la formę quadratique ^atjZiZj etant po- 

ij
sitivement definie. Or ces fonctions ont le desavantage con- 
sistant en ce qu’elles ne possedent pas de ddrivee unique en 
un point isoie. Ainsi la derivee bilaterale de |«;| n’existe pas 
pour 2=0, et les derivóes partielles des fonctions u(21; ...,2„), 
v(z1,...,zn) n’existent pas au point 21=«2=... =2n=0-

Les demonstrations courantes des theoremes relatifs a l’uni- 
cite ou a l’evaluation des integrales se basent sur certains 
theoremes relatifs anx inegalites differentielles que verifient 
les fonctions composees, telles que

<?(a?) =M.(9?1(®),...,ę>n(a?)), q{x) = ... ,<pn{x)}

ou les fonctions <p(x) et tpt(x) sont differentiables.
Or, la derivee de y>(a?), <j(x) et q(x) n’existe pas toujours 

aux points x verifiant les relations (p(x)=0 ou bien ^(a?) = ... = 
= 9’n(®) = 0. L’ensemble de tels points sera designe par Z.

On peut eviter la difficulte provenant de la non-existence 
des derivees y'(a?), a'(x), g'(®), en introduisant les deriyees 
Rocznik Pol. Tow. Matem. XXfV. 1



2 T. WAŻEWSKI

droites et gauches et x) ou bien en introduisant
les nombres deriyes infśrieur ou superieur a gauche ou 
a droite * 2)

J) E. Kamke, Di/ferentialgleichungen reeller Funktionen, p. 92.
2) T. Ważewski, Systemes des eguations et des inegalites dijferen- 

tielles ordinaires aux demiemes membres monotones et leurs applications, 
Ann. Soc. Polon. Math. volume XXIII, p. 124, Thóoreme 2.

_E>(+) cr(a?), D(+)cr(a;),
Cependant 1’introduction des nombres deriyes de y>, o, q 

et la dśmonstration de certaines propriótes de ces nombres 
deriyes (p. ex. celle de 1’inćgalitó |ę/(®)|) sont em-
barassantes pour la raison que le cas ou x appartient a l’en- 
semble Z exige toujours une consideration a part.

Le but du present article est d’eliminer la necessitś de 
s’occuper des points xeZ. Nous pouvons l’atteindre grace a la 
remarąue que certains tłieorernes sur les inegaiites differen- 
tielles ont un caractere „ópidermiąue”.

C’est en remaniant 1’śnonce des theoremes connus de faęon 
a mettre au jour leur caractere „ópidermique” que nous par- 
venons a rendre superflues les considórations relatiyes aux 
points x appartenant a 1’ensemble Z (c. f. les Propositions II 
du § 3 et III du § 8).

Dans le § 12 nous indiąuons une modification (ayant un 
caractere „epiderniique”) d’un thóoreme sur les accroissements 
finis.

§ 1. Hypothese II. La fonction f(x, y) est definie et 
continue dans un ensemble ouvert £>.
(1-1) y =
dósigne 1’integrale supórieure de l’óquation

(1-2) ?/' = /(«, 2/)
issue du point (a, c)

c=r(a).
Cette intógrale est dóterminee dans un interyalle

Voici d’abord une proposition bien connue.



INEGALITES DIFFERENTIELLES 3

Proposition 1. Admettons VHypothese H relativementdf(x,y) 
et a t(«). La fonction y(x) etant continue dans a^x<b, cleri- 
uable dans a<x<b, telle gue

(1.3) p(a)^T(a) =c

(1.4) tp\x) ^f(x,<p(x)) pour a<x<b

et telle gue le diagrame de y = (p(x), (a^x<.b), fait partie de Q, 
alors on a

(1.5) <p(x) ^r(x) dans a^x<b.

§2. Epiderme superieur de i/=r(®). Soit e(a?)>0 une 
fonction continue dans Finteryalle a<x<b. L’ensemble H com
pose des points (x, y) pour lesąuels

(2.1) (x,y)eQ, a<x<b, T(x)<y<T(x)-\-s(x)

sera dit epiderme superieur (d’ópaisseur e(a?)) de Fintógrale 
supórieure y=r(x).

Remarąue 1. Notons que 1’ópiderme H se compose excln- 
siyement des points situós au dessus de Fintógrale y = t(x), 
et ne contient aucun point de celle-ci. De meme aucun 
point de la ligne x—a n’appartient a JE6. Ceci provient de ce 
que, dans lei relations (2.1) intendent le signe < et non 
•pas <.

Voici maintenant une proposition faisant apparaitre le ca- 
ractere ópidermiąue de la Proposition I.

§ 3. Proposition II. Admettons 1'Hypothese H (cf. § 1) rela- 
tivement a feguation (1.2) et a son integrale superieure t(®). 
Supposons gue la fonction cp(x) soit continue dans finterralle 
a^x<b sans supposer gu^elle y soit derirable en tout point et 
gue le diagramme de la fonction <p(x) appartienne a fensemble Q 
(dans leguel le deuxieme membre de fdguation diffórentielle (1.2) 
est determind).

Supposons gue

(3.1) ę?(a)^r(a) =c

et g-ue la derieee (p'(x) existe pour tous les points x pour lesguels

(3.2) (x,(p(xY) e Q, a<x<b, r(x)<cp(x)<T(x)e(x)
1*
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et qu'elle satisfaisse, pour ces points, a la condition

(3.3)
Cela pose Von a

(3.4) <p(x) =^r(®) pour a^.x<b.

Remarąue 2. La prómisse liee aus relations (3.2) esprime 
gue 1’inegalitó differentielle (3.3) a lieu lorsąue le point (a?, g?(®)) 
appartient a 13 et a l’ópiderme Ee (cf. § 2)

(x, cp(x)) e £> Es.

C’est donc dans cette prómisse ąue róside le caractóre 
„ópidermiąue” de la Proposition II.

Demonstration. Supposons, pour la demonstration par 
impossible, ąue l’on ait pour un certain f
(3.5) ę>(£) >?(£).

En vertu de (3.5) et de (3.1) 1’ógalitó £ = a est impossible.
On a donc

a<£<b.

Comme ę>(£)>r(f) et les fonctions ę?(a?) et r(a?)
sont continues, il esiste un nombre f, tel que

O=r(C).

Dósignons par a1 la borne supórieure de tels C- On a
(3.6) ę>(a1)=T(a1)3)
(3.7) <p(x)>r(x) pour-

Le point (tą, r(cą)) appartient a 1’ensemble £? car il est situó 
sur 1’integrale y=r(x) dont le diagramme appartient a Q.

L’ensemble Q ótant ouvert et e(a?) > 0 eontinue, on aura, 
en vertu de la continuite de <p{x) et en raison de (3.7) 
(3.8) (x, <p(x)) e Q pour
(3.9) T(®)<9?(®)<r(a?) + e(a?) pour tą< x <

pourvu ąue le nombre bx (ou > tą) soit situó suffissamment 
pres de tą. L’inógalitó (3.3) aura donc lieu pour tą<a?<Zą.

3) L’egalite a1=f n’est pas possible car et y>(f) > r(f)>
(cf. 3.5).
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Eemplaęons, dans la Proposition I (§ 1), l’intervalle a^x<b 
par l’intervalle a1^x<b1. Les prśmisses de la Proposition I 
subsisteront en raison de (3.3), (3.6), (3.8) et (3.9). La these
(1.5) de la Proposition I

<p(a?Xr(ir) pour a1^x<b1<^
aura donc lieu, ce qui est incompatible avec 1’inegalitó (3.9). 
La Proposition II se trouve ainsi dćmontree.

§ 4. La proposition II peut etre appliquee au probleme 
de 1’unicitó et de la limitation des integrales des ćąuations 
differentielles (cf. § 5). Avant de passer aux esemples d’une 
telle application de la Proposition II nous noterons quelques 
inógalites deduites du fait que la dórivśe (au sens ordinaire) 
de |w| existe lorsque «=|=0 et les dśriyśes partielles de 
existent lorsque £u*>0. On a evidemment

i

(4.1) = 1 lorsque u > 0 et = —1 lorsque u<0,du du ’
(4.2) Uj lorsque J)w2>0.

Supposons que les 
pour un certain x. 11

deriyees y/(x) et y)[(x), 
vient, d’apres (4.1)

existent

d’ou

(4.3)

-' y—- = —y—- lorsque y>(®) > 0dx dx
loreqae yW<0doc doc

lorsque y(®)=j=O.

II vient aussi, d’apres (4.2),

ELSfeW? = 10r‘qUe
I ' i1

Posons
„ W i dVJ

J 1 dx
i
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On a J/aJ = 1 et, d’aprós 1’inśgalite de Lagrange,

i 1 1 i 1 i 1 1 1

De la il resulte que

(M) < l/2’LV'j(®)]a lorsąue J?[v’/®)]2 > 0.

§ 5. Eocemple 1. Voici un lemme bien connu servant de 
base a la demonstration de 1’unicitó des intśgrales de l’equa- 
tion y'=gl®,y) dont le deusieme membre yśrifie la condition 
de Lipschitz \g(x,y)—g(x,^)\^N\y—y\.

Lemme. Supposons que Ton ait

(5.1) |y'(a?)| JV|y(®)| pour a^.x<b, ip(a)=0.

Alors

(5.2) y(x) = 0 pour a^.x<b.

Nous ferons voir comment la Proposition II permettra 
de prouwer ce lemme sans faire interyenir les considórations 
relatiyes a l’existence de la deriyee |y>(aj)|' aus points ou 
y)(®)=0. Posons, a cet effet, f(w,y)=Ny, dans l’óquation (1.1). 
Elle prendra la formę

y'=Ny.

L’integrale superieure r(o>) de cette equation issue du point 
(a,0) est t(®) = 0. Posons ę?(a?) = |y>(«)|. Afin d’appliquer la Pro
position II, nous yerifierons si la fonction <p(<») remplit les 
prśmisses de cette proposition. Si

T(®)<ę>(a?) = |y>(®)| <t(®) + e
c’est-a-dire si

0<ęe(m) = |y>(a?)| <e

on aura, en yertu de (4.3) et (5.1),

9>,(a?) = |y(a?)|' <|^'(®)| ^N\y(x)\==N<p(x'), <p(a)^0.

En appliquant la Proposition II on en deduira la consequence:

|y>(a?)| = ę>(a?) ^t(<»)== 0 pour a ^. x<b, d’ou rósulte (5.2).
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La Proposition II fournit donc une certaine simplification 
de la demonstration du lemme classique en question et, par 
suitę, de la demonstration de 1’unicitś des integrales sous la 
condition de Lipschitz.

Eacemple 2. Soit p>0, deux nombres fixes. Suppo-
sons que

l/2’[V'ź(«!)]2<2> kj[V’i(®)]2+ 5 Pour
(5.3) f ,__ !____

Designons par r(a?) l’intógrale supórieure de l’óąuation

y' = py + q
issue du point (a, lc). Elle a, comme on le sait bien, la formę 

t(óc) Ja; + ^7c + (eP<x-a)—1) >0 pour

dans le cas ou p > 0 et la formę

r(x) — q(x — a) + lc 0 pour x~^a
dans le cas ou p = 0. Nous soutenons que

(5.4) LZW^)]2 T(®) pour a^.x<_b.
i

Posons <p(x) = Si t(®)<9?(«)<t(®) 4-e, alors
i

k2’E^(«)]2 = ?’(»)>^(®)>0,
i

d’ou k2'(V’i)2 >0. On aura donc en vertu de (4.4) et (5.3) <p'(x)^p<p(x)-\- q. En appliquant la Proposition II on obtiendra 
la consequence kj/Ewl2 = T(®) pour a^x<b.

Ce rósultat, bien connu, peut donc etre obtenu, 
grace a la Proposition II, en se passant des considśrations 
supplementaires relatiyes a la deriyśe de kS/EW®)]2 aux points x pour lesquels k2W)J2 = o.

§6. Epidemie inferieur de y = y(x). Soient y(x) et e(x) > 0 deux fonctions dóterminees et continues dans 1’inter- 
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valle a^.x<b. L’ensemble Ee composó des points (oc,y) pour 
lesąuels (x,y)ei2, a<x<b, y(x)—e(x)<y <y(x)
sera dit epiderme interieur de la fonction g(x).

L’ópiderme inferieure Ee est donc composó exclusivement 
des points situós au dessous du diagramme de la fonction y = ^(x), et ne contient aucun point de celui-ci.

§ 7. Hypothese K. La fonction f(x,y} est definie et con
tinue dans un ensemble ouvert Q. L’integrale inferieure de 
l’óquation (1.2)

(7-1) y = yW
passe par le point (a,c) et est dóterminóe dans l’intervalle a^x<b.

§ 8. Proposition III. Admettons VHypothese K relati/oe- ment a 1'eguation (1.2) et a son integrale inferieure y = r](x). Supposons gue la fonction (p(x) soit continue dans Vintervalle a ®< b sans supposer gu'elle y soit derirable en tout point et gue le diagramme de y(x) appartienne a V ensemble ourert Q (dans leguel le deuxieme membre de Ueguation (1.2) est determine). Supposons enfin gue
(8.1) <p(a) q(a) = c,
et gue la derieee <p'(x) existe pour tous les points x pour lesguels
(8.2) (x,<p(x)) e Q, a<x<b, r](x) —s(x)<y<y(x)
et satisfasse, pour ces points, a la condition
(8.3) <p'(x)^ f(a>,<p(a>)).
Cela pose on a <p(x)^p(x) pour a^x<b.

Demonstration. La prósente proposition rósulte de la 
Proposition II lorsąue Fon appliąue la transformation y = —Y, 
x=X a l’equation (1.2).
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Remarąue 3. La premisse de la Proposition III lióe 
aux relations (8.2) et (8.3) exprime que 1’inegalitó diffć
rentielle (8.3) a lieu lorsąue le point (x,<p(x)) appartient a l’ópi- 
derme inferieur Ee. (Test donc dans cette premisse ąue róside 
le caractere epidermiąue de la Proposition III.

§ 9. En gardant les notations precedentes appliąuons la 
transformation y—Y, x=—X
a 1’eąuation (1.2). Les fonctions r(®), y(x), <p(®) se changeront alors 
en fonctions ^(Ji), %(ff), ę>i(-£) et l’intervalle a^x<b passera 
en l’intervalle —b<X^.—a. Les inegalites (3.1) et (8.1) ne chan
geront pas d’orientation(c’est-a-dire le symbole d’inógalitó 
passera en „<?’). L’orientation des inógalitós diffórentielles
(3.3) et (8.3) devienra opposee („<” passera en „>”).

En partant des Propositions II et III on obtiendra, dans 
cette voie, des propositions analogues mais relatives a un 
interyalle lc<x^a situe a gauche de a. Nous nous dispensons 
de donner un ónoncó dótailló de ces propositions.

§ 10. Remarąue 4. La Proposition I reste vraie lorsąue 
l’on y remplace l’inógalitó (1.3) par la suiyante

(10.1) D(+)ę?(®X/(a?, ę>(«)) pour a<x<b
ou bien

(10.2) Dę_^(x) ^f(x,<p(x)) pour a<x<b
ou D(+)ę> et designent les nombres dóriyós inferieurs
droits et gauches 4).

Les propositions ainsi obtenues ont aussi un caractere epi
dermiąue, c’est-a-dire elles restent yraies lorsąue l’on admet 
ąue les inógalitós (10.1) ou (10.2) aient lieu pour les points x, 
tels que

(x,cp(x))eQ, a<x<b, t(x)<<p(x)<t(x)+e(x).
4) Cf. T. Ważewski, le trayail cite plus haut.
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La demonstration est tout a fait analogue a celle de la Propo- 
sition II. La Proposition III et celles mentionees au § 9 
sont douóes d’une generalisation dans le meme sens.

§ 11. Remargue 5 relative au rapport mutuel ileś Propositions 
I et II. Si une fonction y(a5) satisfait aux premisses de la Proposition II 
alors elle satisfait a 1’inegalite <p(x) r(a?) pour a x sg b (ci. (3.4)), et, par
suitę les relations (3.2) intervenant dans la prśmisse de cette proposition 

ne peuvent avoir lieu pour aucun x.
Or chaque theoreme ayant la formę d’une inclusion

(11.1) T7(o:) □ V(x)

(ou W(x) etV(x) sont deus proprietes c’est-a-direfonctions propositionelles)s), 
peut etre mis, comme on le sait bien, sous la formę equivalente

(11.2) [~7(a:)'17(0:)] n7(sc)

qui exprime que de la propriete W(x) et de la negation de la proprióte V(x) 
resulte la propriete V(x).

De deus implications equivalentes (11.1) et (11.2) la premiere suggere 
une demonstration direete, tandis que la seconde se rattache a la demon
stration par „reductio ad absurdum".

Si 1’implication (11.1) est vraie, la premisse ~ T7(®)-7(a;) de 1’impli- 

cation (11.2) ne peut l’etre pour aucun x. L’analogie du rapport mutuel 
des Propositions I et II d’une part et des implications (11.1) et (11.2) 
d’autre part est donc frappante.

II pourrait donc paraitre, a premiere vue, que le pasage, purement 
logique de (11.1) a (11.2) relie les Propositions I et II du present travail. 

S’il en ćtait ainsi, la Proposition II serait banalement eqw/valente (au point 
de me mathematu/ue) a la Proposition II.

Or, on voit facilement que cela n’a pas lieu. Nous entendons par 
la que le passage de la Proposition I a la Proposition II, si simple qu’il 

soit, s’appuie sur certains lemmes mathematiąues, tandis que le passage 
de (11.1) a (11.2) a un caractere purement logigue. Les Propositions I et II, 
tout en etant óquivalentes, ne sont pas du tout banalement óquivalentes 
au sens mathematique. Ce fait deyient, peut-etre, plus clair lorsque l’on 

remarąue que des deux Propositions I et II, la seconde est plus pratigue 
pour les applications (ef. les Exemples 1 et 2).

§ 12. Caractere epider mique d’un theoreme sur les 
accroissements finis. Supposons que la deriyee d’une

5) W(x) peut designer, par exemple, la fonction propositionelle: „le 
nombre eńtier x est divisible par 6" et W(x) la fonction' propositiórielle: 
„le nombre entier x est diyisible par 3". 
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fonction f(x) continue dans Finteryalle ferme d (a<a?<&) 
satisfasse a 1’inógalitó

(12.1) /'(«)<& pour a<x<b.
On a alors

/(a?)—/(a) . 7 „ 7—-- < k pour a< x < b.x— a
Cette propriete P constitue une des plus importantes consó- 
ąuences du theoreme sur les accroissements finis, d’apres 
leąuel il esiste un £, tel ąue /(&)—/(«) = /'(£) (&—a), ou a < £< b.

C’est pour cette raison qu’elle rnerite aussi d’etre appelóe 
theoreme sur les accroissements finis (dans un sens parti
culier).

Or elle possede aussi un caractóre ópidermiąue ąui appa- 
rait dans 1’ónoncó suiyant:

Proposition IV, Supposons gue 1° /(a?) soit continue dans Vintervalle a^.x<b, 2° il existe un nombre e>0 (ou plus generalement une fonction s(®) > 0 continue pour a<x<b), tel gue, pour x pour
. 7 /(«)—/(«) , ,a<x<b, k<—--——<k-\-e.x—a

f'(x) existe et
l’on a

la derioee
(12.2)

Cela pose
f(x)—f(a) ----— < k pour a<x<b.x—a

On peut dómontrer cette proposition directement, ou la 
ramener a la Proposition II du § 3 en y posant

<p(x) = f(x)—f(a)—k(x—a), r(a?) = 0, /(®, y) = 0.

§ 13. Remarąue 6. Les Propositions I, II, III, IV et la 
Remarąue 4 restent yraies lorsąue Fon suppose ąue les ine- 
galitós dans lesąuelles interyiennent les dóriyóes ou les nombres
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dórives (c’est-a-dire les inegalitćs (1.4),I (3.3), (8.3), (10.1),
(10.2),  (12.1) et (12.2)) aient lieu pour les points x de l’inter- 
valle a<x<b correspondant a 1’ópiderme en ąuestion a l’ex- 
ception d’un ensemble denombrable de ceux-ci.

On le demontre facilement en s’appuyant sur un lemme 
de M. A. Zygmund8) qui fournit une condition suffisante 
pour qu’une fonction continue soit monotone au sens large.

6) Cf. p. ex. S. Saks, Theorie de 1’integrale (Warszawa 1933), p. 137.
Ce lemme a ete appliąue, dans un cas particulier, a l’śvaluation des intó-
grales des eąuations differentielles par M. Sansone (Eąuazioni differenziali
nel campo reale, Bologna 1949, t. II, p. 106). Un thóoreme bien generał
sur ce sujet sera publie dans ces Annales par M. J. Szarski.



SUR LES OPERATIONS DANS L’ENSEMBLE 
A 3 ELEMENTS

Par W. Sierpiński (Warszawa)x)

Soit E un ensemble donnś. On elit qu’on a dófini une opś- 
ration O dans 1’ensemble E si l’on a fait correspondre a tout 
systeme ordonne a, b de deux elements (distincts ou non) 
de E un element c de E. On ecrit alors a(Jb = c.

Si 1’ensemble E est fini, formę de n elements «1; a2,..., an, 
on peut, pour chaąue operation O definie dans E, former 
une table de cette operation contenant n lignes et n colonnes, 
en ócrivant en tete de chaąue ligne (colonne) les ólements a^a^,..., an, et en ecrivant a l’intersection de la fc-ieme ligne 
et Z-ieme colonne 1’elśment akQ)ai.

Deus operations O et 0 definies dans un ensemble E 
sont dites distinctes s’il existe des elements a et b (distincts 
ou non) de E, tels que a Qb ±aQb.

On voit sans peine que dans un ensemble E formę de trois 
elóments a, Z>, c on a 39= 19683 operations distinctes.

ł) Presente a la seance de la Societe Polonaise de Mathematiąue, 
Section de Varsovie, le 13 aout 1950.

On dit qu’une operation O definie dans un ensemble E 
admet dans E une operation ineerse anterieure aub (respecti- 
vement posterieure aoty s’il existe pour tout systeme a, b d’ele- 
ments (distincts ou non) de E un et un seul element x de E tel 
que a? O 6 = a (respectivement tel que bQx=a).

On dćmontre sans peine que pour qu’il existe pour une 
operation donnee O definie dans un ensemble E= {ax,a2,...} 
une operation inverse anterieure (posterieure), il faut et il 
suffit que chaąue colonne (ligne) de la table de cette operation 
contient chaąue element de E une et une seule fois, autrement 
dit, que chaąue colonne (ligne) de la table d’operation soit 
une permutation de la suitę ax,a2,.... On en deduit tout de 
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suitę qu’il existe dans un ensemble fini E a n elements (n!)" 
operations distinctes dont chacune admet une općration in- 
verse antórieure, et le nieme est pour 1’operation inverse po- 
stórieure.

II existe donc 3!3 = 216 operations distinctes dans l’en- 
semble a 3 ślements dont chacune admet une operation in- 
verse antericure, et 216 operations distinctes dont chacune 
admet une operation inverse posterieure.

Nous dóterminerons maintenant combien il y a dans un ensem
ble a 3 elements d’opśrations distinctes dont chacune admet 
toutes les deux operations inverses (anterieure et posterieure).

Soit donc O une operation dans 1’ensemble a 3 elóments, E—{a,b,c}, qui admet toutes les deux opórations inverses. 
Chaque ligne et chaque colonne de la table de cette opóration 
est donc une permutation d’ólements a, b, c. Soit p, q, r la 
premiere ligne de notre table: p, q, r est donc une permutation 
d’ślśments a, b, c. La premiere colonne de notre table est une 
permutation d’elśments p, q, r, et, comme p est le premier 
element de cette colonne, le second peut etre seulement q ou r. 
Distinguons deux cas.

1) Dans la deuxieme ligne et la premiere colonne se trouve 
1’dlóment q, et

2) Dans la deuxieme ligne et la premiere colonne se trouve 
1’element r.

Dans le cas 1) l’elóment qui se trouve dans la deuxieme 
ligne et la deuxieme colonne ne peut pas etre q, vu que q se 
trouve deja dans cette ligne. II ne peut pas etre nonplus p, 
puisque dans ce cas 1’ślśment de la deuxieme ligne et de la 
troi sienie colonne devrait etre r, ce qui est impossible, r figurant 
deja dans la troisieme colonne et premiere ligne. Donc, dans 
la deuxieme ligne et la deuxieme colonne se trouve 1’elemcnt r. 
On en dedirit sans peine que la table de notre operation est

a b c
a p (L r
b <ł r Pc r P 1

Table I.
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Dans le cas 2) dans la deuxieme ligne et la deuxieme co
lonne ne peut pas etre autre elóment que p, puisąue l’element q 
figurę dója dans la deuxieme colonne et 1’ólóment r dans la 
deuxieme ligne. On en trouve sans peine que la table de notre 
opóration est

Table II.

a b c
a p 0. r
b r p <1c 0. r P

Dans chaque de ces deux tables on peut prendre comme p, q, r une permutation quelconque d’ólóments a, b, c. On 
obtient ainsi en tout 12 operations distinctes.

Donc, il existe seulement 12 operations distinctes dans Ven- semble d 3 elements dont chacune admet toutes les deux operations iwoerses.
Une operation Q dans un ensemble E est dite commu- tative si l’on a pour tous les elements a et b de E:

aQb = b O

Comme on voit sans peine, si une opóration commutative 
dans un ensemble E possede dans cet ensemble une au moins 
des operations inverses, elle les possede alors toutes les deux 
qui sont alors egales (mais pas nócessairement commuta- 
tives).

La table I ótant symótrique par rapport a la diago- 
nale principale, les 6 operations dans 1’ensemble E—{a,b,c} 
qui en dóriyent, sont commutatives. Donc il n’y a que 
6 operations distinctes dans 1’ensemble a 3 elements qui 
admettent toutes les deux operations inverses, telles que 
1’operation inyerse antórieure est distincte de l’opóration 
inyerse postórieure. Ces 6 opórations dóriyent de la table II 
lorsqu’on y remplace les ólóments p, q, r par une permuta
tion quelcónque des ólóments a, b, c. Leurs tables sont donc 
respectiyement
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Table 4. Table 5. Table 6.

a b c
a

a b c
a

a b c
a a b c a c b b a c
b c a b b b a c b c b a
c b c a c c b a c a e b

Table 1. Table 2. Table 3.

a b c a b c a b c
a b c a .. a c a b a C b a
b a b c b b c a b a c b
c c a b c a b c c b a c

II resulte sans peine de ces tables que les opśrations 1, 4 et 5 
sont isomorphes (Pour deduire la table 4 de la table 1 il suffit 
d’ćchanger les elements a et b, ou bien de remplacer les ele- 
ments a, b, c respectivement par b, c, a, et pour deduire la 
table 5 de la table 1, il suffit d’śchanger les ólements a et c 
ou bien de remplacer les elements a, b, c respectivement par c, a, b). D’autre part, les operations 2, 3 et 6 sont isomorphes 
(Pour deduire la table 3 de la table 2 il suffit d’śchanger a et b, 
ou bien de remplacer a, b, c respectivement par b, c, a et pour 
deduire la table 6 de la table 2, il suffit d’śchanger a et c ou 
bien de remplacer a, b, c respectivement par c, a, b). Or, les 
opśrations 1 et 2 ne sont pas isomorphes, vu qu’on a alx=x 
pour tout element x de E, et qu’il n’existe aucun element p 
de E tel qu’on ait p'2x=x pour tout element x de E.

II resulte sans peine des tables 1 et 2 que les operations 
inverses, anterieure et postśrieure, pour les operations 1 et 2 
sont respectiyement

a b c a b c
a a b c a a b c

b c a b b b c a

c b c a c c a b
inverse anterieure de 1, inverse posterieure de 1
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inverse antśrieure de 2

a b e
a a b c
b b c a
c c a b

inverse posterieure de 2.

a b c
a a b c
b o a b
c b c a

(Donc 1’opóration inverse antórieure de 1’opóration 1 cóincide 
avec 1’opóration inverse posterieure de 1’opóration 2 et 1’opó
ration inverse posterieure de 1’opóration 1 cóincide avec 1’opó
ration inverse antórieure de 1’opóration 2).

Donc: Parmi les 6 operations non commutatiues dans un ensemble d 3 elements ąui admettent toutes les deux operations inrerses: 1° il n'y a ąue deux ąui ne sont pas isomorphes et 2° toujours une des operations inrerses est commutatwe.
Or, il n’y a que deux operations distinctes dans 1’ensemble 

a 2 ólóments qui admettent toutes les deux opórations inverses. 
Ces opórations sont commutatives et isomorphes et chacune 
d’elles cóincide avec son opóration inverse. Ce sont les opó
rations dófinies respectivement par les tables

a b a b
a a b et a b a
b b a b a b

Or, il existe dans 1’ensemble a 4 ólóments, E—{a,b,c,d}, 
des operations qui admettent deux opórations inverses dis
tinctes dont aucune n’est pas commutative. Telle est par 
exemple 1’opóration dont la table est

a b c d
a a b c d
b c d a b
c b e d CL
d d a b c

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV. 2
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Donc: Le plus petit nombre d^ ólóments d'un ensemble dans leąuel on peut dejinir une opóration ąui admet toutes les deux opórations inrerses distinctes et non commutatires est 4.
Quant aux 39 opórations qu’on peut dófinir dans Fensemble 

a 3 ólóments, il est a remarąuer qu’il rósulte d’un thóoreme 
de M. Webb2), deduit d’un resultat de M. Post3) qu’il existe 
(au moins) une opóration 0 dans E={a,b,c}, telle que toute 
opóration O dans E s’exprime a l’aide de 1’operation Q.

2) Donald Webb, Amer. Journ. of Math., 58 (1936), p. 193—194;
cf. W. Sierpiński, Fund. Matli. 33 (1945), p. 172.

’) E. L. Post, Amer. Journ. of Math. 43 (1921), p. 180—181.



REMARQUES SUR LES SERIES ENTIERES DOUBLES
Par F. Leja (Kraków)

1. Designons par Ił 1’espace de deus variables compleses oo et y. La distance de deux points x1} y1 et x2, y2 de R est de
finie par la formule |/|a?2—®i|2+ 130.12- Kous appelons distance triangulaire de ces points la valeur absolue de l’ex- 
pression

Considerons une serie entiere double
oo

(1) ^atlvxi*yvp, v=0
a. coefficients complexes quelconques et appelons serie diago- nale de la serie (1) la serie simple

OO

(2) ^Pn(x,y) ou Pn{x,y) = an,oxn+a„^1,1xn-1y+... + a0,nyn. 
n=0

Designons par z! 1’ensemble de points de la convergence absolue 
de la serie (1) et par D celui de la sórie diagonale (2).

II est clair que Djzl. On sait que, si 1’ensemble D contient 
un domaine dans 1’espace R, 1’ensemble zł en contient un aussi 
qui est compris dans le prócedent.

Soit donnóe, dans 1’espace R, une courbe C
(C) x=x{t), y=y(t), «<<</?
qui ne passe pas par l’origine des coordonnees et qui contient 
au moins deux points de distance triangulaire positive. J’ai dó-

2* 



20 F. LEJA

montre ailleursx) que, si la serie (2) converge (absolument 
ou non) sur G, ou que la suitę {Pn(x,y)} est bornee sur G, 
la serie (2) a un domaine de convergence a 4 diinensions qui 
contient toujours l’origine des coordonnees et, par suitę, la 
sórie double (1) a aussi un domaine de convergence* 2).

ł) Rendic. di Palermo t. 56 (1932), p. 1—27, ou Ann. Soc. Polon, de 
Math. t. 22 (1949), p. 245—268.

2) Remarąuons que, si une serie double converge dans le voisinage d’un 

point x0, y0, elle converge absolument au point xa, y0.
3) II suffirait de supposer que la suitę {Pn(x,y)} soit bornee en chaąue 

point de la circonference (3) mais la demonstration serait alors beaucoup 
plus longue (cf. premier travail cite dans la remarąue 1).

Dósignons par Dc le plus grand domaine de 1’espace R 
dans leąuel chaąue serie (2) converge si elle converge sur 
la courbe G. D’autre part, dósignons par dc le plus grand 
domaine de eonyergence de chaąue serie double dont la serie 
diagonale converge sur G. Cherchons ces domaines dans les 
cas les plus simples. II est facile de prouver que:

Si la courbe G est une circonference definie par les eąuations

(3) x=x0Jraett, y = y0-\-beił, 0^t^2.-r,

ou x0, y0, a et & sont des nombres complexes ąuelconąues satis- 
faisant a la condition d = bx0 — ayo=^p0,
le domaine Dc est dćfini par les inegalites

(4) \bx—ay\<\d\, |yoa?—a?oy|< |d|,

et le domaine zlc par les suivantes

(5) |to|+|ay|<|d|, |3/oa?| + |®03/l< !<*!•

En effet, supposons que les termes de ia serie diagonale (2) 
satisfassent, sur la circonference (3), aux inegalites |Pn(a?, y)\^Mf 
n=0,l,..., ou M est un nombre fixe3). La transformation

x’=bx—ay, y'=yox—xoy
change la courbe (3) en la circonfśrence

(6) x' = bx0— ay0 = d, y’= — deił, 0<f<2jr, 
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et le polynome Pn(x,y} en un polynome

Qn{P, y') = bn,o Pn+ b„-i, 1 a?'"-1 y'+-- + b0,ny'n;

2. Bemarąuons ąue la circonfórence (3) est situóe dans le plan analytiąue dófini par 1’eąuation bx—ay=bx0—ay0, et que 
ce plan ne passe pas par 1’origine des coordonnóes O. Dans 
le cas, ou le plan de la circonfórence (3) passe par O, les do-

on a donc y')|< If sur la circonfórence (6) et, par suitę,\Qn{d,y')\^M pour |y'| = |d|. II en rósulte, d’apres les inógalitós 
de Cauchy, que

| |< pour p+v=n= 0,1,...

donc,dans le domaine{|<r'| < 0|d|, |y'| < 0|d|},ona \bflvx'ily'v\ ^AIOn 
et \Qn(x',y')\^(n-\-l)M-9n ou 0>O est ąuelconąue. Par suitę, 
les polynomes Pn(x,y) satisfont, dans le domaine

\bx— ay | < 0\d\, |y0®—®oy| <6|d|,

aux inógalitós |Pn(®,y)\ < (n+l)M■ 0n, n=0,l,..., ce ąui prouve 
ąue la sórie (2) conyerge dans le domaine (4).

D’autre part, le domaine (4) ne peut etre augmentó car 
la sórie diagonale

oo
X’J__ 1 (bx— ay\2v~1 1

[> l(2v-l)2 \ d ) + (2r)2 d ) f
V=1

converge sur la circonfórenće (3) et diyerge en dehors du do
maine (4).

Bemarąuons maintenant que si une sórie diagonale con
yerge dans le domaine {|®|<|®1|, \y |<|^i|} — dit domaine bi- cerćle correspondant au point a\, yx —■ alors la serie double 
correspondante conyerge aussi dans ce domaine. Or, le do
maine (5) est somme des domaines bicerclós correspondants 
aux points du domaine (4). Par suitę le domaine Ac est au 
moins ógal au domaine (5). II n’est pas plus grand, car la 
sórie double, correspondant a la sórie diagonale (7), diyerge 
en dehors du domaine (5).
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main.es Dc et Ac se reduisent aux ensembles vides. Supposons 
maintenant que la courbe C soit la demi-circonference

(8) a?==rcosi, i/ = rsini, r>0, 

situóe dans le plan reel de 1’espace Ii qui passe par l’origine 
des coordonnóes. Nous allons prouver que:Si la serie diagonale (2) conrerge, ou si elle est bornee sur la demi-circonference (8), le domaine Dc est defini par les inegalites
(9) \x-\-iy\<r, \x—iy\<r
et le domaine Ac par la seule inógalitó
(10) ®|+|?z|<r.

Demonstration. Soit n un nombre entier positif fixe.
Considerons, sur la courbe (8), les n-f-l points suivants

et formons les n+1 polynomes homogenes de degre n que yoici,

(11)
(*+/)

Posons ek—e2knil<-n+1\ k—0,l,...,n.
Puisque eilk—e~ltk eiłk-\-e~ltkykx—xky=xr- —--- yr----- =

et que
.^2yk Xj—xkyj = r2 sin (tk—tj) = e-W*-*/)]

il vient \ykx—xky\=-\(x+iy)—(x—iy)ek\

main.es
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et
^•2

|ykxj ~^kyj\ — 2" iI ’

en designant par X et Y les expressions

x-\-iy x—iy-ZJL -- • -ŁT T
on aura donc
(12) i^<»^)i=77|v5i •

A—0
(*=ł=J)

Les points e0,ex, ...,en sont les sommets du polygone regulier, 
inscrit dans la circonference |«|—1. Puisąue e0=l et que
s”!-1—1 = (£—1) (2—ex)... (z—en), il en rósulte

n n

(13) U ei -eA = // I1 — eA| = lim----1 =«4-l.
k=o k=i z_>1
(*=k/)

D’autre part, de 1’identite
nIT (X—Yeh) = Xn+'-Yn+1

k=0
il suit

n n][ (X—Yek) = J1 X'-A Y» e* ;
*=o k=0

(*+P

donc, dans le domaine defini par les inógalitós

(14) \x-\-iy | < dr, \x—iy\^.6r, ou O<0<1,

on a n n |X—Yeh\ (n+1) 6n k=0
(Hv)

et, par suitę, les polynomes (11) satisfont, dans le domaine (14), 
aux inógalitós

(15) |Z^((r,2/)|<0", j = 0,
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Supposons maintenant que les termes de la serie diago
nale (2) satisfassent, sur la demi-circonfórence (8), aux inóga
litós |Pn(i», i/)| n=0,l,..., ou M est nombre fixe4), et
notons qu’on a identiquement

p n(x^ y) == jp y k) *^11 y)<
k=0

II en rósulte, d’apres (15), que les polynomes Pn(x,y) satisfont, 
dans le domaine (14), aux inógalitós \Pn(x,y)\ ■6n,n—0,1,, donc que la sórie (2) converge dans le domaine (9). 
Le domaine Dc, correspondant a la demi-circonfórence (8), 
est ainsi au moins ógal au domaine (9). II n’est pas plus 
grand car la sórie diagonale

y 1__ 1__ Ae+W*-1 1 lx—iyP\-<—1 1(2?—l)2 \ r / (2?)2\ r / I
v=l

conyerge sur la demi-circonfórence (8) et diyerge en dehors 
du domaine (9).

Pour prouyer que le domaine Ac, correspondant a la demu 
circonfórence (8), est ógal au domaine (10) il suffit de rópóter 
le raisonnement de la fin du paragraphe prócódent.

4) Cf. la remarąue 3).



COURBURE ET TORSION GEODESIQUE POUR LES 
COURBES SITUEES SUR LES HYPERSURFACES A n—1

DIMENSIONS PLONGEES DANS L’ESPACE
A n DIMENSIONS

Par St. Gołąb (Kraków) et T. H. Wróbel (Warszawa)

Introdnction

Les notions classiques de courbure geodesiąue, de courbure 
normale et de torsion geodesiąue n’ont pas ótó genóralisees 
]usqu’a prósent pour les courbes situóes sur les hypersurfaces 
a plus de deus dimensions. S. Gołąb introduisit une me- 
thode ąui permit de rósoudre ce probleme. C’est celle „des 
w-iedres distinguós” liós a tout point d’une eourbe situee sur 
l’hypersurface a n—1 dimensions plongóe dans l’espace a n 
dimensions de Riemann Vn.

Dans ce travail nous donnons cette generalisation dans le 
cas, ou 1’espace ambiant est euclidien (Pn=IBn).

Nous introduisons (2n—3) scalaires, liós a chaąue point 
de la eourbe et au champ des %-iedres „distinguós”, desąuels 
nous pouvons obtenir, d’une maniere sirnple, certains inva- 
riants qui ne dependent que de la eourbe et de 1’hypersur
face et non du choix des systemes „distinguós”.

Nous paryenons ainsi, par la voie analytiąue, a gen er a- 
liser les notions de courbure geodesiąue, de courbure normale 
et de torsion góodósique.

Le second but du prósent trayail est la generalisation de 
quelques interpretations góomótriąues connues de ces notions.

Des preliminaires analytiques, servant a les dśduire, sont 
róunis et prósentós sans dómonstrations au § 2. Ces demon- 
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strations se trouveront dans un travail de T. Wróbel qui 
paraitra sous peu et sera consacró aux recherches systemati- 
ques des significations des notions geometriques en ąuestion. 
II contiendra principalement les nouvelles significations geo- 
metriąues qui ne sont pas une generalisation des notions 
employśes jusqu’a prósent.

Les resultats de ce travail ont ete presentśs brievement 
au Congres des Mathematiciens Polonais et Tcheques a Prague 
en septembre 1949.

1. Definition analytigue de courbure et de torsion geodesiąue

Soit, dans un espace euclidien a n dimensions Rn, une hyper- 
surface reguliere a (n—1) dimensions Vn—i, dont la metrique 
induite en fait un espace riemannien. Considerons une courbe 
reguliere C, situóe sur l’hypersurface Vn_t.

Attachons a chaque point de C un %-iedre compose de 
vecteurs-unitós mutuellement perpendiculaires (nous dirons 
„orthonormaux”)

(1)
1 n

Nous conviendrons de prendre pour tx le vecteur tangent 
a C et tn perpendiculairement a Fn-i (conventionnellement 
oriente); les vecteurs restants:

(2)
2 n—1

seront pris arbitrairement, pour le moment, dans l’hyper- 
plan Rn-i tangent a Vn-i-

En designant par D le symbole de differentation par rapport 
a l’arc s de la courbe C, nous pouvons ecrire (en raison de 
1’indópendance lineaire des vecteurś (1)) les equations:

(3)
i k=l k

x) Les indiees latins pareourent les valeurs les indiees grecs

les yaleurs 2,...,n—1.
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Leś coefficients atk seront dans ce cas les fonctions (sca- 
laires) d’arc s et yerifieront les relations de symótrie gauche:

(4) aik + a ki — 0 ('ó,fc=l,...,w).

Dans le trayail E-B—K2) il a ótó dómontró ąue Fon peut 
toujours trouver les sytemes dits „distinguós” (2), c’est-a-dire 
les systemes pour lesąuels ont lieu les relations suiyantes

2) Nous dósignons par cette abreviation le trayail de S. Gołąb, Gfene- 
ralisation des eąuations de Bonnet-Kowalewski dans 1’espace a un nombre; 
arbitraire des dimensions, ces Annales XXII (1949), p. 97—156.

(5) A;ju=2, ...,n—1.

Le systeme de yecteurs (2) ótant fixó arbitrairement en 
un point de la courbe C, la condition (5) le dótermine univo- 
ąuement le long de la courbe entiere C.

Supposons ąue le systeme (1) soit un systeme distinguó 
et posons, pour abróger, 

■(6)
«x = «iz
/L. = 2 n

7 =ain

Les óąuations (3), en tenant compte de ces abreyiations, 
peuyent etre rócrites sous la formę:

(7)

I)t —£ a^t y t 
12 2 n

Dt= — afl
1 n

Dt= — yt—£fat 
n 12 2

g=2, ...,n—1.

Les scalaires (6) peuyent etre appelós „courbures Jtyper- superficielles” de la courbe C. Ces courbures ne sont pas, ce
pendant, des inyariants absolus puisąu’il y a une infinite de 
systemes distinguós.

II a ótó dómontró dans le trayail E-B—K que, si Fon passe 
d’un systeme distinguó a un autre, seul le scalaire y reste un 
inyariant absolu. Par contrę, et se transforment comme 
les composantes des yecteurs contrayariants de Fespace (n—2) — 
dimensionnel pour un groupe de transformations orthogonales.
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II en resulte en particulier que les grandeurs
« = Ki”

<8) 

sont des invariants absolus. Par raison d’analogie avec le 
cas, le plus simple, de n=3, on peut introduire les denomi- 
nations suivantes:

a — courbure góodósiąue 8)
(9) y — courbure normale 

fi — torsion geodósiąue.

Puisque le vecteur-derivee du vecteur-unitó tangent a la 
courbe G, est recteur de courbure, 1’egalite
(10) Dt=^azt+yt

12 2 n

donnę la decomposition du vecteur de courbure en une compo- 
sante yt le long de la normale a 1’hypersurface et une compo- n
sante £ a^t situóe dans l’hyperplan tangent Pn-i- Le sca- 

2
laire y (qui peut etre positif ou nógatif)■ dótermine, par consóąuent, 
la mesure du vecteur de courbure le long de la normale, tandis 
que le scalaire a reprósente la longueur de la projection de 
ce vectenr sur l’hyperplan tangent a 1’hypersurface.

A l’aide des invariants scalaires a, /?, y nous pouvons ca- 
ractóriser d’une maniere simple certaines courbes situćes sur 
1’hypersurface. Notamment a=0 caractórise les courbes geodesigues', /? = 0 les lignes de courbure, et y = 0 les lignes asymptotiąues de deuxieme ordre.

2. Preliminalres analytiąues

La methode vectorielle appliąuóe plus bas pour la demon
stration des propositions exigeait 1’emploi des dśveloppements 
des vecteurs avec le reste de Cauchy-Peano jusqu’au 
troisieme ordre inclusivement.

3) Pour n= 3 ces denominations ne concordent pas entierement avec
ceux dans E • S—K, od tous les trois scalaires a, li, y peuvent etre negatifs
tandis que, d’apres (8), aJsO, /3^0.
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Soit une courbe reguliere C dans 1’espace euclidien a n 
dimensions Iin. Supposons qu’un systeme orthonormal de 
vecteurs suffisemment regulier, t (j=l,...,n) soit determine

J
le long de cette courbe. De plus, supposons que, dans ce 
systdme, soit dóterminó le longj de la courbe C un champ 
vectoriel t qui possederait, dans le voisinage d’un point M 
sur la courbe, les (m—1) dóriyóes successives. Quant a la de- 
rivee d’ordre m, nous supposons qu’elle existe au point M. 
Dans ce cas, le champ vectoriel t peut etre róprósentó, dans 
le voisinage mentionne par la formule

(11) ou

i —est le vecteur t au point M,s — designe 1’arc de la courbe, comptó a partir du point . M, le long duquel nous calculons les deriyees.
° •Dkt — designe la fc-ióme deriyee du vecteur t par rapport 

a 1’arc s au point M pour Ze=1,2,... ,m.H(s) — est un vecteur que nous pouvons, róprósenter 
sous la formę

(12) jR(s) =2,«Xs)-#°.
l=i J

Bemarquons que J8(s)->JR(O) = 0 si s->0 ou, ce qui revient 
au meme,

lim ojj(s) = ®/0)=0 pour j=l,...,n.
s->0

Z. Z)eveloppements

1. La formule (11) permet d’obtenir facilement le dóveloppe- 
ment suivant (jusqu’a 1’ordre m=2)

(13) t = oy • t t + un • t,
n 12 2 n

ou Fon a posó:

(13 a)
o-i = s{— y + s [ 1V* ~ ł y' + O 

s{— fh+ s[—jy as.—+ Cu]} 
ffn=l + s2[_|y2_i2-^ + :n]>

avec C,-*-0 si s—>0 pour i=l,2,
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2. En dósignant par r le rayon-vecteur de la courbe O, c’est- 
a-dire le yecteur dont l’origine se trouve a 1’origine du systeme, 

o

et l’extrómitó au point courant de la courbe (r designe r(0), 
c’est-a-dire le yecteur r correspondant a la yaleur s=0 d’arc 
de la courbe C) et en le developpant jusqu’a 1’ordre m = 3, 
nous obtenons:

Le module du yecteur -»• | est ógal
(15) |«’-^| = |s|{l-s2[^al+A/+T]}, (wOsis^O).

(14)
1 X A n

pour

(14 a)
=s{l + s2[—%]}

21 a= s2{| ax + § [— ł y •
2l«=s2{|y+s[|2'ou/S;l+ł/+ »;„]},

ou ?/z->0 si s —>0 pour i=l,2,...,n.

Pour le carre du module, on a la formule

(16) \r-r |2= s2{l -s2[ J «1+ y2+r*J}.

3. En dófinissant le yecteur t comme le yerseur du yecteur
o

(17) 
or — r

r — r
t =

nous obtenons le dóyeloppement

(18)
1 X n

ou l’on a posó, pour abreger,

(18 a) óx=s[|a^ + 0x] A=2,...,n—1
4=s[|y + 0J.

Eemarąuons que 0Z->O si s->0 pour i=l,2,Nouslaissons 
de cótó les demonstrations faciles de ces formules. Elles ró- 
sultent de la formule (7) et le lecteur les trouyera dans le trayail 
de T. Wróbel mentionne dans 1’introduction.
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II. Lemmes
Pour simplifier les demonstrations, nous reproduisons ici 

ąuatre lemmes dont les preuves (sauf celle du lemme 4) seront 
donnees dans le travail de T. Wróbel.

Lemmes 1 et 2
Si 1.

2.
3.

4.

e(s)—>0 lorsąue s->0, K est une constante arbitraire,
A2+ s(s)>0 pour les s assez proches de zero,

1
|/if2+e(s)’

alors ont lieu les egalites:
1. |/1 — s2[I£2+e(s)]=l—|s2[I£2+ 0(s)]

(19)
2. 1

l + s2[£2+e(s)]
= 1— s2[K2+0(8)J,

les fonctions <£>(s) et 0(s) ayant la propriete
0(s)—>0 et 0(s)->O lorsąue s->-().

lemme 3Si 1’angle ę>c[O, %/2) est determine par 1’eąuation
et cos <p=l—|s2[/r2+ 0(s)]

1) 0(s)->O lorsąue 8->0,
2) K est une constante arbitraire,
3) 02+0(8)>O,

4) 0<s<
2

|/K2+ 0(8)’

on a
(20) lim- = |£|.

s->0 8

Projection d’un recteur sur un hyperplan; angle 
entre ce recteur et sa projection

Afin de trouyer l’angle que formę un vecteur avec un 
hyperplan, introduisons les deus dófinitions suivantes
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Definition 1. ISTous appellerons projection d’un yecteur V 
de l’espace Bn sur un hyperplan a m dimensions —1)
la somme des vecteurs composants du yecteur V, qui sont situes 
sur l’hyperplan I7m et que fon obtient en dścomposant le vec- 
teur F, dans un systeme orthogonal arbitraire, en n vecteurs 
dont m yecteurs de ce systeme soient dans 1’hyperplan 17,n.

On peut demontrer que cette projection ne dópend pas 
du choix du systeme et de la decomposition des vecteurs dans 
1’Łyperplan 17m.

On peut dśfinir cette projection de la maniere óquivalente 
suiyante: dóplaęons parallelement le yecteur V de maniere 
que son origine se trouye sur l’hyperplan 17m. Dósignons par B 
l’extremitó de ce yecteur ainsi deplace et soit M le point courant 
de l’hyperplan I7m. On cherche le minimum de la distance BM. 
On demontre que ce minimum est atteint pour une seule po- 
sition Jf0. Le yecteur dont l’extrómitó est et l’origine se 
confond avec celle du yecteur deplace est dit projection de V 
sur 1’hyperplan I7m.

Definition 2. Soit un espace euclidien a n dimensions 
(«^3). On appelle angle entre un yecteur v et un hyperplan 
a m dimensions 77m(2<w<TO—1) le seul angle aigu ę?(0 < <p < rc/2) 
compris entre ce yecteur et sa projection T sur cet hyperplan.

Leninie 4

Dans Vespace euclidien a n-dimensions Vangle <p entre un vec- teur unitaire V et un hyperplan a 7c+l dimensions (oul^.lc^,n—2), parallele a k recteurs orthonormaux t (7=1,2, ...,/c) et a un recteur 
iunitaire H lineairement independant des vecteurs t s'exprime

ipar la formule
cos tp = -—■ , u>a poseo0 = V-H, Gi = V-t,

i i
<u=l— £qi, o)o=ao—^QtCi, mi = (c,— ff0 gz)+ (e/21 aJ Qi &=coo + 2a)0^ cot.

oii Von
(22)
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Demonstration. Soient donnós, dans 1’espace euclidien 
a n-dimensions, un vecteur unitaire V, lc vecteurs orthonor- 
maux t(i=l,...,k), ou l^.k^.n—2, est un vecteur unitaire H 

i
lineairement independant des vecteurs t.

i
Nous cherchons l’angle cp (d’apres la definition 2) entre 

le vecteur V et l’hyperplan a k+1 dimensions, formę par 
les vecteurs H et t.

i
Designons 1’hyperplan mentionne par n{H, t) et introdui- 

i 
sons un systeme arbitraire de l vecteurs A} (j=fc+l, 
ou —2 et l-\-k=n—1, jouissant des proprietes sui-
vantes

les vecteurs A/ font un systeme orthonormal et les vecteurs A} 
sont orthogonaux a 1’hyperplan n.

Dans le systeme local des coordonnees H, t, Nj(i —1, ...,k, 
i

j—kĄ-1,... ,n) representons le vecteur F comme suit

(22.1)
i

Ce systeme etant orthogonal, il s’ensuit que

(22.2) F-ZZ=D0+2^(«-If),
i

(22.3) F-t = jQ0(J5r-«)+DZ (Z=l,2, ...,fc).
i i

C’est un systeme de k-\-l eguations linóaires ayant pour 
inconnues:

D0,Di, ...,£?*.

En adoptant les notations

(22.4) Qi=JDt, a0 = V-H, at = V-t,
i i

nous representons le systeme (22.2), (22.3) sous la formę

(22.5)
*

4“S~-p' Qp — 
i

(22.6)
Rocznik Pol. Tow Matem. XXIV.

Z?o ' Z?i+ — ai ?
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De (22.6) on obtient

(22.7) — Oi Qi-

Les formules (22.5) et (22.7) nous donnent

ou

ft
■^oH-2 (ap Qp £?p) = (To, 

p=i

--o ~ł“ S apQp~ S Qp—ao

II s’ensuit que

(22.8) °o S Gj Qi__

1 “2 Qi w

Remarąue. Qt (i=l,...,fc) sont les coordonnees du vecteur_H 
qui n’est pas situe dans l’hyperplan n(t). II est eyident 

i
que 2 Qt est infśrieur a la longueur du vecteur H, ógale a 1; 
il en resulte que co=l—2(?« est superieur a zero.

De (22.7) et (22.8), on dóduit

ou 1’indice d’addition p parcourt les memes yaleurs que i. 
C’est ainsi que

(22.10) Qt =
(Oi — <r0Qi' + (QtS (Tp&p—ai^ (jp^ J_coi

1—2 Qp m

La projection du yecteur V sur 1’hyperplan n est le 
yecteur T

T^=Q0-H+2^t-

En vertu de la definition 2, on a 

cos <p — \T\.
En outre
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D’apres les notations (22.8) et (22.10) cette formule 
prend la formę

m2 _ ć? ‘

II en rósulte, en egard a co > 0, que

cos (p = — c. q. f. d.co

Remarąue. Le lemme 4 se simplifie lorsque le yecteur R 
est orthogonal a t (i=l,...,1c) et les coefficients du vec- 

i
teur V sont connus. Nous avons alors immódiatement:

cos <p = lóPo +S@i-

3. Courbure gćodćsiąue d’une courbe, courbure de sa 
projeetion sur un liyperplan tangent a 1’hypersurface

Lemme. Soit une courbe reguliere C dans Pespace eucli- dien a n dimensions et M un de ses points.Designons par 77 Phyperplan a (n—1) dimensions passant par le point M et le yecteur tangent a C en ce point. De- signons par p le yecteur non nul et non parallele a 77. Designons encore 1° — par C' la projeetion, le long de la direction p, de la courbe C sur Phyperplan II, 2° — par v le yecteur de courbure de la courbe C au point M et par v* le yecteur de courbure de la courbe C' au point M, 3° — par v' la projeetion du yecteur v (le long de la direction p) sur Phyperplan II.Ainsi donc, la condition necessaire et suffisante pour gue v*=v’ est gue le yecteur v soit situe dans 77 (cas banał) ou gue le yecteur p soit perpendiculaire a la courbe C.

Demonstration. Nous pouvons supposer sans restreindre 
la generalite du raisonnement que M soit a l’origine du sy- 
steme. Dans ce cas, l’equation de Phyperplan 77 sera

(23) a -X=0,

ou a designe un yecteur perpendiculaire a 77.
3*
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Soit

(24) 

1’eąuation yectorielle de la courbe C, ou s designe 1’arc 
de la courbe G, le point 3/ correspondant a la yaleur s=0.

Introduisons les notations

(25)

et
dt d2rds dsz

t est donc le yecteur-unite tangent a G et v — le yecteur 
de courbure. Posons pour abreger

(27) t=t(O), v = v(O),... etc.

Nous ayons suppose ąue ZZ passe par le yecteur tangent 
a G au point M. II s’ensuit ąue

(28) a«=0.

Puisąue le yecteur p n’est pas situó dans IT, on aura 
1’inegalitó
(29) a-p=)=O.

Si u est un yecteur arbitraire de 1’espace Rn, sa projec
tion u' sur II le long de la direction p est dóterminóe par 
l’óąuation

(30) u' = u au 
-----  P ap

II en resulte, en particulier, ąue
o oV = v(31) av 

a p P,

et ąue 1’óąuation de la courbe.C sera

(32)

ou

(33)

r=r*(s),

a-r(s)
ap
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Notons que le parametre s ne sera plus, en generał, un 
are pour la courbe C'.

II faut calcu ler maintenant v*. Pour cela, nous sera utile 
la valeur de v*. On a

(3-1) lds_\2 (Pr* ds cPs \ds*j ds2 ds* ds*2 dr* ds
Calculons d’abord dr

(35) ds ds a p p—t- a P P

De meme dt
(36) (Pr* dt a ds p —V a V

Pds2 ds a p a P

II vient de la, en particulier, en tenant compte de (28) et (31),

(37)

(38)

II faut calculer maintenant

puisąue t est vecteur-unitś. II en rósulte

(39) / ds \ 1
\ds*/0 ids*\\ ds )0

On aura dans la suitę

d2s* _ d I/dr* dr* ds2 ds V ds ds
dr* d2 r*ds ds2dr* ds

(40)
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De la, en particulier (vu (37) et (38)), 

(41)

Puisąue

(42)

En substituant (39), (38), (42), (37) dans (31), nous obtenons

(43) v*—v'—

(44)

En raison de (31), nous pouvons ócrire

parce ąue t v = 0.
Le vecteur i n’ótant pas egal a zero, il resulte, de (43) et

(44) que la condition necessaire et suffisante pour que Fon ait

(45) v* = v'
est ąue

(46) (<z ■ v) • (t-p) =0.

Cela donnę soit 

(47)

La premiere des eventualites (47) dit que le vecteur de 
courbure v est situó dans 1’hyperplan Z7 (si v = 0, nous pcu- 
vons dire aussi que v est dans II). La seconde exprime 
que la direction doit etre perpendiculaire a C. Le lemme 
est ainsi dśmontre.

II en rósulte, d’une maniere simple la generalisation 
d’une interprótation classiąue de courbure geodesiąue (cf. 
article de R. von Lilienthal, Die auf einer Flachę gezo-
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genen Kunen, 1’Encyclop. d. mathem. Wissensch. III3, page 
134, § 12,3).

Soit Fn_t l’hypersurface reguliere a (% —1) dimensions 
plongee dans lłn, sur laąuelle se trouve une courbe róguliere 
donnee G.

Envisageons sur G un point arbitraire M et soit 77 1’hyper
plan passant par ce point et tangent a Fn_t. Dśsignons par C' 
la projection orthogonale de G sur le plan 77.

Theoreme. La courbure de la courbe C' au point M est egale a la courbure geodesigue de la courbe G en ce point.
En effet, la premiere óąuation des formules góneralisees 

de Bonnet-Kowalewski donnę

dt

Ud n

Les suppositions du lemme sont satisfaites puisąue le vec- 
teur t est situe dans 77 et la direction de la projection t est 

1 n
perpendiculaire a C.

En outre, c
Donc |v'| = [^af — a.

| v' | est, en vertu du lemme, la courbure de la courbe C' au 
point M. Par cela meme la proposition est demoutree.

4. llayon de courbure geodesigue

Pour arriver a la generalisation d’une autre interpretation 
classiąue de courbure gćodesiąue (voir 1’article de R. von 
Lilienthal) nous genśraliserons auparavent la notion de „figurę polaire” pour les courbes situees dans 1’espace Rn.

o
Figurę polaire. Soit M un point fixe sur la courbe ró- 

guliere G situee dans 7?„ et M un point courant de C dans 
le yoisinage de TK. Designons par 77„_i et fln^ les hyperplans 

o
a (»—1) dimensions passant par TK et TK et perpendiculaires 
a t et t respectivement. Ces hyperplans se couperont, en 

i i
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generał, le long d’une figurę lineaire IIn-2 a (n—2) dimen- o
sions, situee sur nn_i.

S’il existe la position limite (dans un domaine fini) de 
cette figurę (dósignons la par 7Zn—2), nous 1’appellerons figurę polaire de la courbe C au point J4.

Conditions d’eocistence d’u/ne figurę polaire et son 
eocpression analytiąue

Les óąuations des hyperplans IIn-] et 77„_i sont respec-
tiyement:

(48)
(as — r')t — 0,

1

(ac~ r,t = 0.
1

Pour que le systeme (48) possede comme solution une 
figurę linóaire a n—2 dimensions, il suffit, si Jf est assez proche 
de Jf, ąue les yecteurs t et t soient linóairement indepen- 

1 1
dants entre eux.

La condition suffisante pour cela est que

Si cette condition est satisfaite, nous pouyons ecrire (pour o o
le point Jf et les points assez proches de Jf) 

(50) >q > 0.

Dans ce cas, non seulement le systeme (48) a une solution 
en as, mais en outre, il y aura une position limite Iln-2 de 1’en
semble des points communs des hyperplans.

Cette position limite, c’est a dire figurę polaire, est donc 
fensemble des solutions du systeme

(a? —r)t = 0.
1

(as — r i = 0.
2

(51)

4) i est le yecteur normal principal, n1 la courbure au point Jl£.
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Cela resulte d’ailleurs d’une theorie generale que Fon trouve 
dans une recherche de R. von Lilientlial dans le cas par- 
ticulier de n=3, et qui peut etre facilement generalisee pour 
un espace euclidien a un nornbre quelconque de dimensions.

llayon de eozirbure geodćsigue de la eourbe C 
au point M

Si Fon dósigne par _En_i /hyperplan tangent a Fn_i au 
point M de la eourbe C situee sur y„_i et par 77n-2 la figurę 
polaire de la eourbe C au point M, alors 17n 2 et En_i se cou- 
peront, en generał, suivant une figurę a (n—3) dimensions Hn-z- 
Dśsignons par d la distance du point a Hn-s- Nous 
pouvons appeler le nombre d rayon de courbure geodesiąue de la eourbe C au point M. Cette determination est justifiśe 
par la proposition suiyante:

Proposition. Si a = |/jFal>0, le nombre <5 est egal a
Demonstration. L’óquation de la figurę polaire est óerite 

sous (51). L’equation de 1’hyperplan En-i a la formę

(52) (a? — r)-t = Q.
n

Joignant l’equation (52) aux equations (51), nous obtien-
o

drons l’equation de 1’hyperplan 2/n_3’

(53)

Puisque a > 0 i est lineairement indśpendant de t et puisque 
o o 2 O O o n

t-t=§, i-t=0, les vecteurs t, i, t sont lineairement indepen- 
7i 1 2 1 ' 1 2 n
dants entre eux. II en rósulte que le systeme d’equations (52) 
represente en effet un objet lineaire a (n—3) — dimensions.
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Transformons le systeme (53) en un systeme eąuiyalent, 
en remplaęant la deusieme des óąuations (53) par une autre. 
Notamment (puisąue xx={=0) l’óquation

(54) (x — r)-l=0
2

est óąuiyalente a la suiyante

di

c’est-a-dire a 1’eąuation

(55)

Le systeme compose de la premiere et de la troisieme des 
óąuations (53) et de 1’eąuation (55) sera eąuiyalent au systeme 
obtenu en remplaęant l’óquation (55) par l’óquation (56) ąue 
l’on obtient en soustrayant membre par membre, de (55), la 
troisieme óąuation (53) multiplióe par y

(56) (a? —r)=0.

Ainsi donc 1’óąuation de la figurę Hn-3 est

(57)

(x — r) ■ t = 0,
i

V ar(a5-rpt=0,

{X — r) • t = 0.
II

Nous allons maintenant trouyer la distance du point M 
a la figurę (57) que nous dófinirons comme le minimum de 
la distance de M au point courant P situe dans H„_3-

Le yecteur y=MP=x—r yerifie le systeme d’óquations:

(58) y t = o, ^y-azt°=0, y-t = ().
1 Zn

Pour simplifier les calculs, prenons un systeme cartesien 
local en plaęant son origine au point M et en dirigeant 
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ses axes dans le meme sens que celles du systeme B—K 
generalise.

Dans ce cas le yecteur y, satisfaisant au systeme (58} 
aura les composantes
(59) y(0,a?2,...,a?„_i,0).

Celles-ci seront liees, en raison de la deuxieme des śqua- 
tions (58), par la relation:
(60) 2^-®x = o.

La relation (60) etablit une liaison effective entre les coor- 
donnóes ocu, vu la supposition g2=£ (Ą>0.

La distance MP, c’est-a-dire la longueur du yecteur y 
s’exprimera donc par la formule:

(61) i 2/1= IW,
d’ou

(62) \y\2=Sa-l-

Au lieu de chercher le minimum de \y\, il suffit de cher- 
cher le minimum de | y |2. En appliąuant la methode du fac- 
teur indótermine de Lagrange, nous obtenons facilement

Min |z/|2=—
2

ce qui demontre la proposition.

5. Creneralisation du tlieoreme de Bertrand

Partant de 1’interpretation geometriąue de torsion geo- 
desique, donnee par J. Bertrand (yoir 1’article cite de von 
Lilienthal p. 166), pour les courbes situees sur les surfacesEa 
plongees dans 1’espace euclidien a trois dimensions Ą, desig
nons par y> l’angle entre le yecteur t (normal a la surface au 
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point 217 de la eourbe) et le plan a deus dimensions 77 passant
o

par le vecteur t (c’est-a-dire le verseur du vecteur MM atta- 
clió au point J7 de la eourbe) et le vecteur t (normal a la sur- 

n
face au point M). Soit s — la longueur d’arc entre M et M.

Theoreme (j&neralise de J. Bertrand
La torsion geodesigue de la eourbe aa point M est egale a 

^J>=lim^.
s->0 $

En faisant usage de la notation (17)
o

t = ----- -o- , ou r — r — MM,r — 7* '

nous pouvons ścrire la dśfinition de 1’angle ip sous la formę 
ip —■^\t, ?r(t, t,J, ou n(t,t) designe le plan a deux dimensions, 

n n n
determine par les vecteurs t et t.

n
En appliąuant la formule (22) du lemme 4, nous pouvons 

calculer le cosinus de 1’angle y. On utilisera pour cela le 
dśveloppement des vecteurs t (formule (13)) et t (formule (18)) 

n 
en posant, comme dans le lemme

V=t, H—t et t — t
n a n

(fc=l).
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Les coefficients qui figurent dans la formule (22) s’expri- 
meront comme suit:

e„= »[|y + •••], 
o-o = s[—ły + •••],

ou les points remplaęent les fonctions d’arc s tendant vers- 
zóro avec s.

De la, on obtient dans la suitę

ft'o — s[—y +...], 
w = l + s2[—|y2+...],

La longueur de la projection T du vecteur t sur le plan n n 
sera donc

(63) Tl = +
l + s2[-ly2+...]

L’application du lemme 1 (formule 19x) au numerateur de
(63) donnę:

(64)

L’application du lemme 2 (formule 192) a l’inverse du de- 
nominateur conduit a l’expression:

(65) l + s2[|y2+

De la, le produit qui est egal, d’apres (21), au cosinus de- 
l’angle cherche, aura la valeur

(66) cos V=1+ •••]•

En appliąuant le lemme 3^ (formule (20)), on arrive a ce que

(67) lim.^=|CpL
s->0 *

Le theoreme est ainsi demontró.
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6*. Generalisation du theoreme de Demartres

En utilisant l’idee directrice de 1’interpretation góometriąue 
de torsion góodesiąue donnee par G. Demartres (voir 
1’article citó de von Lilienthal, p. 167) pour les courbes si- 
tuees sur V2, plongees dans R3, envisageons aus points M et M 
les hyperspheres tangentes aus bypersurfaces et passant par 
les cercles osculateurs de ces points. II resultera de notre de
monstration ąue ces hyperspheres, esisteront si, comme nous 
le supposons, la courbure normale au point dł sera diffe- 
rente de zóro.

Soit y> 1’angle (d’apres la definition (82)) entre ces deus 
hyperspheres.

Ces dernieres se couperont certainement si la distance MM 
sera suffisamment petite. Dósignons, comme habituellenient, 

o

par s la longueur d’arc MM. Partant de ces notations, 
nous pouvons enoncer

Le theoreme generalise de Demartres
oLa torsion geodesiąue de la courbe au point M est egale d

s->0 8

Demonstration. Dósignons par q le rayon de l’hyper- 
sphere tangente a 1’hypersurface au point M et passant par 
le cercie oseulateur au point M de la courbe. Dósignons par 
U et Q les centres respectifs de l’hypersphere et du cercie de 
courbure. Soit <p 1’angle entre la normale a 1’hypersurface et 
le plan oseulateur (dans leąuel se trouve le cercie de courbure).

Nous constatons que le triangle MUQ est rectangle (Fig. 2). 
On obtient alors la relation

(68) 1
COS <p ’

en supposant que d=o (on sait, de la definition de courbure, 
que «x^0). Donc xx>0 et cos <p >0, c’est-a-dire que

(69)
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La non-disparition du coefficient y est condition suf
fisante pour que la premiere courbure de la courbe soit 
differcnte de zero au point Jf. II s’ensuit, notamment, des for
mules generalisóes de Frenet et de Bonnet-Kowalewski (voir 
le travail cite de St. Gołąb, formules (60) et (85) p. 112 
et 118)

(70) Dt=^a^t+ytH=1-i,
1 2 n 2

d’ou

(71) Xi = |/J4+7.

L’angle cp est formę par les vecteurs MQ et MU- Le vec- 

teur MQ est egal a — -i; MU depend de l’orientation du vec- 
*1 2

teur t et est egal a
n

(72) MU — eQ-t, ou e2=l.
n

On determinera le signe de e de la condition (69); donc

.(73) COS = e£ • i > 0.
n 2

En multipliant (73) par xx>0, on obtient

(74) e-t-x1i>0
n 2
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ce qui donnę, a cause de (71),

(75) e ■ t a;, t 4~ y t) > 0,
n Zn

donc

(76) e=gsny.

Revcnant a la formule (73), calculons l’inverse du rayon 
de la sphere q exprimó par la formule (68)

(77) - = cos <p = (sgn y) • t-
Q n 2

L’application de 1’egalite (70) donnę

COS <p = (Sgn y) • t • (gazt+yt) =sgn y ■ y,
n Z n

donc

(78) • cos (p = | y 1.

En vertu de la supposition, y =f=0; donc, en raison de (68) 
on a

On a dit que U et U designent les centres des hyperspheres 
determinees plus haut (on peut admettre que s—MAI est 
assez petit pour que y soit diffórent de zero aux points 2lł 
et >).

Si l’on dósigne par y et y les courbures normales aux points 
if et Jf respectivement, le rayon-vecteur des centres des sphe
res s’exprimera par la formule

OU=r-\-AIU=r-\-(sgn y) ■ -r-t -t,1 r I «

ÓU=r + - -t,
y n

OU = r + t-t-

donc

(80)
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Dans ce cas, le vecteur d = VV joignant les centres de deus 
hyperspheres s’exprimera par

° /I 1 □ \
ej = (r —r) + I- • t—- • t)

\y n y nl
et son carre sera egal a

(81)

Considórons maintenant la section des hyperspheres par le 
plan a deus dimensions passant par les centres des hyper
spheres (U et U) et un point arbitraire P situś sur l’inter- 
section de deus hyperspheres. Cette section se composera de 
deus cercles qui se coupent et dont les rayons sont g et q.

Faisons passer, par le point P, deux tangentes a ces cercles, 
orientees de maniere que leurs directions tendent: a etre pa- 
ralleles et de meme sens si ces centres tendent l’un vers l’autre.

Adoptons la definition suivante 

(82) Definition. On appellera angle entre des hyperspheres — V angle entre les tangentes aux cercles dont il a ete guestion plus haut et gue Von obtient en coupant les spheres par un hyperplan arbitraire a deux dimensions passant par leurs centres.
II est evident que l’angle est egal a l’angle ó entre les 

rayons de deus spheres, issus des centres des spheres jusqu’au 
point commun P de deus cercles (Fig. 3).

L’angle d qui est oppose au cóte d est formę par deux cótes 
restants g et g. II en resulte que cet angle est independant 
du choix du point P, et, par suitę, l’angle y> ne depend pas du 
choix du plan de la section. La definition donnee plus haut 
est ainsi justifiee.

En appliquant le thśoreme de Carnot au triangle PUP, 
on aura

cos ip —(83) p2+ o2—d2
Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV. 4
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Si Fon fait usage des formules (79), (81), (83), on obtient 

(84) cos ip=(t-t)—^yy(r—r'l2—(r—r')(yt—yi).
n n n n

Calculons maintenant le membre droit de la formule (84). 
Le developpement (13) donnę

t • t = =1++ Cni-

En developpant y au moyen du reste de Cauchy-Peano, 
nous avons

o
(85) y — y-\-a> ou co-^-0 lorsąue s->0.

En tenant compte du dóveloppement (16), on aura
o o o

|yy(r —r)2=s2[.Jy2+a’1] ou ®j->0 ayec s->0.
L’:

O
yt-

n

donnę

• ?
En multipliant scalairement la difference yi 

(r—r ,

(r

application des developpements (13) et (85)

—y « = s [— y2+/ą] • t + (—yfa + /a) • 11- [y—y + /'«]' i,
n 1 A 2 n

ou ///—>0 si s->0 pour i=l,2,...,n.

yt par 
n n 

nous obtenons a cause du developpement (14)

— r)(yt—yt) = S2( — y2-\-v), OU V -> 0 Si 8->0.
n n
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En substituant les rósultats obtenus dans la formule (84), 
on aura finalement 

(85) cos =1 + s2[—d-rj ou ^->0 lorsąue s->0.

L’application du lemme 3 a (85) donnę

lim^l/JTW.
s->0 s Z

Le theoreme est ainsi dśmontre.

Państwowy Instytut Matematyczny.
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L’INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA 
COURBURE ET DE LA TORSION GEODESIQUE 
A L’AIDE DE LA REPRESENTATION HYPERSPHERIQUE 

DE LA COURBE
Par T. H. Wróbel (Warszawa)

Le but de cette notę est de genćraliser le thćoreme connu 
de Knoblauch qui donnę une signification geomćtriąue de 
la torsion geodesiąue dans 1’espace a n-dimensions et de de- 
montrer un theoreme analogue concernant 1’interpretation 
geomćtriąue de la courbure geodćsiąue.

Nous nous appuyons dans cette notę sur les rćsultats obtenus 
par 1’auteur et S. Gołąb dans le travail: „Courbure et tor
sion geodćsiąue pour les courbes situees sur les hypersurfaces 
a (n—l)-dimensions plongees dans 1’espace a. n-dimensions” 
(Ann. Soc. Pol. Math. 24 (1951)) et nous appliąuons les 
notions et les notatios du travail citó.

(le dessin est fait pour n = 3).
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Soit Fn_i une hypersurface rśguliere plongóe dans l’espace 
euclidien a n-dimensions, C une courbe reguliere sur cette 
hypersurface.

Designons, pour la courbe C, par la courbure premiere, 
et par a et /? respectivement la courbure et la torsion geo- 
desiąue, introduites dans le travail cite.

Considerons l’hypersphere unitaire, c’est-a-dire 1’ensemble 
de points dont les distances a un point fixe (par exemple 
a l’origine du systeme de coordonnóes) sont egales a l’unitó.

Designons par (\ la projeetion hyperspheriąue de la courbe C, 
obtenue sur cette hypersphere a l’aide des tangentes (i), et 

i 
par Cn celle obtenue a l’aide des normales (i) a 1’hypersurface. n
Dósignons ensuite par a> l’angle entre la normale a l’hyper- 
surfaee (i) et la normale principale a la courbe (i). Designons n 2

. enfin par <px 1’angle entre la tangente a et la normale (i) et n 
par <pn celui entre la tangente a Cn ct la tangente (Z) a la 

i 
courbe C.

Ceci etant, nous avons deux thóoremes suivants:

Theoreme I. Si la courbure normale de la courbe est ditfe- ■rente de zero, alors a • cos co • tg <p1.
Theoreme II. Si la courbure normale de la courbe est diffe- rente de zero, alors (i = — • cos co • tg <pn.
Remargue. Le theoreme II pour n=3 est prócisement 

le thóoreme de Knoblauch (cf. von Lilienthal: Die auf erner Flachę gezogenen Kurę en. Enc. d. Math. Wiss. B. III3, H. 1).

Dem onstration.
En tenant compte d’une des formules geueralisees de 

Frenet di
(1)
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et de celles de Gołąb (les formules gśneralisees de Bonnet- 
Kowalewski) 

(2)
A=2,...,n—lr

(3) 

calculons le cosinus de 1’angle co:

(4)
/ -Z =ds n

ds są
■t=*-

n *1
■ [^azt+yt)\

Admettons ąue la courbure normale y soit diffórente de 
zero, donc, la premiere courbure

(5) = |/^+72

est aussi differente de zero.
La courbe Cx ótant representation hypersphśriąue de la 

courbe examinee C, obtenue par les tangentes a 1’eąuation:
(6) R = Z,

i

le vecteur Tx tangent a (\ s’exprime par la formule

T dB V cm c

et le yecteur tangent normalise = Par

dR
(7)

(8)

II s’ensuit ąue

(9)
vu que

cos= Ty=.~L~
n |/a2+y2

df
S = «2(10)
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et, par consóquent,

(U)

La courbe Cn etant reprósentaticn hypersphśrique de la 
courbe examinóe C, obtenue par les normales t a l’equation:

(12)
n 

R = tn
le yecteur Tn tangent a Cn s’exprime par la formule

(13)
dt

et le yecteur tangent normalise par

(14)
y t +2/ Pu' t
£__________2

y^pi + y2 '
II en resulte que

(15)

vu que

(16)

*
COS ę n = t • Tn =

1

df
2^2 = ^-

De la formule (15) nous obtenons

(17)

En yertu des formules prouyóes (4), (11) et (17) nous ayons

(18) • COS CO • tg a

(19) — • cos • tg cyn = —

y

y
^1

y ,

ce qui termine la demonstration de nos theoremes.

Państwowy Instytut Matematyczny.



SUR LA SOLUTION DE L’EQUATION INTEGRALE 
DANS LE PROBLEME DE FOURIER

Par W. Pogorzelski (Warszawa)

Dans ce travail nous ferons l’ótude d’une óąuation integrale 
a laąuelle conduit le probleme mixte de Fourier pour plusieurs 
yariables spatiales.

Considórons d’abord l’equation de chaleur de la formę

(1)
32u 32u 3u

Le probleme mixte de Fourier consiste dans la recherche 
d’une fonction u(x,y,t) ąui satisfait a 1’eąuation (1) en tout 
point interieur Hf(x,y) du domaine D, limite par une courbe 
fermee C, pour t > 0 et qui remplit la relation linóaire donnee

limite de la fonction u en tout point P(s) de la courbe C dó- 
terminó par 1’abscisse curyiligne s et pour t>0; a(s,t) et b(s,t) 
sont des fonctions continues et bornóes donnees pour <>0. 
Nous admettons en outre la condition initiale

(2) -z—Fa(s, = 0an
entre la

cIh
yaleur limite de la dóriyee normale — et la yaleur dn

(3)
I u(x,y,t)-+0
|f->0

(x,y) ótant a 1’intórieur de P; le cas d’une autre yaleur ini
tiale se ramene au cas (3) par addition d’une solution connue. 
Le probleme precódent peut etre resolu par une belle methode 
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fondde par Holmgren1), E. Levi2), M. Gevrey3). Cette 
mśthode est basee sur la solution fondamentale

q Holmgren, Arkiv for Mathematik (1907).
2) E. Levi, Annali di Matematica (1908).
3) M. Geyrey, Journal de Mathematiąues (1913).

1 (x-b2+(w-»?)2
(4) ----- e 4(i-o

t T
et sur les proprietes des integrales analogues au potentiel de 
simple couche et a celui de double couche.

Cherchons notamment la solution du probleme mixte
sous la formę d’une integraler r Y l^l2
(5) = / / -—-e 4<i—b fi(o,r)da dr

o c
analogue au potentiel de simple couche; |JfQ| designe la dis
tance entre le point M(x,y) et le point Q(a) du contour Cj 

est une fonction inconnue, dite densite de la couche, 
que Fon doit determiner de faęon que la condition limite (2) 
soit remplie. En supposant que la fonction /z soit continue et 
que la eourbe C admette la tangente dont la direction rem- 
plit la condition de Hol der, on peut montrer que si le point M 
au moment t tend vers le point P(s) du contour C, la derivee 
suivant la normale tend vers la valeur limite 

(6)
o crsa designant la distance des points P(s) et $(a) du contour C, 

<psa dśsignant 1’angle entre le vecteur PQ et la normale intó- 
rieure au point P(s).

La condition limite (2) conduit donc a l’ćquation integrale 
suivante

4’2 ' sat

0 c
rsa cos (f>sa -
2(t—r)2 +

<7)

+ e
1 — T

4*2' sa -
4d-0 /j,(G,T)d<jdr~\-b(s,t) =0

avec la fonction inconnue /Ąs,t).
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Nous ecrirons 1’eąuation (7) sous la formę
t

(8) p(M) = f(s,t) 4*2 J^N(s,t; o,t)/Ą<j,r)dffdT,
o c

2 etant un parametre, les fonctions connues / et N sont de- 
finies par les expressions evidentes. Le noyau N de l’equa- 
tion (8) admet pour t = z, s = a une singularite assez compliąuee.

On cherche comme d’habitude la solution de 1’eąuation (8) 
sous la formę d’un developpement suivant les puissances du 
parametre 2:

oo

(9) /Ąs,t) =f(s,t) +
V=1

En se bornant a la limitation grossiere des integrales im* 
propres de la formę (7), il n’est pas difficile de montrer la con- 
vergence de la serie (9) pour les valeurs |2| et les valeurs t 
suffisamment petites. Mais la preuve de la convergence de la 
sórie (9) pour toute valeur de 2 et de t entraine des difficultós 
a cause de la singularite compliąuee de 1’eąuation (8). 
H. Miintz 4) a demontró la convergence de la serie de la 
formę (9) pour toute valeur de 2 et de t, mais pour le 
probleme simple de Fourier:

lim u(M,Z) = fonction donnee de (s,Z)

ąui conduit a 1’eąuation integrale avec la singularitś analogue 
a la singularitó (7) par l’usage du potentiel de double couche. 
H. Miintz suppose que la eourbe C admette la courbure con
tinue et bornee en tout point.

En 1949 S. Michline (C. Mhxmh) a demontre dans sa mo- 
nographie sur les eąuations integrales, publiee en langue russe, 
l’existenee de la solution du probleme simple de Fourier 
sous la formę d’une serie (9) convergente pour toute valeur 
de t, mais dans le cas particulier d’une eourbe C convexe 
et 2 bornó. Les móthodes de Miintz et de Michline ne 
s’appliquent pas a l’óąuation integrale (7) et n’introduisent 
pas de noyau rósolvant.

) H. Miintz, Mathematische Zeitschrift, 1936.
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Dans ce travail nous donnerons la preuve de convergence 
de la solution (9) de l’equation (7) pour toute valeur de Z et 
de t sous la supposition plus generale que la courbe C admette la tangente en chaąue point, dont la direction remplit la condition de Hólder, c.-a-d. que l’angle csa que font deux tan- 
gentes aus points arbitraires (s) et (<r) de la courbe C rem- 
plisse 1’inegalitś |osa| <k\s — crl71; (0<7i^l)

quelque petit que soit s—er; h est une constante dite esposant 
de Hólder et k une constante dóterminóe.

Notre methode et le rósultat s’applique de meme au pro
bleme simple de Fourier traitó par M. M. Miintz et Michline. 
En outre notre móthode permet de próciser la formę du noyau 
rósolvant de l’óquation (8), ce qui est important pour le pro
bleme non linóaire de Fourier.

Pour rósoudre l’óquation (8), considórons l’óquation itóróe 
de l’equation (8) sous la formę

(10)

ou Fon

(10')

t

/x(s,t)+22 JM(s,tj a,r)p,(a,T)dadr,
o c

a designe
t—f(s,t)X j" f a,T)f(ff,T)dadr

o c
tM(s,t-, a,r) = J"J^N^jt-, q,£)N(q,£-, a,T)d^dg.

C T
(?)

L’equation itóree (10) est equivalente a l’equation (8). Le 
noyau de l’óquation (8) ayant la formę

N(s,t-, a,r) = 1 COS <p8a

~ 1 so

-« ' so
+ a(8,t)~--  TM;C T” (s =)=

(11)



60 W. POGORZELSKI

le noyau itere o,r) sera la somme de ąuatre composants
dont le premier aura la formę

(12)

(?)

Pour trouver la borne 
composons fintógrale par 
parties suiyantes:
(13)

2 /p2 2
r r2 r2 SQ Q<J/ ____ . P ' P -_____e 40-0

J (<-f)2(C-rr
z

t
COS (pSQ COS cpea __ SQ Q<J

J (*-C)2(C 
Z

r2sę r*a
e (t-ęy (S-^dĘdo. —t)z

superieure de cette intógrale, de- 
rapport a la yariable £ en deux

En substituant

-----— = q4(C-r) 1

nous aurons pour la premiere partie de la somme (13) 1’inógalitó

(14)
<

De la

2 A* 2 2
/r2 r2 SQ QO_____,s*rea-----------e 4«-S) «-’)$<

«_C)2(:_T)2e

T

r2 s& r Ifi-r2 '1 ' gg

\ 2 /
2«-r)

meme faęon nous aurons 1’inógalite
<T2 ^.2 j,2 i p 2

r2 r2 SQ Qa Ifir2 Q(J___'se'ea_____e 40-t) 4(ę-p dr < pg. e
)2 («—r)2

oo

t

2

L’intógrale (12) satisfait donc a 1’inógalitó
<y»2 i y,2 

r2 -Lr2
e 4(t-r) do. (f —t)2 8

| COS (ps{) | | cos ę?p0
| ęa

2
' SQ ' QO
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Or, d’apres la propriótó supposee de la tangente a la courbe Cr 
les rapports

COS <Psq 
yll

COS (pęa

n-h

Qa

restent bornes si rsp—>0 et rpo->0 ou h est l’exposant d’Hólder 
donnó (0<7i<l).

Nous avons donc 1’inegalite

(17) (t-T)2 4d-’) do

k ótant une constante determinee (s=b<r; t=t=r).
Pour ótudier 1’integrale (17) si s — u-»-0 et t—t->0 posons

|_
' Sf> I ' o
w=o='J

1_1_2
et remarąuons que la fonction fi 3 est bornóe dans Pin-
teryalle (0, oo); on a notamment 

ąuel ąue soit fi non nógatif. Nous aurons donc, d’apres (17)

— 4-24 43 k2x r do
(?)

En profitant maintenant de la propriótó

) «e+ >2rsp

nous arrivons a 1’inegalite

(?)
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Or on connait bien dans la theorie des equations integrales 
singulieres la propriótó suivante

bornóe, si a+j3<l
*i| log rsa I + *2, si a + 0=1lc'

> si a + /? > 1
sa

ótant des constantes determinees.
L’integrale ótudióe I vórifie donc 1’inegalite

(18) -----L.-J—,
(t—t)1_T rSa1_3A

q est une constante (0<*<l).

Les autres composants du noyau itere (10) seront etudiós 
plus loin dans 1’espace a n dimensions et nous verrons que 
leurs bornes ne sont pas supórieures. Nous en concluons que 
le noyau itere Jf admet la limitation suivante:

(19) <t,t)|< (t—t)1 3 rsffl 3

etant une constante.
Nous signalons que les fonctions supórieures obtenues dans 

la limitation (19) ont les singularites separees-, cette propriete 
est importante dans l’etude de la convergence de la sórie (9).

D’apres le raisonnement connu, la solution de Vequation intdgrale (10) doit anoir la formę
(20) ,«(M) =/i(M):+*

ou le noyau resoloant 9JI est la somme d^une serie
CO

9Ji a,r) = ź.2n,yim{s,t-, g,t)
m—0

9Jt(s,Z; c,t) /i(<qr) do dr
o c

(21)
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(_łT0=Jf) et ou les noyaux iteres Mm sont dejinis par la relation ■de recurrence

Nous allons demontrer que la serie (21) est convergente 
quel que soit 2 et pour toute valeur t et r non nśgative (t > r > 0).

Le premier noyau itere JĄ a la formę

donc dane le cas h=l (condition de Lipschitz pour la tan
gente), d’apres la proprietć (19), le noyau JH1 et tous les sui- 
Vants sont óvidemment bornćs si rs0->() et t—-r->0.

Si 7ł<1, le noyau n’est pas borne et verifie 1’inegalitó

(25) |JĄ(s,t; <r,r)| <g| C

r i 2h
da

sa TaG 3

d’ou il resulte

(26) 1^(8,/; u,t)|< const
(t-T)1-^

D’apres la formule (22), chaque iteration abaisse l’exposant 
de la difference t—r et de la distance rsa au denominateur 
du nombre f A, nous en concluons que les noyaus iteres Jf„ 
seront bornes en (t,r) et (s,a) a partir d’indiee m0 au plus 
dependant d’exposant d’Hólder li de la faęon suivante: 

(27) m0—E

Soit P la borne superieure du noyau

(28)



64 W. POGORZELSKI

Cherclions les limitations des noyaux bornes suivants. Nous 
aurons, d’apres (22)

mais il existe une constante Q telle que

Q

pour tout point a, donc
Q 2/1

(29) |Jf„,o+1(8,i; <t,t)|<^FQi(«—t)3”; (Q1=Qq1.

En gśnóral, on precoit que le noyau Mm<<+v, pour v arbi
traire, doit verifier 1’inegalite

271V--3
(30) |M,„o+J<PQr(<~T) ■,

etant une constante dependant de v que nous determinerons 
en apercevant que si 1’inegalite (30) est vraie, alors d’apres (22). 
le noyau suivant j¥„,o+j,+i yerifie 1 1’inśgalitś

|>m„+v+1|<PQl+1^T)—
r.v

271 „
3 *

r od 3 ax
J (1-®H-

4>)<1
[(’+D y+1]r

d’ou rósulte la relation de recurrence

(r+l)p[(r+l)^]
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Nous en concluons par l’induction que les noyaus itórćs Mmii+v verifient pour toutes les valeurs naturelles d’indice v 
1’inógalitó

V

dans cette inógalitóLa presencc du denominateur r
fondamentale assure donc la conoergence absolue (et uniforme 
dans l’intervalle arbitraire) de la sórie (21) pour toute naleur 
de 2 et de t—r>0 (en nćgligeant les termes non bornes jusqu’a 
l’indice m0 au plus).

La formule (20) presente donc la solution uniąue de l’óqua- 
tion integrale donnee (8) pour toute valeur du temps t>0 

• et pour toute valeur du parametre z.

Problóme dans 1’espace it n dimensions
Le probleme de Fourier dans 1’espace a n dimensions 

pour l’óquation parabolique d’une formę tres gónerale
n n

V=1 V=1

ótait traitó par M. Gevrey (Comptes Rendus, Paris 1932). 
Mais la discussion du dóveloppement de la solution de l’śqua- 
tion integrale, a laquelle conduit le probleme, n’ótait pas 
faite. Nous voulons maintenant śtudier le developpemerit de 
la solution de l’equation integrale a laquelle conduit le probleme 
mixte de Fourier dans le cas de l’óquation de chaleur dans 
1’espace a n dimensions 5) (% > 2) sous la formę

5) En 1938 A. Tychonoff, (Bulletin de l’Universitó de Moscou, 
vol. 1), a traitó le probleme simple de Fourier dans le cas łi = 3 avec 
la discussion du developpement de la solution, mais par une methode 
diffórente de la notre.

(32) S2u-3xi Su
Tt

n

2

Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV. 5
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On cherche une fonction qui en tout point interieurH(xvx2,...,xn') du domaine D dans 1’espace a n dimensions, 
limitó par une hypersurface fcrmee 8, satisfait pour t>0, 
a l’equation (32) et qui en tout point P de l’hypersurface 8 
(pour t>0) remplit la relation linćaire

(33) ^p+a(P,t)up+b(P,t) = 0
(Lu entre les valeurs limites de la deriyee normale et de u.dN

On suppose que a(P,t) et b(P,t) soient les fonctions continues 
donndes sur la surface £ et pour t > 0. Nous admettons comme 
precddemment la condition initiale 

(34)
f -> 0
| <->0

M etant un point interieur du domaine D.
Nous preciserons d’abord les proprietós admises pour l’hy- 

persurface $. Soit donc le systeme de n axes rectangulaires 
P(q£2... dont l’axe P^ est normale a la surface $ au point P 
et les axes P£2,P£3,...,P£n sont situós dans 1’hyperplan tangent 
a la surface >8 au point P. Nous admettons que pour tout 
point P de la surface $ il existe une portion suffisamment 
petite de cette surface contenant le point P, telle que la pro
jection Q'(£2,f3, ...,£„) du chaque point Q de la portion Q sur 
le plan tangent en P ne correspond qu’a un point Q de la por
tion Q et que la coordonnóe du point Q de la portion fi est 
une fonction des coordonnśes (£2, ••• jfn) qui possede les dś- 
rivóes premieres remplissant la condition de Hólder:

(35)
|ł«.(du> 4“,..., fS1) - ... f®)|<Łj’|i(.,,-fP|*

(«=2,3,...,n) (0<4sJl).

Nous cherchons la solution sous la formę d’une integrale

r r i K’
(36) u(Jf,f) = / /——e /i(Q,T)daQdrJ s'
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etant la fonction inconnue sur la surfaee <8 pour t>Q, JiIQ — la distance des points M et Q, d<jQ — 1’element d’aire 
de la surfaee £ au point Q.

En exigeant que 1’integrale (36) remplisse la condition (33) 
aux limites, on arrive a 1’eąuation integrale

avec la fonction inconnue /z du point P de la surfaee 8 et du 
temps t supposee eontinue, / dósigne la fonction eontinue don
nee, 2 un parametre. Le noyau de 1’eąuation (37) est donnóe 
par l’expression

(38)
N(P,Z;2,t) 1 C0S fpCl rPQ g 4(t-r)

2 (i —r)l+1

rPQ+ a(P,t)----e iV~T)
+

rPQ designant la distance des points P et Q de la surfaee 8, 
<Ppq — 1’angle que fait le vecteur PQ avec la normale intó- 
rieure a la surfaee 8 au point P.

Nous signalons que par un changement de la yariable 
d’integration on peut mettre 1’integrale du premier terme de 
la somme (38) sous la formę 

2)1

mais, d’apres la condition d’Holder (35), admise pour la sur- 
face S, on a
(40) |cos9q,J<VpQ 

(Aą une constante et 0<7i<l), donc 1’intógrale impropre (39) 
est absolument conyergente et a un sens determinó pour la 
fonction p eontinue et pour i>0. La meme remarąue est vraie 
pour la seconde partie de 1’intógrale de la fonction (38).

5*
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Nous rósolvons l’óquation (37) par une methode analogue 
a celle appliąuee precedemment. Considórons donc l’óąuation 
iteree equivalente a l’śquation (37):

(41)

ou
i

(42) M(P,t-,Q,r) = j* IN(P,t-, II,C)N(II,C-, Q,T)c^d n-
S T

m

Le noyau N ayant la formę (38), nous ótudierons le premier 
composant du noyau (42):

(43)

4/s
(U)

(PH=Q)-

COS <p pti COS <pHQ
z'1-1 ' pn

z"-1
iiq

„ n „ n? pn * no

limite superieure de l’intógrale (43), de-Pour trouver la
composons 1’integrale par rapport a C en deux parties eten- 

dues aux intervalles

Nous aurons pour la premiere partie

Tpn r2ns
4U-?) 4(5-0 dc<

2(1-*)

et 1’inegalite analogue pour la seconde partie.
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2-1-1 ——Or la fonction e 2 atteint son masimum pour q—n—2,
donc

dans l’intervalle (0, 00). II en resulte

n n . . Sn n“ ■<   _  _ < / __L1q2 e 9 dq<(n-—2)2 e 2 le 2 dq = 2(n—2)2 e 2+ e 2.
0000

s

Nous obtenons donc 1’inegalitć

z „ r‘pn riiQ „ „ r2pn+r2nQ
f rpn rnQ _4{z_ę, 4(?_t) rpn+rnQ 4(<-n ,

r (<—C)?+1(C—r)f+J (i—r)?+1

3 n _»
ou x=22n+ (n—2)2 e 2 . En appliquant maintenant la pro-
priótó admise (40) de la surface S, nous voyons que 1’inte- 
grale (43) remplit 1’inegalite suivante:

etant une constante.
En profitant de l’inśgalitó (a>0; &>0)

n n nan-\- bn < (&+&)" = [(«+ &)2]2 22 (a2-\-b2)2
nous pouvons ćcrire

-4- %Or la fonction z2+a e~z atteint son maximum pour z = — + a 2(a est un nombre positif quelconque), donc 
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dans Finteryalle (0, oo), nous aurons par consóquent 

(45)
<

Pour que Fintógrale ait un sens, il faut et il suffit choisir 
la constante a de faęon que n-\-a—h—l<n—1, d’ou

a< li;
en outre nous esigeons avoir

1 —-a <1.
Prenons donc a—0h,
0 ótant un nombre positif infórieur a 1’unitó (0<1) choisi 
arbitrairement et nous aurons

x1x2‘^-&h r don
O

L’intógrale obtenue est bien 
óquations intógrales et admet la

connue dans la thóorie 
limitation suiyante:

des

/don const 

a(U)
(j?+7—«+l >0).

Nous en concluons que Fintógrale (43) YÓrlfie 1’inógalitó

\I1(P,t-,Q,r)\<-- -
(i—t)

n' ótant une constante.

1
n-2(l-»)A-l

? PQ
(46)
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Passons maintenant au second composant du noyau itóró 
HI sous la formę

(47)
rpQ

dC dan.

D’apres la propriótó (40), nous avons

(48)
rpn t2hq

^d,dan

x ótant une constante. De meme ąue prócódómment nous 
decomposons 1’integrale par rapport a C en deux parties óten- 
dues aux intervalles -77-j et , tj et nous aurons pour 

la premiere partie 1’inógalitó

2(/-r)

1'pn
< const

< const

a, fi ótant des constantes positives que nous clioisirons de 
faęon que

77
— +1 — a — /?<1; 2a—h—1<%—1; n—•2-\-2(}<n— 1.Z

Nous prenons donc
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0 etant une constante positive arbitraire inferieure a 1’unitó 
et nous aurons

2

/< const
77 =0*
(i—t)

1
n—2+A '> HQ

De la meme faęon nous obtenons pour 1’integrale ótendue

a la seconde partie l’inógalitó

t

/const 1 1
< 77 \1—0/1 ’ ,.n—2 1—0)71—1 ' n—2+71 ’

(i—t) rPn rJTQ'
2

0 ótant une constante positive, inferieure a 1’unite, mais su- 
pórieure a x/2, choisie arbitrairement. Nous concluons que l’in- 
tógrale (48) remplit l’inógalitó

Z1 d-7n
,1—071 / n—<1—0)7i—1 ,n—24-A (t — T) J rPTi rnQ

O
(R)

donc

(49)

(X/2<0<1).

Q>T)| < .1— @7, n+071—2
(i—-t) rPQ

Les limitations du troisieme et ąuatrieme composant du 
noyau itóró (42) ne sont pas superieures, nous concluons donc, 
d’apres les inógalitós (46) et (49), que le noyau itóró 3L verifie 
les inógalitós suivantes:

(50) |Jf(P,Z; <?,?)]<

0 etant le nombre choisi arbitrairement a Pinterieur cPinterualle 
(x/2,1), — une constante positive choisie de maniere que
1’inógalitó (50) soit vraie si ct si rPQ>l.

Le raisonnement qui suit est analogue que dans les cas n=2.
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Nous aurons notamment la solution de l’śquation (41) sous 
la formę

ou le noyau resolvant est la somme de la serie

(52) 9K(P,t; Q,t) = £ 12- Um(P,i; Q,r)
m=0

(lf0=M). D’apres la relation de recurrence

et la limitation (50), chaąue iteration abaisse l’exposant de 
t—r du nombre Oli et l’exposant de rPQ du nombre

— [n + <97i—2— (n—1)] =1 — Oh

ou bien
— [n—2(1 — 0)h—1 — (n—1)] =2(1 — 0)h,

donc les noyaux iteres Mm seront bornós en (7,t) et (P, Q) 
a partir d’indice m0 au plus, suivant

(53)

si0>2-s
1/2<0<1. Par un raisonnement identiąue a celui dans le cas 
n = 2 nous concluons que tous les noyaux d’ordre m > m0 
yerifient les inegalites:

[glP((9A)(i-T)^? 
r(vOh)

(,=1,2,3,...),

(54)
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g et g1 etaut les bornes supśrieures des expressions

s ,pQ

£ etant le plus grand de deux nombres n + 0 h — 2 et 
n — 2(1 — 0)h — 1.

D’apres la limitation (54), la serie (52) ąui determine le 
noyau resolvant est absolument conuergente guel gue soit A et 
t — r>0; la convergence est aussi uni,formę par rapport a toutes 
les yariables dans le domaine £ et dans cłiaąue intervalle fini 
de la yariable [2| et des yariables <>r>0.

Państwowy Instytut Matematyczny.



SUR L’EQUATION INTEGRO-DIFFERENTIELLE 
NON LINEAIRE A SINGULARITE POLAIRE

Par W. Pogorzelski (Warszawa)

Introduction
Dans ce trayail nous ótudierons 1’eąuation integro-differen- 

tielle non lineaire et singuliere de la formę

(1)
a

o
N(x,y)F[x,y, <f(y), <p'(y)... ę"(^)] dy =f(x

<p ótant la fonction inconnue (n>lj.
Nous admettons les propriótós suivantes des fonctions don- 

nees N, F, /.
1. La fonction N(x,y) possede la singularitó polaire pour 

x = y c’est-a-dire la singularitó definie par l’expression

(2) N(x,y) ^M-^y) cotg | (x—y)+M2(x,y)

les fonctions et M2 etant holomorphes et de periode reelle a 
si les points x et y sont situós dans la bandę infinie r qui con
tient l’axe róel.

2. La fonction F{x,y,UQ,u±,...,un) de w-f-3 yariables est 
dóterminóe et holomorphe si les points x,y sont situós dans 
la bandę r et les points u0,ur, ...,un dans le domaine

(3) \ua—pa\^.qa (a=0,\,2,...,n)

p„ ótant les constantes reelles ou complexes et qa les constantes 
positiyes; en outre la fonction F admet la póriode reelle a par 
rapport aux yariables x et y, la póriodicitó par rapport aux 
yariables ua n’est pas nócessaire.
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3. La fonction f(a>) est dóterminóe, holomorphe dans la 
bandę r et admet la póriode a. L’integrale dans 1’eąuation (1) 
a la yaleur principale de Cauchy, c’est-a-dire

x ótant un point interieur du segment (0,a).

Noyau singulier ferme
Pour la rósolution de l’óąuation proposee (1) nous aurons

besoin d’un noyau que nous appellerons noyau singulier fermć1}. 
C’est un noyau K{x,y) de meme singularite que le noyau (2)
tel que l’óquation

a
J K(x,y)h(y)dy =0 

o
n’a d’autre solution analytiąue ąue la solution banale h = 0.

Dans un trayail qui paraitra en 1952 2) nous avons donnó 
un esemple d’un tel noyau sous la formę

n
(5) K(x,y) =A0(y) cotg (x—y) + V

v=l
AV) Bv ótant les fonctions holomorphes dans la bandę F et 
admettant la póriode a. Nous ayons notamment montró ąue 
le noyau (5) sera fermó si les fonctions AV) Bv remplissent la 
condition suiyante:

a
(6) det\f^ż}Ga{z)dz~6av 

o
(a,p = 0,...,n)

4=0

ou l’on a posó

Bo = a A Q; C8=1;

(r=l,2,3,...,w)
dav est le symbole de Kronecker.

x) Voir 1’article du meme auteur: „Journal de Mathematiąues" 1939.
2) „Prace Matematyczno Fizyczne", tome XLVIII.
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,.^v'La condition (6) est a la fois nócessaire si entre les fonc-
'^tions Alt ...,An n’existe pas une relation de la formę

avAv(x) = q
v=l

av et ą ótant des constantes ne s’annulant pas toutes a la fois.

Transformation de Poincare d’une intógrale iteree

Notre ótude de l’óquation (1) aura pour base la transfor
mation importante suiyante de l’intógrale iteróe, donnóe par 
H. Poincaró 3):

a a
I(ir) = J'K(x,z)^J'N(z,y)P(z,y) dy dz =

(7) 0 0 a 
^2Bk(x)Bn(x)P(x,x''/ + J Q(x,y)dy 

o

Rk(x) et Syf) dósignant les rósidus des fonctions K(x,y) et 
N(x,y) au póle y=Xj P(z,y) ótant une fonction holomorphe 
si le point z est situóe dans la bandę r et le point y dans une 
partie H de la bandę P qui contient le segment (0,a), en outre 
la fonction P admet la periode a par rapport & la yariable z-, 
Q(x,y) est une fonction liolomorphe de deux yariables dans 
le yoisinage du segment (0,a) qui prend sur ce segment les 
memes yaleurs que 1’intógrale impropre

a

(8) Q(x,y) = J K(x,z)N(z,y)P(z,y)dz

o
(a? et y sur 0,a).

Nous donnerons d’une faęon un peu modifiee, la preuve de 
la transformation (7) et nous en tirerons quelques consequences 
concernant les extrómites du segment (0,a).

Soit le rectangle ABB’A' situó dans la partie H de la 
bandę r dont les cotós AA' et BB' passent par les extrómitós

3) Mecaniąue Celeste, tome III.
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du segment OL d’axe reel et sont perpendiculairers a et axe. 
D’apres un raisonnement bien connu, la valeur principale de 
Cauchy le long du segment reel OL est egale a la moitie de 
la somme des intógrales le long des chemins OABL et OA'B'L 
embrassant ce segment, nous pouvons donc ecrire

a
JN{z,y)P(z,y)dy = N(z,y)P(z,y)dy +

(9) 0 OABL+ 1 f N^y')p(z,y')(ly =M(z)
OA'B'L

z ótant a 1’intśrieur du segment OL. Si le point z est un point 
quelconque a 1’intśrieur du rectangle ABB'A', la somme des 
integrales a droite dans l’egalite (9) sera une fonction holo- 
morphe >(«) qui prend sur le segment róel OL les memes 
valeurs que 1’integrale de Cauchy (9). Nous signalons que 
le module de la fonction Jf(«) peut tendre vers 1’infinie au 
plus comme |log|«—£x|| si le point z tend vers un point de 
la frontiere du rectangle OABLB'A'O.

Le point x etant a l’intśrieur du segment OL nous pou- 
vons ecrire dans la suitę

a
I(®) = C K(x,z)HI(z) dz =

(10) 1 r 0 p r
= K(x,z)M(z)dz + ^ / K(x,z)AI(z) dz

OCJJJ. OC/D^L
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CiDi et CiDi śtant paralleles au segment OL. En remplaęant 
la fonction Jf(«) par la somme des integrales (9), on aura l’in- 
tćgrale Z(a>) sous la formę d’une somme de quatre intśgrales 
itśrees:

I=~JJ KNP dydz + ~J'f KNP dydz +

OABL(y) OABL(y)
OC^DJAz) OC^D/Hz)

+ lffKNP dydz +^ff KNP dydz

OA'B'L(y) OA'B'L(y)
OCJLUz) OCjWUz)

Or, d’apres la theorie des residus, on a

J NPdy = NPdy—2aiRN(z)P(z,z)

OABL OL
j*NPdy = j^NPdy

• OABL OL
J'NPdy = JNP dy+2aiRN{z)P(z,z)

OA’B’L OL
C. NPdy — J*NPdy

OA’B’L OL

Nous aurons donc, en changeant l’ordre d’iutegration

(?

(*

sur

sur

sur

sur

cm

<V>1)

cm.

,?/).?(£,2/)dz +
01. OC,L>tL 

x,z)N(z,y)P(z,y)dzJ dy-ł-^m K^^R^z^P^z^dz. 

OCJDJL OC/D/LD&O

II en resulte la transformation de Poincaró cłiercliee

= §Q{®,y) dy — n2RK(x)RN(ac)P(x,x) 

OL

Q(x,y) etant une fonction de deux yariables 
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holomorphe dans le domaine embrasse par les chemins d’inte- 
gration OC^D^L et OCiD^L et prenant les valeurs de Cauchy (8) 
sur le segment reel OL.

Supposons maintenant que le point Cx tende vers le point C 
du segment OA et le point Dr vers le point D du segment BL, 
de meme le point Ci vers le point C' du segment OA' et le 
point Di vers le point D' du segment B'L. D’apres la pśrio- 
dicite supposee des fonctions K(x,z), N\z,y), P(z,y) par rapport 
a la variable » (la periodicite de la fonction P par rapport 
a y n’est pas nócessaire) nous avons

K{x,z)N{z,yYP{z,y) dz + fK(x,z)N(z,y)P(z,y) dz = 0
DL

K(x,z)N(z,y)P(z,y)dz A J'K(x,z)N(z,y)P(z,y)dz — O

OC D'L

donc a la limite nous voyons que la fonction Q(x,y) qui figurę 
dans la transformation de Poincare est la somme des intś- 
grales suivantes le long des segments CD et C'D':

fOC 
f

(12)

Q(®,y)

donc cette fonction de deux yariables est bien holomorphe dans 
un domaine G qui contient a Vinterieur le segment reel OL avec 
les extremites et ne contient pas des segments CD et C'D'. 
La fonction (12) admet dans le domaine G les dóriyees de tous 
les ordres donc aussi aux extrćmites du segment OL.

Resolution du probleme

Pour resoudre l’equation proposde (1), nous allons la trans* 
former cette equation a l’aide du noyau fermó K(x,y) et de 
la relation de Poincaró (7). Nous voyons donc que si la fonc
tion 92(2/) holomorphe au yoisinage G du segment (0,a) est
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(13)

une solution de l’óquation (1) elle en sera aussi une de l’óqua- 
tion

et róciproquement, le noyau K(x,z) ótant fermó. D’apres la 
transformation (7) de Poincaró, l’equation (13) est óqui- 
yalente a l’óquation

(14) —.nzRK(x)RN(x')F(x,x,<p(x),y>'(x)...<p^n\x)) +

Nous sommes donc conduits a rósoudre l’óquation intógro- 
diffórentielle non linóaire róguliere de la formę suiyante:

(15) &[x,<p(x),<p'(x),.
a

...,^(»)(a?)] = j' ^x,y,<p(y),q>'(y)...,(p^y)\dy

0
ou la fonction 0 a n-\-2 yariables x,u0,u1,...,un est donnóe 
par l’expression

0(®,WO,«1, =— n2 RK(x)RN(x)F(X,X,U0, U1,...,'Un)

(16)
a

— JK(a;,z)f(z) dz
0

et la fonction F a %4-3 yariables x,y,u0,ui,...,un, d’apres 
l’expression (12), est dófinie par la formule 

(17) ^(a?,y,u0,ulf...,u„) = | f K(x,z)N(ż,y)F(z,y,^,^,...,u„)dz.

CD+CD’

D’apres nos suppositions concernant les fonctions

f(x), K(x,y)-, N(x,y)-, F(x,y,u0,u1,...,ua)

les fonctions 0 et F possedent les propriótós suiyantes.
Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV. 6
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La fonction $(x,u0,,.un) a n-\-2 yariables est definie 
et holomorphe par rapport a toutes les yariables dans le: do
maine I\ dótermine par les inógalitós 

(18) 
I | Wa Pa | Qa j 
| x e r

en outre elle admet la póriode a par rapport a la yariable x. 
Dósignons par la borne supórieure du module de la fonc
tion dans le domaine
(19)

Nous supposons en outre que le module de la dóriyee cP'Un 
admette dans le domaine I\ la borne infórieure <5 plus grandę 
que zóro:
(20) ](Pan(x)Ug)u1)d > 0.

La fonction a -n-J-3 yariables est definie
et holomorphe par rapport a toutes les yariables dans le do
maine r2

(21)
lua—Pa[^qa; (a = 0,1,...,«)x eTyeG

G ótant un domaine contenant le segment reel OL ayec les 
estrómitós dans son intórieur et ne contenant pas des segments 
d’intógration CD et C'D'-, la fonction admet la póriode 
róelle a par rapport a la yariable x. Soit Jfgr la borne supó
rieure du module de la fonction W dans le domaine r2:
(22) l^lOsr.

Nous allons chercher la solution de l’óquation (15) en exi- 
geant en outre que la fonction inconnue ip(x) et ses dóri
yóes jusqu’a 1’ordre n—1 prennent les yaleurs donnóes

(23) <p(x0)=p0-, rp^(x0)=p^; a=l,2,...(n—1)

pour une yaleur x0 a 1’interieur d’intervalle (0,a).

Eemarąuons donc que si la fonction holomorphe ęs(®) ye
rifie l’óquation (15) elle yerifie aussi l’equation qu’on obtient
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en diffórentiant par rapport a la variable oo les deus membres 
de l’equation (15):

(24)

0'[®,9’(«),9’'(®),-,9’W(®)] +
n+ 2 &ua \x,<p(x),v'{x),... ,(p<n\x)]<p<a+»(x) =

a=0 a
= J ^[x,y,<p(y),<p’(y),...,<pM(y)']dy.

o

D’apres la supposition (20), l’equation (24) est ćquivalente 
a l’óquation:

(25) ^^(a:) =
a n-|-l

• o______________________________«=o ______
^„(»)9’(®)r'>9’W(®))

que nous ecrirons pour abrśger de la faęon suiyante

(26) ę,(n+l)(a?) =Q[x,(p,(p', ...,99<n>)

12 dśsignant un operatem fonctionnel defini par l’espression (25). 
L’óquation integro-differentielle (26) est 4quivalente au systeme 
d’óquations 

(27)
a=’’>W;

a n+1 fonctions inconnues cp,ip1,ii)i,...,ipn.

Pour resoudre l’equation integro-differentielle (15) confor- 
mement aus conditions (23), formons w-f-l suites de fonctions

(POl tyli J(pv>(pv+^(28)

6*
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a l’aide des relations de recurrence

(29)

Qv—1

(30)

X
<pv+i(x) = Po + J¥>i,p(0 dl

*o
X

W+i(®)=Pz + (2=1,2,... ,n—l) 

ótant la racine de l’óquation numórique
a 

^o,Po,Pi,-,Pn+i,QV+i)= C

o
On. suppose que les fonctions initiales arbitraires $o,y>z,o 

soient holomorphes dans le domaine G et rerifient les inegalitós 
(|?>0(®)—Pol<ffo 
l|V’A,o(£p)— pA<^‘i 2=1,2,...,»).

(31)

Cherchons les conditions sous lesąuelles les relations (29) 
definissent les suites (28) pour toute la valeur v. Supposons 
donc que les fonctions <fv,^z,v soient holomorphes dans G 
et vdrifient les inśgalites

(32) |l^(a’)-Pol<«o
I lw(®)—^l< (2=1,2,...,»).

Admettons qu’il existe une fonction holomorphe Z(z) qui 
YÓrifie la relation
(33) 0(a-o,po,p1,...,pn_i,Z(2)) = 2
et qui fait correspondre a tout point intórieur z du cercie 

|Z]< Jfy,
un point determinć Z(«) du cercie

\Z~ Pn|<C/ń<?n; 
admettons en outre qu’on ait
(34)
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Alors, d’apres les inógalitós (32), il esiste une valeur de 
la fonction Z verifiant la relation (30), donc

(35) | Pr-j-l Pn | < q.n< Q.n-

Eemarąuons maintenant que, d’apres la supposition (20) 
et l’expression (25), le module du resultat de 1’operation fonc
tionnelle Q pour une familie de toutes les fonctions holomor- 
phes 9?,%,%, ■■;ipn satisfaisant aus inógalitós (32) dans le do
maine G admet une borne superieure positive, que nous dó- 
signons par B:

(36) p(s)?>,%,%,...,^|<B.

Nous pouvons donc ócrire pour les approsimations (r-f-l)-mes 
definies par les formules (29) les inógalitós suivantes dans 
le domaine G

(37)
\<pv+i(x)—p0\<a{p1+q1)

| yz,v+i(«) — pĄ < a(pz+i+ 5z+i) 
|y>n,p+i(a?)— pn]<q'„+a-B.

II en resulte que les inógalitós (32) pour les fonctions avec 
1’indice v entrainent les inógalitós analogues pour les fonctions 
avec 1’indice suivant r+1 dans le domaine G

(38) I l^+i^)—Pol<«o

I | w,h-i(®)
(A=l,2, ...,n)

si les constantes p^,qi,q'n)B prócisóes plus
conditions
(39) I a(px + ?x) < ;

| aBt^qn — qn.

haut satisfont aux

(A=l,2,...,%)

Ces conditions seront remplies par esemple dans le cas 
particulier si

^o = 2’i=- = ^ = 0; 2o=21=... = Sn=|=O
0 < a < 1; B^qn — q'n.

Nous en concluons par induction que les fonctions (28) 
holomorphes dans le domaine G vórifient pour toute valeur 
d’indice v les inógalitós (32) si celles-ci sont yórifióes par 
les fonctions initiales ę>0, yx,o et si les constantes pn, qn, q'n, B 
vórifient les conditions (39).
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II reste a demontrer la convergence des suites (28). Nous 
róproduisons a ce but le raisonnement classiąue.

Bemarąuons d’abord que, d’apres la relation (30) et la sup- 
position (20), la difference entre deux valeurs consecutiyes 

et qv yerifie 1’inegalite

lc ótant la plus grandę des bornes superieures des modules 
dans le domaine (21). Ensuite pour l’opśration 12 il existe 

deux constantes positiyes lc' et lc”, telles qu’on a 1’inśgalitó 
suiyante:

••• ?V',n.v)| <

< lc' Ię>v+1(®) —ę?v(®)|+ V |y>KiV+1(®) —^,4^)1 + 
(u) L J

n

Nous pouyons donc ścrire, d’apres les relations de reeur- 
rence (29), pour les diffśrences entre les fonctions consecutiyes 
des suites (28), les inegalites suiyantes:
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II en rósulte d’une faęon bien connue la convergence ab
solue et uniforme des suites (28) ainsi que la conyergence de 
la suitę numeriąue

D’apres les óąuations (27) et (29) la fonction limite

<p(w) =lim 9?„(®)
V->OO ‘X ,-r ", A

est la solution de Vequation integro-dfffęrentielle (25) et (24) 
et satisfait aux conditions (23).

La limite q de la suitę

q = lim qv
p->oo

est la yaleur de la fonction ^>n(a;) = ę>W(a;) pour a? = a?0:
e=9s.(n)(a?0)

en outre cette yaleur yórifie l’óquation 
a

o —
donc la fonction trouyśe <p(a>) est une solution de 1’eąuation (15) 
ou (14) holomorphe dans le domaine G. On peut montrer d’une 
faęon connue que cette solution, lióe a la fonction Z (z) 
dóterminóe par 1’eąuation (33), est uniąue.

En reprenant la construction des rectangles prósentós sur 
la figurę mais situós dans le domaine G, nous en concluons 
que la fonction limite trouyóe g>(y) est la solution de l’eąua- 
tion (13), donc aussi de l’óquation proposee (1), le noyau 
K(x,y) ótant fermó.

Państwowy Instytut Matematyczny.



SOLUTION GENERALE DE L’EQUATION 
FONCTIONELLE
/(/(••A®).--)) = g»

Par S. Łojasiewicz (Kraków)

Soit E un ensemble d’ólóments quelconques. Nous dirons 
qu’une fonction /(a?) jouit de la proprióte pEJ lorsqu’elle trans 
formę, d’une faęon biunivoque, 1’ensemble E en E. Soit /(a?) 
une fonction jouissant de la proprióte pE. Nous dósignerons 
par /"(a?) la n ieme fonction iteree de /(a?); elle sera definie, 
pour n naturel, par les relations, f°(x)=x, f~n(x)=f~\f~n+\x)). Tout ensemble F, composó des points

tw, fw,-
sera appeló cycle de la fonction f(x). Deus cycles diffórents 
sont toujours disjoints. La somme de tous les cycles de la 
fonction /(a?) est egale a l’ensemble E.Dans cette notę je donnę la solution generale de Vequation fonctionellex)
(1) /JV(a?)=g'(a?) dans E,oh N est un nombre naturel et g(x) une fonction donnę jouissant de la propriete pE. On voit que chaque solution f(x) jouit de 
cette propriete.

La solution gónórale de l’óquation
(2) fh(x)=x dans E
peut etre obtenue de la maniere suivante.

x) M. T. Ważewski a posś le probleme: resoudre l’óquation fonctio

nelle f~\x) = -^-. Cette ćąuation est equivalente a l’ćquation f(x) = - .
l\x) x

M. S. Gołąb a traite 1’eąuation [Uber eine Eunktional-
gleichung der Theorie der geometrisehen Objekte, Wiadom. Matem. 45 (1938),
p. 97—137] mais sans admettre 1’hypothfese que f(x) jouisse de la proprietó pE.
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Soit l=n0<ni< ...<nr=N la suitę complete de diviseurs 
du nombre N. Dócomposons Fensemble E en sous-ensembles 
disjoints

E=X+

+-^1+ ••• + -^n1 +

+ Mr1+...+Mrnr,

de faęon que les ensembles soient de la meme puis
sance (i=l,...,r). Soit cp‘j(x) une fonction qui transforme, d’une 
faęon biunivoque, Fensemble en

<p‘j(Mj) =M/4-i pour et

Dósignons par i/>j(x) la fonction inyerse de <p‘j(x) et posons

f(x)=a>, lorsque
f(x)=tpj{x), lorsque x e JUj, j=l,...,nt—l, 

/(®) = yj(...^r_i(a;)...), lorsque x e M‘ni, i=l,...,r.

La fonction f(x) est dófinie dans Fensemble E tout entier et 
satisfait a l’óquation (2).

Nous obtenons de cette maniere toutes les solutions de (2). 
En effet, supposons f(x)=® dans E. II suffit de trouver 
une dócomposition (3), telle que f(x)=x dans Jf? et que 

(j=l, 1; i—1, Dósignons par >S'( Fen
semble des cycles de /(®) qui sont composós de nt ólóments 
diffórents. Or, il existe un ensemble contenant un et un 
seul ólóment de chaque cycle de En posant 
pour j=l, 1 et nous obtenons la dócompo
sition ćherchóe, puisque le nombre d’elements de chaque cycle 
de la fonction f(x) est un diyiseur de N.

Pour ayoir la solution gónórale de l’óquation (1), nous 
procódons de la maniere suiyante.

Dósignons par Ri Fensemble des cycles de la fonction g(x) 
qui sont composós de Z ólóments (Z=l,2,...,oo) et considórons 
l’óquation

(4) >PN(r)=r dans Ri.
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Soit 1F(F) une solution de l’equation (4), obtenue par la me
thode precedente en partant de la dścomposition

Pj=Pi + ...
(5)

+ P«+... + P^,
jy

oum(=y-et l = k0<k1<... <ks est la suitę complete de divi- 
seurs de N premiers a l. Soient pt et q{ deus nombres entiers, 
tels que
(6) p.fc(-ę.Z=n).

Associons, a tout cycle F de la fonction g(x), un elćmcn tyr de 
ce cycle. Soit x e E. II existe un et un seul cycle F contenant 
1’element x et nous pouvons ścrire ®=gf"(yr). Posons 

(7)
/(a)=0n(3Zsw), lorsque FeP}, /=l,...,mz—1,
/(a?) = c/n+p'-(2/)®-(r)), lorsque r£Pmi)i=l,...,s, 1 = 1,2,...,oo.

On verifie sans peine que la fonction /(or) est definie dans l’en- 
semble E tout entier et satisfait a l’equation (1).

Nous prouverons que chaque solution de (1) peut etre 
obtenue de cette maniere. En effet, si F est un cycle de g(x), 
alors /(F) Fest aussi et tous les deux cycles sont de la meme 
puissance. Nous pouvons donc poser ¥Z(F)=/(F) dans Bi et 
la relation (4) sera satisfaite. Ensuite nous construisons la dć- 
composition (5) de la meme maniere que pour la solution 
de l’óquation (2). Les ensembles 3l), pour lesquels n’est pas 
premier avec Z, sont vides.

En effet, supposons que 3f}=j=0. Soit oreFeJF. II en rósulte 

que /"f(F)=F, d’ou /"' (x)=gp (x) et g(x)=fN(x)=gn‘P\a>), alors N NZ est un diviseur de—p—1', les nombres Z et — sont pre- nt nf
miers entre eux2 3).

2) Pour l=oo, on doit avoir s=0, = ...+P^ et p0=l.

3) Lorsąue l = oo, alors—= 1 et les ensembles J/Lpouricr, Sont
_ ni j

vides. - -
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Nous faisons correspondre, a tout cycle P appartenant 
s

a SPi, un element y„ de ce cycle et posons yr=f \yr'} 
z|i

pour rePj, ou r' =f~i+1(r) e P{. Enfin calcu-
lons p. de (6) et verifions les relations (7) en nous appuyant 
sur la relation fm‘(r)—r pour r e Plm..

L’existence d’une solution de 1’eąuation (1) est óquivalente 
a celle de la decómposition (5). Cette decomposition est 
toujours possible lorsąue 1’ensemble Bi est infini. Dans le cas 
contraire, dósignons par Li le nombre d’elements de 1’ensemble 
pour que la dścomposition (5) soit possible il faut et il suffit 
qu’existent les nombres naturels f0, tels que

Cette derniere condition est śquivalente a la divisibilite de Lt 
Npar —. Designons par di le plus grand diviseur de N premier 

a l (c’est-a-dire dz = fc3). On a donc ce qui suit,
pour qu'il existe une solution de Vequation (1), il faut et il 

suffit que V ensemble Bi soit infini ou gue Li soit dirisible par 
N b
-j- , pour 1=1,2, ...,oo.
di

4) Par N, lorsąue Z=oo.



SUR UNE PROPRIETE CARACTERISTIQUE DE LA 
SPIRALE LOGARITHMIQUE
Par S. Łojasiewicz (Kraków)

On dira qu’un ensemble plan E possede la propriótó (s), 
s’il est congruent avec son image par chaąue homothótie de 
coefficient a > 0, w=az (ou z et w sont des variables complexes). 
M. T. Ważewski a posó la ąuestion, ąuels sont les ensembles 
ąui jouissent de la propriótó (s)?

Je vais dómontrer le thóoreme suivant,
Pour ąue V ensemble ferme E ait la propriete (s), il faut 

et il suffit ąu,existent des nombres (complexes) a et b tels ąue 
aeE, et ąue Vensemble E—{a} soit somme des spirales
logaritbmiąues

z=a-\-eiZ ■ ebT, oii —oo<r<-f-oo.

Demonstration. La suffisance de la condition est óvi- 
dente (par vórification). Pour dómontrer qu’elle est nócessaire 
nous allons considerer la transformation lineaire suiyante
(1) T(z-, p,a)=a+p(z-a), (pd=O).

L’ensemble E possedant la propriótó (s), on voit qu’a tout a > 0 
correspondent des nombres a et b, tels ąue
(2) |p] = « ef T{E’, p,a) —E.

On peut yórifier ąue la transformation T jouit des propriótós 
suiyantes

I. Si T(E-, p,a)—E et T(E; ą,a) —E, on a
(a) T(E-,pą,a)=E,
(b) T{E-, pn,a~) —E, pour n=0, 4-1, 4-2,...,
(c) T{E-,^,a)=E.

Ł) designe la partie reelle du nombre complexe b.
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II. Si T(E-, q,a)=E et T(E-, p,b)=E, on a
T(E; p,a+qn(b—a))=E pour n—1,2,...

III. Si pn->p4=0, an-*«et T(E-, pn,an) =E, ona T{E-,p,a) =E 
(puisąue E est fermś).

D’aprós (2), il existe un a0 tel que T(E-, a0,q)—E pour un 
|g|< 1. Soit a > 0. Alors esistent <p et b tels que T(E', ae'¥,b)=E. 
Nous obtenons, d’aprós II et III (en posant a=a0, pn=p= ae‘v, 
an=qn (b—a)),

(3) T(E-,ae‘v,a0)=E.

Dćsignons par ę?(a) un nombre q> satisfaisant a (3) dont le mo
dule serait le plus petit possible (il esiste d’apres III). Nous avons
(4) T(E-, aeMa\a0) =E, pour ct>0.

Supposons que an->l et <p(an)->8. En vertu de III, I (c) 
et, (4) il vient T(E; izn6iW‘"‘)~V0) =E. II s’ensuit, d’apres la defi
nition de <p(a), que |ę>(a„)|<|?’(o'n)— <5| et, par suitę, <5 = 0. On 
a donc
(5) limę>(a)=0.

Nous allons maintenant dómontrer qu’il existe un e > 0, 
tel que
(6) <p(a2)=2<p(a), lorsque [a—11 <e.
A cet effet nous designons par $0 la borne infórieure des nombres 
& > 0 pour lesquels
(7) T(E-, el^,a0) =E.

1°. Si $o=O, alors d’aprćs (Ib) et III, la relation (12) est 
yraiepour chaque$ (róel), d’ou, d’apres I (a) et (4), T(E-, a,a0) =E. 
ę?(a) est donc identiquement nulle.

2°. Si #0>0, alors en vertu de (5), il existe un e>0, tel 
que \(p(2a)—2q>{a}\<$o lorsque |a—l|<r. Mais d’aprbs (4), 
I(a) et I (b), nous avons Z(Ś; t'W2“>~2^a)l,a0) =E, d’ou il 
rósulte que |ę>(2a) — 2ę>(a)| = 0.

Fixons maintenant a0 e (1,1-f-e). D’apr<5s (4), (6) et I (b), 
m m

nous avons T(E-,a02n =E pour tout m entier et n
naturel, d’ou, en vertu de III, il rśsulte que
(8) T(E‘, a‘oeltvMfa0) —E pour tout t rśel.
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Posons & = ln a04-^(a0). De la relation ('8), il s’ensuit que, pour 
s0 e E et «04= d0 la spirale

/arg(z0-n)-lntVy(g°)) *z—n'e , ou—oo<t-<.+ oo,

contient le point z0 et reste eomprise dans E, ce qui termine 
la demonstration.



UN THEOREME DE L’OSCILLATION
Par Z. Butle wsią (Poznąń)

§ 1. Considórons un systeme d’śquations diffśrentielles

(1) = . (ł=l,2,

ou/i,f2,..., jn sont desfonctions continues des variables...,xn 
dans le domaine
(D) t t0,

Dósignons par
(2) X1—x2— 9’2(0,,"> xn— *Pn(t)
une solution du systeme (1) qui existe pour

Supposons que, par tout point P(T0,x®\ag\...,aW) du 
domaine (D) passe une et une seule solution du systeme (1).

Nous appelons oscillante pour la solution <p1[t\rp2(t'),..,<pn,t'), 
si chacune des n fonctions ...,cpn{t) possede une infi-
nite de zeros dans l’intervalle (t0, + oo).

Nous trouvons dans cet article, entre autres, des conditions 
suffisantes pour que la solution (2) soit oscillante (theoreme II).

Ensuite nous appliquons (§ 4) les resultats obtenus: 
1° au 

dinaires
systeme dynamique des equations diffśrentielles or-

dxk 
dt

— fk(Xl)X2) ••• )Xn\ (k=l,2,
2° au systeme des equations diffśrentielles

(lOCb
:=fH lj Xq—X^)

dxn _  . . \

3° a l’óquation. differentielle + A(t) x = 0.
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§ 2. Nous allons demontrer le

Theorfłme I. Si les fonctions fi,fz,---,fn possedent, dans le 
domaine (D), les propriótós suirantes:

U =° a?*_i=0(Z) /* , n P°ur , n (k=l,2,...,n;x0=x„),
| =j= 0 <r*-i=ł= 0

alors: 1° si Vune ąuelconąue des fonctions <Px,(fz, s^annule 
identiąuement dans un interralle, chacune de ces fonctions s'y 
annule identiąuement, 2° si Vune ąuelconąue des fonctions 
<p1}ijp2,...,<p„ est oscillante, toutes les autres le sont aussi.

Dómonstration. Ad 1°. Supposons ąue ę?*_i(i)=0 dans 
l’intervalle (i0^a<J8< +oo), ou k est un nombre
entier fixe, satisfaisant a 1’inśgalitś pour k—1,
posons (p0=<pn.

Nous dśmontrerons que si 1’hypothese (Z) est satisfaite 
nous aurons:

= 0, ...,<pk_2(t) = 0, <pk{t) = 0,...,9?n(«) = 0

dans l’intervalle c’est-a-dire ąue la solution (2) sera
identiąuement nulle dans <a,jS>.

Si yi_i(/) = 0 dans <a,/3>, alors d’apres (Z) on a:

= f£1,71(1),... ,^_2(t),0,n(f), ...,^n(<)] = 0

dans <ct /?> et par consśąuent

ę-A(f) = c pour (c = Const.).

Nous dśmontrerons ąue c = 0. Si c=(=0, nous obtiendrions,. 
d’apres (Z),

^ti=/A+i=|=0 pour

et la fonction ę>*+i(0 serait monotone (croissante ou decrois- 
sante) dans <a,/3>. II existerait alors un point f=Ti-|-i(a<T*-|-i</3> 
tel que ę9*+i(TA+ł) 4=0.
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D’apres (Z) nous avons donc

— /a+2[T£-|-1?<71 (Ta-|~1), • ■ •, ę3n(TA+l)] =H 0

et, par consóąuent, il existe un point t=r*+2, (a^rA_|_2^/9) tel 
ąue 9>*+2(ta+-;)=|=0.

Le raisonnement appliąue de proche en proche montre ąue

9-1 A-4-2(r^4-2) A

(ct ą, r2,..., rn ^1),
Pif *1) =4=0

i(t^—1) 0.

La derniere inegalite conduit a une contradiction, parce 
que nous avons suppose ę?A_i(t) = O pour

II vient donc c = 0 et, par conseąuent,

ęA(/)=0 pour

Nous trouvons ensuite de la meme faęon ąue

9"H1W = — 0, ęąft) = 0,...,9>a_2(Z) = 0

dans l’intervalle <a,/S>.

Ad 2°. Supposons, par exemple, que la fonction ą-k(t) soit 
oscillante pour t^t0 et dósignons par T19T2, (t0<3'1<2’2) deux 
zeros consścutifs de cette fonction, nous avons donc —
= 9?a(T2) = 0. II existe un point t = r, (T1<t<T2), tel ąue

D’apres l’hypothese (Z) nous obtenons ę>A_i(r)=O.
La fonction est donc oscillante. Nous trouvons de

la nieme faęon que les fonctions:

tyk—2(0, ,9^1(0,99n(O, ••• ,?,A+l(t)
sont oscillantes pour t^£0. Le thóoróme I est donc demontrć.

7Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV.
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§ 3. Considerons un systeme d’equations differentielles
b(1) — = -fh{t,x1,x2,...,xn), {k=l,2,...,n}.

Supposons que les fonctions soient continues par
rapport aus variables t,x^x^... ,xn dans le domaine

(D) —oo-ca^,^, ...,xn< + oo

et satisfassent dans (D) aus hypotheses (A), (B), (C), 
suivantes:

(A) a) a?A_i/A>0 pour a?*_i=|=0, (k=l,2,...,n—l-, x0—xn')f 
fi) xn-ifn<0 pour a?n_id=O.

(B) a) Si (j = n,l,2,...,k),
Xj^xj, (j=k+l....,n—1),

alors
fk{t^xiy x2, ...,xn)...,xn)y (k=l,2j... ^n 1).

/?) Si
Xj^zXj) (j=1,2, ... ,n 1), xni^xn^

alors
/n(t, X^X2^ ... , *Tn) f ••• ł®n)'

(C) Si Cj,^, ...,c„ designent des constantes, il vient
oo

«) c*-i j'fk(t,c1,c2,..'.,cn)dt = +oo pour cA_i=f=O, 

(fc=l,2,..., h ljcg=cn)
oo

15) c„_! j'fn<j,c1,c2,...,cn)dt= — oo pour cn_id=O.

Supposons que par tout point P(T0,x^>,x^\...,x^) du 
domaine (D) passe une solution du systeme (1) et une seule. 
Designons par

(2) = •^2 = 9?2(^), ^'n==?’/i(0
une solution du systeme (1) qui esiste pour t>t0 et qui 
satisfait, pour t = t0, aux conditions initiales suivantes:
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D’apres 1’hypothese (A),nousyoyons que^=0, ®2=0,..,a?n=0 
est une solution du systeme (1). Considerons dans la suitę 
une solution (2) differente de cette solution triviale. Alors 
un au moins des nombres <Pi(t0),<pz(t0),...,<pn(t0) est non nul. 
Dans le cas contraire la condition de l’unicitó des solutiong 
du systeme (1) ne serait pas satisfaite.

Dśsignons par t^jt^jt^,. . ,(t0<l^<t^<...) les zóros 
consścutifs de la fonction (lc—1,2,...,n).

Theoreme II. Si les hypotheses (A), (P>) et (C) sont satis 
faites, la solution x1=p1(t), x2=cp2(t),..., xn=q:n,t) du systeme (1), 
satisfaisante aux conditions initiales (B), est oscillante pour 
i^tq et nous anons de plus

t^<t^<...<tV><t^\ (i=l,2,3,...),

■dest-a-dire que les zeros des fonctions gp^t), ę?2(t),..., <pn(t) sont 
simples et qu’entre deux zeros consecutifs de q>p(t) il y a exacte- 
ment un zero de <pq(t), oii p,q—1,2,... ,n-, p4=9'1)-

Remarąue.
a) Si

ft(io) = O, (j=l,2,...,lc-l), <p*(t0) > 0
1), pB(<0)<0

pour 2<&<w—1 ct si tj1) designe le premier zero a droite 
de t0 de la fonction ^(t), les premiers zeros 't(̂ ,t(̂ v.. ,t<® 
a droite de t0 des fonctions respectives <pk(t),<pk+i(t), ...,<pn(t) 
se trouvent dans l’intervalle t0<t<tV et nous avons de plus

x) Ce theoreme est analogue au resultat de Fitę, qui a demontre le 

theoreme de 1’oscillation suivant: Si A(t) est une fonction continue pour
■t^to > 0 et si

A(t) > 0,

alors toute integrale x(t) de l’eąuation differentielle ®(n)+A(t)a: = O est 
1° oscillante pour t)>t0> 0 si n est pair, 2° oscillante ou tend vers zero 
pour t-» + oo, si n est impair. (Cf. W. B. Fitę, Concerning the zeros of 
the solutions of certain differential eguations, Transactions of the American 
Mathematieal Society, 19 (1918), p. 341—352. Voir aussi J. G. Miku- 

siński, On Fite’s oscillation theorems, Colloąuium Mathematicum, 2 (1949), 
p. 34—39.

7*
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b) Si <pj(to) = O, (j=l,2,...,n—l), <pn(to)<.0 et si /<b dósigne 
le premier zero a droite de t0 de la foncticn gąjt), le 
premier zero t<°> a droite de t0 de la foncticn ę?n(i) se trouve 
dans l’intervalle

Dans ces deus cas les zóros des fonctions <pL(t),(p2(t),...,<pn(t) 
sont deplacós pour comme plus haut dans le thóo
reme II.

Demonstration.

Nous avons les ógalites
ęa(^) — 9^1(0,•••,9?n(0]> (fc=l,2,...,łi).

Posons pour simplifier

fk[t,<p1(t'),<p2(t),...,<pn(t)]^fk[t,<p(t)], (k=l,2,...,n).

Nous obtenons alors

(3) (fc=l, 2,.

Supposons ąue le premier des nombres <p1[t0),(p2i(t0),... ,<pn(t0) 
non nul soit <pk(t0), c’est-a-dire ąue l’on ait:

9d(^o)= = l(^o) —
yktto) >o, ę?*-|-i(^o) Js 0,...0, <^„(^0)^0

si 1

et
9?XU=0, 0’=l,2,...,n—1), 9?„(<0)<0

si lc=n.

A titre d’exemple supposons ąue k=l, c’est-a-dire ąue

(Ei) 9’i(U>0, <pj(to^0, (j = 2,3,... ,n—l), ę2„(i0)<0;
pour k=2,3,...,n le raisonnement est analogue.

I. Lorsąue 9?1(fo)>0, nous avons ę>1«)>0 dans Finteryalle 
i0<t<T(11\ ou la diffórence ?0>—10 est suffisamment petite. 
En vertu de 1’hypothese (A, a), nous aurons

?’i(0/2[^9’(0]>0
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dans l’intervalle i0<i<T(P Par consóquent 

9’(2<)=/2p,?’(0]>0 pour t0<i<T?),
c’est-a-dire que nous obtiendrons selon (Ex) <p2(t) > 0 dans 
] ’intervalle t0< t^. t<P.

Le raisonnement analogue conduit aus inegalites

<pa(O > o, (p'k{t) > o,
dans l’intervalle

D’apres 1’hypothese (A, fi) nous avons

(fc=3,4, ...,n—1)

<Pn-i/n[M*)l<0 pour
et, par consśąuent,

9’ń(J = /nP,ę>(J]<0 pour

donc, en vertu de (EJ, ę,n(t)<0 dans l’intervalle t0<t 
D’apres (A, a) nous avons

>0 pour t0<t^r^

et, par consequent,

.^i^) =/iP,9’(J]<0 pour

En resumś, nous obtenons les inegalites suiyantes:

(4)

ę>l(J>0,

<P*(J >0,
?'n(J<0,

^(t) < 0
?>*(«) > 0 
tó<)<o

(ft=2,3,...,n—1)

dans l’intervalle ou la difference r^—t0 est suf-
fisamment petite.

Supposons que la fonction y-^t) n’ait pas de zeros pour t >t0-, 
elle serait alors positiye pour t > t0 et, par consśquent; les inó- 
galites (4) seraient satisfaites pour t>t0. D’autre part, en intś- 
grant la premiere óquation du systeme (3) entre les limites 
T^,t, nous obtenons:

t
9’i(^) = 9’i(41))+
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En vertu des hypotheses (A, a) et (B, a) nous avons

pour t>r^\

et d’apres les hypotheses (A, a) et (C, a) 
t

r(DTi
pour t suffisamment grand.

II existe donc un point t=Ą\ le premier a droite de tOr 
tel que 9’x(i(11))=0.

Les inegalites (4) sont donc satisfaites dans l’intervalle 
et, pour t=t^>, il vient

9’2(i<11))>0,
9’*(*i1)) > °’
9’„(<(11))<0,

9>'1(*V))<°
^(^=0

> 0, (k—3,4,...,n—1).

II. Supposons que

= 0, (2 < k<n),

et que
n_i(ei)=o, ou<°-

,5) ń(^1l1)=o,
9’/^1l1)>°, 97**11) >0 0’=*+l,-,»—l)t
ę^ltKO, ^(*2L1)<0, 0 = n,l,2,...,fc-2).

D’apres (5) et l’hypothese (A), nous obtenons les inógalitós

(6)
?’*(/)> 0, <?*(/) <0

>o, <pj(t) >0, (j=k+l,...,n—l)
(j=n,l,2,...,k—l)

dans l’intervalle ou la diffórence rW—est
suffisamment petite.

Si la fonction pour alors, d’apres l’hypo-
these (A), les inegalites (6) ont lieu pour
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Dans ce cas, nous obtenons les inegalites

(7) 9"/(0>9’/(^1))>0 (j=k+l,...,n—1),<Pjt»>) <o (j=n,l,2,...,fc—1)

pour D’apres les inegalitós (7) et les hypotheses, (A)
et (B) nous avons

(8) AP,?>(<)] (2 <fc<<

pour t>iW. D’autre part

D’apres (8) et l’hypothese (C), nous obtenons
t

<Fk(t)^<Pk(^)) + J'/Ap,ę(TO))]fZt<0, (2<ł<%)

AD Tk

pour t suffisamment grand. II existe donc un point 
le premier a, droite de t^,, tel ąue y*(^1))=0.

En posant k=2,3, il vient

PiGl0)=tW5) = • • •==0,

et de plus i0<t<‘><t<')< ... <t$L1.

III. En posant dans (6) k=n—1, nous avons les inógalitós

9>n-i(0 > 0, 9’ń-l(0<0
9-/(0 <0, 9b’(0<0, (j=n,l,2,...,n—2)

dans l’intervalle O1L2<i<tJ112_1 et, pour

^_1(e1x°
(9) 9’n(^i)<°> ^e1)=o

(j=l,2,...,n—2).



104 Z. BUTLEWSKI

D’apres (9) et 1’hypothese (A), nous avons les inógalitós

(10) ?„(*)< 0, <(C>0,
?/t)<0, 9>;.(t)<0, (y=l,2,

pour t(nLi<^Tn\ °d la diffórence est suffisamment
petite.

Supposons que <pn(t)<0 pour t >l.(O_t, alors les inógalitós (10) 
sont satisfaites pour t > .

Nous avons donc pour t > t(O les inógalitós

(n) 0 >,9/1) >^(70)),
9’//)<9’/Tn1))<0> 0=1,2,...,n—l).

D’apres (11) et 1’hypothese (B, /3) nous obtenons

/„[«,<?(«)] >/^,9’(^)]>0.

En vertu de 1’hypothese (C, /3), nous obtenons
z

9’J<)>9’n(Tn1)) + f

4°

pour t suffisamment grand. II existe donc un point 1=110 
le premier a droite de 1(0^, tel que 9’n(ld)) = o.

II en resulte

99/1(0) = 992(1W) =,... = 99n(t^.)=Q,
OU

!<l(O<i<O<. <1<Dl0 > 4 *2 " " ' n ■

IV. D’apres 1’hypothese (A), nous obtenons ensuite:

<P„W <0, ^(0>0, 
9’/t)<0, 99'.(1)<O 0=1)2,...,« — l)

dans l’intervalle l(O_t< 1<10> et) pour 1 = 1(0,

9’„(^))=°,’ <($>)> o,
(12) ^O-CO, /x(t<0)= o,

99.(10)) <0, 99/1(0) <0, 0=2,3,...,n-l).
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Nous avons alors:

(13)
<K(0>°, 
?’*(*)< 0 
<(O>o

(k=2,3,

dans l’intervalle t<b</^T(2) ou la difference z<2>—0') est 
suffisamment petite.

Pour obtenir les seconds zeros ę>i(t^)) = O, (fc=l,2,...,w), 
il suffit de poser

®* = —(7c=l,2,...,n) 

(7c=l,2,...,n).

Alors nous pouvons ócrire le systeme (1) sous la formę

(14) di Fk(t) £1, ^2, •••, £n),

On peut facilement verifier que les fonctions F^F^,..., F 
satisfont aux hypotheses (A), (B) et (C).

En posant
<W0 = —WO, (fc=l,2,...,n)

nous obtenons les fonctions

W0,W0,---,W0,

qui constituent une solution du systeme d’equations (14), satis
faisant pour t=t^> aus conditions initiales (cf. (12)):

(E2) W^)>°,..., ^_1(^1))>o, ^M1))=o-
Les conditions (E2) sont de meme type que les condi

tions (BJ. Nous pouvons appliquer au systeme (14) le meme 
raisonnement qu’au systeme (1). Nous obtenons alors

/ij2)) = _ ę,^(2)) = o, (y =1,2,, n),

ou 71 1 Z 71

V. Pour 7=O2>, nous avons (cf. (12)):.

^)<0, (Ż=l,2,...,n-1), ^„(02))=0
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et, par consóquent,

(E3) <?/t®)>0, (j=l,2,...,n—1), ^2,) = O.

Les conditions initiales (E3) sont de meme type que les 
conditions (Ej). Nous pouvons donc appliquer le meme raison
nement que plus haut (I, II, III, IV) pour t>l®>. Le thóo
reme II est donc dómontró.

§ 4. a) Considórons un systeme dynamigue2) d’equations 
diffórentielles ordinaires:

2) Cf. par esemple: E. Kamke, Differentialgleichungen. Lósungs- 
methoden und Lósungen. Leipzig 1942, p. 42.

(15) dxh 
dt

— fi(®l,®2, •” ,®n),

ou sont des fonctions continues des yariables
dans le domaine:

(l-\) OO <C *^2ł * “ , —I- OO .

Supposons satisfaites les hypotheses suiyantes:

(A') a) a?A_i/*>0 pour a?A_! =|= 0, (— 1,2,..., n 1 j —■ xn)>
fi) a?„_i/n<0 pour ;r„_i=ł=0.

(B') a) Si

alors

(j=n,1,2,...,*)
(7 = Zt+l,...,n—1)

1, ®2, •••, ®n) **-2, —1,2,...,łl 1).
/3) Si xj^xj, (y=l,2,...,%—1),

alors
/n(®l, ®2, > ®n) ^2, ••• ,®n)-

Supposons que les fonctions ^(f),^^),...,^;), ou t^tOf 
constituent une solution non triyiale (c’est-a-dire que y*(t)Ef=O, 
k=l,2,...,n, cf. le thóoreme I, 1°) du systeme (15) avec 
les conditions initiales suiyantes:
(E«) n(*o)>0, (fc=l,2,...,n—1),
et dósignons par T™, T®\ T®,...,(f0 < T^l)< T®>< T®< ...), les 
zóros consecutifs de la fonction y*(t), (fc=l,2,...,%).
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Supposons que la condition de l’unicitó des solutions du 
systeme (15) soit satisfaite.

En tenant compte du theoreme II nous pouvons enonęer 
la proposition suivante:

Si les hypotheses (A') et (B') sont satisfaites, la solution 
a,i='¥’i(0, ®2=V2(0,■■■■> ^n=y’n(t') du systeme (15), satisfaisant 
auw conditions initiales (E4) est oscillante, les zeros sont simples 
et nous arons de plus les inegalites:

tm< " < T(o<Tu+»^ (i=l,2,3, ...)•

Remarąue.
Si designe le premier zero a droite de t0 de la fonc- 

tiony>1(<), et si dans (E4) y1(to)=O et le premier nombre diffe- 
rent de zero est yft(t0), (2^&^n), alors les premiers zeros 
Tk\Tk+i, ...jT^n respectiyement des fonctions y>k,y>k+i,---,V>n se 
trouyent dans l’intervalle i0<f<Ti) et nous avons de plus 
T^< T^i<...<T™.

b) Considerons un systeme d’equations differentielles:

(16)

df

~jT = fnl-i^n—1),

ou/A(i,ic*_i), (fc=l,2,...,n-, x0=xn) sont des fonctions continues 
dans le domaine

(D) t^t0, —oo<a?t,a?2,... ,a?n<+ 00 •

Supposons que la condition de 1’unicite des solutions du 
systeme (16) soit satisfaite. Dósignons par

une solution (non triviale) du systeme (16) qui existe pour 
t>t0 et satisfait aux conditions initiales:

(Es) Ay(to)^O, (j=l,2,...,n 1), Xn(io)^O.
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Les hypotheses (A), (B), (C) du theoreme II prennent, dans 
le cas du systeme (16), la formę suivante:

(A”) <rA_i)>0 pour a?A_i=|=0
(&—1,2,...,%; x0—Xri).

<B") Si alors /A(f, )>/*(«, zA_t)
(S=l,2,...,n; x0=xn').

(C") Si <i,c2, ...,cn sont des constantes, alors
oo

c*_i y1'/A(/,cA_i)df=+oo pour c*_i=hO 

(A;=l,2,...,n; c0=c„k

Soient 0*),0i>,0®’,... les zeros consócutifs de la fonc
tion A’*(0 plus grands que to,(to<0k)<0<k<0k)< •••) pour 
7«=1,2, ...,n.

On peut dans le cas du systeme (16) enonęer le theoreme II 
sous la formę

Si les hypotheses (A"), (B") et (C") sont satisfaites, la solu
tion x1=X1(t),x2=X2(t),...,xn=Xn{t) du systeme (16), satis- 
j ais ant aux conditions initiales (EgV, est oscillante pour t^t0, 
ses zeros sont simples et nous anons de plus:

0(/’<0?<...<0^<0(/+1), (£=1,2,3,...).

Remarque.

Si 0® est le premier zero de la fonction Xx(t) a droite de t0, 
chacune des fonctions X2(t),...,Xn(t) peut avoir au plus un zero 
dans l’intervalle fo<t<0i1>.

c) Considerons maintenant l’óquation diffśrentielle

/7n /p
(17) +A(i)^=0, 

ou A(7) est une fonction continue et positine pour ti^t0. 
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Eemplaęons l’equation (17) par le systeme d’equations diffe- 
rentielles:

(18) () = 2,3, ...,w—1),

dxn
—-- Xn_ 1 .

ou nous posons xk
dn~k x
dln~k '

On peut yerificr que si A(t) >0 pour t^t0 et si \A(t)dt=oor 
les seconds membres du systeme (18) satisfont aux hypotheses 
(A), (B) et (C) du thóoreme II. Les conditions initiales (E) 
prennent dans ce cas la formę suivante* 3):

([i ję
3) Nous remplaęons —r- par «(').

dtł

(F6) a>(t0) 0, a?(h(i0) o, 0 = 1,2,

Dósignons par tj1’,!®,... les zeros consecutifs de la 
<lerivee ^(t), (j=l,2, — 1) et par to\t(o\...,tón), les
zeros consecutifs de la solution x(t) de l’equation (17), plus 
grands que t0.

En appliquant le theoreme II au systeme d’equations (18),. 
nous obtenons le rósultat suivant:

oo

Si A(t)>0 pour t^t0 et si fA(t)dt= + oo, la solution de 

l'equation (17), satisfaisant aux conditions initiales (E6), est 
oscillante pour t^t0, ses zeros sont simples et nous avons de plus-.

Alors, entre deus zeros consecutifs de la (lerivee <dĄ7) il y 
a exactement un zero de la deriyee <r(ft)(t), 0,&=0,1,2,1- 
y=|=fc;
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C’est le rósultat obtenu par J. Mikusiński4) pour quelques 
solutions de l’equation (17) dans le cas ou A est une constante 
positive.

Remarąue.

a) Si a?U)(to)=O, ()=n—l,n —2,... ,%—&+!), r(n~•/i\(o)<0, 
»Wo)<O, (j=n—k—l,...,2,l), ®(t0)<0

1)

et si tjJLi designe le premier zero a droite de t0 de la dericee 
^-^(Z), les premiers zeros *_i, ...,t20,,A0),/ó0) plus grands
que t0 respectivement des fonctions

se trouvent dans l’intervalle et nous avons de plus:

b) Si ®W(<0)=0, (j=n—l,n—2,...,2,l), ®(%)<O et si 
designe le premier zero a droite de t0, le premier zero too) a droite 
de t0 de la fonction ®(() ss trouve dans l’intervalle t0< t< („2-i

Dans ces deux cas, pour les zeros
sont deplaces comme plus haut.

4) Voir: J. Gr. Mikusiński, Sur les fonctions kn{x). Annales de la So-
ciete Polonaise de Mathematiąue, T. 21 (1948), p. 49. Cf. aussi les articles
de Fitę et de Mikusiński eites sous1).



SUR UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE 
POUR QU’UNE FONCTION CONTINUE

SOIT MONOTONE
Par T. Ważewski (Kraków)

§ 1. Soit /(a?) une fonction definie dans un intervalle A. 
.'Si QCA, nous designerons par

/(<?)
l’image de 1’ensemble Q, obtenue par 1’intermódiaire de la 
transformation y=f(x), c’est-a-dire 1’ensemble de toutes les va- 
leurs que prend f(x) lorsąue x varie dans Q. Nous dósignerons 
respectivement par

D+ /(a?), 5(_) /(a?), D+ /(a?), /(a?)

le nombre derive superieur a droite, supórieur a gauche, infe
rieur a droite et inferieur a gauche de /(a?).

On doit a M. A. Zygmund le lemme suiyant1):
Si /(a?) est continue dans l’intervalle A, QCA, 1’ensemble 

f(Q) ne contient aucun intervalle non nul (c’est-a-dire ne 
se reduisant pas a un seul point) et si

(1.1) D+/(a?)<0 lorsąue xeA—Q

alors la fonction /(a?) est dścroissante au sens large dans A 
(c’est-a-dire /(a?2)^/(«i) lorsąue aąed, x2eA, et a?x<a?2).

Ce lemme cesse d’etre vrai lorsąue l’on affaiblit 1’inógahtó 
de la condition (1.1) en supposant ąue
(1.2) D+f(x) <0 lorsąue xeA — Q.

') Cf. par exemple S. Saks, Theorie de 1’integrale, p. 137. Le present 
enonce passe en celui de 1’auteur lorsąue Fon introduit la fonction 

_F(a:)= —/(a:).
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II esiste, en effet, une fonction /(a?) eontinue et croissante au 
sens large dans l’intervalle Zl =[0,1] et telle que

(1.3) /(0)</(l)? //(a7) = 0 lorsąue x e zl — Q

ou Q designe un ensemble de mesure nulle. Une telle fonction 
a ótó construite par Lebesgue2).

2) II. Lebesgue, Leęons sur 1’integrcition (deuxieme ódition, Paris 1928)- 
La fonction ^(a:), dófinie a page 56, jouit des propriótós en ąuestion.

3) Cf. S. Saks, loc. cit.

Dans cet exemple, on yerifie facilement ąue 1’ensemble /(Q) 
ne contient aucun interyalle non nul et que la fonction /(a?V 
n’est pas decroissante au sens large en raison de (1.3).

II conyient de rappeler que le lemme de M. Zygmund 
permet de deduire de (1.2) la consóąuence ąue f(x) est de- 
croissente au sens large lorsąue l’on admet accessoirement ąue 
1’ensemble Q est dónombrable 3).

Dans la notę prósente, nous dómontrons que la relation (1.2)r 
jointe a 1’hypothese que 1’ensemble f(Q) soit de mesure nulle,. 
constitue la condition nócessaire et suffisante pour que la 
fonction eontinue /(a?) soit dócroissante au sens large.

L’hypothese ąue /($) ne contienne aucun intervalle non 
nul a un caractere topologiąue. Elle esprime ąue 1’ensemble 
f(Q) est punctiforme. (Test la ąue reside la raison pour laąuelle 
la demonstration du lemme de M. Zygmund est si rapide 
et ólómentaire.

L’hypothese que f(Q) soit de mesure nulle a, au contraire, 
un caractere mótriąue; c’est pourąuoi la demonstration du 
lemme ąui suit est plus compliąuee.

§ 2. Lemme. Soit /(®) une fonction eontinue dans l’inter- 
valle ferme et borne Posons

A = f{a), B = f(b)
et admettons ąue

(2.1) a<b A=f(a)<f(b)=B.

Dósignons par W 1’ensemble de tous les x pour lesąuels

(2.2) aśix<b D+f(x)>0 (ensemble W).
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Cela pose, la mesure exterieure (au sens de Lebesgue) de Vensemble f(W) est superieure a zero
(2.3) mef(W)>0.

Demonstration. I. Dósignons par E(y) la classe des x 
pour lesquels

(2.4) x e [a, &],/(«?) = y (ensemble E(y)).
La fonction f(x) ótant continue dans [a,&], 1’ensemble E(y) 
est ferme et bornó. Si 4=/(a)<«/<f(6)=B, 1’ensemble E(y) 
est śvidemment non vide et il admet un maximum que nous 
dósignerons par g{y)
(2.5) g(y) = maximum de E(y).

II. La fonction g(y) est donc dófinie dans l’intervalle fermó 
c’est-a-diredansl’intervalle/(uX2/</(6). De (2.4) et (2.5)

resultent immediatement les propriśtśs III, IV et V suivantes.

III. Si xe[a,b], f(x)e[A,B], £=e(f(x))
alors

IV. Si ye[A,B], £=e(y) alors y=f(£).
V. On a

(2.6) e(B) = b.
VI. Nous soutenons que la fonction g(y) est croissante 

au sens strict dans l’intervalle [A,B]=[/(«),/(&)]. En effet, 
admettons que

(2.7) f(a)=A^y1<yz^B=f(b).
II suffit de prouver que

(2.8) e(y1) < e(y2).
Posons

(2.9) li=e(2/i), £2=e(ya)
Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIV. 8
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et admettons, pour la demonstration par 1’impossible, que (2.8) 
n’ait pas lieu. On aura donc

(2.10) ^>^2.

En vertu de (2.9) et de IV on aura

(2-11) = 2/2=/(f2)-
Si fx=£2, il en rósulte que yx=y2 contrairement a (2.7).

Reste le eas (cf. 2.10)

(2.12) e2<^.

En vertu de (2.7) et (2.11) il vient

(2.13) /(^i)</(^)^/(&).
La fonction /(«), ótant continue dans l’intervalle 
prend dans ce dernier toutes les valeurs y situóes dans l’in- 
tervalle [/(£x), /(&)] et, en particulier, la valeur /(£2) (cf. 2.13).

II esiste donc un a

(2.14)

tel que
/M=M)=?/2.

On a donc en vertu de (2.9)

f2=M=e(/(^))-
II s’ensuit, en vertu de la propriótó III que et, par suitę 
(cf. 2.12), ce qui est contraire a (2.14).

, La proposition que la fonction ę(y) est croissante au sens 
strict dans l’intervalle [A,B] = [/(«),/(&)] se trouve ainsi dó- 
montree.

En s’appuyant sur la definition de Q(y) et sur (2.6), on 
obtient la relation

(2.15) a< g(y)< Q(B)=b lorsque A<y<B.

VII. La fonction g(y), etant croissante au sens strict dans 
l’intervalle [A,B] elle possede, comme on le sait bien, presque 
partout dans cet intervalle, une dórivee finie et non nó- 
gative o'(y). ■
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L’ensemble U, composś des y pour lesąuels

(2.16) A<y<B, 0^ g'(i/) < + oo (ensemble U)

aura donc la mesure egale a celle de l’intervalle [A,.B], 
c’est-a-dire (cf. 2.1)

m( U) = m([J.,B]) =B— A > 0.

On a óvidemment

(2.17) 0<j>'(2/)<-| oo lorsąue y^U.

VIII. Designons par V l’image de 1’ensemble U que l’on 
obtient par 1’intermediaire de la transformation a;=(>(y). On 
aura evidemment

V= e(U)C[a,b]

(2.18) f(V) = &, m(f(V))=m(U)=B—A>0.

IX. Nous soutenons que

(2.19) D+f(x)>0 lorsque xeV.

En effet, admettons que
6 I .

II suffira de prouver que
2>+/(a?0)>0.

En vertu de la definition de V, il existe un y0 tel que

(2.20) y^U, e(y0) = x0,

et, en raison de (2.16), on aura

(2.21) A<y0<B, O^g'(2/o)<+oo

En vertu de (2.15) on a donc

a<Q(y0)<Q(B)=b

c’est-a-dire (cf. 2.20)
a<x0<b.

De (2.20) et de IV il vient

(2.22) yo=f^o)-
8*
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En vertu de la definition de D+~f(x) il existe une suitę {xv}, 
telle que

(2.23) x0<xv<b, xv-+x0, ->D+f(x0).
00 q

Posons

(2.24) 3/p=/(«v).
On a

(2-25) =/(«„)->/(a?0)=2/0e (A,B)

et, par suitę,
yve(A,B)

lorsąue v est superieur a certain indice v0. La fonction g(y) 
sera donc definie pour y—yv (r>v0). En posant

(2.26) ^=g(y,) = 6 (/(»„))

on aura (cf. 2.23 et III)

(2.27) x0<xv, x0<xv^.^v^.b

et, en vertu de (2.24), (2,26) et IV

yv=f(Jżv)= /(®v).

Comme £„><r0 (pour v>v0), ^ = g(2/v), ®o = e(yo) la fonction 
ę(y) est croissante au sens strict, on voit facilement que

(2.28) yv>y0-

Nous avons pour v>v0 (cf. 2.24, 2.22, 2.28, 2.27, 2.26, 2.20)

(2 „9x /(^)—/(aip) = yv— y0 > yv—y0 = yv-y0 > 0
' xv— x0 xv—x0^ęv — x0 e(yv)—e(y0)

Mais, en raison de (2.20), (2.17) et (2.25), il suit

(2.30) 0<e'(2/o)<+°o-
Uv yo
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On conclut, en vertu de (2.29) et (2.30), que se prósente un 
au moins des cas suiyants:

f(x„)—f(x0)xv—x0 oo (lorsąue e'(y0) =0),
f(xv)—f(x0) (lorsąue 0 < e'(y0)<+ oo).

II vient, de la et de (2.23), ąue

D+f(x0)>0.
Comme x0 dósigne un point ąuelconąue de V, il en resulte ąue

D+/(<r)>0 lorsąue xeV.
II s’ensuit, en vertu de la dófinition de 1’ensemble W, (cf. 2.2) 

ąue VCW et, par suitę, f(V)Cf(W). On en conclut, en raison 
de (2.18), que

we/(W)> m(/(F)) =B—A > 0.

L’inógalitó (2.3) se trouve ainsi ótablie.

§ 3. Theoreme 1. Supposons ąue la fonction f(x) soit con- tinue dans un intenalle A. Dósignons par Q la classe des points x e A pour lesąuels
(3.1) p+/(®)>0.

Cela posó, la condition nócessaire et suffisante pour ąue f(x) soit dócroissante au sens large dans A, consiste en ce gue
(3.2) W(Q) = °4)-

Dómonstration. Cette condition est óvidemment nóces
saire, car f(x) etant dócroissante au sens large, on a 1’ine
galite D+f(x)^.O partout dans J sauf peut-etre a l’extre- 
mitó droite de A. L’ensemble Q est donc vide ou bien il se 
róduit a un seul point et, par suitę, (3.2) a lieu.

4) mf(Q) dósigne la mesure au sens de Lebesgue de 1’image /(Q) deę
par 1’intermediaire de la transformation y=f(x).
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Passons a la suffisance de notre condition. Supposons, 
pour la demonstration par 1’impossible, qu’il esiste deux 
points aeA, be A, (a<_b), tels que f(a)<f(b). Dósignons par 
W la classe des points x de l’intervalle [«,&] pour lesquels 
P_l_ /(.r) > 0. En vertu du lemme precedent il vient

(3.3) me/(W)>0.

D’autre part on a óvidemment WCQ et, par suitę, (cf. 3.2) 
0 = mf(Q) —0, c’est-a-dire me/(W) = 0, ce
qui est incompatible avec (3.3).

§ 4. On dit qu’une fonction /(a?), definie dans un intervalle A, 
satisfait, dans celui-ci, a la condition X de M. L u s i n 
lorsque, pour tout ensemble AC A, tel que mA = 0 on a mf(A)—O.

En s’appuyant sur le theoreme precedent on obtient imme- 
diatement le theoreme suivant.

Thóoreme 2. Si la fonction f(x) continue dans un inter- 
valle A, satisfait, dans, ce dernier, a la condition N de M. Lu sin 
et si Pinegalite

(4.1) P+/(|)<0

a lieu presgue partout dans A, alors la fonction f(x) est decrois- 
sante au sens large dans eet intenalle.

Remarąue 1. Le Theoreme 1 reste vrai lorsque l’on y rem- 
place 1’inegalitś (3.1) par la suivante

L>(_)/(a?)>0.

Lorsque Fon y remplace (3.1) par l’une des inegalites

-D+/(®)<0 ou A—>/(«)< O

on obtient les conditions necessaires et suffisantes pour que 
la fonction f(x) soit croissante au sens large dans l’intervalle A. 
II suffit, en effet d’appliquer une des transformations: x=X, 
y==—Y ou a = —X, y=±Y pour ramener chacun de ces 
trois cas au Theoreme 1.
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Remarque 2. En s’appuyant sur la remarąue precedente 
on voit ąue le Theoreme 2 reste vrai lorsąue l’on y remplace 
1’inegalite (4.1) par 1’inegalite Z>(_)/(®X0.

Lorsąue Fon y remplace (4 -1) par l’une des inegalites

f(x) 0, Z>(_)(®) 0

on obtient la condition necessaire et suffisante pour ąu’une 
fonction continue, jouissant de la proprietś N de M. Lu sin 
dans l’intervalle J, soit croissante au sens large dans cet 
interyalle.
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SUR LES SYSTEMES D’INEGALITES DIFFERENTIELLES 
ORDINAIRES REMPŁIES EN DEHORS DE CERTAINS ENSEMBLES

Par J. Szarski (Kraków)

Introduction. Nous allons nous occuper dans cette notę des systemes 
d’inegalites differentielles ordinaires de la formę

(1) (f = l,...,n),

ou D+q>(x) x) designe la derivee superieure droite de <p(x) et les inegalites
(1) sont supposees etre satisfaites en dehors d’un ensemble jouissant 
d’une certaine propriete.

. Afin d’expliquer cette propriete, considórons un systeme d’equations 
differentielles

fZ?/z
(2) (i=l,...,n),

9

ou les fonctions ^'(a?,?/1, ...,3/'') sont supposóes etre de la classe C1 dans 
un ensemble ouvert a> et soit Z un ensemble contenu dans m. Dósignons 
par Eg(Z) la zonę d’emission droite de 1’ensemble Z, c’est-a-dire 1’en
semble des pomts situes sur les integrales du systeme (2) issues des points 
de 1’ensemble Z et prolongees a droite. Pour un x donnę, designons par 
Tf/(Z,ir) 1’intersection de 1’ensemble avec le plan x=x (cet en
semble peut etre evidemment vide).

Propriete P de 1’ensemble Z. Nous disons que 1’ensemble Z jouit 
de la propriete P par rapport au systeme (2), lorsque pour tout x les pro- 
jections de 1’ensemble Tg(Z,x) sur les axes des coordonnees yx,...,yn ne 
contiennent aucun segment.

Theoreme 1. Supposons que les fonctions f‘{x,yx,...,y"), (i=l,...,ri) 
soient continues dans un ensemble ornert Q et qu'elles y satisfassent aux 
hypotheses suirantes:

1° Si pour un i quelconque

(3) yv^yv (v=l,...,i—l,i + l,...,n)

alors

(4) /'■(«,^, ...,y"j < ffafy1, ...jy^y',^1,... ,y").

b 22+f/Gz) designera la deriyee inferieure droite de g>(x).
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 1
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2° Soit

(5) 2/'=v>'(®) (i=l,...,n)

Pintegrale superieure a droite2) du systeme

2) Pour la dófinition et l’existence de cette integrale dans 1’hypothese 1°, voir 

E. Kamke, Zur Theorie der Systeme gewóhnlicher Dijjerentidlgleieliwngen, Acta Math. 
T. 58, p. 78, Satz 7.

3) Dans les liypotheses du Lemme 1 la courbe (5) est l’unique integrale du sy

steme (6), issue du point Po.

(6) = (i=l,...,n)

issue du point P (x0,y^,...,y") et definie dans Tinterealle

(7) x0^.x<.x0 + a.

3° Soit

(8) y'-=<p\x} (i=l,...,n)

une courbe continue dans Vintervalle (7) situee dans Q et telle ąue

(9) = (i=l,...,»).

Designons par Z ^ensemble des points de la courbe (8) dans lesąuels 
une au moins des inegalites (1) est en dej aut.

4° Supposons ąue, pour tout systeme d'eąuations dijjerentielles (2) dont 
les seconds membres sont de la classe C1 * dans un ensemble ounert a>CD et 
y satisfont aux inegalites

(10) /'(a?,3/") (i=l,...,n)

Vensemble Z .w jouisse de la propriete P par rapport au systeme (2). 
Dans ces hypotheses les inegalites

(11) ’ cp'(x) (x) . (i=l,...,n)

sont rerijiees dans l’intervalle (7).

Avant de passer a la dómonstration de notre thóoreme, nous demon- 
trerons trois lemmes.

§ 1. Lemme 1. Supposons ąue les jonctions f'(x,y1,...,yn), (i=l,... ,n) 
soient de la classe C1 dans Q et ąue les hypotheses 1° et 2° soient satisfaites 8). 
Supposons ensuite ąue

3°' la courbe (8) passe par le point P0(x0,yi,... ,?/£), c’esi-d-dire

(12) 9>'(®o) = /(®o) (i=l,...,n)

et ąue
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4°' V ensemble Zo des points de la courbe (8) dans lesąuels une au moins 
des inegalites

(13) D+yi(x)<fffx,y1(x),...,<pn(x')) (i=l,...,n)

4) E. Kamke, Differenti algleicbungen reeller Fwiikticncn, Leipzig 1920, p. 165, 
Satz 1.

5) J. Szarski, Sur un systeme d’inegalites differentielles, Annales de la Scciete 
Polonaise de Mathómatiąue, t. XX, p. 128.

est en defaut, jouisse de la propriete P par rapport au systeme (6).
Ceci suppose, les inegalites (11) sont nerijiees dans un roisinage a droite 

du point x0.

Demonstration. Dósignons par

(14) ...,?;") (i = l,...,n)

1’intógrale du systeme (6) passant par le point (£ ,ri1,...,r)n'). Les fonctions 
y'(x,l-,i]1,...,r]n) sont de la classe C1 partout oii elles sont dófinies et rem- 
plissent les identitós 4 5)

n

(15) y'^x,S (i=l,...,n)
y=i

En vertu de 1’hypothese 1° on a pour s)

(16) y‘t]j(x,^,g1,...,r]n)^0 (i,j=l,...,n).

II existe eyidemment un nombre b>(), tel que chaąue intógrałe (14) 
passant par un point (£ ... ,yn) qui appartient au cube

(17) |f—®0\<b‘, \ril—y'0\<b (i=l,...,n)

est dófinie dans l’intervalle
(18) \x—®0|<&.

Dósignons enfin par c<b le nombre positif tel que la courbe (8) soit 
situóe a 1’interieur du cube (17) pour x appartenant a l’intervalle
(19) xot^.x<xo-sf-c.

Nous allons prouver que les inógalitós (11) sont remplies dans l’inter- 
valle (19).

En effet, soit x un point ąuelconąue appartenant a l’intervalle (19). 
D’apres la definition du cube (17) et de l’intervalle (19) les fonctions 
yffx,^,rj>-,...,rjn) sont de la classe C1 dans le cube (17). II en rósulte ąue 
les fonctions
(20) ^>i{x)=yi(x,x,(p1(x),...,<pn(x)) (i=l,...,n)

sont continues dans l’intervalle
(21) a?0 o: ai.

1
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En vertu de (16) et de ce ąue les clerivees y\ J(x,^,p1, ■ ■.,T)n') ne peuvent 
s’annuler toutes a la fois, on a — en cliaąue point de l’intervalle (21) 
ou le systeme d’inegalites (13) est rempli — les inegalites

n
D+<P(x) <pk(x)} + ^'^^(«,a;,?>*(ic))5+924(a;)

<yl[x,x,(pk(x))p 2. y‘,j{x,x,(pk{x)\ ii{x,(ph{x^ (i=l ,...,n). 
7=1

II s’ensuit d’apres (15)

(23) Z>+dJ'(a;)<0 (i=l,...,n)

en tout point de l’intervalle (21) ou les inegalites (13) ont lieu. Designons 
par A-, 1’ensemble des points de l’intervalle (21) dans lesąuels l’inegalite
(23) est en defaut. D’apres ce ąue nous venons de constater, une au 
moins des inegalites (13) n’est pas remplie dans A,. L’ensemble Z, des 
points correspondants sur la courbe (8) fait donc partie de 1’ensemble Zo 
et par conseąuent, en vertu de 4°', jouit de la propriete P par rapport 
au systeme (6). II en resulte, en particulier, que la projection de 1’en
semble Tf(Zi,x) sur l’axe y‘ ne contient aucun segment. Mais il est aisó 
de voir que cette projection est l’image de 1’ensemble A,- par la fonc
tion <?'. Nous venons ainsi de constater ąue l’image par la fonction
de 1’ensemble A,-, ou 1’inegalitó (23) est en defaut, ne contient aucun 
segment.

En vertu d’un theoreme de Zygmund 6), il en resulte que la fonction 
<P(x) est non-croissante dans l’intervalle (21). Nous avons donc en par
ticulier
(24) 0'’(^X0'(a?o) • (i=l,...,n).

D’autre part, ćl’apres la definition des fonctions ,yn)

(25) (P(x) =y’2ź,x,T1(x),... ,t"(x)1 = y’(x) (i =1,... ,u)

et d’apres (12)

(26) <Ti(x0) = yi[x,x0,<f>1(x0),...,<pn(x0)]j=yi^x,x0,ip1(x0),...,tpn(x0)) = y);(x').

Rapprochant les relations (24), (25) et (26) nous obtenons

(27) ’ <p,(x)^'(x) (i=l,...,n\.

Le point x etant un point arbitraire de l’intervalle (19) le Lemme 1 est 
ainsi demontre.

Lemme 2. Le Lemme 1 reste vrai, lorsqu'on remplace les egalites (12) 
par les inegalites (9).

°) S. Saks, Theory oj the integral, 1937, p. 203.
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Demonstratlon. Designons par y'=ipi{x') 1’integrale du systeme (6) 
issue du point ,ę?1(o?o),... ,<pn(x0)], c’est-a-dire

(28) 9’/(®o) = V''(«o) (i= l,...,n)

En yertu du Lemme 1, on a les inógalites 

(29) 
dans un yoisinage a droite de x0. D’autre part, selon (9) et (28),

(30) (i=l,...,n).
q>‘(x)

Tl en resulte que 7) 

(31) (i=l,...,n)

dans un yoisinage a droite du point x0. En rapprochant les inegalites
(29) et. (31), nous obtenons la proposition du Lemme 2.

Lemme 3. Dans les hypotheses du Lemme 1, avec les egalites (12) rem- 
placees par les inegalites (9), les inegalites (11) sont remplies dans Pinter- 
vdlle (7) tout entier.

JDemonstratiom. En vertu du Lemme 2 les inegalites (11) sont 
yerifiees dans un yoisinage a droite du point a?0. Dśsignons par x la 
borne superieure des points x appartenant a l’intervalle (7) et tels que 
les inegalites (11) ont lieu dans l’intervalle Pour terminer la de-
monstration, il suffit de montrer que x~x0-Pa. En effet, s’il n’en etait 
pas ainsi, on aurait x<x0-\-a et en yertu de la continuite cpi{x)^y>i(x'). 
En appliquant le Lemme 2 au point x (au Leu du point <r0) on arriyerait 
donc a contredire la definition du point x.

§ 2. Demonstratlon du Theoreme 1. II suffit evidemment de 
prouver que les inegalites (11) ont lieu dans tout interyalle ferme [x0,x], 
ou x0<x<x0 + a. Fixons donc l’intervalle [x0,x] et soit co un ensemble 
ouyert et borne, contenu ayec sa frontiere dans D et contenant les courbes
(5) et (8) enyisagóes dans 1’interyalle qui vient d’etre fixe. Designons 
par K^jy1,...^") le cube de demi-cote l/v et au centre P(x jp1,... ,yn). 
Lorsąue N est un nombre naturel suffisamment grand, chaque cube K„, 
dont le centre appartient a la fermeture ćó est contenu dans _Q pour v^N.

Posons pour tout P(x,y1,...,y"') appartenant a w

(32)

I f • I fi^,y1,...,pn)d^dg1...d7)n

Kv(x,y'.....i,")

(T‘
p’=l,...,ni
( v^n r

’) Cf. 2), E. Kamke, loc. cit., p. 82, Satz 6.
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Les fonctions ainsi definies sont de la classe C1, satisfont a 1’hypo
these 1° 8) et tendent uniformóment vers /' dans co 9). Nous pouvons 
supposer (en prenant au besoin une suitę partielle) qu’on ait

(33) (f=l,...,n; r>^)

dans co. Posons

(34) giv(x,y1,...,y) = fiv{x,y1,...,yn) + ^ (i=l,...,n-, v^N).
Les fonctions (34) jouissent des proprietes suivantes:

(oc) g‘v sont de la classe C1 dans co;
(P) 9'v>f‘ dans ft) (en vertu de (33) et (34));
(y) uniformement dans ćó;

(8) g[, satisfont a 1’hypothese 1° dans co.
Considerons le systeme d’óquations diffórentielles

(Sr)
et soit
(35) y=vtv(x) (i=l,...,n)
l’intógrale du systeme (S„) issue du point P0(x0,yi, ...,y£). Designons parZ„ 1’ensemble des points de la eourbe (8) dans lesquels une au moins 
des inógalitós differentielles

(Ir) P^ep\x)<giv^,cp\x\...^n(x}] (i=l,...,n)
est en defaut. En vertu de (0) 1’ensemble Zv fait partie de 1’ensemble Z 
et par consóquent, d’apres 1’hypothese 4°,

(e) 1’ensemble Z„ jouit de la propriótó P par rapport au systeme (S„).
D’apres (y), a partir d’un indice v suffisamment grand, les intógra- 

les (35) existent dans l’intervalle [®0>®] eI, en vertu de (0) et (3), y ten
dent uniformement vers l’intógrale (5), c’est-a-dire qu’on a uniformó- 
ment10)
(36) lim v>;(<»)=■¥’'(«) (i=l,...,n).

v->oo

8) Voir 1’enoncó du theoreme 1 ou l’on doit remplacer dans 1°, f‘ par fv.
») J. Szarski, Sur une methode d’a/pproximation des fonctions, Annales de la So

ciete Polonaise de Mathematiąue, t. XX, p. 121.
10) Cf. 2), E. Kamke, loc. cit., p. 80, Satz 8.
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D’autre part, en vertu des proprietós (a), (3), (s) et du Lemme 3, 
nous avons dans l’intervalle [x0,x] les inegalites

(37) ^(a) (i=l,...,n)

pour v suffisamment grand. Les relations (36) et (37) entrainent les ine
galites (11) dans l’intervalle [a>0,®], ce Qui termine la dómonstration.

§ 3. Theoreme 2. Supposons que toutes les hypotheses du Theoreme 1, 
a Vexception de 4°, soient remplies. Designons par A V ensemble des points 
de Vintervalle (7) dans lesguels une au moins des inegalites

(38) D+<pi{x)<fi(x,(p\x),...,q)n^ (i=l,...,n)

est en de f aut, et admettons que pour tout i
4°" l’image At de V ensemble A par 1'intermediaire de la fonction

X
(39) F'(x)=<p'(x)— I f‘[x,<p\x},...,(pn{x'^dx

x0

ne contienne aucun segment.
Dans ces hypotheses les inegalites (11) sont nerifiees dans Uinteroalle (7).
Demonstration,. On voit aisement que

(40) D^F''{x) = D+<p!(x)—/'(^y1^), ...,<p"(a?)j.

D’apres (40) 1’inógalite (38) impliąue 1’inegalite

(41) D+Fi(x)<0.

II en resulte, en vertu de 1’hypothese 4°'', que l’image par l’intermó- 
diaire de la fonction F'(x) de 1’ensemble des points x, dans lesąuels 1’ine
galite (41) est en dófaut, ne contient aucun segment. La fonction Fl(x) 
etant óvidemment continue, on en conclut, d’apres le thóoreme de Zy
gmund11) qu’elle est non-croissante dans l’intervalle (7) et par consó- 
quent
(42) j)+F‘(x) <0

partout dans l’intervalle (7). D’apres (39) et (42) les inógalites (1) sont 
donc remplies partout, d’ou l’on obtient la these du Theoreme 2 en vertu 
d’un thóoreme demontró par T. Ważewski12).

Applications particulieres. Nous montrerons a titre d’exemple, 
comment deux thóoremes connus sur les inógalitós differentielles, peuvent 
etre dóduits du Theoreme 2.

n) Cf. 6).

la) T. Ważewski, Systemes d’equations et d’inegalites differentielles ordinaires aux 
demiemes membres monotones et leurs applications, Annales de la Societć Polonaise 
de Mathómatiąue, t. XXIII, Theoróme 2, p. 124.
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I. Le Theoreme 2 subsiste, lorsąue 1’ensemble A des points x, dans 
lesąuels les inegalites (38) ne sont pas remplies, est au plus denombrable. 
En effet, dans ce cas-la les ensembles A; sont aussi au plus denombrables 
et ne contiennent aucun segment.

II. Le Theoreme 2 subsiste, lorsąue <?'(&) sont des fonctions absolu
ment continues genśralisćes et satisfont au systeme d’inegalitśs (38) 
presąue partout dans l’intervalle (7)13).

En effet, dans ces hypotheses E'(a?) sont aussi absolument continues 
genćraiisees et 1’ensemble A est de mesure nulle. II en resulte14) que 
1’ensemble At qui est l’image de 1’ensemble A par 1’intermediaire de la 
fonction E'(®), est aussi de mesure nulle et par consóąuent ne contient 
aucun segment1B).

13) cf. q.

“) S. Saks, Theory of the integral, 1937, p. 223.
15) Dans le cas des inegalites foibles (38) on considere la fonction Fi(x)—tx, ou

«>0 est arbitraire.



SUR UN SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 
DU PREMIER ORDRE COMPLETEMENT INTEGRABLE

Par J. Szarski (Kraków)

Le but de cette notę est d’evaluer le domaine d’existence de la so
lution du probleme de Cauchy, relatif au systeme d’óquations differen
tielles de la formę

(p=l,2,...,m-, a=l,2,

Nous allons deduire cette óvaluation des resultats, obtenus antó- 
rieurement par T. Ważewski, pour le cas m=& = l1), en faisant 
intervenir la transformation de Mayer. Avant de passer au theoreme 
concernant le systeme (1), nous formulerons un theoreme dans le cas 
particulier lc = l, c’est-a-dire dans le cas ou le systeme (1) a la formę

(2) = (,«= 1,2,...,%).

Theoreme (W). Supposons que les fonctions

ff^x,y1,...,yn,z1,...,zm,q^,...,qi*n) (,«= 1,2, ...,?i)

soient de la classe C3 dans le cube

(3) |® —®|<a; . !y.—\qff—qf\^a-,

leurs derinees du premier, du deuxieme et du troisieme ordre par rapport 
aux rariables y1,...,yn,z1,..., zm, qf,... ,q^ etant absolument inferieures a un 
nombre positif M. Soient

••• lUn) (y=i. ,2,... ,m)

des fonctions possedant dans le cube

(4) \yi— yt\^a

les deriuees partielles jusqu,au troisieme ordre continues et absolument 
inferieures au nombre M.

’) T. Ważewski, Sur Ta/ppreciation du domaine d’existenee des integrales de Tegua- 
tion aux derivees partielles du premier ordre, Annales de la Societe Polonaise de Ma- 
thematigue, t. XIV, Theoreme 2, p. 169.
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Supposons ensuite qu'on ait les inegalites

(5)

et posons

3(p^yi,-,yn) °u9yt q‘
(6) c(7K,m,n) = [8Jf(m-)-w)]_1[l + 22lf(m-|-w)]_2

(7) r(M,m,n) = 2M
_1_

• 2(m + w) ’

(8) N(M,m,n) = M[1 + 3mr(M,m,n) mtr^M,m ,ny\,

(9) b(M,m ,n,a) = a2{(n + l)[W(Jf,m,n) + « +l]}-6,

(10) d(M,m,n,a) = niin[c(M,m,n), b(M,m,n,a)].

Ceci suppose, le systeme (2) possede une solution unigue 7^x,y1,...,yn) 
(/a = 1,2, dans V ensemble

(U)
\x—x\<b{M,m,n,ay,

yi—yt\ ^a{ln[N(M,m,n)+ l]}~1--N\M,in,n)\x—-x\

gui est de la classe C2 dans ^ensemble (11) et satisfait aux conditions initiales

(12)
dans le cube

,yi, ,y n)—, ••• ,yn)

(13) yi—yt\ ^a{4=n[N\M,m,n) +1]}__1.
Le theoreme qui vient d’etre ónoncó resulte immediatement du theo

reme citś plus hautT), lorsqu’on applique au systeme (2) le procedć des 
approximations successives, employó par T. Ważewski, dans son 
travail sur les systemes de la formę (2)2).

Nous dóduirons a present du Tlióoreme (W) un lemme.
Lemme. Conseroons toutes les hypotheses du Theoreme (W) en admettant 

gue les seconds membres du systeme (2) dependent de certains parametres 
źln de faęon gue leurs derwees par rapport aux nariables y1,...,yn, 
<1^, g“,...,g“, A ,...,Xk jusgidau troisieme ordre soient continues et abso
lument inferieures au nombre M dans le produit cortesien du cube (3) et 
du cube

(11) !(«=!,2,...,fc).

Pour X1,...,Xh fixes designons par7,^ {x,y1,...,yn,ł1,...,A/l), (/u—l,2,...,m), 
V unigue solution du systeme

(15) (p=l,2,...,m)
2) T. Ważewski, Sur le probUme de Cauchy relatif d un systeme d'equations aux

derwees partielles, Annales de la Societe Polonaise de Mathśmatigue, t. XV, p. 101.
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satisfaisant aux conditions initiales (12), dont Vexistence dans V ensemble (11) 
est assuree par le Theoreme (W). Nous affirmons ąue dans nos hypotheses 
les fonctions x/i(x,y1,...,yn,k1,...,2.k) admettentles deriyees par rapport atoutes 
les yariables, j us g id au deuxieme ordre continues dans V ensemble

| x—x | < ó (M, m, n + k, a);
(16) \yt—y, | ^a{4(« + fc)[N( + Zc) +1]}-1 — N(M,m,n-\-k) ,

\ka \ ^a{4=(n + k)[N(M,m,n + k) +1]}-1—N(M,m,n k) |'®—£|.

Demonstration. Le systeme (15) peut etre considóró comme un 
systeme de la formę (2) sans parametres mais avec ndk yariables 
y1,...,yn,X1,...,Xk. En vertu de nos hypotheses et du Theoreme (W) nous 
obtenons la these du Lemme.

Nous passons a prósent au thóoreme qui fait objet de la notę presente.
Theoreme. Supposons gue 1° les fonctions f'ffxv...,xk,yr,...,yii,z1,...,zn^ 

q'f,...,T'n), soient de la classe C3, 2° leurs deriyees du premier, du deuxieme 
et du troisieme ordre par rapport aux yariables yr,...,yn,z1,...,zm,gf,...,gn 
soient absolument inferieures a un nombre positif L dans le cube

(li)

3° le

(18)

K—1^.—ls;‘—
systeme (1) soit completement intógrable tfest-a-dire gue les identitós

3fu 3f!‘ 3ht ", ™ ć»/“ ć>/“ ”, ć>/.“
| V a —N 4- V V n —ł a" 4- y — f»

3xa 3qj 3y. -~J 3gn 3z 3z P
P i=l 1=1 V=1 " T=1 v

JK. y^W. y
3x 4—' 3g-! 3y. -“—J 3g'.13z -t— 3z aa ,-=i a' ;=i p=i " ,=i1=1 V=1

soient remplies dans le cube (17).
Soient co!ł(y1,...,yn), (^ = 1,2,...,m), des fonctions possedant les deriyees 

partielles jusgidau troisieme ordre continues et absolument inferieures au 
nombre L dans le cube (4).

Admettons gid on ait les inegalites

(19) \g[l\<L-, \cofl(y1,...,yn)-zfl\.<^-,

et posons

3coAyi,...,y„) o,J g
3yt qi \ 4=

(20)

(21)

(22)

(23)

d=min(l,a),
1 

kL ’^(L,m,n,k,a)=min ó(3L + akL,m,n + k,d),

a(Jj,m,n,k,a)=a{£(n + k)[N\3L + akL,m,n + fcjd-l]}-1
—N(3L + akL,m,n-\-k)(i{L,m,n,k,a)-, (cf. (6)-(10))r 

y(L,m,n,k,a) = a(L,m,n, k,a) fi(L,m,n,k, a).
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Ceci suppose, le systeme (1) possede une solution uniąuey1,...,y„'), 
{/.i = l,2, dans 1’ensemble

k
(24) \xa—xa\<y(L,m,n,lc,a)-, \yi—yi\^a^L,m,n,'k,a)—L \x?—x?\,

(i=i

■qui y est de la classe C2 et satisfait aux conditions initiales

(25) Z/i(Xlf ••• Hlj ••• w,<i(l/l, •••)2/n)
dans le cube

(26) ' yi — yi\s^a(L,m,n,l<;,a').

JDemonstrat on. Nous demontrerons d’abord 1’unici te de la solution 
dóterminóe par les valeurs initiales (25) dans 1’ensemble *(24). En effet, 
introduisons la transformation de Mayer

(27) xa=xn + hax (a=l,2,...,fc),

ou Ax,...,Aa sont des parametres vórifiant les inógalitós

(28) | Xfs\^.a(L,m,n,lc,a) (fi=l,2,...,lc),

et soit zt,(x1,...,x/l,y1,...,yn) une solution du systeme(l) dans 1’ensemble (24) 
satisfaisant aux conditions (25). Fixons An.;.,A* et posons

(29) (x,y±,... ,yn, Ax,..., Aa) = z^(x± -J- ^x,..., XkAa^t , 2/i,... ,yn)

pour (x,y1,...,y,l) appartenant a 1’ensemble
A

(30) \x\<[}(L,m,n,k,a)-, \yi—yl\^.a(L,m,n,'k,a) — L^\^\\x
(i=i

On voit alors que les fonctions ainsi dófinies satisfont au systeme 
d’equations 

(31)

et aux conditions initiales

(32) X<i (6,?/i, •••,2/h , Ax,..., A*) — <u« {y1,... ,yn)

dans 1’ensemble (30), ou l’on a pose

F>'(x,y1

(33) k
= 2 ^^1 + \X>-^k + AkX’yi’-’yn^V-’Sn.^l’-^n')-

.3=1

Or, d’apres (33) et en vertu des hypotheses sur les fonctions ff, les de- 
rivóes du premier ordre des fonctions F" par rapport aux variables qf,..., qf
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sont absolument inferieures au nombre L £ ■ 2.) |. II en resulte, en vertu 
(?=i

de 1’unicite des solutions du systeme de la formę (31), dśterminees par 
les yaleurs initiales (32) dans 1’ensemble de la formę (30)3), que les ya
leurs initiales (25) determinent la solution du systeme (1) dans 1’ensem
ble (24) d’une faęon univoque.

Nous passons a present a la demonstration de l’existence de la solu
tion du probleme.

Nous demontrerons d’abord que, pour tout systeme fise de para
metres Aj,...,2* vórifiant les inegalites

(34) \Xp\^a(L,m,n,k,a) (/3=l,2,...,fc)r

le systeme (31) possede une solution %„(a?,^1,...,2/„,21,...,2A) dans 1’ensemble

\x\<ó(3L + akL,m,n+k,d)-, \y~yi\
^a{4(n + fc)[N(3L + alcL,m,n + fc) +1]}_x—N(3L + akL,m,n + fc)|a?|,

,qui admet les deriyees partielles par rapport aux variables x,y1,...,y„r
21,...,2 /(, jusqu’au deuxieme ordre continues et satisfait aux conditions 
initiales (32).

En effet, selon les hypotheses sur les fonctions les seconds mem
bres du systeme (31) sont de la classe C3 (par rapport a toutes les va- 
riables) dans 1’ensemble

.(36) |a?|<l; \y:—y.\^.a-, j2.,|^a; — i \q£—

et leurs deriyees jusqu’au troisieme ordre par rapport aux yariables 
y1,...,yn,Xl,...,).h,z1,...,zm,q^,...,q^ sont’absolument inferieures au nombre 
3L + akL. Notre proposition en resulte immediatement en yertu du Lemme. 
Les fonctions ^.«(®, y17... ,y„,^i,... ,2A) sont a plus forte raison de la classe C2 
dans 1’ensemble

(37) |a?|</?(L,m,n,fc,a); \yi—yi\^a(L,m,n,k,a)-, \fy\^a(L,m,n,k,aj

qui est contenu dans le produit cartesien des ensembles (34) et (35) 
(cf. (21) et (22)).

Construisons maintenant, a l’aide des solutions du systeme (31), 
les fonctions ... ,xk,y1,... ,yn) de la faęon suiyante

,QQ, , . [o x1 — x1 x„—xll\(38) z^(aq,...,a?*, 1/1,... ,yn) — %u ( /> e,y^,... ,yn, __e / ’

s) T. Ważewski, Sur Vunicite et la limitation des integrales de certains systemes 
d’ eąuations aux derinees partielles du premier ordre, Annali di Matematiea, t. XV, p. 3, 
Theoreme 1.
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ou £ est un nombre fixe arbitrairement, verifiant 1’inegalite 0<e</>. 
On voit aussitót que les fonctions ainsi definies sont de la classe 6'2 
dans 1’ensemble

(39)
Xp—Xp\<a(L,m,n,lc,a)[P(L,m,n,lc,a)—s];

k
| Vi—yi\^a(L,m,n,lc,a)— L |®8—o^|.

3=1

Les fonctions (38) satisfont en plus aux relations (25). Ceci resulte du 
fait que
(40) Z/*(® >3/1 > ••• >?/n > 0, ... , 0) — O)fl (lĄ, ... ,yn),

puisąue, satisfaisant au systeme (31), on a d’apres (33)
9 Zi« (‘®,?/i >•••>?/„> 9,..., 0) = 0

d’ou l’on obtient (40), en vertu de (32).
Nous allons prouver maintenant que les fonctions (38) satisfont au 

systeme (1) dans l’ensemble (39).
Pour le demontrer posons

Sfl“(^>?/1>->3/;i>^>->^)

a5/^iTi +...,«A +y1,...,yn,
3yJ

dans l’ensemble (37). Nous allons prouver que

(42)

dans le produit cartesien de 1’ensemble (30) et du cube (28). Eemarquons 
d’abord que
(43) ^(0,y1,...,yzi,Ą,...,AA) = 0,

en vertu de (32). Les fonctions z« satisfaisant au systeme (31), on a les 
identitśs k
(44) = £ ^(x1 + \x,...,xh+Xkx,y.

0=1

Diffórentiant (44) par rapport a Xa,h on obtient

(45)
3’7A [A

3x 3/.a

Differentiant (44)

■u ysJl 32%'“ll

0=1par rapport a y, nous avons

h rSt" 3iu 3v n 3-ffy; -Ił, y , yII
? 3y ~3z 3y. 3qf.' Sy.Sy.

n - l V V l • i 1 i?J=1 J J1 V=1

3*%(.132%
(46)
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Ensuite

■^2 3z 3x
V=1 v i=l

ce qui donnę, d’apres (44) et (46)

'.«=! L p=1 ”

rdff*
J t a/.“J c

(47)
^Xfl

v=l

m

Profitant des identites (18), nous en obtenons 
k

\5=1
n

2

(48)
III

On a enfin

(49)
Sq" 3-v

& CC ____ fA

3yi 3y.3Xa ?yt
yW3*^ y^J%l

3zv 3y. 2J c f/" 3y. 3y.
V-1 j=i

x
W

II s’ensuit de (45) et (48) que

V;
2 3z 3y.

V v lV=1

m

_ yg/«

Są^Sy^Sy
x ] a

a

V=1 |J=1 ”

d’oii, cPapres (41) et (49) 

(50)
3q-1<Ja
3x

av.v a

Nous voyons donc que, a et 2X, ótant fixćs, les fonctions
y", (« = 1,2,...,™.), satisfont a un systeme lineaire de la formę (2) dans 
l’ensemble (37) et, a plus forte raison, dans 1’ensemble (30) qui en fait partie. 
Les deriyees premieres des seconds membres du systeme (50) par rap- 

k
port a SgfJSy. śtant absolument infórieures au nombre on con-

' ?=i 
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ciut, en vertu de l’unicite des solutions du systeme (50) dans 1’ensem
ble (30)4) et d’apres (43), que les identitćs (42) sont remplies dans 1’en
semble

A

(51)
® |</?(Z,m,%,fc,a); \y,—yt\ ^a(L,m,n,lc,a)—L| A.3||a>|;

1^a(Z,m,w,fc,a).

Pour achever la dćmonstration de ce que les fonctions zM definies 
par (38) satisfont au systeme (1) dans 1’ensemble (39), remarąuons que

dans 1’ensemble (39). En posant en particulier x= B—e, ŻL = ----1’p —s
nous avons pour (x1,...,xl!,y1,...,yn) appartenant a 1’ensemble (39)

II en resulte que le point \B — s,Vi,
Xi< —

^-e ) appartient

a 1’ensemble (51), donc d’apres les relations (41) et (42) calculees pour 
ce point et en vertu de (52), on obtient 

dans 1’ensemble (39). Nous avons ainsi dćmontre flue les fonctions za 
satisfont au systeme (1) dans 1’ensemble (39). Mais e>0 etant arbitraire, 
on en conclut, en vertu de 1’uńicitć des solutions du systeme (1), que 
la solution du probleme de Cauchy, relatif au systeme (1), existe dans 
1’ensemble (24).

4) Cf. 3).
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L’ALLURE ASYMPTOTIQUE DES INTĆGRALES 
EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
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Par Z. Szmydtówna (Kraków)

a Perron les theor.epies Ą /et B suivants q.ui;;ontOn doit
aux systemes d’óquations diffśrentielles lineaires de la formę

rapport

« ' "j V’"'
y't=Mt)yi+2 gu^Uj 

j=i
< > - ' ,f 7 ' ' ' ; .i. i i ..«
ou les. coęfficients /,(/), </,y(t) sont des fonctions 
reelle t dans l’intervalle T<t<oo.

S
Theoreme A ł). Si

(0.1)
1

(i=l, ,n),

, > t ... 1.1i. •> .-%<$. 4.1
continues d’une variable

le systeme ,(0.1) a n 
(fc=l,...,n) telles que

ił^^R^m+c (i=i;...',n-i), c

^•(i)->0 (m=i
/->oo

‘ I 5 V .fc S 4' *
lineairement independantes (ylk,integrales

lim 
/->oo y kk

= 0 pour i^lc.

Theoreme li3). Si

i 1

(0.3)

i ■ '
le systeme 
telles que

(0.1) a

■ t j j;} ói $
fi(t) = (a = const, jR(gi) >2?(pa) ; .r : : -r , ■ ■ .1 ’ r --

^y(t)->Cy = const, ou Cjj — O pour ii^j

i.— j ■ ■ t iś. A f ' )

n integrales lineairement independantes {pik, ■■■, !/nk)

\ . >hj

(fc=2,

'•i•- i 1

r J) O. Perron, Uber lineare Difjerentialgleiehungen, beż denen die unabbangige Va- 
riable reell ist, J. fur Math. 142 (1913), p.t 254,270.' > : r f -a i - » - '' j
: 2) £(/) designe la partie reelle de la fonction /. Je designerai dans la suitę par !(/)
la partie imaginaire de cette fonction. • z. .. #.•/.,/■ /»»•

i 3) O. Perron, Uber lineare Di/fereiitidlgleichungen, bei denen die unabhangige Va- 
fiable reęll i,st, J. fur Math. 143 (1913), p. 25-49. -ą

Rocznik Pol. Tow. Mat. T. XXIV. 2

5»
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Le Theoreme 1 que je dćmontre an § 4, se rapporte aux systemes 
d’equations diffćrentielles non lineaires. II englobe les theoremes A et B 
de Perron comme cas particuliers.

Aux §§ 5, 6 je deduis du Theoreme 1 les Theoremes 2 et 3 qui se 
rapportent a 1’allure asymptotiąue des integrales de systemes d’equations 
differentielles lineaires.

Le Theoreme 2 du § 5 est une generalisation du theoreme A de Per
ron dans deux directions. Je remplace, d’une part, 1’hypothese (0.2) par 
une autre plus generale que voici:

...>S(/p)>2?(/p+1)>>2?(/p+ł+i)>...>JR(/p+,+r),

oo
I -RLfp+ąW fp+q+l(ty\dt =oa, 

TT
I JR[jp(t) — fp+1(t)]dt=oo,

lim
Z->oo

gtf
•®(1p+q fp+q+l)

0.

Dans cette hypothese je dćmontre l’existence de q+r integrales 
linćairćment indćpendantes du systeme (0.1), vćrifiant la propriete
Mn i; |yi|2 + --- + |j/p|2 + |yp+<?+l|2+--- + |yp+g+r|2 n

( } \y^ + ... + \yp+q\*

Ce resultat donnę un renseignement plus precis sur l’allure asympto- 
tique des integrales que celui de Perron. De plus, j’evalue la vitesse 
avec laquelle le rapport, qui intendent dans la relation (0.4), tend vers zćro.

Le Thćoreme 3 du § 6, ćtant de meme une consequence du Thćoreme 1, 
se rapporte aussi aux systemes d’ćquations lineaires. II englobe le thćo
reme B de Perron comme cas particulier. Je montre notamment que l’on 
peut remplacer, dans les relations (0.3), 1’hypothese que c,y = 0 pour i^j 
par deux conditions:

1) C;i = 0 pour i=l,...,n,
2) les racines caractćristiques de la matrice O=[|c,y|| (i,j = 2,...,n) ont 

des parties rćelles plus petites (au sens strict) que E(oj).
On peut meme aller plus loin en remplaęant les hypotheses (0.3) par 

de plus gćnćrales:
a) lim gtj = C/j = const, c,y = O pour + 

f->oo

b) les parties rćelles des racines caractćristiques de la matrice (71=||ciy||
(i,j=l,...,Tc) sont plus grandes (au sens strict) que les parties rćelles 
des racines caractćristiques de la matrice C'2=|lc,y| +

Dans ces hypotheses, il existe un systeme de n integrales lineairement 
indćpendantes du systeme (0.1), telles que

lim
Z->oo

12
= 0.
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La methode de demontration, appliąuee dans le present travail, est 
differente de celle de Perron. Je me sers notamment d’une methode 
topologiąue due a T. Ważewski4).

4) T. Ważewski, Sur un principe topologiąue de l’examen de 1’allure asym/ptotigue 
des integrales des eguations dijjerentielles ordinaires, Annales de la Societe Polonaise 
de Mathómatique 20 (1947), p. 279-313 (citć dans la suitę sous l’abróviation Principe 
topologigue).

§ 1. Definitions et notations. Posons

JT= (a?x,... ,a?p), Y= (yx,... ,yq), Z=(z1,...,zr)

oh oc1,...,xp, zx,...^zT sont des variahles complexes:

= + (7 = 1,...,p), ^ = Rp+y + wp+y (7=1,...,g),
^ = wp+ę+; + wp+Q+/ (7 = 1,...,r), uhv} reels (7 = l,...,p + « + r).
Soit

n=p+ <? + ?’.
On pose par definition

Z7= ("Uj ,..., Rn), V — (v1,... ,®n),
W= (Wj,..., wn)= + W},...,un + iv„) =(%!,... ,xp, yly... ,y q, 2X,... ,27),

ou sous formę vectorielle
W=(JT,Y,Z)=t7 + W.

Le vecteur U—iV sera designe par W:

W=U—iV;

la normę du vecteur W le sera par |W|
n n

\w\=2 (uj+vj')- 
j=i j=i

Le vecteur reel
(U, F) = (ią,... ,un, ®x,..., vn)

sera appele cecteur reel correspondant au vecteur compleae W.
Soit t une variable reelle. Considerons une fonction

h(t,W)= h(t, U + iP)

definie dans un ensemble Q de variables (t,W). On peut faire corres
pondre a une fonction h,*(t,U,V) de variables reelles (t,U,V)

h*(t,U,V)=h(t,U + iV)=h(t,W)

qui sera definie dans un ensemble O* de variables (t,U,V), correspon
dant a 1’ensemble £?.

2*
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Pour abreger on ecrira dans la suitę h(t,U,V), Q(t,U,V) au lieu de 
' h*(t,U,V\ et Q*(t,U,V).

Je vais introduire maintenant quelques definitions dues a Ważew- 
' ski6). Soit

,, s) T. Waźewski, Sur les integrales d’un systeme ćTeguations differentielles tangentes 
,.aux hyperplans, caracteristiąues issues du point singulier, Annales de la Societe Polp- 
. naise de Mathematiąue 21 (1948), p. 277-297 (cite dans la suitę sous l’abrevi ation Sur 

les integrales).

dw,- / • i ' \= (t=l,...,n)

un systeme d’equations differentielles; on 1’ecrira aussi sous la formę 
vectorielle
(1.1) ^t~ = 0(Z’W)

ou t est une variable reelle, 17 et 0 sont des vecteurs complexes ayant 
pour coordonnees (wx,...,ww) ęt ...,<pn) respectivement.

, On suppose que d> soit definie dans un ensemble ouvert f2 et la seu
lement, qu’elle y soit continue et que, par chaąue point P e Q, passe 
une seule integrale de (1.1), prolongee par hypothese, a droite et a gauche 
jusqu’a la frontiere de £2. On designera cette integrale par I(t,P). Si .0 
n’est pas borne, le ,.point a 1’infinr1 est considere ,comme point frontiere 
au sens large de £?. La classe de points,, qtri contient P et tous les points 
de I(t,P) situśs a droite de P, sera dite demi-integrale droite saturee, issue 
de P, et sera dćsignće par Demi(+) I(P).

Soit a> un sous-ensemble ouvert de Q, a>C£2. Au cas ou Demi( +)W«>, 
cette demi-integrale sera dite demi-integrale asymptotigue relativement 

•a co et Q.

Soit fir(i,I7) une fonction definie dans 12 et telle qu’il existe -5; <7[£,I7(f)], 

ou W(t) designe une integrale du systeme (1.1). La fonction Dai)g(t,W), 
definie par la formule

'(1.2)

sera appelee derieee de la fonction g(t,W) par rapport au systeme (1.1). 
II est evident que g{t,W) est egale a la derivee de la fonction 

g(t,U,V) par rapport au systeme

(1.3) ?7'=P[0(t,P,7)], 7' = /[0(t,P,7)]

de 2n śquations differentielles de variables reelles, equivalent au sy
steme (1.1). On a donc,

A1.3) g(t, U, 7) = !)(!.!) g(t, 17).
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Si, en particulięr, la fonction g(t,W) est une fonction reelle, il s’en suit 
de la relation

(Dli.i)^(io,Wo)<O), Ę0=L70 + iF0 
ąue

-0(1.3)^o,o0,y0)>o, (.0(1.3)g(t0,o0,y0)<o).

§ 2. Le theoreme de Ważewski, sur leąuel je m’appuie pour de- 
montrer le Theoreme 1, cóńcerne les systemes d’ś.quations differentiel- 
les aux seconds membres reels 6). Mais, d’apres les remarąues du §1, 
i! est evident ąue ce theoreme reste vrai pour le systeme (1.1).

Voici maintenant 1’hypothese ąui sert de premisse au theoreme men- 
tionne ći-deśsus de Ważewski.

Hppothese H. (Qx) La fonction &(t,W), interrenant dans le.systeme (1.1), 
est continue dans un ensemble ounert Q. On suppose gid elle ne soit pas ’ 
definie en deliors de L.

' (Q2) Par tout point P (f, tą+ wx,.w„) de Q passe une seule in
tegrale de (1.1) (unicite).

(Q3) Les fonctions reelles

A .(Z y ^1y • •• y Li y ^1 y •• • >^«)y (Z y ^1 y •• • y y ^1 y • •• y n)y (u. = 1 y... y A=: 1 ,... y Aż .

ont les derioees partielles du premier ordre continues dans Q(t,U, k).

(Q4) L'ensemble co, dit ensemble połyfacial regulier, et les ensembles TPr 
et Md (y = l,...,h-, 8 = 1,dits faces de co relatwes a Q\ se compósent 
des points ąui rerifient les relations

P eL>, la(P)<0, m>3(P)<0 (ensemble a>).
■ ■ i )-

PeQ, V’(P) = O ]
P(P)<0, (a=l,...,fc), W?(P)<0 ^=l,...,k)\ {faCe Ly}’ .

PeQ, md(P)=Q |
J'(P)<0, (a = l,...,A), m%P)<0 (p=l,...,k)\ ^aceM6')--

Ces ensembles peuvent etre aussi eons i deres comme ensembles dans 
1’espaee reel a (2n + l) dimensions.

(Q5) _D(11)Z“(P) >0 lorsąue PeP-PUL (a = l,...,h),
(j=i

-0(i.i)m?(P)lorsąue P e JMP (j3 = l,_,..,k),

“) T. Ważewski, Sur les integrales, Theoreme 1 du §2.
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Vegalite poueant intervenir seulement le long des integrales du systeme (1.1) 
situees sur M17).

Remarque 1. Retracte. Soit ACB et soit P un point variable dans B. 
On dit qu’une transformation Q=T(P) effectue une retraction de B en A 
lorsqu’elle est continue dans B, T(P) e A pour PeB et T(P) = P pour 
P e A. Si une telle transformation existe, A est appele, d’apres K. Bor
suk, un retracte de B.

On sait que la frontiere d’une sphere fermee n’est pas son retracte (on 
appelle sphere fermee 1’ensemble des points interieurs et frontieres d’une 
sphere a plusieurs dimensions).

Voici maintenant 1’enoncó du theoreme en ąuestion de T. Ważewski 
(avec la modification indiquee au renvoi7)).

Admettons l’hypothese H relativement au systeme (1.1) et posons 
h k

S = £ JA — £ AP.
y=l ó=l

Supposons qu’un ensemble E ait les proprietes suivantes:
1° Eeco + S,
2° ES est un retracte de S,
3° ES n’est pas un retracte de E.

Ceci pose, il existe un point P°= (io,wj,...,w®) tel que P°eE—S 

(c’est-a-dire P° e Eco), Demi(+)I(P°)Cm. (Cette inclusion exprime que la 
demi-integrale en question est asymptotique relativement a co et Q 
(cf. § 1)).

De plus, si la frontiere de m touche celle de Q exclusivement sur le 
plan oo 8), la demi-integrale existe dans un intervalle qui n’est pas 
borne superieurement.

§ 3. Lemme 1. Envisageons les inegalites differentielles

(3.1) z'< a^tjz — y(t), w' >- a2(t)w + y(t).

Supposons que les fonctions y(t), o-,(f) (f = l,2) aient les proprietes suivantes: 

y(t), at(t) (i = 1,2) sont continues pour T<f<oe,
(3.2) y(£)>0, o,(i)>0 (i=l,2) pour 2;<t<oo,

oo

I Oi(t)dt = oo, lim = 0 (i=l,2).
• z Z->oo Gjyp)
T

’) Dans 1’hypothóse H de Ważewski intervenaient les inegalites D^^la(P)>0
lorsąue P el", et D(11)m;(P)< 0 lorsąue P e iP. Mais il est facile de yerifier que. le

thóoreme de Ważewski reste aussi valable dans les hypotheses (Q5).

’) Ceci veut dire que si P' — (tv,Wy,...,wvn), P"ew et aueune suitę partielłe de {P”)

ne tend vers un point fini de i?, alors £-»-oo. Cette partie du theoreme resulte du

Theoreme 3 du Prineipe topologique.
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Dans ces hypotheses, on a les propriótós suivantes:
1° II existe des solutions du systeme des inegalites differentielles (3.1)

z=(p{t), w = y>(t),
telles ąue

(3.3) <p(t)>0, y>(t)>0 pour T<t<oo, lim ę?(f) = lim y>(f) = 0.
f->oo Z->oo

2° Chaąue solution z=<p(t), w=y>(t) du systeme d’equations diffó
rentielles.

(3.4) — — óx(t), w' —— a2(<) w + d2(t)

(<M*)=y(0 j r(t)<7/(t) et r(t) designe une fonction ąuelconąue, eontinue, 
positive et tendant vers zero avec t-+oo) satisfait aux inógalitós dif
fórentielles (3.1).

3° En particulier les fonctions

oo J7 1

(3.5) z=<p(t) — I dA(y) exp j diĄdy f ol(v)dv,
t T T

t y f.

(3.6) ?=^(f) = j d2(y) | exp j o2(u)du^dy exp j cr2(f)^yj,
T T T

qui constituent une solution du systeme d’equations differentielles (3.4), 
vórifient aussi les inógalitós (3.1). De plus, elles satisfont aux condi
tions (3.3).

Demonstration. La propriótó 2° est evidente.
Passons a la demonstration de la propriótó 3°. On a, en raison des 

relations (3.2) et de la dófinition des fonctions ó,(i) (i=l,2),

(3.7) lim ^ = 0 (i=l,2).
f->oo Gi\t)

Les fonctions 5,(i), a((f) (i=l,2) etant positives, il s’ensuit, pour 
les t suffisamment grands,

(3.8) Ó,«)<a;(C (i=l,2).

Afin de constater que le second membre de (3.5) a un sens bien dó
termine, il suffit de dómontrer que

z - ■'/

(3.9) lim J <5x(y) exp | — J o^ujdtĄdy<oo.
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- s ? 1 ' ~ 5,

Ceci resulte de la convergence de 1’integrale
t u t

y <jx(2/) exp [— j a1(u)dujdy = — exp | — J cq(u)dw] + l

pour i->oo (cf. (3.8) et (3.2)).
La formule' (3.5)' niet en Jevidence que la fonction z=(p(t) est une 

intśgrald “positive dfe 4’d^uatioh (3M). Pour dśmontrer la derniete des 
relations (sl.3)' on appliąuera la regle de l’Hospital au ąuotient ' ;

dont le numerateur et le denominateur tendent vers zero lorsąue t-> oo
(cf. (3.2)’et-(3'.i))). On bbtient• ainsi, en raison de (3.7), ■ 1

lim <r(t)= lim = 0.
/■>eo ;->oo Ci(t)

D’une faęon analogue, on demontre que
- i 1 h- ć • 4 ij ' i

lim ?/)(«) = lim = 0.

■p(t) (cf. (3.6)) etant 1’integrale de l’óquation (3.4), positive pour T</<oo, 
la propriete 3° se trouve ainsi demontree. La remarque que la propriete la 
est ime consequenće immediąte de la propriete 3° termine la demon
stration du lemme’. ■

§4. Theoreme 1. Enonce et demonstration. En tenant com
pte des nótations introduites dans le § 1, considerons le systeme de 
n=p-[-q-\-r tśquations differentielles, ecrit sous formę vectorielle, '

X'=F(t,X,Y,Z) + e1(t,X,Y,Z),

(4.1) r==G(t,X,Y,Z) + e2(t,X,Y,Z) + K(t,X,Y,Z),
Z'=H(t,X,Y,Z) e3{t,X,Y,Z),

oh X= (x1} Y=(y1,...,yl/) (0<q<n), (r>0). Soit
W=(X,Y,Z)> P=(t,W)=P(t,X,Y,Z).
5 Eelativement a ce systeme, admettons 1’hypothese suivante:

Hypothese K. 1° Les fonctions F^G^H^EjE^s^ćs sont continues dans 
, ■ 1’ensemble ouvert Q defini par les relations

t>T, |W]<oo (ensemble

9) Le theoreme restera vrai aussi sous 1’hypothese que 1’ensemble L soit defini 
par les inegalites: |X|a<JTp-f-5, |Z|2<|F|a4-<5,- ou y, <5>0. . ■ >>
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2° Par tout point P={t° ,X° ,Y° ,Z°) e Q passe une integrale uniąue 
I(t,P) du systeme ' (fiA). ' ■ ......

3° P(Z,O,O,O^=G(/,O,O,O)=JBr(i,O,O,O) = O.
Considerons le systeme d’equations differentielles

X' = F(t,X,Y,Z),
(4.2) ( f = G(i,±,T,Z),'

Ź’=H(t,X,Y,Z).

Soient Pt 1’ensemble des points pour lesąuels |X| |Y | = 0, et P2 1’en
semble des points póilr lesąuels ]Ż| |Z| = 0. Posons (cf. (1.2))

Si(P) = s^ft, 
' \ , ■ I '• 

s2(P) = s2(t, JT, Y,Z)=D(4 2) ln ” pour PeQ~r2.

On a evidemment

(4.3) ą(P).= ~2R(XF)-^2R(YG), s2(P) = ^R(YG)-~jR(ŹH\

Th eoreme 1. Admettons Wypothese K. Supposons ąPil existe une con
stante a> 0 et des"fonctions p(t), g(tf, u,-(i) (£=1,2) continues pour T<_t<có 
ei/telles ąu'on ait les inegalites ~ :

|jK?(P)| ^/*(Z)|Z|, |e,.(P)| <p(t)| W| lorsąue PeQ (£ = 1,2,3),
lorsąue P(Q—Flf

lorsąue P eR—P2.

Um JjS = °. (*=1?2).
/-^.po @i\v) ( . '

Le systeme (4.1) admet alors une familie, a 2(g, + r) parametres 10) reels 
dSintegrales (X(t),Y(t),Z(t^ nerifiant les relations

10) Le facteur 2 provient de ce ąue le systeme (4.1) est equivalent au systeme de 
2n eąuations differentielles de rariables rćelles (cf. § 1). ‘ ■ 1 -

(4.6) lim =
/-?oo !-n

(4.4) 0< o-^ty^SifPy—/z(t)a
0< cr2(i)^s2(P)—pft)a 

( ' ')
Supposons enfin ąue

oo
’) r <Ji(t)dt = oo,
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Plus precisement

(4.7) j z\I y| = o MO],y|=<>W)]“),

ou les fonctions <p(t) et y>(<) sont definies par les relations (3.5) et (3.6) du 
lemme 1 dans leąuel il faut poser y(t) = 4:Q(t).

De plus, si le systeme (4.1) se róduit a un systeme d^ąuations diffe
rentielles lineaires, il aura au moins q + r integrales lineairement independantes 
rórifiant les propriótós (4.7).

Dómonstration. Posons

(4.8) y(0 = 40(t).

On voit facilement que la fonction y(t) ainsi definie et les fonctions 
<r,(0 (7=1,2) satisfont aux hypotheses (3.2) du lemme 1 (cf. (4.4), (4.5)). 
II existe donc des fonctions ę>(<) , ,/;(() telles que

(4.9) ?>'(t)<<71(i)ę>(0 —y(<), MO > — ^(O v(0 + 7(0,
lim <p(t)= lim ^(0= 0, <p(t)>0, y(t)>0 lorsque T<t<oo,
t-^-oo /->oo

et l’on peut choisir un nombre t°>T de sorte que 12)

(4.10) 99(<)<min(a,l), y(t)<min(a,l), lorsque «°<t<oo.

Posons

(4.11) mi(P) = p> — t, M2(P)=|Zj2—y>2(0|^|2, P(P)=|X|2—MOIM2-

Soit co 1’ensemble polyfacial des points P pour lesquels

(4.12) mf(P)<0, (7=1,2), Z1(P)<0 (ensemble co).

Dósignons par Jf1, Jf2, L1 les ensembles ótant faces de co, dófinis par 
des relations

“) ?(0 = o[/(4)] signifie ąue la fonction g(t)/f(t) reste bornóe lorsąue 't -> oo. Les 
relations (4.7) permettent d’evaluer la vitesse avec laąuelle le rapport intervenant 
dans la relation (4.6) tend vers zero.

la) Si l’on admettait la definition de 12 sous la formę inseree dans le renvoi 9), il 

faudrait alors choisir t° de sorte ąue l’on ait <jo(t) < min (1, r/, a), yj(t) < min (1, rj, a) lorsąue 
4° t < co.

m1(P) = 0, m2(P)^0, P(P)<0 (ensemble Jf1),

(4.13) m2(P) = 0, mx(PX0, P(P)<0 (ensemble Jf2),

O(P) = 0, »i2(P)^0 (ensemble Z1).
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L’hypothese K admise, il est evident, d’apres les definitions intro- 
duites ci-dessus, que les propriśtes (Qi)-(Q4) de 1’hypothese H (cf. § 2) 
subsistent relativement au systeme (4.1) et a 1’ensemble &> (4.12).

La propriete (Q5) subsiste aussi. Pour le demontrer, remarąuons 
d’abord (cf. (4.4) et premisse 3° de 1’hypothese K) ąue l’axe t, qu’on 
designera par F, est 1’integrale du systeme (4.1), situee sur MFL1. En 
demontrant les inegalites

P(4.i)«d(P)<0 lorsąue P e Jf1,

Pą.i) w2(P)< 0 lorsąue P e Jf2—P
et

P(4.D ?x(P)>0 lorsąue PeL1 — F,

on etablira la proprietó (Q5). On a evideniment

-0(4.D®1(P)= —1< b sur la face M1.

. Puisąue 1’ensemble Jf2 (cf. (4.11), (4.13)) est defini par les relations

IZpC^IYi2, |Z|2=V2|T|2,
les inegalites.suivantes (cf. (4.4) et (4.10))

[ et| < q |/|X|2 + |Y|2+ |Z[2 < q | Y| |/l +<p2+^< 2q | Y|,

y subsistent. On a donc, en vertu de (4.11), (4.3), (4.10), (4.4), (4.8), (4.9), 
pour les points P e Jf2—P, les inógalitós

>,I/(il)m'2(Pj=P(ZH + Ze3) — iptp' | Y|2 — y>2R( YG+ Y e2-\-Y K) 

<V|^|2{—s2V>—yO + l^lleśl+^l^ltal.+^l^l W
Y|2{—(s2——y’ + 2p + Y|2(—<r2y»— + y)<o.

Un raisonnement analogue montre que, pour les points PeP-T,

P(4.D^(P) > 0 lorsąue PeL1—!'.

Les premisses de 1’hypothese H ainsi verifióes, on peut appliąuer le 
theoreme de Waźewski (cf. § 2). Posons a cet effet

S=L1—M1—M2,

et soit P un ensemble defini par les relations

(4.14) i=T, Y=Y«, Z=Z\ |T|<^(r)|y»| (ensemble P), 
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ou t est fixe, r>t° et E°, Z° sont choisis arbitrairement avec la seulę 
restriction que
(4.15) |2T°|>0, |Z°|<v>(t)|F(,|.

L’ensemble ES coincide avec 1’ensemble des points pour lesąuels
t = r, Y=Y°, Z=Z«, jjr| = <p(T)|Eo|.

L’ensemble JE est donc une sphere dans l’espace reel a 2p dimensions 
(cf. § 1), 1’ensemble ES formę la frontiere de cette sphere. L’ensemble 
^8n’est donc pas un retracte de E.

On construira maintenant une transformation Q = 0(P) effectuant 
une retraction de 8 en ES. Soit P=(t,X,Y,Z) un point variable de 8. 
On aura pour ce point

|.Ź] =<p(f).| Y|, mz(P)<0 (i=l,2).

En designant les coordonuees de Q par (t*,X*,Y*,Z*), on definit 
la transformation Q = <b(P) par les formules

t*==r, Y* = E«, Z* = Z°, X*=r^-l ¥^ X.
<p(t)\Y\

Cette transformation effectue une retraction de 8 en ES, car elle 
est continue sur 8; on a 0(P) e ES lorsąue P e S et enfin 0(P) = P lors
ąue P e ES. L’ensemble ES est donc un retracte de 8.

En vertu du thóoreme de Ważewski (cf. §2), il existe un point 
P°eE—S, c’est-a-dire P° = (t,X1, Y°,Z°), tel ąue la Demi(+) I(P°) soit 
asymptotiąue relativement a co et Q. La frontiere de m touchant celle 
de Q exclusivement sur le plan t=oo (cf. le renvoi 8)), cette demi- 
integrale existe dans un intervalle qui n’est pas borne supśrieurement, 
a savoir:

Demi(+) I(P°) e co pour r<i<oo.

En vertu de (4,11), (4.12), cette intógrale satisfait donc aux rela- 
tions (4.7) et par consśąuent (cf. (4.9)) aux relations (4.6).

Eemarąuons ąue les relations (4.14) dśfinissent (pour r fixe) une 
familie d’ensembles E qui depend de 2(# + r) parametres reels et telle qu’a 
deux systemes differents de ces parametres correspondent des ensem- 
bles E disjoints. Choisissons arbitrairement, pour chacun de ces E, une 
integrale satisfaisant aux conditions (4.7), dont l’existence vient d’etre 
dOnontree, et designons-la par J(E). La familie d’integrales, ainsi defi- 
nie, depend de 2(g + r) parametres reels, car on a supposś 1’unicitó des 
integrales du systeme d’equations differentielles (4.1) (cf. hypothese K).

Supposons de plus ąue le systeme (4.1) soit un systeme d’śquations 
differentielles lineaires. Les integrales J(E), cóupent le plan t—r en un 
ensemble A qui projete sur 1’hyperplan Y Z englobe 1’ensemble ouvert 
et non vide des points (vecteurs) Y0,Z„ satisfaisant a (4.15), qui contient 
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q+r. vectures lineairement independants. L’ensemble A en renferme au 
moins q+r. Les integrales issues des ces derniers points forment un 
systeme d’au moins q-\-r integrales linśairement independantes. Le thóo- 
reme est ainsi demontre.

§ 5. Theoreme 2. Considerons le systeme d’óquations diffśrentielles 
ilneaires

71 . . (

(5.1) y't=fi(t)y(+ ^gtj (t)yj \i=i,...,n)
, J=1

ou les coefficients A(t), <7,y(i) sont des fonctions (en generał complexes) 
d’une yariable reelle t, continues pour T^t<<x>. Supposons que

n=p + <j'4-r, 0<q<n,
R(h)>...^ R(jP) >R(fP+i) > Mb?) >R(fp+q+1) ^...^ R(fp+q+j,

I — fp+iW dt=oo,
T

co
I R\Jp+q(t) tp+q+l(^dt = OO}

T

lim 
Z->oo

o, lim
Z->oo

- 9n
R(.tp+q fp+q+l)

9 u .R(fP-fP^)
Dans ces hypotheses, il existe un systeme de q + r integrales linę 

airement indópendantes du systeme (5.1), ayant la propriete
lim l^1!2 + “I-+ l?/p+'/+rr n
““ ’ \yp+^ + ... + \yp+^

Plus precisement,
|yi|2+-.. + |yP|2 ■

137p+l |2 + ... + I ?/p+<7,2
= o [?>(«)],

I yP+<7+i|2 ~F ••• ~l~ | yP+<H-r |2 
I^P+112 + + \yP+q |2

= o[v>(«)i,

ou cp(t) et y)(t) sont definis par les relations (3.5) et (3.6) du lemme 1 dans 
leąuel il faut poser

U1(<) =2?[/p(Z) - fp+1 (i)], <r2 (i) = 1?[fp+q(1) -/p+ł+i(/)]

7(0=4' (/.JlźMOI2.

JLiemonstratiOTi. En posant par definition
A= (yi,... ,yp), Y — (yp^-i,... ,yp^.q), Z=(yPĄ.q^,...,yp^.q-^r), 

R— (A ?/i, ••• itpyph Cr= (fp+iyp+i,... ,fp^.q yPĄ.q), 

R- — (fP+q-\-l yp+q+’i.'>•••, 1 p-^+ryp+q+rh K= (0,...,0),
n n

£2= (9p+i,j9h•••! 9p+q,iyjj

j=i j=i
n

n n
si=(^9ijyj,-,^9Pjyj\ 

j=l j=1
n

e3 = 9p+q+l, J yj, •••; 9p+q+r,jyj]f

i=i i=! 
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on constate que le systeme (5.1) est un cas particulier du systeme (4.1) 
et qu’il satisfait a 1’hypothese K.

Posons
(5.4) a = l, /<(<) = 0, o(t) = |/

D’apres l’inegalite de Schwarz, on a

Un caleul analogue montre que

|e,Ke(«)|/hX|2 + |Y|2 + |Z|2 (i=2,3).

En raison de (4.3), (5.3) et (5.2) on a les inegalites
P p+q

»i(*,X,Y,Z) = pj-ydiy^ — y1^ ~ fp+ó’
■ j 1=1 1 1 <=p+l

et pareillement
®2(t, A , Y,Z) R(fp^-q —

Posons
CTl(0 .= R(fp /p+1), or2(0 = RUp+q fp+q+l)‘

On constate facilement (cf. (5.2) et (5.4)) que toutes les premisses 
du Thśoreme 1 sont satisfaites. U devient ainsi clair que le Theoreme 2 
resulte du Theoreme 1.

Corollaire 1. Supposons que les coefficients /,(t), intervenant
dans (5.1), soient continus pour T^t<oo et que

00

R(h~ fk+i)>o, j R(fk—fl!+1)dt=oo (fc=l,...,n—1),
(5.5) r

lim p/y %—\=0 (M=1,•••>»> lc=l,...,n—1).
Z->oo K\lh — Jk+1)

Dans ces hypotheses, il existe. pour chaque p (0<pC»—1), un sy
steme de n—p integrales lineairement independantes pour lequel on a

(5-6)
\yi\2+-.. + \yP\2 

\yP+i\2
|yp+2|2 + ... + |y„|2

I^p+iI2 = oM0]>o[9?(t)J,

ou designent les fonctions definies dans le Theoreme 2 pour q=l.
Pour les integrales de ce systeme, on a donc

(5.7) lim M_ = o
1-+°° I?/p+iI

(i^p + l).
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Remarąue 2. Le theoreme A de Perron peut etre considere comme 
cas particulier du corollaire prócedent.

En effet, dósignons par (y1,p+1,...,p„iP_(.1) 1’integrale du systeme (5.1), 
choisie arbitrairement parmi les intógrales satisfaisant a (5.6). En faisant 
varier p 1), on aura (cf. (5.7)) un systeme de n integrales,
linóairement indópendantes du systeme (5.1) et telles ąue

lim T^',P+^ i = ° (2> = 0,...,n—l,A^p + l).
<->oo I ć/p+1, p+11

Cette conclusion formę la these du thóoreme A de Perron. Les hypo
theses (5.5) ótant une conseąuence immediate de (0.2), la remarąue 2 
se trouve dómontróe.

Remarąue 3. L’exemple de systeme d’equations diffórentielles

(n—k)xk +
prouve ąue le corollaire 1 est un resultat plus generał que celui du thóo
reme A de Perron (les hypotheses (5.5) sont satisfaites sans que (0.2) 
subsiste). ,

§ 6. Theoreme 3. Considerons le systeme d’equations differentielles

(6.1) w'i =

ou Ay(i) sont des fonctions continues pour T^t<oo, Zy(t)->cy = const, 
f->ooCij = 0 lorsąue q<i^n, l^Cj^q.

Posons n=q + r.
Soient sx,...,s? et s94x,...,s„ les suites completes des racines caracte

ristiąues des matrices
Ci = INI (M = l,•••,£) C'2 = ||cy|| (i,j=q+l,...fn)

respectivement.
Supposons que

(6.2) E(8i)>...>7?(s?)>J?(s?+1)>...>2?(sn), fi = R(sq) —7?(s?+1)>0.

Dans ces hypotheses, le systeme (6.1) admet n intógrales lineaire- 
ment indópendantes, telles ąue

(6.3) lim !7«^+- + I^Lo
Z->oo ... +

Dómonstration. Soit donnee une matrice carree C. A chaąue nom
bre p>0 on peut choisir une matrice D(p) semblable a C
(6.4) D(rf) = Jf(p)CJf-i(p)13)

13) Jf 1 designe la matrice inyerse a la matrice Jf.
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: I ‘
de la formę o

Si 0 . . .0 p
0 $2 1]2 • . 0 0

(P 0 0 . •• $n—1 ^n-l
0 0 0 . .. 0 S„

ou designe la suitę complete des racines caracteristiąues de la
matrice C ef (i=l,...,n—1). . . , . , .

Ceci est possible pour y=l en vertu d’un theoreme bien connu de 
Jordan. ... ■ . <

Passons au cas góneral. On peut constrpire facilement une, matrice 
j^7?) = ||»//(’?)|-telle que »/,(»/) = () pour i^j et que JV(^)D(1)7V—1(^) = _D(ł;). 
La matrice jf(?/)=J?'(ł7) Jf(l) verifie la relation (6.4).

Choisissons un nombre tel que (cf. (6.2))

D’apres les remarąues faites 
matrices

ci-dessus, il est clair qu’il existe des

T^tij (i,j=q + 'l,...,q + r)

telles que

ou 0
Soit

(6.7)

(6.6) TiCtTi-1

0

t,y (i,j = l,...,q),

Si 0 . . 0 ??+l ’1?+1 0 . 0
0 s2 . 0 , tzc2t^= 0 s?+2 . 0 ’

0 0 ó . . •• Sl} 0 0 0 • &n

En appliquant au systeme (6.1) la transformation lineaire

yt = 2 
/=!

(’ i. .. h
(i=l,...,n),

on est conduit au systeme
;; " < 7 | ' j 7

y't = styi + rnyi+i + ^d^yj+sv(t) y}
j=q-\-l j=l

y -, — s,yi + yiyi+1 4- eq(t)yj
;=i

(
(i=l,...,g),

(■ i . )

(i = q + l,...,n)

ou dg const (?* — 1,..., q, j — ^4-l?...??r)? — yn —=0, £q(t) 0 (i — 1,..., n).
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On appliquera le Theoreme 1 au systeme (6.8). Posons, a cet effet 
p = 0,

=(y?+i>•••

G — (§1?/1 + *712/2, ••• , ® <7—12/<7—14“ Vq—^yqi ®qyq)l

jff = (•+/;! 17 </+l 4~ ł?7+l?/<7+2;•••,4“ Sn—i?/n -14“ ?7n—12/n, Snyn),

(6.9)
= (^ijUh ••• ? ^qi Vi\ >

7=9+1 7=9+1
n n n n

s% — (eijWyj> •••> eqjy^> e3— (3 e9+i>jy.i■■■> enjyj^• 

7=1 7=1 7=1 7=1

II est facile de verifier qu’il existe une constante d>0 (dópendant 
des dy) et une fonction p(i) telles que

|K|<d|Z|, |e,-|<g(t)J/|Y|2+|Zf (7=2,3), ę(t)-+O.
t-^OO

En raison de (6.9), (6.2), (6.6) et (6.5), on a 

^R(YG)-~R(ŻH)^-2ri>Q.

On peut donc choisir une constante a > 0 telle ąue

<t = /?—2rj—ad>0.

II est ainsi clair que les relations (4.4) et (4.5) (cf. § 4, Theoreme 1) 
sont satisfaites. Donc le systeme J? de n intógrales linóairement inde
pendantes du systeme (6.8), telles que

1ZIlim Ly = 0
existe.

Remarquons que les transformations Tx et T2 sont non singulieres. 
II en rósulte que

1° la transformation T est non singuliere (6.7);
2° il existe des constantes a>0, &>0 telles que

lw9+i|2 4~ ••• 4~ |w„|2^a|Z|2, |wx|2 +... + |wf,|2>&| Y|2.

II rósulte de ces propriótós qu’en appliquant la transformation T~r 
au systeme des intógrales J/, on aura le systeme de n integrales line
airement independantes de (6.1), satisfaisant a (6.3). Le thóoreme se 
trouve ainsi ótabli.

Remarąue 4. Le theoreme B de Perron peut etre considóró comme 
cas particulier du Thóoreme 3. Pour le dómontrer, supposons que les 
hypotheses du theoreme B de Perron soient satisfaites. II suffit de 
prouver que les hypotheses du Thóoreme 3 le sont aussi. En employant 
Rocznik Pol. Tow. Mat. T. XXIV. 3 
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les notations introduites dans le Thóoreme 3, on a, dans le cas consideró 
par Perron,

q = l, 2.lj(t)-+c1J (j=2,...,n),
/->co

02 023 • • ^2n

c2 = 0 "3 • • 03n

0 0 . .. Qn

En vertu de la formę des matrices C± et C2, il est evident que o1 est 
la racine caracteristiąue de C± et o2, ■••>(?« forment la suitę complete des 
racines caractśristiąues de la matrice C'2. Ainsi, toutes les hypotheses 
du Thćoreme 3 sont verifiees, car on a, d’apres (0.3),

(ifc=2,...,n).



SUR UNE INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES ELEMENTS 
COMPLEXES

Par W. Sosnowski f

1. Soit une coniąue arbitraire dans un plan. Elle determine, sur 
chaąue droite du plan, une involution polaire conjugee qui lui est relative.

Sur une secante, l’involution est hyperboliąue et les points d’inter- 
section de la droite avec la coniąue sont les points doubles de l’involution.

Sur une tangente l’involution degenere de faęon que tout point de 
la droite devienne point de contact.
■ C’ótait le point de depart des considerations de Staudt* 2). L’auteur 
lia toute involution sur une droite avec un couple de points. Dans le 
cas d’une involution hyperboliąue, c’ćtait un couple de points doubles, 
dans le cas elliptiąue, par contrę, il generalisa la notion de point.

b Voir G-. Staudt, Beitrage zur Geometrie der Lagę.
2) Cf. aussi C. Juel, Vorlesungen iiber projelctive Geometrie mit besonderer Beriiclc- 

sicldigung der Staudtschen Imagindrtheorie, Berlin 1934.

U arriva de cette maniere a identifier un couple de points complexes 
conjuguśs avec une involution elliptiąue sur une droite. Pour discerner 
les points d’un tel couple, Staudt lia l’involution elliptiąue avec l’orien- 
tation d’une droite. Sa definition etait la suivante:

Un point complexe est une involution elliptiąue orientee sur une 
droite. Cette droite s’appelle support des points complexes 2).

De la meme maniere prit jour la definition d’une droite complexe 
dans un plan et d’un plan dans 1’espace. Cela fit ressortir dans 1’espace 
les droites complexes de seconde espece qui n’ont pas de porteur reel. 
Ce sont des droites qui reunissent les points complexes avec les supports 
róels obliąues.

2. Pour śviter les droites complexes de seconde espece, on se bornera 
uniąuement a des considerations de figures planes. Eemarąuons, cepen- 
dant, que la definition de Staudt, quoique’elle prenne son origine de la 
considóration du lien entre la coniąue et les droites, peut etre ótendue 
sur une base plus generale.

U s’agit notamment de toutes les involutions qui ont des points 
doubles. A l’aide de cette definition, on peut faire associer des points 
doubles aux involutions qui ne les ont pas. Si Fon envisage toutes les

3*
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projectivitós sur les droites, la dófinition d’un point complexe peut se 
baser sur ce que toute projectivite elliptique a des points doubles.

On doit toutefois admettre qu’a differentes projectivites, on associe 
le meme point.

On evite cette difficultó en ne considerant que des involutions, car 
deux involutions elliptiques diffórentes n’ont surement aucun point 
double commun.

La question subsiste si l’on ne peut pas trouver une autre classe de 
projectivites qui donnerait une base suffisante a la dófinition du point 
complexe. La dófinition, basóe uniquement sur une classe d’involutions 
apparait plus que problómatique.

La classe de projectivitós choisie pour ce but doit satisfaire aux con- 
ditions suivantes:

I. A tout point complexe correspond une et une seule projectivitó 
de la classe.

II. A toute projectivitó de la classe correspond un et un seul point 
complexe.

La classe des involutions elliptiques ne satisfait pas a cette condi- 
tion, d’ou la necessite d’une liaison artificielle de l’involution avec l’orien- 
tation d’une droite.

III. La projectivitó d’une classe est dóterminóe a l’aide d’un nombre 
de points aussi petit que possible.

Les involutions sont dóterminees a l’aide de quatre points (deux 
couples).

IV. Les constructions elómentaires des points d’intersection peuvent 
se faire facilement.

Si l’on adopte la dófinition de Staudt, l’intersection d’une droite 
avec la conique se fait aisóment; par contrę, 1’intersection de deux droites 
necessite quelques constructions assez compliquóes.

3. J’appelle inrolution d'ordre n toute projectivitó dont la n-ieme 
itóration est une identitó tandis que la m-ieme ne Fest pas si m<n.

Une involution du premier ordre est donc une identitó.
Par contrę, l’involution dans le sens ordinaire est une involution du 

deuxieme ordre. Cette dósignation sera maintenue dans la suitę.
Soient x1,x2,...,xtl n points et soit <p une involution du n-ieme ordre, ou 

a?2=9’(®i), x3=cp(x2), x1—<p(xn').

J’appelle cycle de Vinvolution <p 1’ensemble de points {x2,x2,..., x„) 
cycliquement ordonnó.

Le cycle d’une involution du n-ieme ordre se compose donc de n 
points diffórents.

Proposition 1, Trois points arbitraires cycliguement ordonnes, situes sur 
une droite, forment un cycle d^une et une seule inrolution du 3-ieme ordre.
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Demonstration. Dósignons ces points par x,y,z. II existe une et 
une seule projectivitó qui transforme les points x,y,z en points y,z,x 
respectivement. J’affirme que c’est une inyolution du 3-ieme ordre.

Supposons, pour le prouyer, qu’un point arbitraire t transforme cette 
projectivitó en u, u en v et v en w. Le rapport anharmonique de deux 
couples de points etant inyariant des projectiyitós, on a

x,u)=(z,x-, y,v) = (x,y, z,w)-,

il s’ensuit que t—w, ce qui ótait a dómontrer.

Proposition 2. Toute iweolution du 3-ieme ordre n'a aucun point 
double reel.

Demonstration. Supposons que x,y,z forment un cycle de cette 
involution dont t est un point double. II en resulte que

z,t)=(y,z-, x,t)= (z,x-, y,t).

Ces rapport? anharmoniques ne peuyent avoir, tous les trois, le meme 
signe et, par consóquent, etre ógaux; t ne peut pas etre un point double, 
ce qui etait a dómontrer.

4. A chaque inyolution du 3-ieme ordre on peut faire correspondre 
un et un seul point complexe. On le considere comme faisant partie des 
points de la droite sur laquelle l’involution est dóterminee. A diffórentes 
inyolutions on fait correspondre differents points.

Puisque l’involution du 3-ieme ordre (en vertu de la proposition 2) 
n’a aucun point double reel, la thóorie de Staudt lui fait correspondre 
un couple de points complexes, conjuguós. Ces memes points sont con- 
sidórós comme associós a l’involution reciproque du 3-ieme ordre. L’un 
d’eux est associó a 1’inyolution du 3-ieme ordre, l’autre — a l’une de 
ses inyolutions róciproques. Les points complexes conjuguós sont con- 
siderós comme correspondants aux inyolutions du 3-ieme ordre.

II en rósulte evidemment que les conditions I et II sont satisfaites.
Eemarquons que tout point complexe est determine par trois points 

róels qui forment un cycle d’une inyolution du 3-ieme ordre.
Dósignons par )xyz( le point complexe qui correspond au cycle (x,y,z). 

Ce point peut etre associó a diffórents cycles s’ils correspondent a la 
meme inyolution du 3-ieme ordre. En particulier, )xyz(=)yzx(=;)zxy(. 
Le point )xzy(=)zyx(=)yxz( est conjuguó, par contrę, ayec )xyz(.

Un ensemble de trois points cycliquement ordonne est la plus simple 
figurę rectiligne qui peut determiner sur des droites reelles un point 
complexe dont 1’ensemble est a deux dimensions.

On yoit de suitę que la condition III est aussi satisfaite.

5. De la meme maniere, a toute inyolution du 3-ieme ordre dans 
un faisceau de rayons, on fait correspondre une et une seule droite com- 
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plexe. On la considere comme faisant partie des droites de ce faisceau. 
Un point complexe est situe sur l’une des droites complexes si les in- 
volutions correspondantes se trouvent dans une position de perspective 
et dans ce cas seulement.

Probleme 1. Faire passer une droite par deux points complexes donnes.

Si les deux points ont un support commun reel, ce dernier est la 
droite cherchee, róel dans ce cas.

Supposons que les supports reels de ces deux points soient deux 
droites differentes et dósignons par x leur point d’intersection reel. Soient 
)xyz{ et )a?w( les points complexes donnes, t le point d’intersection reel 
de deux droites yu et xv.

L’involution du 3-ieme ordre dans le faisceau de rayons de sommet t, 
dont le cycle est

(tx,ty,tz) — (tx,tu,tv),

est situee dans une position de perspective avec les involutions (x,y,z) 
et (x,u,v)j la droite complexe )tx,ty,tz( est alors la droite clierchee.

Probleme 2. Determiner le point d^intersection de deux droites com- 
plexes donnees.

On trouve la solution en appliąuant le principe de dualite.
Les constructions elementaires du premier degró ont, comme on le 

voit, des solutions tout-a-fait simples, plus simples que celles dans la 
theorie de Staudt.

6. Considerons maintenant les points complexes situes sur une conique.
Soit une conique 8 sur laquelle sont donnes trois points x,y,ź. Fai- 

sons passer par x une tangente a <8 coupant la droite yz en un point x. 
On determine pareillement les points y et z.

Les points x,y,z sont situes sur la meme droite L (droite de Pascal 
d’un hexagone inscrit dans une conique xxyyżz}. Les deux points com- 
plexes conjugues )xyz( et )xzy( sont les points d’intersection de la droite L 
avec la conique 8.

Supposons, pour le prouver, que les points x et z soient pris pour 
sommets de deux faisceaux de rayons se trouvant mutuellement dans 
un rapport projectif tel que les droites correspondantes se coupent aux 
points de la conique.

Designons cette projectivitć par y. Elle transforme le faisceau de 
sommet x en un faisceau de sommet z. Considerons maintenant les 
droites xx,xy,xz que la projectivite <p transforme en droites zy,zz,'żx 
(fig. 1). De meme rp transforme la droite complexe )xx,xy,xz( en la droite 
)zy,żz,żx(. Le point d’intersection de ces droites doit etre un point com- 
plexe situe sur la conique 8. Ce point est donc un point complexe )xyz( 
de la droite L, ce qui etait a prouver.
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On voit que sur une coniąue, aussi bien que sur une droite, a tout 
ensemble de 3 points cycliquement ordonne correspond un point con

juguó de la conique et que les supports róels de ce point c’est la droite 
de Pascal d’un des hexagones dont on a parló plus haut.

7. Soient une conique 8 et une droite L qui ne la coupe pas. Dóter- 
miner les points d’intersection de la droite L avec la conique <8.

On choisit sur L un point arbitraire x, et on cherche les points y et z 
du cycle correspondant. II s’ensuit qu’il existe sur 8 trois. points x,y,ż 
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tels que L soit une droite de Pascal de l’hexagone xxyyzż et xx — une 
tangente a Faisons passer par le point x une tangente xx et une sś- 
cante arbitraire L' coupant la coniąue aux points y' et z’.

L’ensemble des trois points xy'z' determine un point complexe )aą/V( 
dont le support reel est une droite L” passant par x. L" est en generał 

differente de L. II est evident que 
le changement de position de la 
droite L' fait changer en meme 
temps la position de la droite L", 
la relation entre ces positions etant 
projective. Les deux tangentes 
a $ du point x sont rayons doubles 
de cette projectivite. II faut re- 
marąuer que les points y' et z' 
correspondent aux points y' et z' 
dans une collineation centrale. Le 
centre de cette collinćation est 
le point x et son axe est la 
seconde tangente a $ du point x, 
qui ne passe pas par x. Le coef- 

ficient de cette collineation est le nombre —3 (fig. 2).
Supposons, pour le prouver, que la coniąue soit un cercie de rayon r 

dont le centre est a 1’origine du systeme d’axes rectangulaire. x est un 
point impropre de l’axe des abscisses. L' est une droite parallele a l’axe 
des abscisses, distante de lui de c<r (fig. 3). Les coordonnees des points 
sont

®(0,r),
et l’ordonnśe du point 

|/r2—c2,c), £(|/r2—ca,c),

y
r(2r + c): (2c + r);

droite L a l’axe des abscisses.

2cr + ra + 2r2 + cr 
(r + c)(2c+r)

c’est la distance de la
Le rapport anharmoniąue des ąuatre droites paralleles a l’axe des 

abscisses, distantes de lui de r,—r,c et r(2r + c): (2c + r), est
r—c . — r—c (r—c)(2c + r)
r(2r + c) ’ r(2r + c) 2cr + r2-—2r2—<cr
2c+r 2c + r

_(r—c)(2c+r)3r(c + r) _ 
(r+.c)(2c + r)r(c—r)

Puisąue la proposition est vraie dans ce cas, elle le sera pour tout 
autre coniąue et tout autre point extericur x. Cela resulte de ce que la 
coniąue peut toujours etre rapportee projectivement au cercie de ma
niere que x se transforme en un point impropre et la valeur numśriąue 
du rapport anharmoniąue reste invariable.



SUR UNE INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES ELEMENTS COMPLEXES 41

8. II en rósulte une construction bien simple d’une involution du
3-ieme  ordre a laąuelle on a fait associer un point complexe commun 
& la coniąue £ et a la droite arbitraire L.

Probleme 3. Etant donnees une coniąue S et une droite e.rterieure L, 
tromer les points d^intersection complexes.

Choisissons sur L un point arbitraire x, et menons par celui-ci deux 
droites M et N touchant la coniąue Considerons, sur la droite M,

deux segments xa et xb=3xa/, faisons passer par a et b des droites A et B 
paralleles a N. La droite L coupe A au point c; la droite L, qui corres
pond a L, coupe B en un point d tel ąue ac = bd. Partant de la, il est 
facile de tracer la droite L et de determiner les points y et z, ou elle 
coupe la coniąue 8. Les points y et z sont projetes sur la droite L du 
point aj, ou la droite N touche la coniąue 8, et Fon a ainsi les points y et z. 
Les points complexes cherchós sont )xyz( et (fig. 4).

Le probleme de dualitó, c’est-a-dire faire passer d’un point donnó 
une droite complexe tangentiellement a une coniąue, se rósout pareil- 
lement. Ces constructions ne sont donc pas plus compliąuóes ąue celles 
dans la móthode de Staudt.

9. La plus simple involution du 3-ieme ordre dans un faisceau de 
rayons est une rotation de 60°. Cette involution correspond, d’apres sa
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signification, a 1’inyolution rectangulaire de la methode de Staudt. Soit 
un cycle arbitraire d’une involution du 3-ieme ordre (x,y,z) sur une 
droite reelle. Traęons deux ares de circonferences — lieux góomótriąues

des points desąuels on voit les segments xy et yz sous un angle de 60°. 
Ces ares ont trois points communs y,u et v. Les points u et v sont les 

sommets d’un faisceau de 
rayons dans leąuel l’involu- 
tion du 3-ieme ordre, pers- 
pectivement avec 1’inyolution 
au cycle (x,y,z), est uneróta- 
tion de 60°. La construction 
d’un autre cycle de cette 
involution (fig. 5) s’ensuit 
immediatement.

Si l’on considere une 
inyolution du 3-ieme ordre 
sur un cercie arbitraire dans 
le plan de Gauss, la plus 
simple inyolution sera une 
rotation de 120°. Les points 
doubles d’une telle inyolution 
se trouvent alors au centre du

Fig. 6 cercie et au point impropre. Si
Fon designe le cycle arbitraire 

de cette inyolution par (x,y,z), et si Fon fait passer des circonferences 
par le centre t du cercie, les points x,y et y,£,on yoit que ces circonfó- 
rences se coupent sous un angle de 60°. Puisąue la projectivite sur le 
plan de Gauss est une reprósentation qui conserye les angles, la pro
priótó dont on a parlóe plus haut a lieu meme si le point double t n’est 
pas le centre du cercie. Si Fon prend donc, sur le cercie, un point arbi
traire x, on trouvera y de la condition que la circonfórence passant par 
t et x coupe le cercie sous un angle de 60° (fig. 6).
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II resulte de la construction ci-dessus que, dans le plan de Gauss, 
deux points doubles d’une involution du 3-ieme ordre determinent com- 
pletement cette involution. Une involution du 3-ieme ordre est aussi 
dśterminee si Fon donnę un point double et le cercie (ou une droite) 
qui se represente sur lui-meme. Par contrę, deux couples de points, a sa- 
voir le couple primitif et le couple transforme, situes sur la nieme droite, 
ou sur le meme cercie, determinent; generalement deux involutions du 
3-ieme ordre, parfois une seule, et dans certains cas aucune (fig. 7).

10. On completera maintenant les considerations precśdentes par des 
calculs qui s’y rapportent.

Soit un axe de coordonnees. Toute projectivite elliptique ayant deux 
points doubles conjugues complexes p + iq et p—iq, peut s’exprimer 
comme suit: (p + 2p)x—(p2 + q2)' x + fl ’
oii fi est un parametre arbitraire.

La fonction reciproque est

i: z^+(p2 + g2)y -x + {/i + 2p)-
La deuxieme iteration de la projectieite primitive s’exprime

[(,w + 2p)2 —(p2 + g2)]o? —2(p2 + g2)(/z+p) 
2(;<+p)a; —[(p2 + g2)—/i2]

Dans le cas d’une involution du 3-ieme ordre, elle doit etre identiąue 
a l’involution róciproąue. U s’ensuit que

= (p2 + g2) — (i« + 2p)a 
2(p+p)



44 W. SOSNOWSKI

Alors

(5)

2/t2 + 2p/t — p2— q2 +/i2 + kp/,1 + 4p2 = 0,
3^2+6p,w+3p2—g2=o,
3(y + p)2=S2,

‘"1’2 + 2’ = ±j^’
— J>k3±S 

/u_“jr~-

Si l’on prend le signe infśrieur, on a la projectivite

(2—p|/3)a?+|/3(p2 + ę2) 
W ’= 4Mf-rf5F

En prenant le signe supórieur, on a, en tenant compte de (6), la pro- 
jectivitś reciproque

(g + p|/3)^—|/3(^ + g2) 
— \3x + (q—p|/3)

On fait correspondre le point pĄ-ią a la projectivitó (6) et point p—iq 
a la projectivitó (7).

La seconde projectivite peut etre obtenue de la premiere en chan- 
geant q en —q. On peut donc considerer, en generał, que le point p + iq 
correspond a la projectivitó (6).

11. On va voir maintenant si les involutions d’ordreM% (n = 4,5,...) 
peuvent aussi servir de point de depart pour 1’introduction des points 
complexes. On peut dire d’une maniere generale, qu’une classe d’involu- 
tion d’ordre n ne peut etre employee dans ce but que s’il existe un et 
un seul nombre m<n tel que m et n soient premiers entre eux. Dans 
ce cas la m-ieme iteration d’une involution d’ordre n est aussi une in- 
volution d’ordre n differente de la premiere. Les deux involutions ont 
exactement deux points doubles communs. Si ces derniers sont conjuguśs 
et complexes, on peut faire correspondre le premier point double a la 
premiere involution et le second point double — a la deuxieme.

La proprietś en question n’ont que les nombres 3, 4, 6, et ce n’est 
qu’eux qui peuvent etre pris en consideration en introduisant les points 
complexes d’apres la methode de Staudt.

Le nombre 2, employś par Staudt, n’a pas cette proprietó, et, par 
consequent, on doit faire correspondre les deux points doubles a la meme 
involution.

12. Pour les involutions d’ordre 4, on demontre les propositions 
.suivantes:
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Proposition 3. Si les points x,y,z et t forment un cycle Punę involu- 
tion d'ordre 4, y,t) est un rapport barmonigue.

Demonstration. Les rapports anharmoniques suivants sont ógaux

(xzyt) = (ytzx) = (zxty) = (tyxz),

ce qui ne peut avoir lieu que si les couples xz et yt sont diyisós harmo- 
niquement.

Proposition 4. Si (x,z-,y,t) est un rapport liarmoniąue, il existe une 
(et une seule) inyolution d'ordre 4 de cycle (xyzt).

Demonstration. On sait qu’il n’existe qu’une et une seule pro- 
jectivite qui transforme les points x,y,z en y,z,t respectivement. Si

(xyzt) —— 1,

et si la projectiyitó envisagóe transforme t en u, on a

(ytzu)= — 1,
et, comme (ytzx)~ — 1,

u=x,
ce qui etait a dómontrer.

Proposition 5. Une inyolution du i-ieme ordre n'a aucun point dou
ble reel.

Demonstration. Si une involution d’ordre 4, de cycle (xyzt) en 
avait un, son iteration, qui est une inyolution d’ordre 2, devrait l’avoir 
aussi. Mais l’involution du deuxieme ordre a comme couple de points 
correspondants xz et yt. D’apres la proposition 3, ces couples forment 
une division łiarmonique. L'inyolution du 2-ieme ordre est alors elliptique 
et ne peut avoir de point double.

Proposition 6. Une inyolution du Uieme ordre est determinóe par trois 
points ordonnes, situes sur une droite, le premier se change en le deuxieme, 
le deuxieme en le troisieme, et le troisieme en un point conjugue harmoni- 
ąuement avec le deuxieme par rapport au premier et le troisieme.

La demonstration rósulte immódiatement des propositions 3 et 4.

13. II resulte de ces propositions qu’a toute inyolution du 4-ieme 
ordre, on peut faire correspondre un point complexe de maniere qu’aux 
points conjuguós óchoient les inyolutions róciproques. On yoit encore 
que les points ordonnós x,y et z, situós sur une droite, dóterminent un 
point Gomplexe qui peut etre dósignó par (xyz).

Si l’on dósigne par t un point conjuguó harmoniquement ayec y par 
rapport a x et z, on a

(®y«) = (^) = («ta?)= (txy\
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Par contrę, le point
(zyx)=(tzy) =(xtz)=(yxt)

est conjuguó avec le precedent.
De faęon analogue, s’il s’agit d’involutions du 4-ieme ordre dans un 

faisceau, on peut leur faire correspondre des droites complexes de ma
niere qu’un point complexe soit situe sur la droite complexe si les in- 
volutions correspondantes sont lióes perspectivement.

Les problemes des jonctions et des intersections se resolvent comme 
les problemes 1 et 2. Par contrę, s’il s’agit de dóterminer les points d’in- 
tersection d’une droite L avec la coniąue 8, on prend sur L un point 
arbitraire a?, et on tracę sa polaire relative a S qui coupe L au point z. 
Les tangentes a 8, partant des points x et z, forment un ąuadrilatere 
circonscrit a £. L’une de ses diagonales est L et les deux autres cou- 
pent L aux points y et t. Les points complexes cherchós sont alors (xyz) 
et (xtz).

Fig. 8

La dómonstration est analogue a celle qui fut donnee dans la sec
tion 7 (fig. 8).

14. Dans le calcul, semblable a celui de la section 10, on utilise la 
propriótó que l’itóration d’une involution du 4-ieme ordre est une invo- 
lution d’ordre 2 a laąuelle s’applique la formule
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d’ou a cause de (3),
p2 + g2— p2 
w+?r=2’-

Donc
p2 + g2 —p2—2pp —2p2= 0,

p2 + 2pp + p2=q2

pi,2=—P^l-
A t’involution

= (p—g)a?—(p2+g2) 
y x—(p + g) ’

on fait correspondre p + iq, ce qui revient a prendre le signe superieur; 
a l’involution

(p + g)a? —(p2 + g2) 
a?—(p—g) 

le point p — iq.

15. Les involutions du 4-ieme ordre fournissent des constructions 
pareilles a celles que Fon emploie dans les involutions du 2-ieme ordre. 
Si (xyzt) est le cycle d’une involution du 4-ieme ordre, celle-ci a les me
mes points doubles conjugues que l’involution du 2-ieme ordre dans 
laquelle les couples de points x,z et y,t se correspondent.

En ce qui concerne les involutions du 6-ieme ordre, il est facile d’en 
donner la construction, dans laquelle la premiere itśration est une invo- 
lution donnee du 3-ieme ordre, de cycle (xyz). Dans ce but, on tracę un 
triangle abc tel que les prolongements des cótes ab,bc et ca passent re- 
spectivement par z,x et y (fig. 9'et aussi fig. 4). On tracę ensuite un 
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triangle abc dont les cótes ab, bc et ca passent respectivement par les 
points zc,xa et yb. Les droites aa,bb,c'ć se coupent en un point (Theo
reme de Desargues) et la droite en u, v et w.

Les points x,w,y,u,z et v forment un cycle d’une involution du 
6-ieme ordre.

Une projectivitć ąui transforme x,w,y en w,y, u respectivement doit 
aussi transformer le point z, conjugue harmoniąuement avec w par rap- 
port a x et y, en le point v conjugue harmoniąuement avec y par rap- 
port a w et u. «

On peut demontrer de la meme maniere que le point u doit etre trans- 
formable en z, et v en x, ce qui etait a demontrer.

La meme configuration complete le cycle (xwyuzv') si l’on donnę trois 
de ses points initiaux x,w ,y.

16. Terminons en donnant des formules aux involutions d’ordre 5,6 
et 8 dont les points doubles sont p + iq et p — iq.

On a: ąuatre involutions du 5-ieme ordre

= (p±gki—ł)^—(p2 + g2) = (p^gh+j-)^—(p2 + g^)
(pTgh—ł) ’ ' . (pTgh+ł)

deux involutions du 6-ieme ordre

l*F
X— |H)1

ąuatre involutions du 8-ieme ordre

[P±g(l — (p2 + g2) = [p ± g(l + (P2 + g2)
x-[pTg(l-|/2)J ’ [p=Fg(l+1^2)]



ON THE THEORY OF LOCALIZATION FOR DOUBLE 
TRIGONOMETRIC SERIES

By R. P. Gosselin (Chicago)

The purpose of this paper is to extend to double trigonometric series 
certain results in the theory of localization for single trigonometric series. 
The theory, originated by Riemann, was developed by Rajchman and 
Zygmund [1] through the use of the formal multiplication of series. 
Lepecki [3] has extended this theory for the case of double trigono
metric series with coefficients which go to 0 in a prescribed manner. 
We shall consider morę generał trigonometric series. The main techniąue 
to be used in the proofs involves the theory of the formal multiplication 
of double series, which will be developed as far as necessary.

The author wishes to thank Professor A. Zygmund for suggesting 
this problem and for his guidance and encouragement.

We shall use the exponential form of trigonometric series,
oo

2 amne^mx+n^,
m,n=—oo

and consider series whose coefficients obey one of the order conditions 
which we no w define.

If fi and o are real numbers, “amn=O[(|wi|+l)i3(|n| + l)<’]” will mean 
that (\m\ +1)~?(|n| +1)—a|amn| is bounded for all m and n.

By “amn= o[(|w| +l)0(|n| +1)’]” we shall mean am„=O[(|m| 4-l)?(|n| +1)°'] 
and (lm|+ l)~3(|n|+1)—ffamn = o(l) in the Pringsheim sense, i. e. for any 
positive number e, there exist positive integers m0 and n„ such that, for 
|TO|>m0 and n^n0, (|m|+l)~8(|n| + l)~ffjam„|<e.

By “amn=o[(|7n|+ l)3(|n|+ 1)°] rapidly” we shall mean that for any 
positive number e, there exist positive integers m0 and n0 such that, for 
|m|>m0 or |n|>?i0, (|m|-}-1)~(|w| +l)-’|a,n„|<e.

By “amn=o[(|w| H-l/(|n| + l)ff] semi-rapidly” we shall mean that 
«mn=o[(H| +l)'a(|w| +1)CT] andthat am0=o[(|m\-4-1)0] and «on = o[(|^| + l)°] 
in the usual sense.

If fi is a non-negative number, [/?] will denote the greatest integer 
less than or eąual to /?; </?> will denote the least integer greater than 
or eąual to fi.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 4
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Chapter I

Preliminary Łemmas

In most of the lemmas to follow, we shall he considering two series

(1)

and

(2)

oo

^mn
m,n=—oo

oo

m,n=—oo

and the formal product of these two series 

(3)

with coefficients defined by 

if this sum exists. It will, for example, be enough to assume that amn 
is bounded, and that (2) converges absolutely to insure the existence 
of the coefficients Amn.

Lemma I. If amn = o(l), and (2) conuerges absolutely, then the coef
ficients Amn of the formal product of (1) and (2) are also o(l).

We have that

arn—p> n—q | •

We denote the first sum by A, and the second by 272. Let B be a bound 
for coefficients amn, and let

oo

|amn| = (7.

m,n=—oo

It follows that

.2 /-W-

By the absolute convergence of (2), becomes arbitrarily smali as |m| 
and |n|->oo. For any positive number e, we can find positive integers 
m0 and n0 such that for |m|^w0 and |n| ~^n0, Hence, for m, and n
sufficiently large, Zs is not greater than sC. Moreover, |Amn\ śABC for 
all m and n.
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We may use Lemma I to prove the following morę generał lemma:

Lemma II. If, for. ^0 and <t>0, amn = o[(|OT|+ l/(|n|+ 1)°], and
oo

£ |anin|(|m| + l)'3(|n| + 1)" connerges, then Amn= o[(|ot| + l)^(|n| +1)°].
m,n=—oo

Let emn= |amn\f(\m\ +1)0(|n\ + l)ff, and pmn= + l)0(|n| + l)a.
Then, 

oo

' |p|+i y / |g|+i y 
Jot—p| + l/ \|n—ffl + l/ ’

If ot^O, then for p^O, |p| + 1/)ot—p| + l^l; for 0^p^2ot, 
|p| + 1/|ot— p\ + 1 <2ot + 1; forp>2m., \p | + 1/|ot—p\ + 1 < 2. Hence, in 
all cases ] p | +1/1 m—p | +1 < 21 m | + 2, and the same ineąuality holds for m 
negatiye. Similarly, |g| + l/|n—g| + 1^2|w| + 2. Hence,

oo 
|Amn|<2^+ff(|m| + l)^(|n|+1)<I 2 ^m-p^-g 

p,q=—°°

oo

and by Lemma I, £ ePqfim_Ptn_q=o{V).
p,q=—oa

Lemma III. If, for /? + 0 and <?>0,

amn= o[(|w| + 1)-'9 (|n| + i)""],
and

£ |amn (H + 1)?(W+1)'’

zn,n=—oo

converges, then
Amn==o[(im| +1)~9(H H-l)-0!-

Let emn = |amn|(M + l)?(H + l)°' and ^mnHamn|(W + 1)f,(H + l)<’- 

Then

<(|m| + lX(|n| + l)° 2
pyq=ca

&pq —p, n—q

(|p| + ij0(|3| + l)o(|OT— p\+iy(\n—g|+l)°’

If |ot| >0, then for p<0, (| ot|+1/|ot—p | +1)0<1; for 0<p^[w/2], 
(|ot| + 1/|w—p\ + 1)0^20; for p>[m/2], (m+lfp + iy^2?. Similar esti- 
mates hołd for ot<0 and also for the terms involving q and n. Hence,

(|?n|+lX(|w|+1)a|^mnK2'3+" epqT)m-p,n--q.

p,q——oo
4*
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Since

= o(l)

by Lemma I, the lemma is proved.

Lemma IV. If, for 0<£<l and 0<a<l, amn= o[(|to| +l)-0(|n| +1)-°], 
and amn=0 [(| m | +1)—0—i (| n | +1)—ff—*], then letting

^pq am—pt n—q

(we consider only non-negative m and n), we have

Ann = o[(H+l)-?(|n|+l)~0].
Let

£mn = |«m,l'(|w. + l);J(l» +l)°, r/mt, = Iam„|(\m\ +1)0(|n| + l)ff,
= 1. u. b. em„ and N= 1. u. b. ymn. Then,

(to+ 1)0 (n 4

<(ni + l)0(n + l)ffW
p,g=O

__________________________ epq ________ ________
(p + l)0(ę + 1)®(to—p +l)0+x (n —g + l)ff+i‘

If p>[to/2] and g>[n/2], (w+l/p+1)0(71+1/2+1)® <20+®; spq becomes 
arbitrarily smali for these values of (p,q) as m and n->oo. Furthermore,

2 ____________1____________•(to—p +l)0+x (w—q + l)a+1 = 0(1).

If 0 <p <[to/2] and q>[n/2], (to + 1/to—p +1)0(11 + 1/2 + 1)® <20+®.
Also

_____ 1_______ _____________1_________ _ 20/2_______
(p +1)0 (m—p +1) (p + l)i+0/2 (to—p +1)0/2 (to +1 )0/2 (p + l)x+0/2

m,n
and N £ epql(p + l)1+0/2(n—q +1)®+X = 0(1). Thus, 

p,Q=O
[m/2j,n

to + 1)0(h + 1) N (p^_2)?(g-|-i)«(TO—p + l)?-*-1^—ę + l)®!-1

p,?=0

0(1)
(to + 1)0/2

0(1).

Similar arguments can be given if 0<2<[w/2J. Itis elear from the above 
arguments that (TO + l)0(n + l)®|Am„| is bounded for all to and n, and 
the lemma is proved.
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Lemma V. If, for 0</?<l and <r>0, amn = o[(|m| 4-1)—?(|n| 4-1)’] 
oo

and £ |amn|(H+1)“ converges, then -Amn=o[(|-m| 4-1)-^ (|n| 4-1)’]. 
m,n=-—oo

This lemma may easily be proved by a combination of arguments 
used in the proofs of Lemmas II and III.

Remarks to Lemmas I—V.
1. If the coefficients amn of series (1) and the coefficients of series (2) 

depend upon a parameter such that the hypotheses of the preceding 
lemmas are satisfied uniformly in that parameter, then the conclusions 
hołd uniformly in that parameter.

2. If the hypotheses on the coefficients amn are replaced by another 
type of order condition of those defined in the introduction (except for 
the semi-rapid order condition), then the coefficients Amn will also satisfy 
this new order condition. For example, if we assume in Lemma II that 
a«!n=o[(|™| 4-l)|3(H 4-l)ff] rapidly, then we may conclude that Am„ 
= o[(jm\ 4-1}8 (| n | 4-1)’] rapidly.

Lemma VI. If, for K a positive integer,

amn = 0[(|w| 4-l)-^-1(|n| + l)-^-i],
oo

ntam„.= 0,
n=—oo

for all integral

oo

2
oo

2
m and n respectwely, then

oo oo oo oo

/>i aP<l = J£[ ' ' ' Jżl 'PKaP(!'

^=-00

and
oo

2
oo

2
oo oooo

aP<H

;-\=m p=pY q^—cQ

m— 0, i 1, 4z 2, ...

It is enough to prove the first formula; the second will then folio w 
from the symetry in m and n of the assumptions on amn. We first show 

oo oo

the formula true for K=l. Let ź? Since 2? amn = 0
p,q—m,n m=—<x>

oo

and A- — 0 for all integral n and rn respectively, we have
n=—oo

oo

_ y ,, _ _u-pg —

p,q=m,n
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Hence, -RC/nZ!=O[(|m| +l)~2(|n| + l)~2], which implies the convergence of 
oo co

the series £ R^n and R^n uniformly in n and m respectively. 
m=—oo n=—co

We now apply Abel’s formula to the partial sum of the first series. 
Thus

tn m

^pn — — -Rp+l,n) +W-Em_i,n + (?n+l)-E_m„.
p=—m p=—m

The last two terms of the right side are o(l) rapidly, and Rfft—-Kph,*
oo

= Jj«d(7 so that letting m->oo, we obtain
q—n

oo oo oo oo oo

2 R^ = 2 2 PaPi=2 2 Papv’
p=—oo p=—oo q=n q—n p=—oo

the last eąuality folio wing from the absolute convergence of the series. 
This proves the formula for K=l.

We now suppose the formula proved for every positive integer less 
than K. We introduce the foliowing notations: let

oo

_ y p(D
p,q=m,n

One may easily see that these expressions make sense, all the series being 
oo

convergent. Furthermore, £ Rp„ converges absolutely and uniformly P=—oo

in n. In fact, sińce
oo m— l,oo co,n—1 m—l,n—1

2 ^S,=- 2 «=- 2 2
p,q—m,n P,q=—<x>,n p,q=m,—oo p,q=—oo

I?mn = 0[(|m | + 1) 2A+1(|n| + 1) 2ff+1]. Proceeding in a similar manner, we 
see that R^n =0[(|m| + l)_ff~1(|n| +l)-*-1]. The formula which we are 
attempting to prove may be written in the form

oo oo oo oo

= 2 "■ 2 2pKa^ ±1,±2,...
p=-oo qK1=n q=qx p=-co

From the calcalus of finite differences, we have the formula.

K
•1=i 2(-1}J'A“A«=

p — arbitrary integer.
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One can then write
m iii K

p=—m p=—m j=0

K m K —ni—1 ni

=Ł2 2<-1>'^v«.»+i2{ 2 - 2
’=0 p—-m j=l p=—m—j p=m—J+l

Since — o(l) rapidly, the second sum of the right side which
remains finite, is also o(l) rapidly. The first sum can be written

Km

2 pK2
p=-—ni J=0

the inner sum
oo

•is S
oo

is S
qK-r=n

being the Kth’ difference of Uff. The first difference 
oo oo

the second is 27
qK— i=n qK—2=qK—l

27 ^pqK^2 an(i tl^ie -®-,h difference
OO

^ZC-2~9/C-l

oo

Z- Upq •
Q=Q1

Letting m->oo, we obtain

oo

2^=i2^2-2
p=—oo

oo oo

p=—oo

oo

J apq •

qK~i=n ?=9i

To justify the interchange of the order of summation, we notę that

oo oo ff—1

2 • • • 2 apq = 2 ("WMS
qK-^=qK— 1 9=<?1 1=°

since the left side, which we denote by Dpq is the (TC—l)sr dif
ference of Hence, DPqK_x = O\{\p\ + l)-*-2(|g/f_i| + l)-*-2], and

oo oo

pK Dpq/( J converges absolutely. We may thus change the
P=~ oo 9ą-_i=«

order of summation:

oo oo oo oo oo

2W= 2 2?K 2
P=~°° p=-oa qK_^=qK_1 q=qt

By sufficiently many repetitions of the above argument, the desired 
formula is obtained.
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Chapter II

Formal Prodncts

In this chapter, we shall consider two trigonometric series
oo

(4)

and
m,n=—00

(5) £ anine'<"‘x+'^

m,n=—00

and the Cesaro summability of a given order of their formal prodnct

(6)
CO
£ Amnei(mx+^.

m,n——co

We shall consider summability only in the Pringsheim sense, i. e. (6) 
will be said to be summable (C,/3,o) at (x0,y0) to a limit L, if letting

OO

be the mwth' symmetric partial sum of £ Amne^A-nyJ
mn——co

1
M N

in the Pringsheim sense. Both fi and a will always be taken greater than —1, 
and the various theorems 'will deal with summability for p in a given 
rangę and a in a given rangę.

We shall be dealing also with conjugate series; we define the series 
conjugate to (6) to be the series

co
(7) — [signum (m)] Am„ ei(mx+n«}.

m,n=—00

In what follows, we shall consider “cross-shaped” neighbourhoods 
of a point (x0,y0), such neighbourhoods consisting by definition of all 
points (x,y) satisfying either the condition \x—a?0|<e,y arbitrary, or 
the condition \y—y0\<e,x arbitrary. Morę generally, let J be a point 
set of the a?-axis and Y a point set of the y-axis. By X@Y, we shall 
mean the set of all (®,y) such that x e X ,y arbitrary or y e Y, x arbitrary. 
By 1x1, we shall mean the set of points (x,y) such that x e X, y e Y. 
For the theorems we are going to prove, the situation will in generał 
be as follows. The series (4) is „bad“ by which we mean it has coefficients 
of sonie order; and the series (5) is „good“ in the sense that its coeffi
cients tend to 0 with sufficient rapidity, and its sum satisfies certain
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conditions on a set X®Y. The eonclusion will be about the behaviour 
of the formal product (6) of (4) and (5) in the set X x h.

Theorem I. If, for 0</?<l and 0<_a<l, the coefficients amn of se
ries (4) are o[(|m| 4~1)—?(|»| + 1)~an<^ ^ie coefficients amn of series (5) 
are +1)—3(|n| + 1)—3], and if (5) conrerges to 0 for (x,y) e X©Y,
then the formal product (6) of (4) and (5) is uniformly summable (C ,—ft ,—a) 
to 0 for (x,y) e X xl.

We shall assume that the set X consists of a single point ®0, and the 
set Y consists of a single point yy, and when this special case of the 
theorem has been proved, the fuli theorem will follow from Remark 1 
to Lemmas I-IV of Chapter I. For convenience, let the point (®0,i/0) 
be (0,0). All the coefficients Amn of the formal product certainly exist 
in this case sińce the coefficients amn are bounded and (5) converges 

m,n
absolutely. Letting Smn — £ Apq, we have

p,q=—m,—n

m,n oo oo m—r, n—s

$mn = ^rs^-p—r,q—s == ^is ^pq*

p,q=—m,—n r,s=—oo r,s=—co p,q=—ni—r,—n—s

oo

Now let Rmn — apq> The assumptions on amn insure us that 
p,q=m,n

oo

amn = ^^ n=0, il, ±2,... and
ni——co

oo

amn — ^; m= 0, ± 1, i2,...
n=—co

oo oo

For, letting a?=0 in (4), we obtain £ (2?
n=—oo m=—oo

which is identically

0 in y, letting y=0 in (4), we obtain £ am„)e''"x which is iden-
m=—co 7i=—oo

tically 0 in x. As shown in the proof of Lemma VI of Chapter I, 
Rmn = O[(|w| + 1)—2 (|n| +l)-2]. Hence,

oo

8mn
r,s=— oo

Consider the MNth’ Cesaro sum of order (—/3, —o):

(—,/3,—a) 
MN

M,N
_ V r D— X/ ^M—ni ^N—n

M,N

m,n—Q

oo

V zk—P—1) z4—«—1) <J 
// —m N—n ®nut

777,17 = 0
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The expressions

are of the order o[(|m| -j-1)—^(|wj + 1)-<J] by Lemma III of Chapter I.
OO

It is enough to consider only the first sum: Dmn = arsIi_m_r,_n_s.
r,s=—oo

We must show

jy-a

P(-<r + l)

in the Pringsheim sense. Since 

M r(-p+i) and

we may apply Lemma IV, and the theorem is proved, the uniformity 
following from Bemark 1 to Lemmas I-V.

We notę that Lemma IV also shows that this double seąuence is o(l) 
in the sense defined in the introduction.

Theorem II. If, for 0</j<1 and 0<u<l, the coefficients amn of se
ries (4) are o[(|m| +1)~0(|n| + 1)_ff] rapidly, and the coefficients amn of 
series (5) are O[(+,1)~3(H +1)~3], an^ W (5) conrerges to 0 for (x,y) eX@ Y, 
then the series (7), conjugate to (6), is uniformly summable —a)
for {x,y) e XxY.

Again we shall demonstrate the theorem only for a single point (a?o>^o)> 
whieh we assume for convenience to be (0,0). Let 8mn be the wnth' 
symmetric partial sum of (7) evaluated at (0,0), and let «mn= signum (mn). 
Then,

m,n

Smn = ^rs &pq ^p—r, q—s

r,s=—co P,q=—m,n
oo m,n

= ars ( Ctp—q—s CL—p—q—s CLp—r> —q—s CL—p—,r> —g—s ).

r,s=—oo p,q=l

It is enough to consider only the first term of the inner sum of the
oo

right side. Let Rmn = S apqi and again =0[(|m| +1)—2,(|w| + 1)“2]« 
p,q=tn,n

Hence

®p—r, q—s == 1—r,l—s Rm—r-f-1, 1—s R1—i, n—s-j-1 4“ Rm—r-|-l, n—s-f-1 •
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OO

Let D(1)= Yf arsRL_ril_s. Then,
r,s=—oo

1
X—fi) —°)

M,N

VXz ^M—m

m,n=0

oo

Let Dm= S ^rsHm—r+x,x—s- This is o(m~0) by Remark 2 of Chapter L 

applied to Lemma III. Then,
M,N M

zi(—.®) p(—°) X ;
'-'N

m,n=0

Z

m=Q

which is o(l) by a simple adaptation of
Yariable. Similarly,

Lemma IV to the case of one

M.N

___ ±___ yr<
rA—S) p(—o) X/

m,n=O

oo

^rs Ul— r, n—s+l

is o(l), and finally

__ 1__  y
srt—fi) ffi—0) X/
ZU

m,n=Q

is o(l) as shown in the proof of Theorem I.
In the following theorem, we take /? and o to be positive and assume 

for the sake of definiteness that cr>/3.

Theorem III. If the coefficients amn of (4) are o[(| m\ +l)8 (|nl +1)°] 
and the coefficients amn of (5) are O[(|m|+ 1)—2ff—3(|n| + 3], and if (5)
converges, together with all derioatiues with respect to x and all derivatives 
with respect to y up to order (af>, to 0 for (x,y) eX@Y, then (6), the formal 
product of (4) and (5), is uniformly summable to 0 for (x,y) e Jxł'.

Again we assume (0,0) e Xx V and consider the formal product only 
at this point. From the assumptions on series (5) and its derivatives, 
we have 

n.— 0,^1, ±2,...

and

niam„ = Q, m=0, ±1, ±2, ..., 0,1,... <<r>.

n=—co

A proof of this fact for the case <<r> = 0 was included in the proof of
oo • oo

Theorem I. Let R%n = aPQ and F,(,',t1)= 2? f = 0,1,..., <a> —1.
p,q=m,n p,q=m.n
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To show these exist and have a eertain order, we need only refer to the 
proof of Lemma VI and replace I£ in the notation of that lemma by <cr>. 
It is then elear that —O[(|w| + 1)—2<r—2+'(|n| + l)—2<^-2+/]. Further-
more,

oo

% A’*,,," 0, n= 0, ± 1, ± 2,... and
p=—00

oo

2 R{<a>)= 0, m= 0, ± 1, ± 2,...

so that

R^n>+V> = O[(|m| + 1)—2+';(|n| + 1)~where z;=<o>—o.

That the coefficients Amn exist is shown by Lemma II. Let
m,n

^mn = JE/ Apq •

p,q=>—zn,—n
Then,

Smn =
m—r,n—s

2 Cipę

p,q=—m—r, —n—s

It is enough to consider only the first inner sum of the right side. We

oo
= ^1 ars (R-i

must show
M,N co

(8) X1 ----1) fl(G— 1) X’ p(l) „/-I \
(](&) (J(a) M—m^N—n u*rs-LXj—m—r,—n—s — {J\L)

a/ V N n
m,n=0 r,s——co

in the Pringsheim sense. Our proof will show -that the left side of (8) 
is o(l) in the sense defined in the introduction. The method of proof 
consists of applying Abel’s formula repeatedly to the sum

/Qx V pG-D pto—i) pd)
( y / X i Af-—m v N—zi —m—r, —n—i

Since
T>(1) __  ( 7b(2) __  p(2)

—ni—r,—n—s — \J-*'—rn—r,—n—s —rn—r-j-1,—n—s

we have
M M
V n(0—d pd) — V i ptf—b pG3—d \ pd) _ ptf—D n(2)

X / —m -LA1—rn—r,—n—s— /> Wm—m M—m—1/-*^—m—r,—n—s Af —r-|-l,—j

_77Z=0 727=0

Al

V (x> rx) \ p(2) D p<2)Xi —ni vjf—ni——m—r,—n—s-(-l i M —r-f-l,—n—s-j-1?
227=0
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where m — m—i = 6$—™ if O—i x) is defined to be 0. No w summing
with respect to n, we find that (9) is equal to

(10) zn,n=0 tn=0
N

/~i(P—1) V1 p(o—2) p(2) | —1) z^(c—1) p(2)
— A -n—s~V^M i+l> — s+1

n~ 0

The last term of the right side of (10) can be immediately neglected 
sińce Cm-1)Cf^_1)/O'^)(7jv) = o(l), and the convergence of the series 

oo

ars _s+1 is insured by the order condition on J?®. To show 
r,s=—oo

that the second and third terms of (10) are also negligible (we consider 
M

only the second), we apply Abel’s formula to 2^ m-K—m—r,—*+ir
m=0

obtaining
M
V p(3) r<(?-2) p(3)
X/ —m—r,—s-j-l M —r+l,—s-f-1

zn=0

M
V1 —ii) r>(3) i p(0—-2) p(3)

— 2j r-H, —s+‘2 ►
771=0

The second and fourth terms are immediately negligible, and the first 
and third being of the same form, we consider only the first. By repeated 

M 

applications of the preceding argument s, we find £ 
m=0

equal to
M

(11) 2’<Z<),l?2.)„,_r,_.s+1 + /, ? = 3,4,...,</3> + l,
777=0

where / is the sum of terms which can be neglected immediately or are 
similar in form to the first term of (11). If fi is an integer, for ? = /? in (ll)r 
the first term becomes

M5? tM — j?(ć+l) __  p(?+l) __  p(lJ+l) i p(?+l)
X f —m—r,—s-f-1 —M—r,—s4~l —r-f-1,—5 4-1 —M—r,—s—2 ~r —r-f-l,—s~HH

771=0

the second and fourth terms being negligible. Since

J ar,{R^r.-.+1= 
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by Lemma II, substitution of this term into (8) gives (C# x)/Cm CffjOęJM?) 
which is o(l). If [J is not an integer, let £=</?>—/?, and the first

M

term of (11) becomes, for j = </3> + l, 2? X—+—s+i • Now
772=0

oo

X ar/R^lin îLs-r\=0(m^) by Lemma II, and
r,S=—-oo

Mp(<r—X)
V7V 

p(0> zi(«)
VN

2 c^o^)

oo

is clearly o(l) by the absolute convergence of the series £
772=0

Hence, all but the first term of (10) have been shown to be o(l), and 
sińce this is of the same form as (9), we may apply Abel’s formula again 
to obtain that this first term is equal to

(13)

M,N Az
V1 /"'itP—3) —3) p(3) —2) —3) p(3)
/i M—mN—n —m—r, —n—s N /, M—ni —m—r, —s+1

m,n=0 m—0

where the last three terms can be treated as were analogous terms of (10). 
A further reduction of the first term of (12) leads to an expression of 
the form (12) so that it is enough to consider

<13)
M,N

C(N^n -n-s, j — positive integer.
m,n=0

If is an integer and a=0, letting j = fi in (13) gives

and
oo

p(i<+l) p(?+l) i z+J+D \ _ , r 71/.-’ ąt"i■r, —N—s — -K—r+1, —N—s — Ji—M—r, —s+l + -U—r+1, —s+11 — O\M JA J2 ars(R^l
r,s=—co

by Lemma II and the fact that (i and o are positive. The theorem is 
proved for this case.

If fi and <t are integers, but o>fi, the reduction of (13) leads to terms 
of the form

p(°+i) p(®+i) p(ff+i) i p(ff+i)
Ji—M—r, —N—s —-K—r+l,_W—s —K—M—r, —s+1 A r+1, —s+1 •

These terms may be treated exactly like the corresponding terms of the 
previous case for which o-=^.
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If (} is an integer, but o is not, and >;=<a>—o, letting j = /} in (13) 
gives

3f,2V

V ^7?^) ^N—n -K—m—i

mtn*=Q

N m
_  y y

■r, —n—s — /i 7V—n /i —m—r, —n—s
n=Q m=O

N

■M—r, —n—s+1

n=0

■which can further be reduced to terms of the form
N

// N—n —M—r, —n—s •
n—0

Since
oo

J? ars R^+1ln_s = o +1)°]

r,8"" oo

by Lemma II,

Jr-,7, J' OfcV"«[JK'(» +D’]=i J' +1)']

n=0 n=0

2V. N

= Ł 2 G^O[(n +1)°1 + i 2 G^°^n +
Cn n=0 hff n=W^l

for arbitrarily large N and some sufficiently large but fixed Na. The 
first term on the right is clearly o(l), and the second is arbitrarily smali

OO

by the absolute convergence of the series Cn~-
n=0

If fi is not an integer, but a is, and if £=</?>—/?, the reduction of (13) 
leads to terms of the type

m=0

M
V p(—»—1) / p(°+l) __ p(c+l) ___p(c+l) ! p(c+D \
/i Um.—m \JA—m—r>—N—.s Jl—m—r+1,—N—s n—m—r,—s-|-l r xt_m—r+1, —s+1)•

Since
oo

2 <*„ R^r,-N-s = O[(m +1/
and

M

M=o

as shown above, the other terms being treated similarly, the theorem 
is proved for this case.
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If both f) and o 
the type

are not integers, (13) may be reduced to terms of

By Lemma II,
OO

r,8*=—<
a„ R^>+^n_, = o[(m +1/ (» +1)°]

so that

M,N

1_  v
™ v m,n=0 

M0,N0 M9,N M,No

Cm C(w I
m,n=0 zn,n=O.Aro-j-l zn,n=Afo+l,O m,zi=Jf0-HL,2Ve-f-l

for sufficiently large but fixed Mo and No. The first three sums on the 
right are clearly o(l), and the last is arbitrarily smali by the absolute

OO

convergence of the series 2? x) . The theorem is then proved
zn,n=0

for all cases.
We now state the corresponding theorem for conjugate series, its 

proof being similar to the proof of Theorem II.

Theorem IV. If, for f! and a positive, the coefficients amn of series (4) 
are o[(|m| 4-1)*5 (|n| + 1)°] rapidly, and the coefficients amn of (5) are 
0[(|m| + 1)—2a~3(H + 1)—2<t—3], and if (5) conrerges, together with all derir- 
atires with respect to x and all derivatives with respect to y up to order <<r>, 
to O for (x,y) e X@Y, then the series (7), conjugate to the formal product 
of (4) and (5), is uniformly summable (C,[j,<y) for (x,y) e XxY.

In the following theorem, we consider the case in which the two in- 
dices of summation are in different ranges. For definiteness, we assume 
—1<—and a>0.

Theorem V. If the coefficients a,nn of (4) are o[(|m| 4-1)—®(|n| 4-1)“] 
and the coefficients amn of (5) are 0[(jm\4-1)-2ff—3(j»j 4~1)”2"“3], and if (5) 
comerges, together with all its derivatives with respect to x and all its deri- 
vatives with respect to y up to order <<r>, to 0 for ,y) e X@Y, then the 
formal product (6) of (4) and (5) is uniformly summable (C,—/?, cr) to 0 
for (x,y) e XxY.

In case o- = 0, we need only assume that the coefficients of (5) are 
©[(H + łJ-^Inl + l)-3]-

The proof of this theorem, which involves an application of Lemma V, 
is similar to the proofs of Theorems I and III and need not be given.
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We now state without proof the theorem for the conjugate series 
corresponding to Theorem V,

Theorem VI. If the coefficients amn of (4) are ó[(|m| + 1)—1®(|n| + l)tf] 
rapidly and the coefficients amn of (5) are + 1)~2’~3(|w| + 1)~
and if (5) connerges, together with all its derivatives with respect to x and 
all its derivatives with respect to y up to order <b>, to 0 for (x,y) e X@Y, 
then the series (7), confugate to the formal product of (4) and (5), is uni- 
forrnly summable (C,—fi, a) for (x,y) e XxY.

In case cr=O, we need only assume that the coefficients amn of (5) are 
O[(|m| + l)-3(|?i| + l)_3].

Chapter III

On the Derivatives of the Formal Product

In this chapter, we shall deal with the Cesaro summability of the 
formal product of (4) and (5) differentiated formally a certain number 
of times with respect to x and y.

Theorem I. Suppose that K and L are non-negative integers, fi and a 
are non-negative numbers such that O^f/3—K<1 and O^.a—L<l. If the 
coefficients a,nn of (4) are o[(|m| + 1)~,9(|w| + 1)—®] and the coefficients amn 
of (5) are O[(|m|4-T)^8-3(|ft|+l)—i^3], and if (5) is the Fourier series of 
a function Ifx,y) whieh is constant for fx,y) e X@Y, while its derivatives

d’+dx^yP ’ ^=04,i = 0,l,...,Z; i + ?>0,

are 0 for (x,y) e X@Y, then

‘ oo oo

(14) mKnL Amne^mx+n,I—I(a>,y) £ mKnL amnel^mx+n^
m,n=—oo m,n=—oo

is uniformly summable (C,K—(i,L— u) to 0 for (x,y) e X xY.
If, in addition to the above hypotheses, am„ = o[(|m| +1)~(|n|+ l)~ff] 

rapidly, then the difference

— signum (mn)mKnL Amnei(~mx+niJ>
(1 m,„=_oo

oo

+ I(x,y) signum (mn)mKnLamne^mx+n^
m,n=—oo

is uniformly summable (O,K—fi,L—a) for (x,y) e XxY.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 5
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We assume that (0,0)eZxI ancl prove the theorem only for this 
point. The uniformity will follow from the uniformity conditions of the 
theorems used in the proof. Consider the formal product

oo

A'mn e^mx+^
rn,n=—co

of series (4) and the series
OO

(16) £ amnei(mx+n«\ amn = am„, |m| + H >0; aio= aoo-A(O,O).
zn,n=—co

Then, A'mn = Amn—A(0,0)amn, and (14) evaluated at (0,0) is the same
OO

as 2? mKnLA'mn. Moreover, (16) is the Fourier series of a function
myn=—oo

Aj(®,2/) which is 0, together with its derivatives

' w”’ #=o,l,<+/>«

for (x,y) e Xo@ J’o where Xo consists of the single point x=0, and Yo 
consists of the single point y=0. We must then show that this differen- 
tiated formal product

OO

2 mKnLA'mn
m,n=—co

is summable (C to 0. By the binomial expansion,

-A.njn— dpq CLm—p>n—q

p,q=—<x>
oo K,L

p,q=—oo k,l=Q

and we consider the generał term of the right side, i. e.

oo

2 Pkil(m~P^k(n — ^L~lai>Qa''n-p,n-<1-

p,q=—oo

This is, escept for a constant factor, simply the mn® coefficient of the 
formal product of the series

OO

mk n1 a,nn
m,n——oo
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and
co

(17) mK~k nL-T a,nn e^mx+n^.
m,n=—oo

Letting łn*nza„,„ = cmn, we have cmn = o[( j m | + 1)K~? (|n| + l)i—°], and 
letting mK~knL-lamn=ymn, we have ymn = 0[(H +1)-3 (H+ 1)-3!- 
Moreover, (17) is the Fourier series of the function

9xK~k3yL-1 ’

which is 0 for (x,y) e X0@Y0. Hence, these two series satisfy the hypo- 
theses of Theorem I of Chapter II if 0</?—7I<1 and 0<<t—Z<1. If 
^—71=0 or <r—_L=0, the hypotheses of Theorem V of Chapter II 
are satisfied. In either case, their formal product,

oo

2 mKnLA'm„,
m,n=—oo

is summable (C, K—fi,L—a) to 0 at (0,0).
To prove the second part of the theorem, we notę that (15) evaluated 

at (0,0) is the same as
oo

— 2 signum
m,n=—oo

Since this is the conjugate of the formal product of

OO

rnknlamn ei(mx+ny'>

and (17) evaluated at (0,0), it is summable (C,K—fi,L—o) by Theo
rem II or Theorem VI of Chapter II, according to whether fi—L and o—L 
are both positive or not.

Theorem IT. Suppose that K and L are non-negative integers, fi and a 
are real numbers such that K-\-fij^0 and L-j-ff^O. (For definiteness, we 
assume L-fa^K+ fi). If the coefficients amn oj (4) are o[(jm| -|-l)0(|n( +l)ff] 
and the coefficients amn oj (5) are O[(|m| +1)—2<Ł+0>—k—3 (|n| .pi)—2)ł-h>)—r—3], 
and if (5) is the Fourier series oj a function A(x,y) which is constant for 
(x,y) e X®Y, włtile its derivatives

3i+JKx,y)
3xl9yi ’ i—0,1,..., K -\~L + j—0,1,..., 2Z+G-pj>0

5*
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are 0 for (x,y) e X@Y, then

OO oo

mKnL AmHet(-mx+n^—A{x,y) mKnL amnei(-mx+mJ'>
m,n=—o-o m, n=—oo

is uniformly summable (C, II® (i,L + a) to O for (x,y) e XxY.
If, in addition to the above hypotheses, amn = o[(|łn| + IX (|n| +1)®] 

rapidly, then

— signum (mn) mKnL Amne^mx+n<i}
ni,n=—oo

co

+ ^x,y) signum (uwi) mKnL amn e^mx-Inn
m,n——oo

is uniformly summable (0, II + £, L + a) for (x,y) e X XY.

Following the procedurę and notation of Theorem I of this chapter, 
we notę that (17) is the Fourier series of SK~kIL—'A1(x,y)l3xK~kSyL~l, 
which, together with its derivatives with respect to x and derivatives 
with respect to y up to order Z + <«7> is O for (x,y) eXa®Y0. Further- 
more,

c,nn = 0[( I rn! + 1)*+? (I n I +l)7!®]

and
ymn = 0[( | rn | + 1)—2CŁ+®)—3 (| n | _|_ 1)—2(£+c)—3] _

Hence, the two series under consideration satisfy the hypotheses of 
Theorem III of Chapter II if K-|-/3>0 and. Z + oO. If II + f3=0 or 
L + <r= O, the hypotheses of Theorem V of Chapter II are satisfied. In 
either case, their formal product is summable (C, II + /3, L + u) to O at (0,0).

The second part of the theorem follows from a similar application 
of Theorems IV and VI of Chapter II.

Theorem III. Suppose that K and L are non-negative integers, fi 
and a are real numbers such that O and Z + cr^O. If the coeffi
cients amn of (4) are o[(|m\ + 1)~^(|w| +l)ff], cmd the coefficients amn of (5) are 
0[(|w| 4-1)—0—3(|r|+ 1)—2<L-H4—r—3], anft {-f (5) is the Fourier series 
of a function I(x,y) which is constant for (x,y}eX@Y while its derivatives

di+J'I{x,y)
3x‘ 3yi ’ i—0,1,..., II+Z + -(u)-; j — 0,1,...,2Z + ■(<?)>; i®j>0

are O for (x,y) e X@Y, then

oo co

mKnL Amne'^mx+n^ — I{x,y) mI{nL an,nei(mx+rix
m,n=—oo m,.

is uniformly summable (C, K—[i ,L + ff) to O for (x,y)eXxY.
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If, in addition to the above hypotheses, amn = o[(|w! 4-1)—^(|n|+ 1)”] 
rapidly, then

OO

— signum (mn)n?A%£ JLmn e'(mx+"^
m,n=—oo

4- , y) signum (m) mKnL amn e'(mx+ny)
ni,n=—oo

is uniformly summable (C,K—P,L + g) for (x,y) e XxY.

For the proof of this theorem, we need only ref er to and apply Theo- 
rems V and VI of Chapter II as analogous theorems were applied to the 
proofs of the two preceding theorems. For the sake of brevity, we omit 
the details.

Chapter IV

The Theory of Localization
Using the theorems of the last chapter, we may now prove theorems 

concerning the theory of localization for double trigonometric series. 
We consider first the case in which series (4) is “incomplete” by which 
is meant that all the coefficients amn, for m = 0 or n = 0, are 0. Then, 
if (4) is integrated formally sufficiently many times with respect to x 
and y, the resulting series converges absolutely and is the Fourier series 
of its sum. Thus, if amn = 4-l)+i3(|n| 4-1)°], where/3>—l and a>— 1
and 7T and L are non-negative integers such that K—f3>l and L—<r >1, 
then

OO

(18) y
' ' \i / mK nL

m,n=—oo

is the Fourier series of its sum, which we denote by F(x,y).
We now suppose that the set X consists of the interval 

the set X' of the interwal a' ^.xśfb' where —a a<a'<b'<b the 
set Y of the interwal c and the set Y' of the interwal
where —n^c<c'<d'<d^.n. To obtain a periodic function I(x,y) which 
eąuals 1 on the set X’®Y’ and 0 outside the set X®Y mod 2n, and 
which has arbitrarily many continuous derivatives, we may consider the 
function —I(x) y(y) 4- A(®) 4- y(y), where

A(®) =
1, x e X'
0, x outside X

mod 2%; h(3/) = j i, y
(0, y outside

mod 2 7i,

and where 2(®) and ;Ąy) have sufficiently many continuous derivatives. 
The construction of 2(a?) and y[y) offers no difficulty (see [1], p. 87).
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Tliis function, A(x,y), is called a loealizing function, and its use in our 
theory is fundamental as will be seen in the theorems of this chapter.

As a matter of notation, we let DM(x) be the Dirichlet kernel of or
der M and dKfduK(DM(x—u)=D^(x—u)-, DM(x) the conjugate Dirichlet 
kernel and dKfdirK{DM{x—u}=D(M>{x—u).

We no w state the theorem of localization for incomplete trigono- 
metric series, which in the case /? = a=0 is due to Lepecki [3].

Theorem I. Let I(x,y) be a function periodic in x and y of pe
riod 2n and continuous with its deriratines of sufficiently high order, 
Si+t X(x,y)/9xl3yi. Suppose that

Ąx,y) =
0, (<r,y) outside X®Y

1, (x,y) e X'@Y’
mod 2n

Then, for (x,y) e X' xT', the difference

M,n

(19)
m,n=—M,—N

(_l)R+r
Tl2

n 7r
C j l{u,v)F(u,v)D{M(x—u}D%\y—r)dudv

—n —n

is uniformly summable (0,(1, a) in the sense of Pringsheim to 0.
If, in addition to the oborę hypotheses, a,,m = o[(jm,| +1)? (jni +1)°] 

rapidly, and 2,(x,y)F(x,y) is the function conjugate to A(x,y)F(a>,y), then

M.N

+ signum (mn)amnei<-mx+"y'>

(20)

—tt —n

n n
+ (-l)*+i

7l2

is uniformly summable (C,[i,a) for (x,y) e X' xl'■ 
Let cinn=a„,n/(im)K(in)F Then,

F(x,y) =
OO

£ cmne^"x+n<d,
m,n=—oc

and cmn = o[(|m|-f-1)*3-K(|w| +l)ff—z]. Let
oc

% Amnel(mx+n^

m,n=—oo
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be the formal product of (5), by which we denote the Fourier series of
A(x,y), and

OO

2! cm„ei('nx+'’B)-

m,n=—oo

then, being absolutely convergent, it is the Fourier series of its sum 
F(®,y)A(®,y).

We consider first the case in which —1</? and —1<<t ^0. If źl(a?,y)
is chosen so that its derivatives

9‘+i^x,y)
3x' 2yi

j = i + j>0

are 0 for (x,y e W'© Y', then (5) and the Fourier series of Ffx,y) obey 
the hypotheses of Theorem I of Chapter III. This is easily seen by iden- 
tifying the fi and o of this theorem with the K—fi and L—o of that theo
rem. Thus,

co oo

(20) mKnL Amn c^mx+n«> —k(x,y) 2 mKnL cmn el(mx+nB)
m,n=—oo m,n=—oo

is uniformly summable (C,fi,o) to 0 for (x,y)eX' X Y'. But for (x,y)eX' X Y' 
A(x,y) = l. Furthermore, mKnL cmn = amnliK^L, and the MNM partial 
sum of

£ mK nL Amn el(-mx+^

is (l/i)K+L tinies the MNth’ partial sum of the Fourier series of F(x,y)X(x,y) 
differentiated K times with respect to x and L times with respect to y, i. e.

1 dK+L i r C 
(i)K+L n2 dxKdyL { J J F{u,v)X(u,v)DM^x—u)DN[y—v)dudvy

Taking the derivative sign inside the integral and noting that 
aKFM(x—u)/axK—(—1)KDm)(x—u), we have by (20)

M\N n n
amnei(-mx+n«>—^~2— j J X(u,v)F(u,v)D^{x—u)D^\y—v)dudv 

m,n=—M,—N —n —n

is uniformly summable (C,fi,o) to 0 for (oc,y) e X' xY'.
For the proof of the theorem for the cases when fl^O and cr^O, or 

when |S>0 and —l<cr<0, or when —1</?^0 and <r^0, Theorems II 
and III of Chapter III are applied in a manner similar to the above.

To prove the second part of the theorem, we notę that
OO

— signum (mn) Amn ei(mx+',«)
m,n=—cc 
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is the Fourier series of its sum F{x,y)A{x,y) sińce this series also con- 
yerges absolutely. In the first case considered above, we have by Theo
rem I of Chapter III that

OO

- 2 signum {mn} mKnL Am„ e^mx+nu^
m=—oo

co

+ ł(x,y) signum (mn) mKnLcmne^mx+n^
m,n=—co

is uniformly summable {C,fi,o) for {x,y) e X’ xl'. The second term is
OO

(l/i)K+L 2’ signum {mm)an,nei<mx+IF>, and the MN'h’ partial sum of the 
m,n=—oo

Fourier series of F{x,y)X(x,y) differentiated K times with respect to x 
and L times with respect to y is

u,v) DM{x—u)DN{y—v)dudv
—n —

so that
A/, A

signum {mn) amn ei(-mx+nn'>
m,n=—M,—N

4l It-— J J ^{u,v)F{u,v)D(M{x—u}D^'>{y—v}dudv
—n —n

is uniformly summable (<7,/3,o-) for {x,y) e X' x Y'.
By similar applications of Theorems II and III of Chapter III, the 

theorem may be proved for the other two cases.
The last theorem contains the theory of localization for incomplete 

double trigonometric series. For, if

(21) amne^^
m,n=—co

is another incomplete trigonometric series such that

<4,n= o[(W + 1)f’(H + 1)°]
and F'{x,y) corresponds to (21) as F(x,y) corresponds to (4), and if F{x,y) 
=F'(x,y) for {x,y) e X@Y, then Theorem I shows that (4) and (21) are 
uniformly eąuisummable {C,fi,o) for {x,y} e X’ x by which is meant 
that the difference of the two series is uniformly summable (<7,/3,o-) to 0 
for (®,y) e X' x Y'. With the above hypotheses, the series conjugate to (4) 
and (21) are uniformly eąuisummable in the wider sense for {x,y) e X' x Y', 
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n=—oo

by -whieh is meant that the difference of the two conjugate series is uni
formly summable (O,/?, oj.

If (4) and (21) are not incomplete, in order to prove a localization 
theorem for these series, we assume a semi-rapid order condition on the 
coefficients of the two series, i. e. amn and amn are o[(|w| +l)‘3(|n| +1)°] 
semi-rapidly. The formally integrated series are now no longer trigono- 
metric series, but F(x,y) may be written

xKyL xK 
a"fiK\L\+K\

W
V an,u eimx i a'nn____ ei(mx+ny)

II ^—1 (im)K (im)K(in)L
m=—oo m,n=—co

where indicates certain terms are omitted from the sum: e. g. in the 
first sum, the term for n = 0 is omitted; in the second sum, the term 
for m=0 is omitted; and for the third sum, the terms for m = 0 and n—0 
are omitted. It will be convenient to assume that K—/3>2 and L—g>2. 
We now state the theorem of localization for double trigonometric series, 
whieh for the case /3=o=0 is due to Lepecki [3].

Theorem II. If, for (x,y) e X@Y, F(x,y)=F'(x,y), then in enery 
rectangle X' X W, concentric with and interior to the rectangle X X Y, the 
series (4) and (21) are uniformly eguisummable (C,fl,a) in the sense of 
Pringsheim.

If, in addition to the above hypotheses, the coefficients of series (4) and (21) 
are o[(|w|+ l)‘8(|n| + 1)°] rapidly, then the series conjugate to (4) and (21) 
are uniformly eguisummable (C,fi,ct) in the wider sense for (®,y) e X' xl'.

We split up series (4) into four parts:

OO oo oo

2j a,„„ + 2 p 2 anoetny—a»o
m,n=—oo m=—oo n=—oo

where denotes as usual that certain terms have been omitted. We de- 
note the partial sums of the first, second, and third series by eMN{x,yj, 
gnf{x), and hN(y) respectively, and the partial sums of (4) by sMN(x,y). 
Then, sMN(x,y) = eMN(x,y) + gM(n) + hjĄy)—a0l). Let

OO
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Then,

Now let 2(35,y) = — X(x) y{y) + A(x) +/u(y) where 2(35) and y(y) have suf- 
ficiently many continuous derivatives, and such that

2(i») = 1,35 e X'
O,as outside X mod 2 w;

| 1,3/e Y
| 0, y outside Y

mod 2n.

We introduce the foliowing notations:

(23)

(24)

2(w) G(u)Dm\x—u)du=gM(x) + eM(x),
—71

tt

y(v)H(v)D%\y —v)dv= łiN(y) + ^(y),
—n

71

-——— f ~ A(u)D<M)(x~u)du=l +
71 J li. i

---- TT

71J -^y[v)D^Xy — v)dv==l + oN(y),
----71

f ^D^(x-u)du=l + ^(x),

J ^ I>NXy—v)dv=l + TN(y).

The expressions in (23) are simply the Riemann formulas for certain 
single series. Since am0 = o[W] and aOn = o[n°], sM(x) is uniformly sum
mable (C,/S) to 0 for xeX', and yiĄy) is uniformly summable (O,a) to 0 
for y e Y’ (see [1], p. 101). The expressions in (24) are the Riemann for- 
mulae in one variable for the series consisting only of the term 1. Hence, 
5^(35) and ow(y) are uniformly summable (C,/3) and (C, a) respectively 
to 0 for (a5,y) e X' x Y’.

Let G(u) = amuK[K\ + G(rC) where (?(u) is periodic. Then,
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by the uniform convergence of the series. This eąuals, after integration 
by parts, (—1)* (s^(a>)—Ooo). Hence,

(26)

Now we analyze the difference

We can write this as
TC TC-

AMN(x,y)=eMN(x,y) — -—j JE(u,v)^u,v)Dffl(x—u)D%\y—v)dudv

—tc —n

Tl TC

+ J\(u,v)vLG(u)Dffl(x—u)I>NXy—v)dudv

—71 ----71

71 71

+ My)~„2 7rt~f j\u,v)uKH(v)Dffl(x—u)D%\y—v)dudv

—TC ----71

TC 71

a00 f I %(u,v)uKvL Dffl(x—u) Dx\y —v)dudv..

---- 71 —TC

X-K\

, (-l)*+z aw + ^KlLl
Designate these clifferences by A^^y), A^N(x,y), A^N(x,y), AtfN(x,y). 
According to Theorem I of this chapter, AuN(x,y) is uniformly sum- 
mable (0,/?,<r) to 0 for (x,y) eX' xF. Writing X(x,y) in terms of X(x) 
and /Ąy), we obtain from (23), (24), (25), and (26)

= —^/(ic) 7^(7/) —^(a?) Tjv(?/)—«oof m(3?)—aoof.w(®) <in(?/) + ej/(«) cn(2/)

where eM(x)ffN(y) is uniformly summable (C',j?,<r) to 0 for (x,y) e X' xl' 
sińce the first factor is uniformly summable to 0 for x e X' and
the second factor is uniformly summable (O,o) to 0 for y e X'. Furthermore,

AuN(x,y) = — hN(y)SM(x)—yN(y) —OooTAr(y)—awrN(y) qm(x) + yN(y) qm(x)

where -r]N(y)QM(x) is uniformly summable (0,0,a) to 0 for (m,y)eX'xY. 
Finally

= «oo[f M (®) + Tw(y) + qm(x) rN(y) + fM(®) aN(y) — qm(®) <*N(y)]
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where (o?) °w(3/) is uniformly summable (C,/3,cr) to 0 for (x,y) e X' x Y'. 
By combining the above, we obtain

(27) Ąw(^) = ——M®)(Wy) + W^))+-^W(®,?/)

where is uniformly summable (C,/S,a) to 0 for (x,y) e X' x Y'.
Designate by s'MN{x,y), g'M{x),... expressions analogous to sMN(x,y),gM{®),••• 
but constructed from the coefficients a^y of (21). Then, corresponding 
to (27), we have

(28) XifJf(x,y)=—TN(y)[g']if(x) + e'i/(x)j—^Jf(x)(i}i'N(y) + ł]'N(y^+J)'jifN(x,y)

where D'Mjy(x,y) is uniformly summable (0,/?,a) to 0 for (x,y) e X' x Y'. 
The theorem will be proved when it has been shown that G(x) = G'(x) 
for xeX and H(y)=IT(y) for y e Y. For then

^MN^x,y) —s']ifN(x,y)=AMN(x,y) — A'MN(x,y)

= TN(y)[g'iu(x) + s'm(x) —gM(x)—eu(x)]
+ ŹM(x)[hjv(y) + yw(y)—hiv(y) —yjv(y)] + FluJy(x,y)—D’MN(x,y)

and if G(x)=G'(x), x e X, and H(y)=H\y),y e Y, (23) shows that

gM(x) + eM(x) = g'M(x) + <4(®), hN(y) + »7at (3/) = M?/) + »?Ń(?/)

so that sMN{x,y)—sMN(x,y)=I)MN(x,y')-~D'MN(x,y) which is uniformly 
summable (C,fi,a) to 0 for (x,y) e X' xY'. We have that

F(x,y)—F'(x,y)=E(x,y)—E'(x,y) + ^[G(x)-G'(x))

npK- \ 7/^
+ yy (if(?/) — Y[\y}^ + (aoo — «uo)

is 0 for (x,y) e X@Y. Letting FL(y) =H'(y) — amyL/LI and H'(y) 
= H'(y)—a00yLIIA we have

(29) ^,2/)-F'(a?,2/) + ^(H(2/)-H'(?/)) = g(G»-^))

for (x,y)eX@ Y. Fix an arbitrary x, say x0 in X. The left side of (29) which 
we designate by L(y) is a periodic function of y and can be written as 
a trigonometric series with coefficients o(n~2). Thus, the graph of L(y) 
can have no angular points ([2], p. 271]). Since ^/Z! [(J'(a?0) —G(®0)] is 
periodic and contains no angular points, G'(x9)=G(x0) and morę generally 
G(x)=G(x) for x e X. A similar argument may be used to show FL'(y) 
= H(y) for y eY.

The second part of the theorem may be proved by ąuite analogous 
arguments.
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We conclude with two remarks. If we had defined the series con
jugate to (4) to be

—i signum (m)amnei(-mx+ni>'> or — i signum (n) amn e<-in,x+niJ'>,
m,n=—oo m,n=—oo

there are theorems for such series corresponding to the ones we have 
proved. However, under either of the above definitione of conjugate 
series, we obtain a stronger result concerning the eąuisummability of 
two such series. In particular, if the coefficients of series (4) and (21) obey 
some rapid order condition, and if the other hypotheses of Theorem II 
of this chapter are satisfied, we may conclude that the conjugates of 
the two series are eąuisummable by some Cesaro method, whereas under 
our original definition of conjugate series, we could merely conclude 
that the conjugates of the two series were eąuisummable in the wider 
sense.

Although all our theorems have been stated for the case of two va- 
riables, the case of morę than two yariables can be treated in a- ąuite 
similar fashion.
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ON FINSLER’S MEASUREMENT OF AN ANGLE *)

By S. Gołąb (Kraków)

In Finsler’s spaces Finsler1) stated a definition of a measure of an 
angle which for certain angles can be unreal. Eemaining in the two- 
dimensional geometry of Minkowski (Finsler’s geometry is locally 
a Minkowski’s one and problems of measurement of an angle are typical 
local problems) let us denote by I the indicatrice 2), by 0 its origin. Let’s 
establish positive direction of rotation on the piane and let us speak 
about oriented angles3). So, that we could determine the measure (in 
the sense of Finsler) of an oriented angle whose first side is radius rx 
(starting from O) it is necessary and sufficient that the indicatrice I 
should have at the point PT of intersection with the radius a deter
mined half-tangent Ą (directed towardś increasing angles) which would 
not lay on the linę determined by radius rx 4). Let’s denote now by r 
an radius starting from O, sufficiently near to the radius and such 
that the angle (rlfr) should be positive; r should be neighbouring 
enough to the radius r± so that it must intersect the half-tangent Ą at 
a point Q 5 6). To continue let’s denote by P the point of intersection of 
radius r with the indicatrice I.

*) The results contained in this paper were presented at a meeting of the Polish 
Mathematical Society (the Cracow Branch) on 25-th November 1947.

b P. Finsler, U ber Kurnen und Fldchen in aligemeinen Bdumen, Dissertation 
Gróttingen 1918, p. 39.

2) According to Mr C. Caratheodory. Indicatrice is called by many an Eich- 
kurne. Hadamard is calling it figuratrice, Chr. Pauc calls it courbe d’etallonage.

3) In Finsler’s spaces the Finsler’® measure of an angle depends on the direction 
(orientation) of an angle. For that purpose see the paper by A. Bielecki and >S. Gołąb, 

Sur un probleme de la metrigue angulaire dans les espaces de Finsler, Ann. Soc. Pol. 
Math. 18 (1945), p. 134-144, Theoreme II.

4) Finsler himself madę unnecessary a stronger assumption, because he assumed 
that there is a tangent to the indicatrice at the point Px. Really it is enough to make
a less strong assumption. See the paper as under 3). The assumption about the linę 

passing through but not tlirough the origin 0 is necessary for the existence of the 
point Q, which is used in the definition of the measure of an angle.

6) So that the point Q could exist, the euclidean measure of an angle between 
and r must be smaller than euclidean measure of the angle between the radius and Ą. 
The latter is from the assumption positive.
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By Finsler’s measure of an (oriented) angle between and r we 
understand a number cp such that

n. 6)(1) COS (p — ^=
0Q

It is obvious that when indicatrice I is a convex curve (even though 
in larger meaning oj that word) then the measure <p will exist for r near 
enough to rx at jreely chosen position of radius ą and that measure will be 
always a positive number: That comes obviously from a fact, that fór 
a Convex curve at any point exists a half-tangent i,, not passing through O 
and there is OP^OQ.

In a case when indicatrice I is not convex it may happen that OP >OQ 
and then there isn’t a real number <p satisfying eąuation (1).

The purpose of this notę is the proof of a theorem which is in a sense 
a reverse property of the fact that for convex indicatrice I the Finsler’s 
measure of sufficiently smali angles is a real number.

Theorem. If indicatrice I is a closed curre 6 7) and if Finsler’s measure 
of angles uniformly smali8) and egually directed9) is a real number, then 
indicatrice 1 is a convex curve in a large sense.

6) It is easy to see that this definition is the natural generalization of euelidean 

measure of an angle i. e. the euelidean measure we are getting in a case when the in
dicatrice I is a circle, and the origin O is its centre.

’) The supposition that indicatrice is a closed curve is essential. To show that it 

is enough to have a look at the following esample. Let the origin of axis of reference O 
he the origin of indicatrice as well and let the indicatrice itself be formed by four lines: 

one linę of eąuation y= 1—2® for and the rest of lines formed by the given

above eąuation and turned about point O by an angle Z , 71, ■ For such indicatrice
Z

(having 4 points of discontinuity), obviously not convex, all conditions are fulfilled 
except one: such indicatrice is not closed curve.

Instead of a supposition that the indicatrice is a closed curve, we could make a less 

strong one and such: the increasing of the measure of an a angle i. e. the following 
ąuality: if the radius r, precedes radius r2, and r2 precedes r3, then the Finsler’s measure 
of the angle between rt and r2 is smaller or eąual to the measure of the angle between 
r, and r3. Would the Finsler’s measure fulfill the condition of addibility, then the above 
property would be obvious, but we know that the Finsler’s measure does not satisfy 
in generał the law of addibility (see paper under 3)).

8) Uniformly smali means that there is such positive number <u, that, providing 

the euelidean measure of an angle between r, and r2 is less than a>; the r, and r3 we 
cali as being near.

9) We say, that angles ^.(rltr2) and «);(r3,r4) are eąually oriented if from “rx pre
cedes r2” can be conelude that “rs precedes r4”. The preceding is defined as follows: 
draw a linę through r4 then the r2 should find itself in that half-piane which corresponds 
to the euelidean measures of angle between 0 and n, providing we take the arm r4 as 
starting linę.

Proof. Let us suppose for a moment that indicatrice I is not a con- 
vex curve. In that case, remembering a certain theorem by Leja and
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Wilkosz 10), there must be on indicatrice I at least one point of con- 
cavity R. That point R has a following property: there is a circle G, 
with centre in R, whose fuli halfdisk except the point R lays inside I. 
Let’s take one of such points R under consideration. Because-as it is 
not difficult to show — Finsler’s measure of angles is an invariant of the 
group of centro-affine transformations of I u), we can, by applying cer- 
tain transformation, make that the point of concavity R will have co- 
ordinates (1,0) and that the diameter of the halfdisk D will be perpen- 
dicular to the horizontal rc-axis.

Let us first look into the case when the half-tangent t0 at the point
R lays along the diameter of the halfdisk I) 12). Here the are of indica
trice I runs in the righthand-neighbourhood of R outside D and for points

P of indicatrice I near enough to R the linę 
OP cuts the radius t0 at the point Q (Fig. 1) 
and, therefore, there is OP > OQ and the 
measure of the angle $z(OR,OP) is, in spite 
of supposition, unreal. We have therefore 
a contradiction and that case is proved.

Now we will start a morę difficult 
case when half-tangent t0 lays outside 
of D.

Let us denote by co the euclidean measure of an angle, about which 
there is a notę under8). Here, we have
(2) cox = 2 are tg p0,

where 2@0 is a diameter of the halfdisk D. By s we will denote a radius 
starting from R and parallel to the t/-axis, by b' a radius starting from R 
and a bisector of the angle between s and t0, by co2/2 an euchdean mea
sure of the angle between radius OP and OR, which angle should be 
smali enough so that the common part of the angle -i£(0P,0R) and (s,b), 
without the point R itself, must not contain any point of indicatrice I. 
By making the co2 smaller it is possible to satisfy the last condition be- 
cause half-tangent t0 lays outside of the above mentioned common part. 
Let us at least denote
(3) co0 = Min (co, cox, co2)

and, by rx or r2 radius which with the a?-axis makes an angle, whose 
euclidean measure is either — ~ or

2 2

“) F. Leja and W. Wilkosz, Sur une propriete des domaines concaves. Ann. Soc.
Pol. Math. 2 (1923), p. 222-224.

u) The affine transformation is called centro-affine, when the point O is unohanged
during the transformation.

12) Would we take the original definition by Finsler, then the proof could ho
reduced to that case. In case of two-sided tangent, that tangent must lie on the dia

meter of the halfdisk I), if D must He inside I.
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Next, let us draw through a point M of intersection of radius r2 with 
radius b a linę l, perpendicular to the ®-axis and let us denote by G the
interior of an area bounded 
by Unes—s,Z,oi,r1(Fig.2). The 
domain G is shaded on the 
drawing. Because If is a point 
of indicatrice and indicatrice 
is a closed curve, the domain 
G must have points of it. Ali 
the following reasoning will 
tend to show in the domain G 
such a point A on indicatrice I 
at which the half-tangent t 
would cross the linę O Al13). 
Here we will use the fact, 
that the interior of I is corps 
radidl i. e. that I has with 

, each radius r issue from O
only one point P in common. For that purpose we will use the polar 
eąuation for I, where the above fact is taken into account. If

(4) e = e(a)

is a polar’ representation of I where O is taken as origin and ®-axis for 
initial linę, then the parametric eąuations will have the form:

X = p(a) COS a,
(5)

y = g(a) sina.

The following lemma will now be used.

Lemma. The necessary and sufficient condition for a curve defined by 
eąuations (5) to have in a = a0, when @(ao)7^O, a tangent not passing 
through O, is the fact that the function o(ct) must hme for a=a0 a derica- 
tive g'(a0').

The proof of that lemma, probably not new, is left to the reader. 
From that lemma it is easy to get its generalization in such a way 

that for the word tangent the word half-tangent will be substituted and 
for the word dericatiue the word one-sided derivative.

Because points of indicatrice I, which are inside G are certainly dif- 
ferent than O and because from supposition the half-tangent t at the 
point P does not go through O, therefore we can to our points P laying

13) It follows from our supposition that I shoulćL have only onesided tangent at
any point, therefore a priori it might appear possible to eonnect the point A with the
point R with such are for which the half-tangent at any point does not cut the linę OM.
Rocznik Pol. Tow. Mat. T. XXIV. 6
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inside G apply the generalized lemma. Then the coefficient of direction 
a of the half-tangent t will be as follows:

o' (a) sina + g(a) cos a
(6) a = - - --- --- 7--- ,

g+(a) COS a —o(a) Sina

providing the denominator is uneąual to zero. o^_(a) means the right- 
hand-derivative.

Our purpose is, as we said before, to show that there is in the inte
rior of G such point A at whieh the half-tangent t would cut the linę OM.

We will use a theorem whieh can be found in the book of S. Saks M) 
and whieh says that i/ a eontinuous function F(x) of a redl uariable in an 
internat Io has almost enerywhere a righthand-derivative F'tx)^(), then the 
function F(x) is not decreasing in that internat.

Let us consider the function
®(a) = g(a) cos a

in the interval . There is ®(0) = g(0) = l, but for —-?<a<0 

there is a?(a) >1 when a suitable point of indicatrice lays outside D. 
For a near enough to zero the corresponding point of indicatrice would 
lay inside the halfdisk I). We maintain, that there is such a* interior 

of the interval , for whieh there is

(7)

Indeed, would there be in the lefthand neighbourhood of the point a=0: 

then, using the mentioned before theorem, the function ®(a) should be 
in that neighbourhood non-deereasing. Therefore, because of the eąua
tion o?(0) = l, should be <r(a)^l, whieh is impossible. Let A* mean a point 
of indicatrice corresponding to the amplitudę a* and let t be a half-tangent 
at the point A*. We have

g(a*)>0
whieh can be written as

or
g(a*) {cosa a* + sin2 a*} > 0 

—g(a*) sin2a*< p(a*) COS2a*.

Let us add to the both sides the expression

£L|_(a*) sin a* cos a*;

14) S. Saks, Theorie de Vintegrdle, Monografie matematyczne, Warszawa 1933, 
p. 137, theorem 17.
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we will get

sin a*{^(a*) cos a* — o(a*) sin a*}<cos a* {g'+(a*) sina* + g(a*) cos a*}, 

which can be written in a shorter form:

sin a* • x'+(a*)< cos a* • y'+(a*).

Let us notę however, that there is cos a* >0. Therefore, using formula (7), 
we will get by diyision of the last ineąuality

On other hand we have

tg a* _ ?/(«*). 
x(a*)’

because the domain G lays below ®-axis, hence we have

(8) a*< y(«*)
x(a*) <0,

which proves, that the half-tangent t cuts inside the linę OJL
Now there is only one step to finish the proof. Let us denote by N 

a point of intersection of radius r2 with the radius s. Then we know that 
the interior of the triangle RNM hasn’t got any points from the indi

catrice 1. Further let’s denote by - the euclidean amplitudę of ra- 

dius OA* and let us take any radius r issue from O which would have 

amplitudę 0<,a<“. That radius r will cut firstly (counting from O) 

the half-tangent t and later on the indicatrice I hence OQ<OP.
The measure y> will be unreal while the euclidean measure of the 

angle between radius r and OA* is smaller than co* hence smaller than co0, 
hence than m what is contradictional with the already established fact.

And so, in the second case, we come to a contradiction and, there
fore, the theorem is proved.

Iiemark. A ąuestion arises whether it would be possible to make 
less strong assumption about the reality of angles uniformly near to 
each other. An example can be given however showing, that the assum
ption is essential. Let us take an indicatrice, which is formed from three 
arcs of folio wing curyes:

1) x= —11— y2
(9) 2) x2— 6xy + 9t/2 + 6x—2y—7 = 0 for x^0, y^O

3) x2 + &xy + 9j/2 + 6x + 2y—7 = 0 for cc>0,
6*
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That curve is formed by a halfcircle and two parabolical ares. It reminds 
by its graph a cardioid and differs on principle by a point of bending 
(for ®=1, y = 0), while the cardioid has an edge. For cardioid, as an in
dicatrice, the Finslers measure of angles, whose first arm goes through 
the vertex of the edge, is not determined. On the other hand we can 
see that for our above mentioned curve (9) as an indicatrice, for each 
radius there is such righthand-neighbourhood (not for all eąually 
large) that for any radius r from that neighbourhood the measure ę? of 
an angle between and r is real, but the indicatrice, in spite of that, 
is not a convex curve.



EVALUATION DU DOMAINE DE RŹGULARITE DU CONOIDE 
caracteristique

Par J. Szarski (Kraków)

Introduction

Considórons une óąuation lineaire aux derivecs partielles du second 
ordre, normale et du type łiyperboligue

m—1
(1) = 0 («/* = «*/),

i,*=i m

ou les coefficients aik sont de la classe C2 dans le voisinage

(2)
et la formę caractóristiąue

m—1
(3) y, ...

i,k=l

est positive, definie pour tout point du voisinage (2).
L’ćquation aux derivóes partielles du premier ordre

m—1
,.. V z 3z Sz I Sz^
{4) 2ja,k^-'Xm}$xl’axk W-0

i,k=l

dófinit les caractóristiąues de 1’eąuation (1), tandis que le systeme d’equa- 
tions diffórentielles ordinaires

(5)

(6)

ni—1
J = aik(x1,...,xm)pk (i=l,2,...,m-l);

k=l

dxm~~dT~~'P"1’
dpidt

definit les bandes caractóristiąues de l’óquation (4). Dósignons par

(7) xi=xi(t,p1,...,pm), pi = pi(t,p1,...,pm)
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1’intógrale du systeme (5) et (6), dóterminóe par les yaleurs initiales

(8)

Lorsąue les yaleurs initiales (pH ...,pm) satisfont aux relations

(9)
m—1

a,7((0,...,0)pzpA-p2m = 0,
ni

2p*>0’
Ż,*=l 1=1

la courbe -
(10) = • • • )P m) (i=l,2,...,m),

dans 1’espace de points (aą,...,®m), est dite la bicaracteristigue de l’óąua- 
tion (1), issue du point (0,...,0).

II est óvident, d’apres la formę des óąuations (5) et (6), que, pour 
a 0 fixó arbitrairement, la courbe

p = api(aS,p1,...,p,„)

est une integrale du systeme (5) et (6) satisfaisant aux conditions initiales

Xj{as,p1,... ,pm)s_0 — 0, ap;(as,p!,... ,pm)s=0 = api.

II en rósulte, en vertu de 1’unicite des solutions du systeme (5) et (6), que

(11) ®i(bPl> "• lPm)i=as - iaPm)j

et, par consóąuent, la courbe ==ir,(s,ap1,...,apOT) n’est ąue la courbe (10) 
mais avec une reprósentation paramótriąue differente. II s’ensuit, 
d’apres (9), ąue les bicaracteristiąues, issues du point (0,...,0), forment 
une familie de courbes a m—2 parametres. Elles engendrent donc une 
surface a m—1 dimensions dans 1’espace de points (aą,...,a?,„).

D’apres ce qu’on vient de constater, il suffit, pour obtenir toutes les 
bicaractóristiąues issues du point (0,...,0), de remplacer les relations (9) 
par les suiyantes

m

(13) ^Pi=1-

i=l

La surface engendróe par ces bicaracteristiąues est composee de deux 
nappes, dont l’une s’appelle conoide caracteristiąue direct au sommet 
(0,...,0), l’autre conoide caracteristiąue retrograde au sommet (0,...,0). 
Le premier conoide est composó des bicaractóristiąues envisagóes pour 
les yaleurs i>0, le second — pour les yaleurs
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Le but de ce travail est d’óvaluer le yoisinage du point (0,...,0) dans 
1’espace de points {x1,...,xm-1), ou l’óąuation de chacun de ces conoides 
peut etre misę sous la formę

a?,„ = <p(x1,...,xm^1),

ainsi que de trouver une óvaluation d’en bas de leurs hauteurs. II suffit 
eyidernment de rósoudre le probleme pour le conoide direct. CPest de 
ce dernier que nous allons donc nous occuper dans la suitę.

Le premier probleme pour ce conoide revient a l’evaluation du yoi
sinage U du point (0,...,0) dans l’espace (o^,...,®™-!) tel que, pour tout 
point et diffćrent de (0,...,0) yienne correspondre un
systeme unique de yaleurs

de maniere que

(A') t = t(Xi,... pi==Pi{Xi1... ^xin—(^= 1,2,..., w),

et

(J) Xi== Xi[t(XlJ...1Xnl---1), Pj (iTj J. ..J - l)y...,2^721 (^l -1)1? (^===lj2j...yW 1).

L’óquation du conoide direct aura alors la formę

'^ui = X/n[^(^i —1), Pl(^l ? ••• 5 —1), • •• j Pm (®1 , •• • j ®m—1)]*

Hypotheses sur les coefficients aik

(15) Q<2 ^ik ('^1, • • • 5
/,*=!

Nous allons admettre, dans la 
positiyes M,N,Q telles que (pour

(U) 1 Saik I o2 a,-*
1 ^“7 1 cXj3xl

m—l

suitę, l’existence de trois constantes 
i,lc=l,2 —1; j,l—1,2,..,,m)

<M dans le yoisinage (2),

m—l

pour ź2 = 1 dans le yoisinage (2).
t= i

I. Commenęons par evaluer 1’interyalle 0^i< <5X, dans lequel les intś- 
grales du systeme (5) et (6), qui correspondent aux yaleurs initiales pt 
yerifiant (13), sont dśfinies.

En vertu de (6) et (14), nous avons pour une telle intógrale, tant que 
|/J)1 <-®, 1’inegalite differentielle
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JD+ dósignant la dórivóe droite par rapport a. t. D’autre part, d’apres
(8) et (13),

(i,) (KPI.-1-
et puisąne 1’integrale y(t) de l’óquation

dy Mm2 „ 
dt 2 y ’

dóterminóe par la valeur initiale 2/(0) = 1, a la formę
2

y^ = 2—UlrnH’

nous dóduisons de (16) et (17) que 1’inegalitó1) 

(18)
2

2—Mm2t

est vórifióe dans l’intervalle 

(19) 

tant que 1’intógrale envisagee existe. Pour les memes valeurs de t, nous 
avons de (5) l’inógalitó diffórentielle

d’ou

m

Z=1

x) Cf. par esemple T. Ważewski, Systemes des eguations et des inegalites differen
tielles ordinaires aux deuxiemes membres monotones et leurs applications, Annales de la 
Societó Polonaise de Mathematiąue 23 (1950), p. 112—166.
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et, par conseąuent, en vertu de (18), 

(20)

D’autre part, d’apres (8),

(21) 

2m(M 4-1)
2—Mm2t

et puisąue 1’integrale y(t) de 1’eąuation

dy 2?n(Jf+l) 
dt 2—Mm2t ’

telle que y(0)=0, a la formę

yW = ~2(S1)lnl(2~1W)’
nous avons de (20) et (21) 1’inegalitś

(22) 2(Jf 4-1) 
Mm

ln(2—Mm2t)
2

dans l’intervalle (19), tant ąue 1’integrale envisagóe existe. II rósulte 
de (22) que dans l’intervalle

(23) 0^i<

MmJR \
2(11 + 1)/

Mm2

1’inegalitś |/ x2 <R est vśrifiee. Or, puisąue Ą< j^m2 comme toute 

intógrale du systeme (5) et (6) peut etre prolongśe jusqu’a la frontiere 
du domaine

m

arbitraires,
i=i

dans leąuel le systeme est defini, nous en concluons ąue les integrales 
du systeme (5) et (6), correspondant aux valeurs initiales pi qui vśri- 
fient la relation (13), sont definies dans l’intervalle (23).

II. Posons

£(0,...,0) = 0.
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Les fonctions ainsi dćfinies sont continnes dans le voisinage 

(24)

Les valeurs p, etant fixśes arbitrairement et ne s’annulant pas toutes 
a la fois, nous avons
(25) ••• (i == 1, 2, ... , >«.),

pour tout tel que les membres gauches existent. En effet, d’apres 
la definition des fonctions ®)(<Zi,...,<Zm) et d’apres (11), nous avons

= ®,(t,p1,...,p,„).

Nous demontrerons que les fonctions xi(ęp_,...,ę[m) ont les dórivees 
partielles du premier ordre. Nous savons que les fonctions ^(f,^,..., p,„) 
sont de la classe C1 par rapport a toutes les variables. Tl s’ensuit que 
les fonctions sont de la classe C pour 

(26) 0

D’autre part, en differentiant les identites (25) par rapport a p,, nous 
avons les relations

sPj l

pour
m

0<f<ó, et p2—1- II en resulte que
;=i

(27) > ••• )Pm)
SPi 1/ Z?? >4 =

p 7=1

ikff, - t “
t =

pour q. satisfaisant a 1’inógalitó (26).
En posant, en particulier dans (25), pi=8q, (Z=l,2,...,m) et en diffe

rentiant par rapport a t, nous avons, d’apres (5),
m—1

• • j
'li(28)
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En faisant tendre t vers zero et en tenant compte de ce ąue

(<r,)f=O —0, (?/)f=O,p^=óZy = (ś 1 = 1,2 , ..., m),
on deduit de (28) les relations suivantes:

tinues au point (0,...,0).
III. Posons a present;

•L'(21 »•••, 2'0—1) = ®l(21, ••• > 2m—1,2'o)(7„( = —1/ 2 «iil(<>,...,O)qiqi.

Les fonctions xt sont, selon (15) et (24), definies dans le yoisinage

(29) (Si 0 = a'A0’-’0) (M = l,2,...,m—1),

(30) =o (4=1,2,...,m-l),

(31) =0 (? = 1,2,...,m-l),
\dii hk=o

!3xm\
(32) h? = “1’

\° 2m/<fy=0

Nous dómontrerons dans la suitę que les derivees - sont aussi con-
<?2

_J_i 
l^+i'

Considerons la transformation
(T)
Nous ayons

et lorsąue
(T-1)

®i — •T/(21? •••, Soi—1)

xz(0,...,0) = 0

2/ ~ (®1 , • • •! ®zn—1)

(t= 1,2,... ,m —1).

(4=1 ,2,...,m—1)

—1)

est la transformation inverse a (T), nous aurons, en posant

i /m-l m—1t = l/ 2 2- + J aik^)q.gk,
? (=1 i,k=l

O 1_

OPm = —7I/ 2 aikW<I^k
4 f i,i=l

I /m-l
pour 0< 1/ 5; a?^ les relations (R) et les identitós (J), (cf. ci-dessus, In

troduction), d’apres la dśfinition des fonctions et en vertu de (25). 
L’evaluation du yoisinage U, dans leąuel le systeme (V) de yaleurs qui 
yerifient les relations (R) et les identitós (J) existe, revient donc a l’ćva- 
luation du yoisinage d’existence de la transformation inyerse (T-1).
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IV. Passons a prósent a ąueląues óvaluations auxiliaires. En substi- 
tuant X/=Xi(t,pij... ,pm)j Pi—Pi(t>Pu >Pm) dans 
des identitós ąui, diffórentióes par rapport a pJt

(5) et (6), nous avons 
donnent

(33)
7/

k=l 1=1
(i=l,2,...,m— 1),

(34) 2/W
dt\dpi.

Les identitós (33) et (34) sont valables

Pour simplifier les calculs,] nous allons 
l’intervalle 2)

(35)

m

pour et ^p?=l-
i=i 

considerer ces identitós dans

D’apres (18) nous avons, dans l’intervalle (35),

(36) (i=l, 2,... ,m).

En vertu des inógalitós (14) et (36), nous deduisons 
inógalitós differentielles suivantes

de (33) et (34) les

inm

(37) z=i k=l
+> (i=l,2,...,m—1),

3 (3xm\
9t\dpj)

m

— dmj + 1,

r=l

'r
3P1

+ 2mM y 
r-i SPi

ókj +2mM.
k=i

m

De (37) et (38) nous avons ensuite 1’inógalite

2 9 (Sp t 
St \Spj

(39) III

(4m3Jf +1)
h=l

Spi
Spj + 4m3Jf+1.Sp; |

2) Nous verrons dans la suitę que, si nous continuions les calculs dans rintervalle
O^t<ó1; les constantes a evaluer seraient au plus deus fois plus grandes, car <51<2<5a.
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D’autre part, puisąue

(i
alors

3pj)t=o °’
SP.ilt=o

Iii

(40) +
1=1

3p,-
“-----------3Pj

II resulte de (39) et (40) que nous avons dans l’intervalle (35)3)

(41)

d’oii

(42)

■ II vient

(43)

3xi 
sPiO °

3xi
CV/

en outre de (39) et (41)

^exp [(4m3lf+l)l]—1,

Am3 Al +1\
m2AT /

m

2
i=i

ainsi ąue de (5), (14) et

(44)

3t \3'

(36)

3x,3t
V. Nous allons óvaluer la

ni

i=l
II resulte de (33) que

3 r 3>ĆCi3t Pjiy t 3xt

O (im3M + 1)A,

st 2mM.
somme

3pj

m—1 m
X I T 3xi

A=1 
a p;3t[spj

?s=0

Spk (3®i\

3pj

Pk

Vs=O

1 s

(Ć>Xm\

3) E. Kamke, Differentialgleiehungen reeller Funlctionen, Leipzig 1930, p. 151, 
Hilfssatz 3.
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Posons

(4=1,23pk (3x\3pj \3qjh i

ou, dans les a,•*(<»!,...,a?m), nous avons substitue Xj—Xj(t,p1,...,pm). D’apres
(14),  (29), (30) et (36), il suit alors de (45)

3 3xi\dt [3pj wX=oJ + 2m2Jf2i + |/y|

(46)

Evaluons

(47)

II en

(48)

p 3x,|31 Sp/^-t

Nous avonsa present |/y|. i
ni—1 ni3fij _ y y 3alk 3xi 3pk dt ~~Sx, 3t Sp, k=i i=i

(43) et (44),

3-fmj = 32P„,
dt SpjSt

rósulte, en vertu de (14), (42),

I<2m2>2J. +df(4m3Jf+1)Jl<2(Jf+l)(4m37lf +1)NI dt
(i= ,2,.. -,w—1),

3fmj3t
D’autre part, en vertu de (8), (29), (30), (31) et (32),

< (4m3lf + l)A<2(df +l)(4m3_Zlf + 1)N.

(49) (A/U=°-
De (48) et (49), il vient donc

(50) |/,7| ^2(71/+ l)(4m3J/ + l)Ai,

(i,2 = l,2,...,m).

(i,j = l,2,...,m).

Revenons 
lon (50)

maintenant aux inógalitós (46). Nous en dóduisons se-

£ct '3xmdP.i
ni

+ 2t\m2M2 + (M +l)(4m33I+l)A] (7= 1,2,...,m—1),3 3xn,3t Spj < 2i(Jf + l)(4?n3H + l)A,

= \fmj\-
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d’ou
m

(51)

TA ■*.

— — t
sPj W<7,= o Spj

t=i

Puisque

nous en
1=1

concluons

m
y ć1®

3Pj ^Qj'qs-0

(52)

lll

2
z=i

cXj
SP.i

<m-JP + (3/+l)(W> + lM [exp(2m>Jf()_x]
2m3Jf2

■m2M24-(M4-1)(4m3Jf 4-1)A . ...
t — a{t),mM

car «(<) est 1’intógrale de l’equation

~ = 2m2Jfy + 2m[m2Jf2 + (Jf 4-1) (4m3M 4-1) A]t,

qui

(53)

s’annule pour t=0. Nous YŚrifions facilement que

Um 4^ = 0 •
/->o t

Puisque, en posant en particulier dans (52)

(54)

nous avons

cCO’il rćsulte de (53) que les derivóes ~ sont aussi continues aupoint (0,...,0). 
CS/

Le resultat que nous venons de deduire permet de dśmontrer que 
les fonctions xt(q1,... ,qm—i) (of. alinea III) sont de la classe C1 dans le 
voisinage

(55)
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Pour

0<
m-1

2 2?<
i=l

ni—1
2 ajkW9k

ceci est óvident, et nous avons

(56)

En vertu de

3xt _ Sx'i 3xi
3qj~3q~3qm

UikWą^i,

(M = l,2,...,m—1).

(57)

(14) et (15)

J M°)Sft

*=1

777—1

II en resulte, d’apres (29), (30), (56) et en vertu de la continuite des

(58)

M \m

W

VI. Pour óvaluer le voisinage d’existence de la transformation inverse 
a la transformation (T) (cf. alinóa III), nous allons d’abord evaluer le 
jacobien de la transformation (T). Nous nous appuyerons sur le suivant 

Lemme. Posons
A = Det [aiA(0,...,0)]

i,k=l,2,...,ni—1

et considórons la fonction a (m—l)2 variables ęik (i,k=l,2,...,m—l):

-E(^lly •••, —1, m—1) — Det (<Z/£ £//,■)'
Lorsąue

2—ni

(59) |e/A|<B = minfl, l)~2(w—2) 2 (M +1)2-"1],

nous avons

(60)

En effet, designons par Aih le mineur algóbriąue du dóterminant F, 
correspondant a l’ólóment + Nous avons alors, en vertu de (14) 
et de (59), en appliąuant le theoreme de Hadamard au dóterminant Aik,

3F
3&ik

m—2

Aa|< (m—2) 2 (MA-l)m~2, 
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et, par consóquent, puisque _F(0,...,0)=zf et |e(*|<B,
m—l

i,k=l

m — 2

< (m—l)2(m —2) 2 (If d-l)m_2B ^4Q,n_1.

Nous avons donc 

puisąue, d’apres (15), A >Q'n~1, d’ou (60).
Passons maintenant a l’óvaluation du jacobien de la transforma- 

tion (T) (cf. alinea III)

Nous avons, selon (58), 4 = d(0,...,0). Pour pouvoir appliąuer le Lemme 
au determinant (61), ił suffit d’óvaluer le voisinage du point (0,...,0) 
dans 1’espace (gj,...,^-!), dans leąuel on ait 

(62) — av(0,...,0) <B

En vertu de (54) (56) et (57), nous avons dans le yoisinage (55),

(63) m—l m—l
Z 1/ + Z “ikWhlk

1=1 l,k=l

Nous yerifions sans difficultó que, pour f>0,

(64) q(*) 
t mM

II en rósulte, selon (63), en posant

m2AI2 + (Jf +1) (4»i3J7 +1) A 
mM

que

(65)

/ M |/m\
\ + \Q r

ty

dans le yoisinage (55).

C[exp (2m2Mt)~ 1] I/m-i ™-i 
t=\ Z <fi + Z

’ 1=1 l,k=l

4) Ceci resulte de 1’inegalite ex^ -------1.—| <^(expat — 1), lorsąue nous posons

a= 2m‘M, b = 2m[m2M2+ (-MH-1) (4wi3lf-|-I)J.]. 
Rocznik Pol. Tow. Mat. T. XXIV. 7
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Nous en concluons que les inegalitćs (62) sont yćrifićes pour

1 . B + C
2m2HI C ’

5) T. Ważewski, Sur 1’eraluation du domaine d'existence des fonctions implicites 
reelles ou eomplexes, Annales de la Societe Polonaise de Mathematiąue 20 (1947), p. 89.

c’est-a-dire, selon (15), dans le yoisinage

(66) 1 } B+C\
2m2M C /'

En yeitu du Lemme, nous avons donc, dans le yoisinage (66),

(67) Det

D’apres (14) et (62), il yient en outre dans le meme yoisinage

(68) I
\d9j

<b+jw

Les inegalites (67) et (68) nous permettent d’śyaluer les allongements 
supćrieur et infćrieur5) de la transformation (T). Nous ayons, en effet5),

all(^;21,...,3m_1)^|/y(|^-y, 

an (S; > | Detg) | . ([/ ",

donc, d’apres (68),

(69) all (x; g'1,...,gm_1)^(7n—1)(B+Jf),

et, en yertu de (67) et (68),

all (x; ffl,..., | [(m-l) (N + >)]2—,

d’ou
(70) all(S^1,...,Sm_1)>^-[(m-l)(B + W-m 

puisęue, d’apres (15), A >Qm~x. Les inegalites (69) et (70) sont yalables 
dans le yoisinage (66).
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VII. Les inógalitós (69) et (70) impliquent la conclusion suiyante6):
a) La transformation (T) est uniyalente dans le yoisinage

(71) [/Tg? <ió3Q'"-1[(m-l)(l?+W-m,

. 112 2 
c’est-a-dire que deux points (x1,...,xm-1), (aq,... ,xm-i), correspondant a deux 

11 2 2points differents (gn... ,gm_i), appartenant au yoisinage (71),
sont differents.

b) La transformation inyerse (T-1) est dófinie dans le yoisinage

(72)'  |/<d = |ó3Q8'"-2[(m—!.)(£+Jf)]3-2”1

et y est de la classe C1.
II en rósulte, en vertu des considórations antórieures (cf. alinóa III) 

qu’a tout point (a?x,... ,a?m-i) du yoisinage (72), diffórent de (0,...,0), yient 
correspondre un systeme unique (V) (cf. Introduction) yórifiant les rela
tions (R) et (J), a sayoir

9 / m—1 rn-1
i(®i,...,®m-i) = 1/ 2 <Ż* + 2 pt(x1,...,xm-1)=-qi

F k—1 i,k=l "

(73) (i=l,2,...,m—1),
o 11 /1 22pm21> ••• 1)= Tj/ 2

l' f t,k~l

Par consóquent, l’óquation du conoide direct a la formę (cf. Introduction)

(74) Xm = Xm [t(x1y...yXnl_i), Pi(Xij ...jXm—J),..., prn 1)] == —1)

dans le yoisinage (72) et la fonction xm_1) est de la classe O1 en
tout point de ce yoisinage, diffórent de (0,...,0). Nous avons ainsi de
montre le suiyant

Theoreme 1. Dans les hypotheses sur les coefficients a,*, introduites 
au dóbut, l’equation du conoide direct a la formę

= ^(^l? —1)
dans le yoisinage

6) Cf. 5) Theoreme 4, p. 116.
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ou la constante <5 est dófinie successiyement par les relations

B = min [1, l)~2(-m.—2) 2 (Jf +1)2~m],
(l OT2 Jf2 + (Jf + 11 llw,3 JT 4-11 4 / Jfl/m\

1 . /. 1 . B + C\i<53 = . .hv+i
<5= id3Q2m-2[(m—l)(B+M)p-2m.

La fonction est de la classe Gl al’exception du point (0,...,0).
Remarąue 1. L’essentiel du Thóoreme 1 consiste en ce que la con

stante Ó est indópendante de la formę particuliere des coefficients aik 
et ne dópend ąue des constantes R, M, N, Q,m.

Remarąue 2. II est aisó de voir ąue si les coefficients aik ótaient 
supposós etre de la classe Gn+1, la fonction xm_G serait de la
classe G" a l’exception du point (0,...,0).

VII. Passons maintenant a l’óvaluation de la hauteur du conoide 
direct. Pour mettre en óvidence de ąuoi il s’agit, remarąuons d’abord 
ąue, pour la transformation (T_1), nous avons, en vertu de (69)7),

all^;®!,...,®^-!) = [all(.ć; )]—* > [(m—1)(B + Jf)]~i

dans le yoisinage (72). Par conseąuent, l’image du yoisinage (72) par 
l’intermódiaire de la transformation (T-1) contient le yoisinage 8)

21 22<d[(m-l)(B+M)]-i.

Les portions des bicaractóristiąues correspondant a ces yaleurs de qif 
c’est-a-dire les portions qui ont servi a la construction de la surfaee (71), 
existent donc au moins dans l’intervalle

(76) 0 ó4= J[(W-1) (B + M )]-i|/l + Q

puisąue, d’apres (15)

t

’) Cf. 6), p. 92.
8) Cf. 6), p. 113, Thóoróme 3.
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II s’agit maintenant d’evaluer une constante h>() telle que

(77) borne sup
0<f<«4

pour toute bicaractśristique.
Nous savons dans la theorie des óquations aux dćrivćes partielles du 

premier ordre, que pour toute integrale (7) du systeme (5) et (6), dont 
les valeurs initiales (p1,...,p„,) satisfont a (12), nous avons 

(78) Pm jP1> iPm) — ^/a(^1 j ••• >®in)Pi Pk

m—1

dans l’intervalle, ou cette integrale est definie et p2 > 0. Par consś- 
z=i

quent, d’apres (5)

(79)

Nous allons maintenant evaluer d’en bas le second membre de (79). 
liemarąuons a cet effet, qu’en vertu de (16)

D+ 2

et, par consequent, 

(80) 4
dans l’intervalle (23). D’autre part, d’apres (8) et (13), 

(81)

11 rósulte de (80) et (81) que 

(82) 2 —Mm2t
dans l’intervalle (23) puisque 1’intśgrale de l’óquation

telle que ?/(0) = 0, a la formę Mm2ty'2-Mm2t'
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Nous dćduisons de (82) l’inegalitó

dans l’intervalle

(83)

d’oii 

(84) 

dans l’intervalle (83). En particulier, lorsąue les valeurs initiales p, satis- 
font a (12), nous avons, d’apres (15), (78) et (84),

d’ou

(85)

1
/m—1 m-1/ 2 P*+ 2 aik(ści,...,xm)plpk^

i=l i,k=l

1
2|/27+ 1

dans l’intervalle
1’inćgalitó

(83). Les relations (79) et (85) impliąuent, selon (15),

dxmSt
d’ou

(86)

\'Q
2^+1

dans l’intervalle (83), puisąue ®„i(0,p1,...,pm) = 0. En posant

<5* = minm (ól’Ó4’3wyf)’

il suit de (86)

"" 2|/N+ 1 ’

d’oii, s>0 śtant arbitraire,

borne sup xm(t,p1,...,pm)
0<t<ót 2|/#+l

pour toute bicaractóristiąue. Nous avons ainsi demontró le suivant
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Theoreme 2. Pour les portions des bicaracteristiques qui engendrent 
le conoide caracteristique direct, nous avons

borne sup ®m(J,?!,...,?«) > h,
0<Z

ou la constante h>() est dćfinie successivement par les relations

Ł IW 
2|/W1‘

JRemarque 3. Le Thćoreme 2 nous informe sur la hauteur du conoide, 
calculóe a partir du plan ®m=0. Cette hauteur est superieure a la con
stante h.

llemarąue 4. La constante h est indśpendante de la formę parti- 
culiere des coefficients aik et ne depend que des constantes R, M, N, Q , m.

VIII. Les Thóoremes 1 et 2 ont óte enoncós pour l’equation hyper- 
bolique de la formę speciale (1). Considerons maintenant l’eąuation nor- 
male du type hyperbolique dans le cas generał, c’est-a-dire l’óquation

w ^2^

(87) ,..., Xm) == 0 (®ZZt= ®Ai),

ou la formę caractóristique
ni

(88) U//,(zTj,... ,zrm) Z/,
z,*=i

a m—l racines caractśristiques positives et une negative pour tout point 
(«!,...,»„,) en leąuel l’óquation est dćfinie.

Supposons que les coefficients alk soient de la classe C3 dans le yoi
sinage
(89) |/.|(®z-^)2<^,

et que nous ayons dans ce yoisinage

(90) 93aik
3xJ3xl3xr

c)dik 32aik
3xj 3xj3xi

<M

Admettons enfin que, pour tout point (xr, appartenant au voisi-
nage (89), soit satisfaite la suiyante hypothese:

Hypothese (H). Toutes les racines caractóristiques positives de la 
formę (88) sont supórieures au nombre Q > 0 et infćrieures au nombre 
-V > 0, tandis que la racine negative est inferieure au nombre —a, ou a > 0.
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Nous dćmontrerons qu’a l’aide d’une transformation des variables 
independantes, non-singuliere, l’ćquation (87) peut etre misę sous la 
formę speciale (1) dans un yoisinage du point (a)x,Nous allons 
ćvaluer en meme temps ce yoisinage ainsi que les constantes M,N,Q 
(cf. Hypotheses sur les coefficients aik) pour 1’ćcpiation transformee de 
maniere que les Thćoremes 1 et 2 puissent etre appliąues dans le cas 
gćnćral.

II existe une transformation orthogonale a coefficients constants

(TJ
m

~ 2j U//; (a?^ - Xk)

*=1
(i= 1,2,...,m),

par laquelle l’ćquation (87) prend la formę

(91)
V ' / ' ' \ c U A2

de faęon que la formę caracteristique

(92) j • • • > A. i

i,k=l

se reduise pour (a?i,...,®ńJ = (O,...,O) a une combinaison linóaire des car- 
res A,2, les coefficients de Ax2, ...,Am_x etant les racines caractćristiques po- 
sitiyes et celui de A,2 ćtant la racine negative. Ceci rćsulte du thćoreme 
sur la rćduction des formes quadratiques a la formę canonique. Les ra
cines caractćristiques ćtant inyariantes par rapport aux transformations 
orthogonales, nous ayons donc en particulier, en vertu de 1’hypothese (H),

(93) (9 , , 0) Oi.

Les nouveaux coefficients s’obtiennent des coefficients apq de la faęon 
suiyante

(94)

La transformation (TJ ćtant orthogonale, il en resulte que les coefficients 
a'ik satisfont aux inegalites

(95)

dans le yoisinage

catk
Sx'j 3x’j 3x\ 3x'i3x'i3x'r
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Les racines caracteristiąues cle la formę (92), identiąues a celles de la 
formę (88), satisfont a 1’hypothese (H) dans le voisinage (96). D’apres 
(93) et (95), nous avons

(97) (iTj,,;rm) <c

dans le voisinage
(98) 1/ £x't2 <R' = min (b, —

F z=i \ 2m8Jf

Introduisons h prćsent une nouvelle transformation des variables 
independantes
(T2) = (i=l,2,...,m).

L’equation (91) prendra alors la formę

(99)

ou

(100) 

les bj sont faciles a calculer et n’interviennent pas en outre dans la con
struction du conoide. Nous allons choisir la transformation (T2) de ma
niere que la premiere somme dans l’śquation (99) prenne la formę du 
premier membre de l’equation (1) au voisinage du point (0,...,0). Posons 
a cet effet

(101) (fl?l,..., irm) = .

Nous aurons alors, selon (100),

(*^1, ••• ,*Tjn)(T2) = ... ,«rm),

donc, d’apres (97),

(102) ®mm (aTj,..., aJm)^) < —

dans le voisinage (98). Nous exigeons avoir ensuite

aim(^n..-,«m) = 0 (£=1,2,...,m—1),

c’est-a-dire, selon (100), que les fonctions (£=1,2,....,m—1), soient 
choisies de faęon a satisfaire a l’śquation aux dórivóes partielles du pre
mier ordre

^'apm(®l,...,®m)^-=0
0 = 1
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ou, ce qui reyient au meme, selon (97), a l’śquation

(103)

Posons
^'min c*Xp

P=1

m—1 t
w __ X1 apm Sz .

mm

Nous avons alors, d’apres (95) et (97),

, , 2m6 MK <--------
a 

(104)

9ep 8m10M2
< a2 ’

32cp 64m15 M3
< ----- 3----’>a39xj 3Xj3 x'h

S3cp | ^576m20M4
3xjdx/i3xi \ a4

8) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funlctionen, Leipzig 1930, p. 155»
45atz 1.

dans le yoisinage (98). Dósignons par

XP — Vl> (p=l,2,...,m—l)

1’intśgrale du systeme d’óquations differentielles ordinaires

(105) dx'p
dx

— ®p(®l; • • •j 1 > ®) (p = l,2,...,m.—1),

determinee par les valeurs initiales

Vp(f, 1) — Pp (p=l,2,...,m—l).

II est aise de voir, en vertu de (104), que toute integrale du systeme (105), 
issued’unpoint $=x'm, pp = x'p, (p = l,2,...,m—l) appartenant au voisinage

(106) + 1+ \

existe pour x=R''. II en resulte que les fonctions

(107) ^(^'SO,...^)
(p=l,2,...,w—1)

sont dśfinies dans le voisinage (106). Les fonctions cp etant de la classe C3, 
les fonctions cpp le sont aussi et satisfont a l’ćquation (103)8 9). Le jacobien

(108) -^(yi? 1)
D(ij?i,... ,fi?m—i)
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est diffórent de zóro. La transformation (T2), avecę?p, (p = l,2,...,m—l) 
dófinies par (107) et <p,n = x'm, est donc de la classe C3 dans le yoisinage 
(106); son jacobien (ógal a (108)) est diffórent de zóro et la premiere 
somme dans l’equation (99) devient

(109)
m—1

•••
i,k=l

a2 u
9x19x1,

S2u
9x2 ’

ou la formę caractóristique
ni—1

(HO) ^/fe(‘Tl; ■** ?

i,k=l

est positive, dófinie, et dmm<0, les signes des racines caractóristiąues 
d’une formę quadratique ótant inyariants par rapport aux transforma
tions affines.

II s’agit maintenant d’evaluer:
1° le yoisinage dans leąuel les coefficients existent,
2° les modules des coefficients a,* et de leurs derivóes du premier et 

du second ordre,
3° les yaleurs maxima et minima de la formę (110) sur la sphere 

m—1
unitaire y, A? = 1.

/=i

Ad 1°. D’apres (100), il faut evaluer le yoisinage de l’existence de la 
transformation (TT1). Les fonctions y>p satisfaisant au systeme (105), nous 
avons, selon (104), en appliąuant la móthode des inógalitós diffórentielles

(Ul)
__ 93(pt
5xj9xlt9x'i

S<pt 1 929><
9x'j

<D

dans le yoisinage (106), ou

Uf5
D = 3072 m29 (3 + 17 m + 24 m2)-^-exp 16 m11

M2 I(3 + m + m*) —7Z"I + 1.

D’aprós un thóoreme bien connu10), nous avons, dans le yoisinage (106), 

-0(^1,-,^-1) _

>E

donc, selon (104), 

(112) -71(^1 , •••, 1)

10) E. Kamke, loc. cit.
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dans le voisinage (106), ou

E — exp — 16JB"(wi—l)w10^ę
a2

Puisąue le jacobien J de la transformation (Ta) est egal a (108), nous 
avons, selon (112),
(113) \J\>E

dans le voisinage (106). En vertu de (111) et (113), nous avons u)

(114)

(115)
et, selon (107),

all (99; a?i,... ,o?'m) mD,

all (ę>; E(mD')2-"'

9?p(0,...,0) = 0

II en rćsulte ąue la transformation (T2 ’) est dśfinie dans le voisinage

(116)

Ad 2°. En dósignant par

(Ts-1) (i=l,2,...,m)
la transformation 
de (111) et (113), 

(117)
ou

(T2 x), nous avons, dans le voisinage (116), en vertu

F = m2,"^~1D3m~2E~3.

D’apres (95), (100), (111) et 
voir,

(118)

(117), nous avons, comme il est facile de

dans le yoisinage (116), ou

G=12m9MD\F + l)2.

3aih 32aik
3xj 1 dxj 3xi

Ad 3°. En vertu de (100), la formę ąuadratiąue
m—1

(119) )lil* + & mm

“) Cf. 6).
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est l’image de la formę (92) par 1’intermediaire de la transformation 
linóaire

(120)
ni

*' = 2^ (i=l,2,..,m).
/=i

Nous voyons aisóment que, pour l’allongement supórieur de la trans
formation (120), la limitation (114) a lieu. En dósignant par 
les racines caractóristiąues de la formę (119), nous avons donc (en vertu 
de 1’hypothese (H), des propriótós extremales des racines caractóristiąues 
et selon (118)) les inógalitós

(121) |sj| = < G, Q<Si<Nm2D2

d’oii, en particulier,

m—1 m—1
(122) sm = max aikXiXk<Nm2D2 sur la sphere J?2?=l.

i,A=l 1=1

Dósignons par tA et A respectivement les dóterminants des formes
(92) et (119). Le determinant de la transformation (120) etant ógal au 
jacobien J, nous avons

| sx | • s2... sm = |d| = |I|2-|zl|,

et puisąue, d’apres 1’hypothese (H),

|d| >
il vient, en vertu de (113),

(123) | śx | • s2... s„ >E2aQm—1.
Selon (121) et (123)

s2 >;jE2aQ"!-1 G—1(2V:m2D2)a-B!, 
donc

in— 1 
s2 = min aik\iXk > JE2aQ"'~ 1G^1{Nm2D2)2~"’

(124) a=1 m—1
sur la sphere 2?=1.

f=i

En divisant (109) par —amm(>0) et en posant

(i,7«=l,2,...,w—1), 
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nous avons l’equation de la formę (1) a, laąuelle s’appliquent, en vertu 
de (102), (116), (118), (122)' et (124), les Theoremes 1 et 2 avec

64 G3 
a3

R =R"F(mD)2r~m, N

Q =E2aQm—1G-2(Nm2D2)^-'n,

2Nm2D2
a ’

ou

R' = min (r, —,
\ 2m3M) a2

—i

i

3f5D= 3072m29(3 + 17łn + 24m2)—^-exp

r >2’-n -« / / / -t \ i n

+ 1;

, F—m2n'+1R3rn~2E-3,

G = 12m9MI)2(F + l)2.

Remarąue 5. En vertu de (101) et (Ti), les plans a;m = const se 
transforment par 1’intermódiaire de la transformation TXT2 en les plans

= const. U en resulte que le Theoreme 2 donnę l’evaluation de
*=i
la hauteur du conoide caractóristique de l’equation (87) en direction ortho- 

m m

gonale aux plans amAa?A = const, a partir du plan am*(®A —®A) ==0.
A—1 A=1



SUR LES OBJETS GŹOMETRIQUES DE LA CLASSE ZERO QUI 
ADMETTENT UNE ALGEBRE

Par H. Pipek (Kraków)

Introduction
Considórons 1’espace a une dimension Xx; nous y envisagerons des 

objets góomótriques spóciaux de la classe zóro x) a une composante. L’en- 
semble de tels objets sera designe brieyement par K.

Les regles de transformations des objets du type K ont ótó etudiees 
par S. Gołąb dans: „Sur les objets góomótriques non diffórentiels" (Buli, 
de VAcad. Pol. de Sc. 1949). Dósignons notamment par f et f les coor
donnóes, dans deux systemes quelconques B et B, du point courant 3 
et soit en B un objet geometriąue du type K. S. Gołąb montra que, 
pour que x et x soient les composantes de cet objet dans les systemes 
B et B, il faut et il suffit qu’entre ces composantes existe la relation de 
transformation:
(0.1) z=q[Q(X,ir),l-]

ou Q(x,£) est une fonction arbitraire ayant les propriótós suivantes: 
a) Q(x,^) est dóterminóe pour —oo <oa (puisque f, comme coordonnee, 
peut prendre toutes les yaleurs possibles) et pour x d’un interyalle (a,b) 
(fini ou infini) dóterminant le champ de yariation de la composante de 
l’objet; b) Q(x,£) doit etre inyersible par rapport a la premiere yariable 
dans tout son champ de yariation.

Si l’on dósigne par la fonction inyerse a Q(x,^), les óquations 

(0.2) 

seront óquivalentes et l’on aura l’identitó 

(0.3) g[Q(a,f),£] = a>.

*) Suivant la terminologie introduite par MM. Schouten et Haantjes dans le

travail On the theory of the geometrie objects (Proc. Lond. Mathem. Soc. 42 (1937),
356-376), on appelle objet geometriąue special de la classe eero tout objet dont la regle
de transformation s’exprime par des fonctions qui ne dependent pas des deriyees des
fonctions transformant les coordonees.



112 H. PIDEK

Dśfinissons

(0.4)

La fonction a(a?,f,f) — comme on le voit d’apres la formule (0.1) — 
donnę directement la regle de transformation de l’objet ótudiś.

Les memes objets, c’est-a-dire ceux qui ont la meme regle de trans- 
formation, peuvent provenir de deux fonctions diffórentes Q. C’est donc 
la fonction a(x,$,g) qui decide de l’objet et non la fonction Q(®,£). Nous 
allons dómontrer, a cet effet, la proposition suivante:

Proposition 0.1. Si la regle de transformation d'un objet geometrigue 
du type K est donnee a Vaide d'une fonction Qo(®,|), a cet objet conduisent 
toutes les fonctions Q(x,£) (et seulement ces fonctions) gui pement Utrę 
ecrites sous la formę

(0.5) Q(®,f) = f2{Qo(®,f)},

ou Q est une fonction inuersible guelcongue d^une o ar labie.

Demonstration. Supposons que la fonction Q puisse etre ócrite 
sous la formę (0.5). Alors, en resolvant par rapport a x l’equation 
£ = Q(<z;,£), on a, en vertu des relations (0.2),

2(c,f)-2o{i2-i(c),n,

ou le symbole Q~1 designe la fonction inverse a D. De la

2[Q(^^),SsSo[ęo(®,f),A

ce qui signifie qu’a toutes les fonctions Q(a?,£) de la fonne (0.5) corres
pond une meme fonction «(#,£,£).

Supposons maintenant que les fonctions P(x,l-) et Q0(a>,£) correspon- 
dent a une meme fonction a(x,ę,ę). Elles vórifient donc la relation

p[P(®, £),£] = £0K?o(M), F]

pour tous les f, £ et pour tout x de l’intervalle (a,b). Cette relation peut 
etre misę sous la formę

En y posant x=x0, f=£0, S=ś (ou xoe(a,b) et est arbitraire), on a

-P(9'o[Qo(®o,fo) > £J i £} = -P(®o>fo)-

On voit de cette formę que la fonction P(a?,f) est constante le long des 
courbes

X—■ SoK^O^O) fo) > FI 
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dans le plan (£,<r) pour tous les a>0,£0. L’equation de ces courbes peut 
etre rócrite sous la formę

£) = C?o(a'o> £<>)•

On voit de la que ces courbes sont les izohipses de la fonction Q0(x,^). 
La fonction P(x,£) qui est constante le long de ces izohipses peut donc 
etre ścrite
(0-6) P(x,^=Q{Q0(x,S)}.

D’une maniere analogue, on arrive a la relation

(0.7) Q0(x,t)=Q{P(x,t)}.
Les relations (0.6) et (0.7) ne peuvent avoir lieu simultanement que si 
la fonction Q est inversible dans le domaine de sa variation, c. q. f. d.

Dans le cas oh Q(a?,f) ne depend pas de £, la fonction de transfor
mation prend la formę particulierement simple

a(®, £,£)=»,

et l’objet se reduit a un scalaire (la composante x ne depend pas du sys
teme des coordonnees). Autrement dit, les scalaires sont des objets geo- 
metriques du type IL, dont la regle de transformation est donnee par 
une fonction arbitraire Q(a?,f) inversible par rapport a a? et qui ne depend 
pas de £.

Le sujet du present travail est le probleme, posó S. Gołąb, concer- 
nant 1’ałgebre des objets du type K. Ce probleme est le suivant: l’ex- 
pression f(x1,x2,...,xn) reprósente-elle un objet du type K si l’on suppose x1,x2,...,xn des composantes de n objets du type If assujettis a la meme 
regle de transformation et / une fonction arbitraire de n variables ?

Pour les scalaires, la róponse est banale et peut etre ćnoncóe par la 
proposition evidente suivante:

Proposition 0.2. Si x1,x2,...,xn designent les composantes de n scalaires arbitraires et f est une fonction arbitraire de n rariables, alors f(X1,x2,...,xn) est egalement composante d^un scalaire.
Cette proposition cesse d’etre juste pour des objets du type K qui 

ne sont pas des scalaires.
Dans ce travail nous traitons les cas, ou n=l et n—2 (le cas genóral 

sera l’objet d’un travail ulterieur). II s’avere que pour n=l toute fonc
tion inversible represente un objet du type K. Par contrę, pour n—2, 
il y a toujours (a certaines conditions de rógularitó) des objets pour les- 
quels aucune fonction / n’est un objet du type K.

S’il y a (pour n=2) des fonctions /(ah,®a), dópendant de deus va- 
riables x1}x2, telles que /(a?!,a?2) represente un objet góomśtrique du type K 
(meme si elles ont des regles de transformation differentes de celles de 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 8
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«i,®2) nous allons dire que les objets x12x2 „admettent une algebre11. 
S’il n’en est pas ainsi, nous dirons que xs,x2 „n’admettent pas d’algebre“.

Dans toutes les considerations ultćrieures, nous allons dćsigner brie- 
vcmcnt par F1(x1,... ,x„),F2(x1,... ,x,F,.(xlf...,xh) les dćrivćes partielles 
de la fonction F(x„...,xn) respectivement par rapport aux variables 
x1,x2,...,xn. Le symbole G—1 designera la fonction inverse a G. En outre 
K‘ sera 1’ensemble de tous les objets du type K dont la regle de trans- 
formation peut etre donnće par la fonction a(x,l;,F) de la classe C‘ (dć- 
rivóes continues d’ordre i).

§1
Les considerations du present paragraphe s’appliquent au cas oii 

n est naturel quelconque.
Supposons que x1,x2,...,xn soient les composantes de n objets gćo- 

mćtriques du type K ayant la mtme regle de transformation donnóe 
par la fonction Q(x,£). Soit en outre/(«!,...,«„) une fonction arbitraire 
de n variables, deteiminśe pour les «, de l’intervalle (a,&). D’apres une 
proposition de S. Gołąb, la condition nćcessaire et suffisante pour que 
f(x1,x2,...,xn) et f(x1,x2,...,x„) soient composantes d’un objet góometrique 
du type K respectivement dans les systemes B et B consiste en ce qu’il 
doit exister une fonction P(®,£) inversible par rapport a la premiere 
variable qui vórifie l’óquation

(1-1) = J}-

Cette ćquation, en tenant compte de la supposition que xt= 
(pour i—l,2,...,n) prend la formę de 1’identite

(1-2) ■■■,g.[Q^„,^J']}^p{P[^x1,...,xn),^,T},

qui doit etre satisfaite pour tous les £, f et pour les Xi de l’intervalle (a,b). 
En appliouant, a 1’ćgalite L1=L2, 1’opóration P(P1,f)=P(P2,f) et en 
utilisant la relation P[p(y, £),£] = 7, on peut recrire 1’identite (1.2) sous 
la formę ćquivalente suivante:

P{/{?[Q(«if) J]} J} = P{f(®i,•••, xn),^}.

On en conclue (en raisonnant comme dans la demonstration de la pro
position (0.1)) que la fonction P(®,|) ne verifie l’óquation (1.1) que si 
elle est constante le long des courbes de la familie

(1.3)
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On constate donc que, pour que la fonction f(x1,...,xIj) represente un 
objet gśomśtrique du type K, il faut et il suffit qu’il esiste au moins 
une fonction des yariables x, l- constante le long des courbes (1.3) et in- 
versible par rapport a la yariable x. Cette fonction, designons la par 
P0(aq£), donnę la regle de transformation de l’objetDe la pro
position (0.1) rśsulte que toutes les solutions possibles de l’śquation (1.2) 
peuvent etre obtenues de cette fonction a l’aide de la formule

(1.4) P(®,e) = 7T{P0(®,f)}

ou II est une fonction inversible.
Apres avoir fait ces remarques próliminaires, passons aux cas de 

n—1 et n=2.

§ 2. n = l

Proposition 2.1. Si x est la composante diun objet geometrigue du 
type K avec la regle de transformation donnee par la fonction Q(x,^), toute 
la fonction inrersible arbitraire f(x) d'une cariable represente un objet geo
metrigue du type K, dont la regle de transformation est donnee par la fonc
tion de la formę

(2.1) P(®,f)=7Z{Q[M®),^}

ou Id est une fonction incersible guelcongue.

Demonstration. Pour une fonction f d’une yariable, l’dquation (1.3) 
prend la formę

Si Fon suppose l’inversibiiite de la fonction f, la derniere equation peut 
etre rśsolue par rapport a la constante c

Eyidemment la fonction P0{x,^) = Q{f^x(a?),^} est constante le long des 
courbes donnóes par l’equation de tout a l’heure. La fonction f reprć- 
sente donc un objet geometriąue du type K et, en vertu de la formule (1.4), 
la regle de transformation de cet objet est donnće par la fonction (2.1).

§ 3. n=2

Introduisons les notations suivantes: D — domaine des points (a?,f), 
detcrminś par les inćgalites —oo<£ <-|-oo, G — domaine des
points (a?,y), determinć par les inógalitós a^x,y^b (carre dont une dia
gonale est sur la bissectrice des angles droits du ler et du 3ieme quadrants).

8*
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Proposition 3.1. 1°. Si x,y sont des composantes de deux objets geo- metrigues du type K3 avec la meme regle de transformation et s'il ewiste une fonction f(x,y) de classe C3 satisfaisant dans le domaine G aux conditions

•) La fonction L est inversible, car la fonction est inversible par rapport
h la premióre variable.

’) Si les fonctions <5 et 0 sont lineairement dependantes, la fonction Q(x, f) peut 
ótre ecrite sous la formę (3.5).

(3.1) /i(®,y)¥=o, f2&,y)¥^
et representant dans celui-ci un objet geometrigue du type IL1, la fonction Q(x,lż), a l’aide de laguelle est donnee la regle de transformation des objets x,y, peut etre ecrite dans le domaine D sous la formę
(3.2) QGM)=G{0(£)Z(aO+ <*>(£)},

oii Q,0,L et sont fonctions d'une yariable.
2°. a) Si la fonction Q{x,^) peut etre ecrite dans le domaine D sous la formę (3.2) 2), la fonction

(3.3) f(x,y)=P{L(x) + yL(y)},
ou y est une constante arbitraire et P — une fonction inversible arbitraire, represente un objet geometrigue du type K avec la regle de transformation donnee par la fonction
(3.4) P(®, fT-\x) + (l + y)^)},
oii II est une fonction arbitraire inrersible d'une yariable.

b) De plus, si la fonction a(x,^,^) est de la classe C2, <1 et 0 — de la classe (PjL — de la classe C2, et 0 et 0 ne dependent pas lineairement entre elles3), toute fonction f(x,y) de la classe C2 satisfaisant, au point (x,y) du domaine G, aux conditions (3.1) et representant un objet geometrigue du type K1, peut etre ecrite sous la formę (3.3) dans le yoisinage de ce point.
3°. a) Si la fonction Q(x,$) peut etre ecrite, dans le domaine D sous la formę

(3.5) Q(x,^)=Q {L(x) + 0(f)},

la fonction
(3.6) f(.x,y)-= P{L(x) + yL(y) + X[L(x) -L(y)]},
oii % est une fonction arbitraire, y — une constante guelcongue et P — une fonction arbitraire inrersible, represente un objet geometrigue du type K
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avec la regle de transformation donnee par la formule

(3.7) + (y +1) $&},

oii 11 est une fonction inrersible guelcongue.
b) Si, en outre, la fonction a(<r,£,f) est de la classe C2, 0 — de la classe C1, 

L—de la classe C2 et 0(f)s£const 4), toute fonction f(x,y) de classe C2 satis- 
faisant, au point (x,y) du domaine G, aux conditions (3.1) et representant 
un objet geometrigue du type IG, peut etre ecrite sous la formę (3.6) dans 
le roisinage de ce point.

Afin de rendre plus claire la demonstratlon de la proposition que 
nous venons d’ćnoncer, dócomposons la en plusieurs lemmes.

Lemme 1. Si x,y sont des composantes d'objets geometrigues du type IG 
avec la meme regle de transformation donnee par la fonction Q(x,lż), toute 
fonction f(x,y) de la classe C2 satisfaisant, au point (x,y), aux conditions (3.1) 
et representant un objet geometrigue du type IG, rerifie, pour toutes les va- 
leurs de £ dans le ooisinage du point (x,y), Veguation

(3.8) ff1(®,3/)A(a?,|) + fir2(®,i/)2(3/,^) + sr(a;,3/)[Ał(a;,e)-A1(i/,f)] = O,
oii

(3.9)

et

(3.10)

ar/i(w,y)
fz(x,y)

Ąx,^) a2(x,H,O (a(®, £, £) ^g[Q(^,f),£]).

Demonstration. La fonction f{x,y), representant un objet geomć- 
triąue du type IG, vśrifie (en vertu de la formule (1.2) et de la defini- 
tion (0.4)) 1’identitć

f[_a(x, f J), a(y,£,?)] = b[f(x,y),£,£],

la fonction du membre droit

&(®,f,£)^p[P(®,f),£]

dtant differentiable. En diffórentiant les deux membres de cette identitó 
par rapport a x et y, on a

(3.ii) ’ a(y> =fifoy)
f2[_a(x,^,T),a(y,^,^]a1{y,^,$) = b1[f(x,y),^,^f2(x,y).

De la supposition (3.1), on a que f2(x,y)=£0. D’autre part, en vertu de la 
continuitó de cette fonction, elle sera diffśrente de zero dans un certain

4) Si la fonction & est constante, la fonction Q(x,£) ne dópend pas de la deusitme
yariable et 1’objet considćre se reduit a un scalaire.
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yoisinage du point (®,y). Puisque la fonction «(«,£,£) est continue et 
«(»,£,£) = a:, on a, pour £ et f suffisamment yoisins,

/2[a(®, f, f ),«(?/,£,F)]^0.
On peut donc eliminer des óąuations (3.11) la fonction bx et, en tenant 
compte de la definition (3.9), rócrire le resultat, obtenu sous la formę

<z[«(®, 1,1), a(y, £, £)] «i(®, F F)=s,(® ,y) <h(y, T)-

En diffórentiant cette relation par rapport a £, on aura

*7i [a(®, £, F), a(y, f, F)] a1(x, F F) a2(®, F F)
+ 02[a(®, F F), a(y, F F)]«i(®, F FWy, F F)

+ g[a(x ,£,£), a(y,£,F)]a12(x,g,Ś) = g(x,y)a12(y, £,F).
On posera dans 1’identite obtenue f=F en remarąuant que la differen- 
tiation de l’identitó a(x,£,ł;) = x donnę

(3.12) a1(x,^,^^l.

II suffit de considórer la definition (3.10) pour arriver a l’eąuation (3.8), 
c. q. f. d.

Eemarquons encore qu’on obtient de la definition (0.4), en diffśren- 
tiant, les relations

®1(® >F f)= > £), £ ]Qi(®b F,

®2(®,FF=

de 1’identitó (3.12) et de la de- 
pour nous entre les fonctions

En posant £=F on a, en tenant compte 
finition (3.10), une relation importante 
Q(a>,Ś) et Z(®,£)

Q,(®,

Lemme 2. Si x,y sont les composantes d’objets geometrigues du type K3 
avec la meme regle de transformation donnee par la fonction Q(x,^) et si la 
fonction f(®,y) de la classe C3 satisfait dans G aux conditions (3.1) et re
presente un objet geometriąue du type K1, la fonction Q(x,^) peut etre ecrite, 
dans le domaine D, sous la formę (3.2).

Dóntonstration. U s’ensuit, des suppositions et du lemme 1, que 
la fonction f(x,y) verifie l’equation (3.8) en chaque point du domaine D 
et pour toutes les yaleurs de Les fonctions qui figurent dans cette 
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óquation etant diffórentiables, on aura, en passant aux dóriyćes par rap
port a x et en posant ensuite x=y,

(3.14) [g21(x, x) + gu(x, a?)] 1(®, + g^x, x) 21(® ,£) + g(x,x) An(a?, f) = 0.

Supposons que A ne soit pas identiquement egalc a zóro dans le domaine D. 
Eemarąuons que si Fon avait 2 = 0, il yiendrait, en yertu de (3.13), Q2 = 0 
et Fon aurait affaire a un scalaire ce qui ótait dója considóró auparavent. 
Ou peut affirmer que la fonction g(x,x) est constante dans Fintervalle A 
faisant partie du yoisinage du point pour lequel la fonction 2(a?0,f) 
n’est pas nulle pour une certaine valeur f0. En effet, en posant dans 
l’óquation (3.8) y — x, on a

[<7i(®, + g2(x,x)} 2(®, £) = 0,
d’ou

9Ax,x) + g^x,x) = 0

dans Fintervalle considóró A. Puisque g1(x,x)-[-g2(x,x)—-^g(x,x), il suit 

<7(o>,®)=const= c dans A et, d’apres la supposition (3.1) et la dófinition (3.9), 
on doit avoir c^o. Eemarquons en outre que

d
021(® , ®, ®) = ^~ 0i(®,»),

et designons par u(a?) la fonction

«(«)=- 
c

(la fonction ^(a?,®) est continue et, par suitę, intógrable). L’óquation (3.14) 
prendra alors la formę

(3.15) u”(x')Ąx,^) + u'(x)A1(x,S) 4-2u(®,f) = 0.

Pour une yaleur fixe de £ l’equation (3.15) sera une equation differen- 
tielle ordinaire du deuxieme ordre par rapport a la fonction 2(a?,£). Posons

X

(3.16) Z(a?) df f euMdx.

Un calcul facile montre que les fonctions

sont les solutions, indćpendantes entre elles, de l’óquation (3.15) (la fonc
tion I definie par la formule (3.16) ne peut etre constante). U s’ensuit

X
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que pour un £ fixe la solution gónśrale de cette eąuation sera ógale a la 
fonction

A(®,£) Z(a?) + c2
Z'(a?)

(Ci,c2 —deux constantes arbitraires). En faisant varier le parametre £ 
dans l’óquation (3.15), on voit que chaque solution de cette óquation 
dans l’intervalle A est de la formę

(3.17) n WĆ)JL(x) + <p(£)
JL'(x) ■

La formule (3.17) est juste dans l’intervalle entier (a,&). Pour le dó- 
montrer, on supposera le contraire, c’est-a-dire que l’intervalle A, dans 
lequel la reprósentation (3.17) est juste, ne puisse etre śtendu a l’intervalle 
entier (a, b). Ceci ne pourrait avoir lieu que s’il existait une valeur de x 
& 1’interieur de (a,Z>) telle qu’on ait

(3.18) 

pour tous les £. Designons pour cela par E 1’ensemble de toutes les valeurs 
de x de l’intervalle (a, b) pour lesquelles on a (3.18). A cause de la con- 
tinuitś de la fonction 2, 1’ensemble JE est fermś. Le cas ou JE se confond 
avec l’intervalle entier (a, b) a óte exclu auparavent. II s’ensuit que 1’en
semble restant

R—(a,b)—E

doit etre un ensemble ouvert non vide. II est facile de voir que les cas 
suivants donnent la disjonction complete:

I. JE se compose d’un seul point x.
II. R se compose d’un seul intervalle dont l’une des extrćmitćs est x 

et l’autre se confond avec l’une des extrśmites de l’intervalle (a, b).
III. R renferme au moins un intervalle ouvert dont les extrómitós 

sont des points intśrieurs de l’intervalle («,&)•
Supposons d’abord l’eventualitś I. Dans ce cas dans l’intervalle fermó 

(a,x) on a

(3.19a) £) = ,

et, dans l’intervalle fermó (x,b),

„r +(3.19b)
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En posant, dans les formules (3.19), x—x, on a

ce qui donnę

A(<M) =
pour

pour a;<a?<Z>

a<x^x

En diffórentiant ces relations par rapport a x (ce qui est possible d’apres 
nos suppositions), il suit

(3.20)

L'\x)-L"(x)
L'2(x) ’

,„L'2(x)-L'\x)[L(x)-L(x)]
L'z(x) ’

pour a^a?^a;

pour ^<05<Z>.

En posant x—x, on a 

et, par suitę,
9>i(£) = ^(f)-

La formule (3.17) serait ainsi juste, contrairement a la supposition, dans 
l’intervalle entier (a,b).

Supposons maintenant le cas II et soit

tf(f)L(a>) + <p(£)
L'(a?)

A(®,£)-0

pour a^au^a:,

pour

En raisonnement semblable au prścódent conduit au resultat

?>(£) = —£(:»)•#(£)•

De la, en passant a la limite du cótó gauche, on a pour x-+x

En passant a la limite du cóte droit, on a pour a?->a;

^)-0,

c’est-a-dire 2(a?,f) = 0 dans le domaine entier D, ce qui est contraire a la 
supposition.
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Passons a la derniere des eventualitós (III). On a alors dans l’inter- 
valle fermó (a?x,®2)

A(M)
= 7?(f)Z(a;) + 9?( |)

Puisque /'.(a?!,^)^^^,^) = 0, il en resulte

ce qui donnę
#(f)-Ł(®i) + 9’(^) = ’?(f)i(®2) + <P&,

#(£){L(a?2)—L(®l)} = 0.

Puisąue Ą£)^=0, il s’ensuit que L(®2)=L(«1), ce qui est en contradiction 
avec la supposition d’inversibilitó de la fonction L(a?) dans l’intervalle

Ainsi donc la proposition se trouve dómontróe. La formule (3.17) 
est donc yalable dans l’intervalle entier (a,&). En reyenant a la formule 
(3.13), on yoit que la fonction Q(x,£) yerifie dans le domaine D l’equa- 
tion diffórentielle

L'(®)Q2(®^) = Q1(a?^)^(f)L(.<C) + ę5(f)].

Les caractóristiques de cette óquation lineaire aux dóriyóes partielles 
yerifient l’óquation diffórentielle ordinaire

[ę»(f)+^(f)L(a;)]d^L,(®)da;=O.

En multipliant cette óquation par le facteur integrant e^(?)a-, on arrive 
a une equation a diffórentielle totale dont la premiere integrale a la formę 

y +L(x)e P®d=.

En introduisant les notations

0(£) = f <p<Ć)ef*®d^d£, 0(^)=efs^d-,

on yoit queQ(a?,f) est de la formę (3.2) dans le domaine D. Le lemme 
est ainsi demontre ainsi que la partie 1° de la proposition 3.1.

Lemme 3. Si la jonction Q(x,£) peut etre ecrite sous la formę (3.2) dans 
le domaine D et si <I> et 0 sont de la classe C1, L de la classe G2, 0 et 0 n^etant 
pas lineairement dependantes entre elles, alors toute fonction f{x,y) de la 
classe C2, ąui satisfait, au point (x,y) de G, aux conditions (3.1) et repre
sente un objet geometrigue du type K1, peut etre ecrite sous la formę (3.3) 
dans le roisinage de ce point.

Demonstration. Si les suppositions de regularitó faites au debut 
sont satisfaites, la fonction j(x,y) doit, en vertu du Lemme 1, yórifier, 
dans le yoisinage du point (x,y), l’equation (3.8) pour toutes les yaleurs
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de |. Pour la fonction Q(x,£) de la formę (3.2), on aura, en vertu des 
suppositions,

(3.21)

et, de la,

L^W)+ <*>'(£)

L'2(®)0'(l) -L"(x)[L(x)0'(^ + W)] l/2(x)0tf) ~ A(®,f).

L’óquation (3.8) prendra la formę

Si Fon y substitue y a la place de f, on aura une óąuation analogue

(3.22") ^i(®,2/) ——^,V)+\92^,y)+J^y^g^,y') A(y,y) = O.
En profitant de la formule (3.21), on calculera facilement ąue

*(«,£) 2(y,f)j ■£(*)-£(?/)0^)9(y)L'(x)L'(y) 0'(f)
©'(>?)

La fonction L ótant inversible, le premier facteur du membre droit de 
la derniere identitó est identiąuement ćgal a zóro dans le yoisinage du 
point (®,y). Le second facteur ne peut pas etre identiąuement nul car, 
si contraire, on aurait une relation lineaire entre 0 et 0, ce qui a ćtó 
exclu. II en resulte qu’il est possible de choisir des valeurs pour £ et y 
telles que le determinant

0'(£) $'(£)
0'(^) 0'(??)

soit diffórent de zóro. Dans ce cas le systeme (3.22) pourra etre rócrit, 
dans le yoisinage du point (®,j/), sous la formę

(3.23) 9'i(®,2/) —^t^<7(«,3/) = 0; ś'2(®,y) + ^7~^,y) = °.

On a supposó que la fonction /(a?,y) yórifie les conditions (3.1) dans le yoi
sinage du point (a?,y). II s’ensuit que g(x,y) est diffórente de zero dans 
le yoisinage de ce point et que le systeme d’óquations (3.23) peut etre 
rócrit sous la formę

(3.24') L"(a?)
0(®,3O L'(x)

(3.24") g2(x,y) L"(y)g{x,y) L'(y)
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L’intćgration par rapport a x des deux membres de l’equation (3.24') 
conduit a la conclusion que la solution generale de cette ćquation est 
la fonction L\x)
ou a(y) est une fonction arbitraire, differente de zero, de la classe C1. 
On prouve de meme que la solution generale de l’śquation (3.24") est 
la fonction

g&,y)
ou est une fonction arbitraire de la classe O1. Donc, si g(x,y) doit 
etre une solution des deux eęuations a la fois, les fonctions t et a doivent 
vćrifier la rćlation

r(a?) _ L'(x)~ o(y) ’
c’est-&-dire

g(y) _L'(x)L'(y) r(x) '
Cette derniere relation, comme il est facile de le voir, n’est possible que si

Z'(?/) r(a?) consty^o,

c’est-a-dire si

r(x) == yL'(x),
ou y est une constante diffdrente de zćro. La solution gćnerale du sy
steme (3.24) est donc la fonction

</(«,?/) =

En revenant & la definition (3.9), on voit que la fonction f(x,y) yćrifie
l’ćquation fi{x>,y} J£x,y) n L\x) y L'(y) U-
Aprós une intógration facile de cette equation, on obtient sa solution 
gónćrale qui est une fonction de la formę (3.3) c. q. f. d.

Lemme 4. Si la fonction Q(x,^) est de ta formę (3.5) dans le domaine D, si la fonction '!> est de la classe C1, L de la classe C2, et la fonction 
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0'(^)=i=O, alors toute fonction f(x,y) de la classe C2, qui satisfait au point 
(x,y) du domaine G aux conditions (3.1) et represente un objet geometriąue 
du type K1, peut etre ecrite sous la formę (3.6) dans le roisinage de ce point.

Demonstration. Les suppositions de rógularitó ótant satisfaites, il 
s’ensuit du Lemme 1 que la fonction f(x,y} doit vórifier l’óquation (3.8) 
dans le voisinage du point (x,y] pour tous les f. D’apres les suppositions, 
on a, pour la fonction Q(x,Ę) donnóe par la formule (3.5),

A(®,£) li(;r> f)

L’óquation (3.8) prendra la formę

|gi(«>y)
| L'(x)

~L"(y)

<P\W(x)
L'\x)

Cette óquation est verifiće pour toutes les valeurs de £. Puisqu’en vertu 
de la supposition, 0'(f)^O, la fonction g(»,2/) doit vórifier l’óquation 
diffórentielle

(3.25) L\x) + L\y) +g(n,y)
\L'\y)
L,2(y) L'\x)

L’intógrale gónćrale de cette óquation est la fonction

(3.26)

ou r est une fonction arbitraire de la classe C1.
En effet, si g(x,y)=ć=0 dans le voisinage du point (x,y), ceci rósulte 

de la supposition (3.1), les caracteristiques de l’óquation (3.25) vórifient 
le systeme d’óquations

dxL'(x) = dyL'(y) —
dg 1
gL"(x} L"(y)-

L'\x) L'2(y)

Ce systóme peut etre rócrit sous la formę óquivalente

dxL'(x) = dyL\y)

ou bien encore

\L"(x) L’\yY\ dg
L'\x) 9

dxL\x)

L"{y). . dg
L'(y) ~
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Les integrales premieres de ce systeme sont

La surface intćgrale de l’óquation (3.25) aura donc la formę

(3-27) G^L(x)—L(y),g~~^ = 0,

ou G(u,v) est une fonction arbitraire de la classe O1. Si la fonction g(x,y) 
doit etre determinee univoquement dans le yoisinage du point (x,y), 
l’equation (3.27) doit etre rćsoluble par rapport a g et l’on a (3.28).

En revenant a la dófinition (3.9), on obtient pour ~f(x,y) l’equation 
diffśrentielle

(S.28) M_M.7W_i(?)]=0.

Le cas F= 0 ćtant en contradiction avec la supposition (3.1), l’óquation 
des caractóristiąues de l’śquation (3.28) peut etre ócrite sous la formę

<3.29)

On intćgrera cette śquation en faisant le changement des variables

L(x)—L(y) = u
(3.30)

L(®)+ ■£(?/)=u

dont le Jacobien J—‘2L'(x)-L'(y) >0. On a de (3.30)

L'(a?) dx= | (du + dv)

L'(y)dy = ^(dv—du)

et l’equation (3.29) prend la formę

(3.31) [F (u)—1] du + [T(u) +1] dv = 0.

Pour r(u) = —1, 1’integrale premiere de cette equation est v, c’est-a-dire 
1’intógrale premiere de l’śquation (3.29) est la fonction

L(®)-L(y).

La solution j(x,y) s’exprime alors par la formule

/(<r,^) = ’P[L(a:)-L(2/)];

elle est donc de la formę (3.6) (si y=—1).
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Si, par contrę, jT(w)=|=—1, l’óquation (3.31) peut etre rócrite sous
la formę

, , r(u)~i , .d® + v du= 0.
1 («) + l

Llntćgrale premiere de cette eąuation a la formę

du,
r(u)-l
1 (u) +1

ce qui, en raison de la definition (3.30), peut etre recrit sous la formę

Z(a?) +L(y) + z[Z(a?)—i(y)],

x , x df f-f(^)—1 7
OU J ZwTidu-

La fonction f(x,y) s’exprime alors par la formule

ftx,y) = W{L{xj +L(y) + %[L(a?)-L(i/)]}.

On voit que cette fonction est ógalement de la formę (3.6) (od y=l) 
c. q. f. d.

Lemme 5. 1°. Si la fonction Q(x,£) peut etre ecrite sous la formę (3.2) 
dans la domaine D, les fonctions £2 et L etant innersibles, alors la fonction
(3.3),  ou y est une constante arbitraire et 'S une fonction inrersible, repre- 
sente un objet geometrigue du type K dont la regle de transformation est 
donnee par la fonction (3.4).

2°. Si la fonction Q(x,£) peut etre ecrite sous la formę (3.5) dans le do
maine JD, les fonctions Q et L etant imersibles, la fonction (3.6), ou % est 
une fonction arbitraire, y une constante ąuelcongue et une fonction in- 
rersible arbitraire, represente un objet geometrigue du type K avec la regle 
de transformation donnee par la fonction (3.7).

Demonstratlon. 1°. Supposons que Q(a?,|) soit donnee par la for
mule (3.2). En resohant par rapport a x l’óquation C=Q(<r,f), on a (en 
vertu des relations (0.2))

£)=•£-
p-’(C)-<2(£)l 
l i'i

Pour que la fonction f{x,y) soit un objet du type K, il faut et il suffit 
qu’il existe une fonction P0(x,£) qui soit constante le long des courbes (1.3). 
Pour la fonction f{x,y) de la formę (3.3), l’śquation (1.3) est

p-1(c1)-0(g) + yI3-1(c2)-y0(g)| _ fc-(y + l)^(^)| 
I ©(£) I l 0(£) /’

ce qui peut etre recrit sous la formę 

(3.32) c=0(O*P-i(®) + (y + l)^(^).
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La fonction Po(o?, f) = 0(^)-W—1(a;) + (y+l)0(f) est śvidemment constante 
le long des courbes (3.32), d’ou il s’ensuit que les fonctions /(o>,y) de l’en- 
semble (3.3) sont des objets du type Jf et ąue leurs regles de transfor
mation sont donnćes par les fonctions (3.4).

2°. Supposons que Q(®,£) soit donnę par la formule (3.5). ;Dans ce cas

2(f,i)=L-i{12-Vf)-^(ł)}.

Pour la fonction /(a?,y) de la formę (3.6), l’śquation (1.3) prend la formę

x = + y Q~\cz}-{y +1) 0(£) + /[^(Ci) -f2-i(c2)]}
=P{c-(y + l)0(f)},

qui peut etre rócrite comme suit

(3.33) c=P-i(a;) + (y+ 1)0(|).

Evidemment la fonction P0(a?,£)=P~1(a?) + (y+l)0(^) est constante le 
long des courbes (3.33). Les fonctions /(ic,y) de 1’ensemble (3.6) sont 
donc les objets du type K auxquels les fonctions (3.7) fournissent la 
regle de transformation, c. q. f. d.

Beunissant les rćsultats des lemmes 2, 3, 4, 5, ou voit que la pro
position 3.1 est dćmontrće.



ON A THEOREM OF WAŻEWSKI

By A. Alexiewicz (Poznań)

The purpose of this Notę is to generalize a theorem of T. Ważew
ski [5] concerning the mean value theorem for vector valued functions. 
The theorems of Ważewski deal with the strong limiting processes, I ge
neralize these results to the weak ones. Finally, I supply an example 
giving the ansver on a problem of Ważewski.

In this notę X will denote a Banach space, V a convex and closed 
set in X; £x will stand for linear functionals over X. By x(t) will be de- 
noted a vector valued function i. e. a function from a real interval I=[a, &] 
to X; the real valued functions will be denoted by <p(t), y»(i).

The function x(t) is said to be weakly continuous if, given any linear 
functional £, the real valued function &r(f) is continuous.

In the seąuel <p(t) will stand for an increasing (real valued) function.Theorem. Let the function x(t) be weakly continuous and suppose that for every t e (a,b), except a denumerable set, there is a seąuence of reals rn -> 0+ and elements yn e V such that the expressionx(t + r„) — x(t)<p(t + T„)~ą>(t) y"tends weakly to 0 as n-+oo. Then for every teł and ry=0
X(t + t) — X(V) 
<P(« + t) —<p(f) €

The proof will be based on a lemma concerning real valued functions. 
Given a function ip(t) we put

ąp(t0 + 77) ?(*o)

Lemma. Let the function y>(t) be continuous and let D±-ip(t)^0 except an at most denumerable set. Then the function tp(t) is non-decreasing.
The proof of this lemma does not differ essentially from the case 

when ę>(«) = i (Saks [4], p. 203).
Proceeding to the proof of the theorem suppose it to be no true. Then 

there is a t0 and t^O such that, _x(t0 + r) — x(t0)
° 9’(*o + 7')~ T^o) non e V,

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 9
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whence by a theorem of Mazur ([3], p. 73) one can find a linear functio- 
nal £ such that £?/>0 for y e V and £?0<0. The function y(t) = £r(i) is 
continuous and it is obvious that Dy<p(t)~^O except an at most denumer- 
able set. By Lemma y>(t0 + r)—-^(to)^O for r>0, hence £z0~^Q whieh 
leads to contradiction.

The theorem just proved leads to a generalization of the rule of l’Hó- 
pital for vector valued functions proved by Ważewski [5].

Let be the class of all the seąuences {y,,} such that
[x(t0 + T„)—x(t0)~\l[(f (t0 + tn)—(p(t0)]—yn tends weakly to 0 as n->oo, {?„} 
being a seąuence (depending on {yn}) such that rn->0. Now put

d(i0,?/) = inf inf \\y„ — y 
{«n} "

the second infimum being taken over all seąuences {yn} e x(t0). Then 
Theorem gives immediately:

Let x(t) be weakly continuous and suppose that x(b)=0, ę>(&) = 0; i/
lim d(t,y)= 0, then
t-łb-

Tlim —= y. 
t-+b— <p{t)

The function x(t) 
||a?(ą)—ir(f2)||<J/|Zi—12|

is said to satisfy the condition of Lipschitz if 
with M independent of ą and i2. By Dx(t) we

shall denote the set of the elements y for whieh there exists a seąuence 
t„->0 such that the ratio [ic(t + r„)—®(i)]/r„ tends weakly to 0. The fol
lowing result gives an answer to a problem of Ważewski.

There exists a function x(t) from [0,1] to a separable Banach space, 
satisfying the condition of Lipschitz, and such that the set Dx(t) is empty 
for every t.

Let X be the space L of the functions ip=ip(u) integrable in [0,1]. Put

I 1 for 
wlt ,u) — {| 0 for

®(i) = y>(t, •) x).

x) ?/’(■) denotes the function A (u) considered as an element of a functional space. 
The function defined by this formula has been supplied by G elfand [2] as an example 
of a function without the weak derivative, satisfying the condition of Lipschitz.

The function x(t) satisfies the condition of Lipschitz sińce

||®(fi) —®(t2)|| = | f dt\ = |Ą—d2|.

ń
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The ratio [«(t + Tn)—®(^)]/^n does not conyerge weakly as r„->0; in fact

n

0 elsewhere;

put J5„= [min(i,/ + ?„), max(i,/4-T„)] then and

I ipn(u)du\=l‘,

hence the seąuence {y>n(-)} cannot converge weakly in L (Banach [1], 
p. 136).
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UNE GENERALISATION DES THEORĆMES SUR LES ACCROIS
SEMENTS FINIS AU CAS DES ESPACES DE BANACH ET APPLI- 
CAT1ON A LA GENERALISATION DU THEOREME DE L’HOPITAL

Par T. Ważewski (Kraków)
Introduction. I. Une extension de la notion des theoremes 

sur les accroissements finis. Le premier et le second theoreme sur 
les accroissements finis conduisent aux formules

(0.1)

(0.2)

t—a
0(i) —0(a) _0'(f) 
/(t)-/(a) ~ m

yalables sous 1’hypothese que les fonctions reelles / et 0 satisfassent 
a certaines conditions bien connues.

Sur la relation (0.2) est basóe la dómonstration du theoreme de 
L’Hópital.

Or, dans maintes applications, le róle essentiel de (0.1) consiste en 
ce ąue l’on peut localiser le rapport

(0.3) 0(f) — 0(a) 
t—a

lorsąu’on a des renseignements convenables sur la localisation de la 
dćriree de 0. Le fait qu’il existe un £ pour lequel subsiste 1’ógahtó (0.1) 
joue un róle plutót secondaire. Si Fon sait par exemple que, pour tout t 
d’uu intervalle d, le nombre 0'(O appartient a l’intervalle [0, oo) (c’est- 
a-dire si 0'(i) est locahsó dans cet intervalle), alors le rapport (0.3) est 
aussi locahsó dans [0, oo) (ce qui veut dire que 0(t) est croissante au 
sens large).

Supposons maintenant que les valeurs de 0(t) reprósentent non pas 
des nombres mais des vecteurs cartósiens a n dimensions ou, ce qui re- 
vient au. meme, des points appartenant a 1’espace cartósien a n dimen
sions. Supposons de plus que 0'(t) existe dans un intervalle d. Or, des 
exemples faciles a construire montrent que 1’ógalitó (0.1) peut etre fausse 
pour tous les £ e A.

Nóanmoins, si Fon sait que 0'(O appartient a un ensemble convexe V 
lorsąue t e A, on peut affirmer que (0.3) appartient au meme ensemble V 
(Proposition A).
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Ou a ainsi une raison de considerer la Proposition A comme un theo
reme sur les accroissements finis.

La formule (0.2) est fausse lorsque <£(t) est un point variable dans 
1’espace a n dimensions (n>l), /(<) est monotone au sens strict, f'(t) et 
0'(Z) existent dans un intervalle d (/'(Z)^oj.

On peut nśanmoins dóduire du Theoreme 1 (§3) la suivante Propo- 
0'(1)sition B: Si -y—y appartient a un ensemble conrere V lorsąue te A, il 

en est de meme du rapport

(0.4) (/) — <?( a) 
/(/)—7(a) ‘

La Proposition B reste aussi exacte lorsąue les valeurs de <?(t) appar- 
tiennent a un espace vectoriel D de Banach (cf. Thćoreme 1, § 3). En 
s’appuyant sur ce fait, on peut aussi demontrer le theoreme de L’Hópital 
pour <?>(/) € U, sans se servir de l’egalite (0.2) qui est inexacte dans ce cas.

La Proposition B tient donc, dans ce cas, la place de 1’egahtć (0.2). 
Cette circonstance -ainsi que quelques autres suggerent l’idee que les 
propositions permettant de localiser les premiers membres de (0.1) et (0.2) 
lorsquron connait une localisation des deuxiemes membres, peuwent etre eon- 
siderees comme theoremes sur les accroissements finis.

II. Une liaison avec la thćorie des contingents de M. Bouli- 
gand. La Proposition A est un cas particulier d’un theoreme qui joue un 
role fondamental dans la theorie des eąuations differentielles aux contingents 
et aux paratingents, construites indćpendemment par A. Marchaud [2] 
et S. K. Zaremba [6J. La deriyee <£'(t) y est remplacee par la dćriyće 
contingentielle (a droite) qu’on designera par 

(0.5) 

et qui constitue un ensemble de points. (Cette notion, dćfinie dans le § 4, 
est, en un certain sens, isomorphe a celle du contingent de M. Bouligand 
dont se seryent A. Marchaud et S. K. Zaremba-. Elle presente quel- 
ques ayantages formels dans le cas qu’on traite dans la suitę).

Au cas ou $(£) varie dans un espace D de Banach, on peut defini r 
une notion analogue

(0.6) d0(Q\*
, W /+

et avoir ainsi une generalisation du thćoreme (0.2) (Thćoreme 2, § 4).
On peut aller plus loin en indiąuant une localisation de (0.3) et (0.4) 

meme au cas ou les dśrivees contingentielles (0.5) et (0.6) n’existent en 
aucun point t e A.
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III. Une genóralisation de la dórivee contingentielle: bouts 
diffórentiels. J’ai esąuisse une telle gónerahsation dans une notę antó- 
rieure [3] relative aux theoremes sur les accroissements finis en Intro- 
duisant certaines notions

(0.7)

(0.8)

'd&(t)\**
, dt )+’

'd&(t)\**
< df(t) /+

ąui existent pour chaąue 4>(t) et pour chaąue /(<) monotone dans l’in- 
tervalle A (cf. § 6). Elles seront appelóes bouts dijjerentiels. (Dans la 
notę [3] je les ai appelóes „somas diffórentiels").

Ces notions n’interviennent pas dans l’ónonce du Thóoreme 1 (§ 3) 
sur les acroissements finis, mais, grace a elles, on peut mettre le Thóo
reme 1 sous la formę óquivalente du Thóoreme 1 a (§ 6) (tout a fait ana
logue au Thóoreme 2 (§4) dans leąuel interviennent les dórivóes con- 
tingentiellesj.

Grace a la notion de bout diffórentiel, on peut mettre le thóoreme 
gónóralise de L’Hópital sous une formę analogue a sa formę classiąue, 
meme au cas ou les dórivees contingentielles (0.6) n’existent nulle part 
(Thóoreme 4 du § 8, Hypothese H2 bis, Exemple 1 du § 8).

A. Alexiewicz [1] a donnó un exemple d’une fonction <b(i) verifiant 
(avec une fonction /(#) convenable) les prómisses du Thóoreme 1, pour 
laąuelle la dórivóe contingentielle (0.6) n’existe nulle part (cf. § 5, Re
marąue 3). — Un tel exemple est possible seulement au cas ou 1’espace D 
n’est pas compact.

Ceci prouve que le Theoreme 1 s’applique aux fonctions &(t) d’une 
classe plus vaste que celle pour lesquelles la dórivee contingentielle (0.6) 
existe, et ąue la notion de bout diffórentiel mórite un certain intóret 
comme une gónóralisation essentielle de la derivee contingentielle.

IV. J’ai signaló le Theoreme 1 dans la Notę [3] sans entrer dans les 
dótails de la dómonstration. A. Alexiewicz [1] a demontró un theoreme 
plus generał que le Thóoreme 1 en y remplaęant la notion de conver- 
gence forte par celle de conyergence faible. (Test pourąuoi sa dómon
stration, bien rapide, n’est pas ólómentaire, car elle s’appuie sur un theo
reme ayance, puisó de la thóorie des fonctionnelles linóaires (Theoreme 
de S. Mazur).

Au cas d’espaces a un nombre fini de dimensions M. Marchaud 
et S. K. Zaremba ont dómontró que 1’hypothese que 1’ensemble V soit 
convexe est nócessaire pour la yeritó de la Proposition A. II en est, a plus 
forte raison, de meme du Theoreme 1.

Le Lemme 1 (§ 2), bien ólómentaire, relatif aux rapports de la formę (0.3) 
a 1’ayantage de mettre au jour la faęon dont 1’hypothese de la convexitó 
de V intendent dans la dómonstration du Thóoreme 1.
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V. Móthode de la demonstration dn theoreme gónóralisó de 
L’Hópital. Les dómonstrations courantes du theoreme classiąue de 
L’Hópital s’appuient sur 1’egalite (0.2) laąuelle n’est pas stricte pour les 
espaces D. J’ai indiąuó prócódemment [4] un lemme elementaire sur les 
suites de nombres (Lemme 2 insóró au § 7 du prósent article) servant a une 
dómonstration uniforme pour tous les cas du thóoreme classiąue de L’Hó- 
pital. Dans le meme travail [4], a la page 126, j’ai indiąuó une formę 
du thóoreme de L’Hópital dans leąuel n’interviennent pas du tout les 
dóriyóes des fonctions en ąuestion. Un thóoreme analogue de L’Hlpital 
ayant un caractere „non diffórentiel14 est vrai aussi au cas des espaces D 
de Banach (§ 7, Thóoreme 3). On en peut dóduire la formę „diffóren- 
tielle“ du thóoreme de L’Hópital (§ 8, Thóoreme 4) en s’appuyant sur 
le Theoreme 1 qui, par consóąuent, joue ici le role du theoreme classiąue (0.2) 
sur les accroissements finis.

Dans le theoreme de L’Hópital ainsi gónóralisó les „bouts diffórentiels“ 
(0.7) et (0.8) ou, dans un cas plus particulier, les dóriyóes contingentiel- 

les (0.5) et (0.6), jouent le role du produit ąui en est un caspar- 
/ W

ticulier.
L’Exemple 1 du § 8, dóduit de l’exemple mentionne de A. Alexie- 

wicz, montre ąue le thóoreme de L’Hópital ainsi gónóralisó s’appliąue 
aussi au cas ou les dóriyóes contingentielles (au sens de M. Bouligand) 
(0.5) et (0.6) n’existent nulle part.

Meme au cas ou les yaleurs de d>(t) sont róelles, le Thóoreme 4 parait 
etre nouyeau en ce ąui concerne le caractere de sa gónóralitó.

§ 1. Hypothese G. f{t) est une fonction reelle, eontinue et mono
tone au sens strict dans un intervalle ouvert A.

0(i) est une fonction eontinue dans A ayant pour yaleurs les points 
appartenant a un espace T) de Banach.

A est un ensemble yide, fini ou dónombrable, ACA.
V est un ensemble conyexe ferme, VCD.

Notation N. En admettant l’Hypothese G, on pose

= lorsąue peA, qeA, p^ą.

La normę de u e D sera designee par | u |.

e(w,-y) = \v—u\

dósigne la distance des points u et v. Pour Z^0, Z CD, ueD on pose

o(u,Z) = inf —u\.
VCZ
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§ 2. La dćmonstration du Theoreme 1 du § 3 s’appuiera sur une re- 
marque ćlćmentaire insśrće au lemme suivant (cf. [3], p. 184):

Lemme 1. Admettons l’Hypothese G. Si t2 est situe entre Ą et 
(ti e A pour i=l,2,3), le point I(Ą,t3) est situe sur le segment rectiligne 
fermó £ reliant les points I(Ą,t2) et qui appartiennent a 1’espace D.

Demonstratlon. Posons

(2.1) i _ /(^s) ~~ /(^a) _/(tą) /(h)

La fonction /(t) ćtant monotone au sens strict et t2 ćtant situe entre Ą 
et t3, on a

(2.2) ź>0, q>0, 1 + ^ = 1.

En vertu de (2.1), il vient 1’egalitś

l(b, t3) — AI(t2,t3) + ,t2)

qui, en vertu de (2.2), esprime que le point est situe sur le segment >8.

§3. Theoreme 1 (sur les accroissements finis). Admettons l’Hypo- 
these G. Si la relation

(3.D =1taMe(I((,( + HF)-0

a lieu lorsque t e zł—A, pour toute couple de points x)

x) Dans ma Notę [31 1’ensemble A n’intervenait pas dans 1’enoncś de ce tłieoróme. 
L’idee d’introduire A est due a A. Alexiewicz [1].

(3.2) 
on a
(3.3)

peZl, qeA, p=Lq

Demonstratlon. Comme I(p,q) = I(q,p} pour p=^q, il suffit de se 
borner au cas

(3.4) p<«.
L’ensemble V ótant fermó, A—A partout dense dans zł, f(t) et $(t) 

continues dans zł, il suffit de prouver (3.3) au cas ou 

(3.5) P<9, p e A-—A, q e A—A

car un passage a la limite permettra d’etablir (3.3) dans le cas (3.2).
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On peut se borner au cas ou /(i) est croissante au sens strict car, dans 
le cas contraire, on pourrait remplacer / et 0 par —/ et —0, ce qui ne 
chaugerait pas la yaleur de I(p,g) et, par suitę, les relations (3.1) et (3.3) 
passeraient en des relations equivalentes.

Designons par R la classe des ualeurs que prend la fonction

?(f) = e(l(p,/),7)

lorsque t yarie dans A. Ił constitue donc un ensemble au plus dónom- 
brable de nombres non nćgatifs. II existe donc une suitę de nombres {??„} 
n’appartenant pas a R telle que

z/„ >0, pn e R, i/„ 0 lorsque n ->• oo.

On a evidemment

(3.6) <e/1—A, o(t) = 0 lorsque y(t) = ^„.

Dśsignons par
V F

respectiyement le voisinage convexe ferme de V de rayon et la fron
tiere de ce yoisinage. Comme

OO
v=n v.

n=l

il suffit de prouyer que
J(p,q)eV„ (n = l,2,...)

Supposons que cette relation n’ait pas lieu pour certain n=N, c’est- 
a-dire que

/(p,<7)?E.v.
On a evidemment

(3.7) e(l(p,g),7) >W.

Enyisageons le point variable I(p,i) pour t e A, t>p. Comme pe A, on a 
(cf. 3.1) u(p)=0. II existe donc un point r tel que p<t< q, p[l(p ,r),V]<rjK. 
On donc

(3.8) I(p,T)eVN.

En vertu de (3.7) et (3.8), il existe un point t* tel ąue

(3.9) p<r<t*<q, r(t*) = Q[l(p,t*),V) = 7iN,

(3.10) Q^I(p,t),V}>pN pour t*<t^q.
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On a evidemment

(3.11) I(t*,p) eFNCVN.

En vertu de (3.9) et (3.6) il vient a(t*) = 0. II existe donc (cf. 3.1) une 
suitę de nombres i* tels que

(3.12) t*<tk<q, tk^t*, e(l(t*,tk),V}<r)N (fc = l,2,3,...)
et, par suitę,

(3.13) I(t*,tk)eVN.

Appliąuons le Lemme 1 aux points p,t*,tk. Comme p<t*<tk, le point- 
I(p,tk) appartient au segment £ reliant les points !(/»,<*) et I(t*,tk). Mais 
ces points, qui constituent les extrśmitśs de S, appartiennent a l’en- 
semble convexe VN (cf. 3.11 et 3.13). II en rósulte (cf. 3.12) que

I(p,/A)eV\-,
et, par suitę, 

g(l(p,^),F) < gN, t*<tk<q,

ce qui est contraire a (3.10).

Theoreme 1 bis. Le Theoreme 1 reste vrai lorsqu’on remplace (3.1)
par la relation

lim inf
ń_>0—o J(t + h)—f(t)

ayant lieu, par hypothese, pour t e A— A. On .1’śtablit en introduisan 
la variable s=—t.

§ 4. Le point P(t) e D sera dit element contingentiel (a droite) de &(t} 
relatif d /(<) lorsqu’il existe une suitę hn telle que

<^(t + fen)—^(t)
/(« +fen)-/(<)*

La classe de tous les P(Z) de cette sorte sera designóe par

(4.1) d0^)\*
> df(t) /+

et appelee derieee contingentielle (d droite) de (i> relatwe a /. On definit 
d’une faęon analogue la derwee contingentielle (d gauclte) relatwe a /

(4.2)
d0(t)\*

II peut arriver qu’aucune de ces dórivśes n’existe pas (ou, plutót, 
qu’elle soit vide).
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Du Theoreme 1 resulte immediatement le theoreme suivant:
Theoreme 2. Admettons l’TIypothese G et supposons que la relation

(4.3) r/W)\*
W)/+

ait lieu pour te A— A. Ceci posó, la relation (3.3) est vraie pour tous les p,q 
yórifiant (3.2).

Demonstration. II suffit de remarąuer que la relation (3.1) con- 
stitue une consóquence de (4.3).

Remarque 1. Un theoreme analogue subsiste pour la deriyee con- 
tingentielle a gauche (4.2).

§ 5. rapport du Theoreme 1 d la theorie des ćąuations 
differentielles aux contingents et paratingents de A. Marchaud 
et de S. K. Zaremba.

Remargue 2. Au cas ou /(/) = / et 1’espace D de Banach se róduit 
a 1’espace cartesien a n dimensions, le Theoreme 2 constitue une gćne- 
ralisation d’un theoreme fondamental dans la theorie des equations dif- 
ferentielles aus contingents (ou aus paratingents) construites indepen- 
demment par A. Marchaud ([2], cf. en particulier la Proposition 3° 
a la page 100) et S. K. Zaremba [6].

II peut arriyer que la limite

existe. Elle sera alors appelee derwee (d droite) de 0 relatire d / et de- 
signee par

n. d>(t + h)— &(t) 
Wo f(t + h)-f(t)

On definit la deriyee relatiye a gauche de la meme maniere.

(5-1) AW)\ 
\<w+

Corollaire 1. Gardons l’Hypothese G et supposons

eV lorsque teA—A. 
df(t))+

Ceci posś, la relation (3.3) a lieu pour les points p,q yśrifiant (3.2).
C’est une consśquence immódiate du Thśoreme 2. — Un corollaire 

analogue subsiste pour la dórivśe relatiye a gauche.
Corollaire 2. Admettons l’Hypothese G et supposons que, pour tout 

teA—A, les deriyees (a droite) 0'+(t), /+(t) existent (/+(J) fini et /+(t)^0). Si 

^,+ ^- e V lorsque t e A—A,
T+G)

la relation (3.3) a lieu. — Une propriśte analogue subsiste pour les de- 
riyśes a gauche.
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En remarquant <|iie

0+(f) _ (d$(t)\ 
f+(t) \df(t)}+

pour t e A—A,

on ramene ce corollaire au precedent.

Remarąue 3. Le Theoreme 1 peut etre applique meme au cas ou 
les derivees contingentielles n’existent pas, car il peut arriver que la 
relation (3.1) soit satisfaite et les derivees contingentielles (4.1) n’exis- 
tent pas.

On doit notamment a A. Alexiewicz [1] un exemple d’une fonc
tion <f(f), telle que 

|$(g)—0(p)
I T~P <1 pour peA, qeA, pf^q

et que (4.1) est vide pour tout te A. Les relations (3.1) et (3.3) seront 
alors evidemment satisfaites lorsque f(t)=t et V designe la sphere

|®|<1, ®eD.

Le Thóoreme 1 est donc essentiellement plus generał que le Theoreme 2 
dans leguel interoiennent les derinees contingentielles.

§ 6. Tinę generalisation de la deriree contingentielle (rela- 
tive d f(t)) de la fonction <P(t). Bout differentiel (relatif d f) 
de la fonction

La remarque prócódente suggere l’idee de gćneraliser la notion des 
derivees contingentielles (4.1) et (4.2) au cas ou elles sont vides, en les 
remplaęant par une notion plus gónerale

/d<£(f)\** /d$($)\**
W)/+’

de faęon que le Theoreme 1 puisse revetir, dans toute sa genćralitć, une 
formę analogue a celle du Theoreme 2.

Notion de bout ferme. Soient {Fn} et {G,,} deux suites d’ensembles 
fermós telles que

FnCD, GnC.D (w=l,2,.„).

Ces suites seront dites equivalentes lorsque chaque F„ contient presque 
tous les Gk (GkCFn pour lc suffisamment grand) et inversement.

La classe B de toutes les suites {Gn} equivalentes a {F,,} sera dite 
bout ferme 2).

2) Notion analogue a celle du Ende dans la theorie des Primenden de C. Cara-
theodory.
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Tout {Gn} sera dit representant de B. Soient Q un ensemble ferme 
(QCD) et Q(g) un voisinage fermś 3) de Q de rayon e>0.

On ścrira
(6.1)
lorsąue, pour chaąue e > 0,

Q(e)Fn^0 (w,=1,2,3,...),.
et on ecrira
(6.2) BCQ

lorsąue FnCQ(e) pour chaąue e>0 a partir d’un indice assez grand.

Notion de bont diffórentiel. Admettons 1’Hypothese G. Soient 
te A et {hn} une suitę de nombres tels que

(6.3) t-\~lineAj hn-\_i<zhn, hn—^0.

Designons par TJ,, 1’ensemble des valeurs ąue prend

0(s)—0(0
/(»)—/(<)

lorsąue s varie dans l’intervalle (f,t + V|, c’est-a-dire + Dś-
signons par Fn la fermeture de Un. La suitę {Fn} reprśsente śvidemment 
un bout ferme qui ne depend pas du choix des hn intervenant dans (6.3). 
Ce bout sera dit bout differentiel (a droite) de 0(0 relatif a f(t) et sera 
dćsignó par

(«-d sy*-
On dófinit d’une faęon analogue 

(6.4a)

II est a peu pres óvident (cf. (6,1)) que la relation (3.1) est óquivalente 
a la relation

Le Theoreme 1 peut donc etre exprimó de la faęon suiyante:

Theoreme la. Si Fon a, dans 1’Hypothese G, 

*•> y(w)+**° po"r

la relation (3.3) a lieu pour les p,ą satisfaisant a (3.2).

3) Soit S(P, e) la sphtre fermee de rayon s et de centre P. La fermeture de l’en-
semble des points appartenant aus spheres S(P,s'), pour lesąuels P e Q constitue le
yoisinage 0(e).
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Remarque 4. Le theoreme prócedent reste yrai lorsqu’on rem- 
place (6.4) par (6.4a) dans la relation (6.6).

Du Thóoreme 1 resulte facilement la suivante gónóralisation d’un 
thóoreme sur les deriyees contingentielles fondamental dans la thóorie 
des óąuations diffórentielles aus contingents ([2] et [6]).

Theoreme 1 b. Si, dans FHypothese G, le bout diffórentiel de &(t) 
relatif a /(t) satisfait a la condition (cf. 6.1)

lorsąue t e A—A,

pour tout t e A.

§ 7. Thóoreme de L’Hópital. J’appliquerai un lemme ólómentaire 
que j’ai introduit dans un article antórieur [4] pour faire une demon
stration uniforme de tous les cas du thóoreme classiąue de L’Hópital. 
Voici ce lemme:

Lemme 2. Supposons qu’on ait, pour les suites des nombres {a,,} et {&„},
10) (n=l,2,...)
2°) on a soit

u;i—> 0, bn—>0,
soit

II existe alors deux suites croissantes d’indices {y„} et {<?„} tels que

y„->oo, <5„-»oo,

Definition t (de la conyergence au sens G). Soient V un ensemble 
convexe fermó, T(s) le yoisinage convexe de V de rayon e et {■%“„} une 
suitę de points appartenant a D. Si, pour chaąue e>0, on a xn e7(e) 
a partir d’un indice assez grand, on ócrira

(xn conyerge au sens G yers 1’ensemble V).

Ttemarque 5. Si 1’ensemble V se róduit a un seul point P e D, la 
conyergence au sens G cóincide avec la conyergence au sens ordinaire 
yers le point P.
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llypothese hopitalienne K. Admettons l’Hypothese G relative- 
ment a /(i), $(/) et A. Les valeurs de 0(Z) appartiennent a un espace 
vectoriel D de Banach, lc designe une extrśmite (fini ou non) de 1’inter- 
valle ouvert A. On a soit

soit

lim f(t) = lim |<7>(t)\ = 0 
t-^k t^-k

lim |/(£)| =oo.

Hypothese hopitalienne L. V est un ensemble convexe borne 
(7 eD). Pour chaąue couple de suites de points p„, qn tels que

(7.1) P/jCAj qneAy Pn^^n) Pn~~^kj

on a (cf. la Dśfinition 1)

(7.2) 0(?„)-0(p„) 7
/(«/.) — RPn) C

Au cas ou V se reduit a un point uniąue, la relation (7.2) exprime (cf. la 
Eemarąue 5) une convergence au sens ordinaire

(7.2 bis) 0(^,)-0(p„) v
/(?«)—/(?»)

Theoreme 3. (Formę „non differentielle11 du theoreme generalise de 
ISHópital). Dans les Hypotheses A et L, on a (cf. la Dśfinition 1)

(7.3)

c’est-a-dire

0 (i)-zAr-—>7 lorsąue te A, t^lc,
fW c

(7.4) >V
0

pour chaąue suitę {t„} telle ąue t,,eA, tn->k (cf. la Dśfinition 1). Au cas 
ou V se rśduit a un point uniąue, la relation (7.3) exprime (cf. la Be- 
marąue 5) une convergence au sens ordinaire

(7.3 bis) lorsąue
J\t)

Demonstration. Supposons, pour la dśmonstration par l’impossible, 
ąue (7.4) n’ait pas lieu. II existe donc une suitę {«„}, telle ąue
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Posons
an = |0(s„)|, &„ = /(«„).

En vertu de 1’Hypothese K, les suites {a,,}, {b„} satisfont a la pre- 
misse du Lemme 2 4).

U existe donc deux suites croissantes d’indices {yn} et {<5„} telles que

(7-6) 7„->oo,

Posons

(7.7)

/(%)—/(*;>„) 7^ °.

, ^(són)-cp(syn)
" /(%)-/(^) ■

Comme sYn-+lc, s6n->lc, on aura, en vertu de l’Hypothese L,

(7.8)

II existe donc une suitę {xn} telle que

(7.9) xneV, In—xn->0.

En calculant 0(§dn) de la formule (7.7), il vient

(7.10)
W r J>(8yn) r f(SYn) 
f^n) n /(^,) nf^ny

En vertu de (7.8), la suitę {!„} est bornee car V est borne. De (7.6) et (7.10) 
il vient

d’ou (cf. 7.9)

et, comme xn e V, on a

ce qui n’est pas compatible avec (7.5).

Ilemarque (i. Dans le cas particulier ou l’espace D de Banach se 
reduit a l’espace cartśsien a une dimension, _D = (— oo, + oo), le thśoreme 
precedent reste vrai aussi quand V est un ensemble convexe non borne.

Si dans la relation (7.2 bis), on a P=+oo ou V=—oa, la relation 
(7.3 bis) a aussi lieu. — On 1’ćtablit facilement en se servant du Lemme 2.

4) La fonction. /(t) etant monotone au sens strict dans Finterralle ouvert zł, elle

deyient nulle au plus une fois. Comme = extremite de A, il en resulte que
6n=/(s;!)^0 a partir d’un indice n assez grand. En supprimant dans {&„} un nombre
fini d’elements, on aura 6n^=0.



THŹORŻMES SUR LES ACCROISSEMENTS FINIS 145

§ 8. Si > 0 et V est ferme et convexe, designons, comme prścśdem- 
ment, par

V(ł?)
le yoisinage convexe fermó de V de rayon g.

Thćoreme 4. (Formę „differentielle“ du theoreme generalise de L'H6- 
pital).

Prćmisses. Admettons les Hypotheses G et K relativement a /(t), 
d>(t), A et lc.

Soit V un ensemble ferme, bornó et convexe (VCD).
Admettons de plus l’une des Hypotheses suivantes

A tout ?; > 0 correspond un s e A tel ąue

(8.1) liminf
ń->0-|-0

/<Z(t + 7l)-0(t)

lorsąue te(s,k)—A(s,Tc)-,
H2. A tout ?7> 0 correspond un s e A tel ąue

lorsąue t e (s,/c)—A(s,k). (Pour la signification de cette relation cf. (6.1), 
et (6.5)).

On peut introduire la definition suivante de la convergence au sens E: 
Etant donnes une suitę de bouts fermes B„ (cf. § 6) et un ensemble convexe fermó V,

on ecrira

lorsąue pour tout ą>0, la relation 7E.,^0 a lieu apartir d’un indice suffisamment 

grand (cf. 6,1). En vertu de cette definition Fllypotbese pourra etre misę sous la 
formę equivalente suivante:

/I2 bis.
d<l (t)\ 
,W/ lorsąue t e A— A, t-A/c.

H3. A tout rj > 0 correspond un s e A tel ąue

'd0(Q\* 
, <*/(*) /+

pour t e («,ł) —A(s, fc)F(ł?)^0

(Dans le premier terme de cette relation intervient la dórivóe contin
gentielle de <Z> relative a /, cf. (4.1)).

H,. A tout t e A—A correspond un element P(t)

d$(t)\*

tel ąue
P(i)-^-V lorsąue te A—A, t-Alc

(cf. (4.1) et la Definition 1).
Rocznik Pol. Tow. Mat. T. XXIV. 10
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.Hj. Pour tout / e zl—A la dóriyóe relative a droite 
et Fon a

lorsąue te A—A,

d0(t)\
< W) /+

existe

(cf. la notation (5.1) et la Dófinition 1).
P6. Pour tout t e A—A les dóriyóes a droite f+(t) (finie et non nulle) 

et &'+(t) existent, ^>'+(t)eD et
01 (t)

-> V lorsąue t e A —A
7+(O c

These. Ceci etant admis, on a (cf. la Dófinition 1)

(8.2) —> V lorsąue t -> k.
fW c

Remarąue T. Dans le cas 
yergence au sens C (8.2) passe

ou V se róduit a un seul point, la con- 
en la conyergence au sens ordinaire

/(O lorsąue t-+k.

Demonstration. Les Hypotheses H1 et H2 sont óąuiyalentes 
(cf. 6.5). On remarąue facilement que FHypothese Hr est une consó- 
ąuence de chacune des Hypotheses H3-H6.

II suffit donc de dómontrer le thóoreme en s’appuyant sur FHypo
these B\.

Bamenons le prósent thóoreme au Thóoreme 3. Les Hypotheses G, 
JK et L constituent les prómisses du Thóoreme 3, les Hypothóses G, K, H1 
constituent celles du prósent thóoreme. II suffit donc de prouver que 
FHypothese L rósulte de FHypothese R1 car la these (7.3) du Thóoróme 3 
cóincide ayec la these (8.2) du prósent thóoreme.

Admettons relativement aux suites {p„} et {q„} les relations (7.1), 
c’est-a-dire suiyantes

Pn e A , ąH e A pn A dn i Pn Un 7~ k.

II suffit de prouyer (cf. 7.2) que

(8.3) lorsąue n->oo.
Kąn)-f{.Pn) c

Soit p > 0 un nombre arbitraire. En yertu de Hlt il existe un s tel que 
la relation (8.1) ait lieu dans 1’ensemble (s,k)—A(s,k). En yertu du 
Thóoreme 1, sur les accroissements finis, il s’ensuit que

0(g) — 0(p) 
/(£)— /’(P)

lorsąue p=£ą, pe(s,k), qe{ś,k). 
On a, a partir d’un indice n=N,

Pny^ąnj Pn e (® jk), qne(s,k).
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II vient, en vertu du Thóoreme 1, que

•c’est-a-dire

0(g„)—0(jio)
/(2n)—/(?„)

0(gn)~0(jM
, /(g«)-/(?„)

pour n N,

pour nf^-N,

77 >0 etant arbitraire, on en conclue la vóritó de (8.3) (cf. la Dcl. 1 du § 7). 
La prómisse L du Thóoreme 3 se trouvant ainsi vórifióe, on a la rela

tion (7.3), ce qui termine la dómonstration.Remarąue Le thóoreme prócódent restera vrai lorsque l’on rem- 
placera dans les Hypotheses Hj-Hg les limites a droite (respectivement 
les dórivóes, les dórivóes contingentielles ou les bouts diffórentiels a droite) 
par les limites (ou les dórivóes etc.) a gauche (cf. Thóoreme 1 bis).

Rhcemple 1. Le theoreme prócódent peut etre aussi appliąuó au cas
ou la dórivóe contingentielle
(8.4) /W(t)\* 

\ df(t) /+

n’existe en aucun point de A (en ce sens qu’elle constitue un ensemble vide). 
Soit, en effet, JL(i) la fonction construite dans 1’article cite de M. Ale- 

siewicz [1], dont la dórivóe contingentielle est vide pour chaque t et 
pour laąuelle on a

|A(g)—A(p)|
lorsąue peA, qeA ou J = [0,1] et J = (0,l).

En ajoutant au besoin une constante convenable r (r e D) a A(t), 
on peut admettre que .4(0) = 0.

En posant &(t) = tA(t), /(/) = t, on dómontre facilement que (8.4) 
n’existe pas (ou plutót est vide) pour tout te A. En dósignant par 0 
le zóro de 1’espace D en question, et en posant 7=0 et A;=0, on voit 

<P(i) facilement que les Hypotheses G, K et H1 ont lieu. On aura donc -Ery-*® 
lorsąue f->0.
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SUR UN THEOREME DE KNESER

Par S. Łojaseewicz (Kraków)

Le thóoróme bien connu de Kneser1) affirme que 1’intersection de 
la zonę d’ómision d’un point pi)=(t°,x^,...,x°n), respective a un systóme 
d’óquations diffórentielles dxlfdt=fi(t,xlf...,xn) et d’un hyperplan t—c, 
est toujours un continu, pourvu que toute intógrale passant par p0 soit 
dófinie dans l’intervalle [t0,c].

T. Waźewski a posó un probleme qui consiste a caractóriser les 
continus qui sont des intersections de la zonę d’ómision a droite (ou 
a gauche) d’un point, respective a un systeme, par un hyperplan (t=c).

Dans la notę presente je montre, pour n=2, en admettant 1’unicitó 
des intógrales a gauche (ou a droite), que les continus en question sont 
ceux qui ne coupent pas le plan.

Considerons un systeme d’óquations diffórentielles

(1) d;=f(t,x,y),
y=g(t,x,y),

et supposons que / et g soient continues dans un domaine a 3 dimensions G.

Theoreme I. Soient p0=(t0,x0,y0) e G, c>t0, Z la partie commune 
de la bandę et de la zonę d^emision de p0, A le plan t = c. Suppo
sons gue chague integrale de (1), gui passe par p0, soit definie dańs [t0,c] 
et gue chague point de la frontiere de Z soit un point d^unicitć a gauche. 
Nous affirmons gue Z/. est un continu gui ne coupe pas le plan.

Dómonstration. Dans le cas contraire, 1’ensemble Z/. couperait le 
plan A entre certains points a et b de ź—2.Z. Z ótant un compact con
tenu dans G, on peut admettre, sans restreindre la gónóralitó, que G soit

x) H. Kneser, Uber die Lósungen eines Systems gewóhnlicher Differentialgleichungen 
dap der Lipschitz-Bedingung nicht geniigt, Sitz.-Ber. d. Preuss. Akad. d. Wiss., Phys.- 
Math. KI., 1923, p. 171-174. Cf. aussi M. Muller, Beweis eines Satzes des Herm 
H. Kneser iiber die Gesamtheit der Lósungen die ein System gewóhnlicher Differential- 
gleichungen durch einen Punkt schickt, Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 349-355; M. Fu
kuhara, Sur les systemes d’equations differentielles ordinaires, I, Japanese Journal 
of Mathem. 5 (1929), p. 345-350; E. Kamke, Zur Theorie der Systeme gewóhnlicher 
Differentialgleichungen, II, Acta Math. 58 (1932), p. 57-85.
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1’espace tout entier, que / et g soient bornees, et, par suitę, que toutes 
les intśgrales soient dófinies dans (—oo, oo). II esistent alors deus points 
a0 et b0 sur le plan n:t=t°, tels que a, a0 ou b, bn soient situes sur la meme 
intśgrale. a0 et b0 śtant diffśrents de pu, on peut les joindre par un con
tinu ['Cn qui ne contient pas p0. En dósignant par Zr la zonę d’śmi- 
sion de F, Zv/. est un continu 2) contenant a et b. Zr'/. a donc un point 
commun d avec Zi.. II existe un d0 e F tel que d, d0 soient situes sur la 
meme integrale 9". Comme d0 non e Z et d e Z, il existe un point de 9 
qui est le premier (si l’on parcourt 9 a partir de d0 a d) qui fait partie 
de Z et, par suitę, de la frontiere de Z. Evidemmenfr ce point n’est pas 
un point d’unicitó a gauche, contrairement a 1’hypothese 3).

Theoreme II. Soit C un continu qui ne coupe pas le plan Z=l. IZ exi- 
stent des fonctions f(t,x,y) et g(t,x,y), continues dans Pespace tout entier, 
telles que

1° cliague point different de Porigine t= x=y—0 est un point (Punicite 
du systeme (1),

2° G est la partie commune du plan t=l et de la zonę diemision de 
Porigine.

Demonstration. Ecrivons le systeme (1) sous la formę complexe

(2) Ż=E(Z,2),

ou z=x + iy et E(t,z) = f(t,x,y) + ig(t,x,y). Soit G un continu donnó qui 
ne coupe pas le plan. Posons

(3)

(4)

E(Z,«)=O pour i<0,

pour (t,z)eE,

ou E est 1’ensemble de points (t,z) tels que

(5) t > 0 et | e G (ensemble E).

a) Cf. S. K. Zaremba, Sur les eguations au paratingent, Buli. Sei. Math. LX (1936), 
p. 153; c’est une conseąuence immediate du theoreme de Kneser. En effet, si ZrA 
etait la reunion d’ensembles disjoints, non vides, fermes, A et B, alors r=TZA-\~rZB, 
ou ZA et ZB sont les zones d’emision de A et B. FZa et BZb auraient donc un point 
commun g. En designant par Zq la zonę d’emision de g, on aurait Z^ZcZpZ, d’ou 
ZqZ= ZqA-\-ZqB. Mais ZqA, ZqB etant disjoints, non vides et fermes, ZqA ne serait 
pas un continu, contrairement au theoreme de Kneser.

3) On voit que le theoróme est generał et que la demonstration pour n>2 est 
identiąue a celle prósentee pour to = 2.
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Alors z=at2 dans (0, oo) sont des integrales de (2), pourvu que a e C. 
II suffit de definir la fonction F(t,z) dans le domaine D

z
(6) t > 0 et - non e C (domaine D)t

I

de faęon que
1) F(t,z) soit continue dans l’espace tout entier,
2) par chaque point de D passe une intógrale unique du systeme (2) 

envisagó dans D, et que deux integrales differentes ne puissent pas tendre 
vers le meme point du plan t=0,

3) aucune integrale du systeme (2) envisage dans D ne tende vers 
la frontiere de E.

Soit w=ip(z) la representation conforme du complementaire de C sur 
le domaine |w|>l telle que y(oo) = oo et soit 3=ę>(w) la representation 
reciproque.

La formule 

(7)

est une transformation de B sur D, ou B est defini par les relations

(8) i >0 et |w| >tz (domaine B).

La transformation (7) conduit d’un systeme

(9)
au systeme

(10)

ou

(U)

w=G(t,w) dans B

G(t,w) dans D,

Nous allons chercher une fonction G(t,w) telle que

(12) G(t, w) —
2w
~T

satisfasse aux conditions 1), 2) et 3). 
On a, d’apres (7),

(13)

(14)

lorsque l->0 et w->wo=A0

y(®)—v<p'(v)-+a0, lorsque r->oo
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(15)

Ol

Vcar ę>(p) = ę>'(°°)^ + ®o +

9’,('y)(|’r|—l)->0, lorsque 1<|®|->14),

4) Cf. W. Seidel et J. L. Walsh, On the derivatives of funotions analytie in unit 
oirole, Trans. Am. Math. Soc. 52 (1942), p. 135, Corollary 2.

et, d’aprós (7) et (12), 

(16)

Supposons maintenant que t->/0 et z^z0.
Si t0>Q et (t0,z0) e frontiere de E, alors, d’apres (11), |w/ta|->-l, car, 

«0/to appartenant a la frontiere de C (cf. (5)), on a |y(z/t2) | -> 1. On en 
conclut, en vertu de (12) et (15), que, si l’on avait

(17) G(t,w) —=0 —lj pour ^r->l et t->to>O,

alors F(t,z)^2z0/t0 et, par suitę, d’apres (4), F(t,z) serait continue en 
(^o,2o)-

Si io=O et zo^O, on a, d’apres (11), w/t2->oo et w->w0=z0y>'(oo). 
II resulte donc des relations (16) et (14) que, si Fon avait

(18) t?(t,w)->0, lorsque f->0 et w->w0— z0i/>'(oo),

alors F(t,z)->0, ’et par consśquent, d’aprós (3), F(t,z) serait continue 
en (t0,»0)-

Si.enfin to=O et za=^, on a, en vertu de (13), w->0. Lorsque |w|/t2>2, 
alors, d’apres (14), 

reste borne; en supposant que

(19) ć?(i,w)->0, lorsque Z->0 et w-* O,

on aura (cf. (16)) F(t,z)-+Q. Lorsque t2<|w|<2t2, alors, d’apres (15),

reste borne et, d’apres (7), 2z/t-+0; en supposant que

(20) G(w,t)=o —1), lorsque Z->0 et w->0,
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on aura (cf. (12)) F(t,z)->0. Les conditions (19) et (20) entrainent donc 
la continuite de F(t,z) a 1’origine.

La condition 1) est satisfaite lorsąue G(t,w) est continue dans B et 
lorsąue les relations (17)-(20) sont verifióes. D’apres (13), la condition 2) 
est satisfaite s’il en est de meme pour le systeme (9). Enfin, pour satis- 
faire a la condition 3), il suffit d’exiger, d’apres (13), ąu’aucune integrale 
de (9) ne tende vers 1’ensemble | w | = t2.

Toutes ces conditions seront satisfaites, si l’on pose

G(t,w) = —dans B4).

4) Apres ąue ma notę a etait composee j’ai appris d’un article insere par la pu-
hlication: MameMamuKa e CCCP 3a mpudyamb Jiem, MocitBa 1948, ąue le theoreme II
est demontre par M. Bocktein dans son travail: TeopeMU cytąecmeoeawust u edun-
cmeemocmu pewenuu cucmeM oóuKHoaeHmtx i)u(j)(f>epemiuasibw,tx ypasnenuu, M., YuSh.
3an. yH-ta 15 (1939), p. 3-72.



SUR LES TIIESES DE DEUX NOTES DE T. WAŻEWSKI 
RELATIVES AUX CRACOVIENS ET MATRICES

Par T. Banachiewicz (Kraków)

On trouve dans les Annales de la Sociótó Polonaise de Mathóma
tiąue 22, p. 286-288, Kraków 1950, deux notes de M. Ważewski: I. Re- 
marąues relatives aux certains thóorómes de M. Banachiewicz (premiere 
partie), II. Thóoreme de M. Banachiewicz relatif a la móthode des moin- 
dres carrós (deuxieme partie). Nous examinerons ici les thóses dę ces 
notes du point de vue des mathómatiąues pratiąues.

Notę I

§1. M. Ważewski appelle deux procódós de calcul P et Q numeri- 
ąuement idenliąues lorsqu’ils dictent des calculs identiąues. Une pareille 
dófinition, bien que parfaitement licite du point de vue formel, ne per
met nullement de conclure qu’„une machinę automatique fonctionnant 
suiyant P fonctionnera suiyant Q et inversement“. Considórons, par 
exemple, une machinę qui fonctionne a l’aide de cellules photoólectriques, 
et transporte automatiquement les nombres ócrits, ou plutót dactylo- 
graphiós, a son mócanisme de calcul. Si, dans le procódó P, on obtient 
les quantitós intermódiaires ócrites suiyant un ordre p, conforme aux 
exigences de la machinę M, et si le procódó Q donnę les memes quan- 
titós ócrites dans un ordre diffórent q, on a besoin, en employant Q, de 
transcrire 1’ordre q a 1’ordre p, ce qui demande un travail supplómen- 
taire. Si, par exemple, on a a calculer un dóterminant du 8-ieme ordre, 
la machinę M demandant que les ólóments du dóterminant soient ócrits 
dans un ordre habituel, et si le procódó P les donnę ainsi, tandis que Q 
les dispose sur les cadres d’un óchiquier suiyant les positions successives 
du cayalier (sautant suiyant une loi donnee), alors le procódó Q deman- 
dera un travail supplómentaire pour ordonner les ólóments. Deux pro
códós numóriquement identiques peuvent donc demander de la ma
chinę M des opórations differentes. Si meme du point de vue des ma- 
thómatiques abstraites ce fait importe peu, il est nóanmoins essentiel 
du point de vue des mathómatiques pratiques, et, dans le choix entre 
les matrices cayleyennes et les cracoviens, ce sont les considórations des 
mathómatiques pratiąues qui doiyent etre dócisiyes.
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§2. Dans le premier alinóa de la page 287, M. Ważewski remarąue 
ąue la reduction (Ax) de la solution d’un systeme d’equations lineaires 
a la solution d’un systeme „en escalier“ est numeriąuement identiąue 
a un procede (Bi) de Doolittle. Cette assertion, ąui róduirait essentiel- 
lement le champ d’applicabilitó de (Aj), est inóxacte, puisąue le procódó 
de DoolittleJ n’a trait qu’au cas de systemes symetriąues d’eąuations, 
tandis ąue (AJ est gónóral.

§ 3. Le fait, exprimó dans le second thóoreme que communiąue 
M. Ważewski: „p ótant une matrice symótriąue (dont certains mineurs 
ne sont pas nuls), il existe deux matrices en escalier ą et r ąui, avec leurs 
transposóes q' et r', vórifient les relations

r—r', p = qrq’,11

sert de base depuis 1938, sans avoir ótó spócialement formuló, a deux 
procódes de solution des óąuations normales 2). Dans 1’enoncó de la pro
position ci-dessus, au lieu de „deux“ on peut mettre „une infinite de“, 
puisąue la matrice diagonale r est arbitraire. Par exemple, si p — (36), on a

(36)=(6) (1) (6)=(1) (36) (1)=(2) (9) (2)=(3) (4) (3) etc.,
et de meme pour les matrices a plusieurs lignes.

Notę II
§ 4. Apres une sórie de propositions plus ou moins óvidentes ou con- 

nues, M. Ważewski se souleve contrę 1’opinion que le mócanisme ma- 
thómatiąue des procedós cracoviens At et A2 n’est possible ąue grace 
a la notion de cracovien. Les chercheurs qui connaissent la relation entre 
les matrices et les cracoviens savent a quoi s’en tenir. Lorsqu’ils con- 
siderent le point de vue des mathómatiąues pratiąues, ils savent qu’il 
ne s’agit pas d’employer des methodes ąuelconąues, thóoriąuement pos- 
sibles, mais de choisir les meilleures du point de vue de l’exócution du 
calcul. On sait dój a que deux móthodes „numóriąuement identiąues“ 
peuvent exiger un travail different meme pour un calcul avec une „ma
chinę automatique“. La machinę mentionnóe au § 1, a yeux-recepteurs 
photoólectriąues, arrangós pour la multiplication des matrices, devrait 
etre plus compliąuóe, pour des raisons de góometrie, qu’une machinę 
a multiplier les cracoviens. Quant a „l’avantage psychologique“, M. Wa
żewski considere qu’on a le meme effet en „tournant“ les matrices. C’est 
une opóration indiąuóe dója dans le travail de T. Banachiewicz, Zur 
Berechnung der Determinanten (Acta Astronomica c 3, p. 46): on tourne 
(transpose) la premiere matrice du produit, on multiplie les facteurs

9 Report of the Superintendent of the M. S. Coast and Geodetic Survey etc. pour
1877/78. Appendix 8, Paper Nr 3.

2) Voir, par exemple, la notę de T. Banachiewicz, Sur la resolution des eąuations
normales de la methode des moindres carres, Comptes Rendus de la Societe des Scienees
de Varsovie 41 (1948), Classe III, p. 63.
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colonne par colonne suivant les regles cracoviennes, et on a encore a tour- 
ner le produit finał. Quelquefois, on associe plusieurs facteurs voisins 
dans le produit; si Fon devait associer les facteurs en m groupes, cette 
regle exigerait une transposition 2m fois. „Tourner“ ce n’est sans doute 
qu’un seul mot pour la pcnsće, mais, dans l’execution, c’est toute une 
operation qui demande du temps et de 1’attention, et qui, de plus, est 
facilement sujette a une erreur.

Par ailleurs, la notation cracovienne

p — !K- (l2-W,

ou explicitement, par exemple, dans l’expression bien connue

X [aa] [ba] [ca] [la] Xy [ab] [bb] [cb] [Ib] y
z [ac] [bc] [cc] [lc] z
1 [al] [bl] [cl] [ll] 1

correspond a une symótrie dans la conception et dans l’execution.
II n’en est pas de meme en notation matricielle, ou Fon aurait

([aa] [ba] [ca] [la]\ /x\
W W [cb] [Ib] U/ 
[ac] [bc] [cc] [Zc] U 
[al] [bl] [cl] [U]/ \1/

Nous pouvons encore ajouter les considerations suivantes.
Les calculs sont en generał bien difficiles a faire sans erreur. Ils 

demandent a cet effet des regles rigides, simples et constantes. Un cal- 
culateur moyen, ayant a multiplier des tableaux tantót, dans des dó- 
ductions theoriques, lignes par colonnes, tantót, dans une śvaluation 
numśrique des produits, colonnes par colonnes, et ceci avec un enregis- 
trement diffórent des rśsultats obtenus dans le produit „thćorique“ et 
les produits „numeriques“ — difficiles d’ailleurs a delimiter — finirait par 
se dósorienter, ce qui empecherait un travail tranquille et sur. CPest pour- 
quoi chacun doit se dócider, croyons-nous, soit pour le calcul matriciel, 
soit pour le calcul cracovien. Du point de vue des applications numć- 
riąues, nous sommes d’avis que c’est ce dernier qui s’impose; mais nous 
voyons bien, que les cracoviens ont a lutter pour cette these puisque 
les matrices apparurent trois quarts de siecle plus tót, et eurent ainsi 
le temps de s’enraciner aussi dans le domaine des applications numóriques. 
Elles y sont d’ailleurs protegees, soit par les tendances naturelles a la 
conservation, soit par la lenteur de diffusion des idees nouvelles, enfin 
par peu d’importance attachee par beaucoup de mathómaticiens con- 
temporains aux questions de calcul.
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§ 5. On lit dans la Notę: „la multiplication des cracoviens n’ótant 
pas commutative, il est plus pratiąue de se servir des matrices dans les 
considśrations thóoriques“. Cette phrase est ónonnante, la multiplication 
des matrices etant non plus commutative. II semble que M. Ważewski 
a confondu la commutativite avec l’associativitó. Quant a la commuta- 
tivitś, elle est meme, en quelque sorte, plus grandę pour les cracoviens 
que pour les matrices parce que, dans un produit cracovien de 2 facteurs, 
on peut toujours changer leur ordre sans que le produit perde un sens 
(on transpose de cette faęon le produit — propriete souvent commode), 
tandis que pour les matrices le produit ne perd alors de sens que si leurs 
dimensions sont particulieres. Concernant la phrase corrigee, en y plaęant 
„associativitć“ au lieu de „commutativite“, on peut remarquer que, du 
point de vue de l’analyse pratique, la maniabilite du resultat importe 
plus, a notre avis, qu’une petite complication dans sa deduction.

§ 6. D’apres l’avant-dernier passage de la Notę, entre autres le pro- 
cćde A, constituerait une algorithmisation au moyen des matrices d’un 
spćcimen connu (notre cursive) de la móthode des bliminations succes- 
sives. Cette assertion paraissant reposer sur la supposition erroriće que Ax est numśriquement identique au procedó de Doolittle (voir § 2 du 
prśsent article) est sans fondement. Quant a la solution A2, nous avons 
indiquś au moins deux solutions numóriquement differentes, A'2 et A'2, 
et chacune d’elles se compose de deux parties: solution determinee, rela- 
tivement simple, et solution indeterminće; les notes de M. Ważewski 
parlent seulement de la solution dóterminee. Dans ces solutions et celles 
relatives aux systemes non symet,riques, il y a des procedes numerique- 
ment differents de ceux qu’on connaissait et des procedes numśriquement 
identiques aux procedes connus. Ce que nous avons obtenu ne provient 
pas de la transformation, au moyen des matrices, de rśsultats connus, 
mais de l’introduction de nouveaux concepts du calcul cracovien, passant 
depuis peu a peu dans le calcul matriciel (comme la mśthode de decom- 
position en deux facteurs elementaires, la division directe diffórente de 
la multiplication par l’inverse, le contróle des produits), ou ils devien- 
nent d’ailleurs parfois plus compliquós psychologiquement, ce qui ex- 
plique peut-etre en partie leur apparition tardive dans la theorie des 
matrices.

En terminant, nous exprimons notre reconnaissance a M. Arend de 
l’Observatoire d’Uccle pour ses conseils relatifs a cet article.

Pour plus de details concernant la relation entre les cracoviens et les matrices 

le lecteur pourra consulter la notę de T. Banachiewicz, On the Use of Cracovians 
for Tlieoretical Purposes in Pure and Applied Mathematics, Acta Astronomica c 
4 (1949), p. 97-100.



SUR L’ALGORITHMISATION DES METHODES D’ELIMINATIONS 
SUCCESSIVES

(reponse & un article polemiąue de T. Banachiewicz)

Par T. Waźewski (Kraków)

Dans les Comptes Eendus des Sóances de la Sociótó Polonaise de 
Mathómatiąue (cf. ces Annales 22, p. 286 et 288) se trouvent les rósumós 
de deux de mes confórences: celles du 30 novembre 1948 (Tłemargues 
relatives aux certains theoremes de M. Banachiewicz — premióre partie) 
et du 14 dócembre 1948 (Theoreme de M. Banachiewicz relatif a la me- 
thode des moindres carres. Remarąues methodologiąues — deuxieme partie). 
Dans le prósent volume des Annales, M. T. Banachiewicz publie un 
article polómiąue sur ce sujet (reęu par la ródaction le 26 octobre 1951)’). 
Mes rósumós seront citós dans la suitę sous l’abbróviation EW et Par
ticie de M. T. Banachiewicz sous l’abbreviation APB. Je rópondrai a cha
ąue paragraphe de APB sóparóment.

Ad § 1 de APB. J’ai commencó mon rósumó par les deux phrases 
suivantes (EW, p. 286):

I. L’auteur *) appelle deux procerles de calcul P et ę nwmeriąuement identiąues 
lorsqu’ils dictent des calculs identiąues.

II. Une machinę automatiąue fonctionnant suivant P fonctionnera donc suiyant Q 
et inversement.

Deux calculs sont considórós comme identiąues lorsąu’ils consistent 
en 1’application de memes suites de memes opórations effectuóes sur les 
memes nombres 2). L’identitó de suites d’ólóments ąuelconąues impliąue 
óvidemment l’identitó de 1’ordre de ces ólóments. U est a peu pres óvi- 
dent ąue la proposition II est une consóąuence de la dófinition I.

Or, M. T. Banachiewicz a substituó a ma dófinition I une autre — 
la sienne. U n’est donc pas ótonnant ąue M. T. Banachiewicz ait pu faire 
entrevoir (cf. l’exemple d’une machinę photoólectriąue dans § 1 de APB) 
ąue la proposition II n’est pas compatible avec sa definition. Cette con- 
clusion de M. T. Banachiewicz ne donnę óvidemment aucun renseigne-

x) T. Banachiewicz, Sur les theses de deux notes de T. Waźewski relatiues aur
eracoriens et aux matrices, ce volume p. 153-156.

2) La ligne 6 d’en haut de la page 287 de KW, qui se rapporte au procćde B, jouant
lę role d’uu des procćdes P ou Q, ne laisse aucun doute qu’il Aagit de suites d’opórations.

*) C’est-a-dire T. Waźewski.
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ment sur ce qui concerne la compatibilitó de proposition II avec ma 
dófinition I.

II est, peut-etre, inutile d’insister sur ce que deux opórations P et Q 
ne cessent d’etre niimćriąnenient óquivalentes a mon sens si l’on varie 
les accessoires technigues au sens large (multiplication de matrices ligne 
par colonne, ou d’autres matrices convenables colonne par colonne, cal- 
cul a la main ou calcul a la machinę, l’usage du crayon rouge ou noir, 
etc.) pourvu que la suitę des opórations mathematigues (addition, division, 
etc.) et la suitę des nombres en question reste la meme. Grace a cette 
propriótó de ma dófinition I, j’ai pu demontrer que le procódó A, de 
M. T. Banachiewicz est numóriquement equivalent (a mon sens) a un 
procódó elómentaire B± d’óliminations successives.

Ad § 2 de APB. A la page 287 de RW, on lit:
III. ...(A) est nuHićricjucrnent identiąue a un procedó (procódó de Doolittle) 

intervenant dana la methode ólementaire de substitutions (ou d’eliminations) succes- 
Bives lógerement modifiee.

On y trouve aussi une dófinition du procódó Bt ródigóe en quel- 
ques mots:

IV. On trouve w± au moyen de ur et au moyen de *).

La proposition III peut etre rópartie en deus propositions V et VI, 
dont la premiere a un caractere mathómatique, la seconde — bibliogra- 
phiąue et, sous un autre aspect, terminologique.

V. Ai est numeriąuement equivalent a, Bi (ou Bi est dófini par IV).
VI. Le procódó Bi est du a; Doolittle.

M. T. Banachiewicz affirme que la proposition III est inexacte. Ceci 
pourrait faire croire au lecteur que M. T. Banachiewicz affirme que ni V 
ni VI ne sont exactes.

Or, au cours de ma premióre confórence (a laquelle assistait aussi 
M. T. Banachiewicz), j’ai prósente la demonstration de la proposition V. 
L’objection de M T. Banachiewicz se rapporte donc uniquement a la 
proposition VI.

Le procódó de Doolittle (correspondant de plus pres au procódó que 
j’ai designó par B2) est, en ce qui concerne la móthode (et non pas Ze 
terrain d’application de cette methode: matrices symótriques ou non), basó 
sur un principe analogue que le procódó B±. C’est pour cette raison qu’en 
dófinissant la construction de Bl, je ne croyais pas avoir inventó un pro- 
códe essentiellement noureau. J’estimais donc etre en regle, du point de 
vue terminologique, en appelant B± procódó de Doolittle.

Mes confórences ont eu lieu en 1948. Plus tard, en 1950, a paru le 
livre de R. Zurmiihl, Matrizen, eine Darstellung fur Ingenieure. Ce livre 
sera citó, dans la suitę, sous l’abbróviation ZMDI. On y trouve quelques 
remarques, importantes du point de vue mathómatique et bibliogra- 

*) Pour la signification de w(. et w;, voir EW, p. 286.
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phiąue, qui concernent le sujet traitó dans BW. Dans le § 23 de ZMDI 
portant le titre:

VII. Auflosung linearer Gleiehungssysteme durch Matrizenmultiplikation,

et plus particulierement dans 1’alinća 23.1 de ce § portant le titre:
VIII. Das abgektirzte Verfahren von Gauss in Matrizenform (Banachiewicz), 

on trouve, a la page 249, le passage suivant:
IX. Es handelt sich hier um Verfałiren des Franzosen Cholesky und des polni- 

schen Astronomen Banachiewicz. In beiden Fallen sind die benutzten Formeln, iibri- 
gens ohne Wissen der Autoren, mit Formeln des sogenannten abgekiirzten GauBschen 
Verfahrens identisch, die die Form skalarer Produkte haben.

Du texte de ZMDI qui suit le passage cite, il rósulte que l’auteur, 
en parlant du procśdś de M. T. Banachiewicz, parle du procede AL qui 
se rapporte aux óąuations a matrice non symótriąue. Le procódó d’óli- 
minations successives que j’ai dósignó par B± y est appeló: „procśdó 
raccourci de Gauss11. II s’ensuit de IX que, dans ZMDI, le procćdó 
est considóró comme un procódś d’ćliminations ąui śtait connu avant 
1’epoąue, ou les algorithmes en question de Cholesky et de M. T. Bana
chiewicz ont ete construits (cf. le fragment de IX „ohne Wissen der Auto
ren'1). Doolittle n’est pas citś dans ZMDI.

A la page 288 de BW se trouvent les phrases:
X. Le lien theoriąue mutuel entre les procedes Ai et A<i ne consiste pas evidem- 

ment en emploi des cracoviens.
XI. L’auteur *) remarąue qu’un tel lien consiste en ce ąue ces procedes constituent 

une algorithmisation, au moyen des matrices, de deus diffśrents specimens cownus 
de la methode des eliminations successives.

On observe facilement que, dans le passage cite IX de ZMDI, est 
enoncśe une opinion compatible avec la mienne (cf. XI) relativement 
a ce que Aj constitue une algorithmisation d’un spścimen connu de la 
methode d’eliminations successives (il en est de meme pour A2). Ceci 
reprśsente aussi une reponse a 1’objection formulśe au commencement 
du § 6 de APB.

II n’est peut-etre pas inutile d’insister sur ce ąue la demonstration 
de l’equivalence numeriąue de Ax avec un procede connu (ou non) d’śli- 
minations successives n’est pas lice au probleme de la prioritó relative 
a Ax. Aucune mention concernant ce sujet ne se trouve dans BW.

Ad § 3 de APB. M. T. Banachiewicz dśclare qu’il n’a pas formulś 
les relations (2) a la page 287 de BW en disant qu’il ne les a pas spó- 
cialement formulśes. Dans ma confśrence, j’ai indiąuó des exemples de 
decompositions (2) diffórentes au cas generał de matrices a n lignes et 
a n colonnes, a cóte d’une decomposition mśritant un intóret special.

Ad § 4 de APB. M. T. Banachiewicz revient a l’exemple d’une ma
chinę photoelectriąue ąui n’est, comme on vient de le remarąuer, en 

*) C’est-a-dire T. Ważewski.
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aucun rapport móritoriąue avec la ąuestion de compatibilite de la pro
position II avec ma definition I.

A la page 288 de EW, on lit:
XII. L’avantage psychologiąue provenant de la multiplication colonne par colonne 

peut etre aeąuis sans cracoyiens. II suffit a cet effet d’introduire la directiye ąue le 

theoricien doit tourner d’abord les matrices de maniere a multiplier colonne par colonne 
et adresser ensuite ralgorithme en ąuestion au calculateur.

J’ai donc nettement distingne le role du thóoricien et celui du cal
culateur. Le theoricien, en partant de la thóorie des matrices, construit 
1’algorithme (sans effectuer le calcul strictement numóriąue) en invertis- 
sant le role des lignes et des colonnes. L’algorithme, formę ainsi par le 
theoricien, coincidera teoctuellement avec le procódó A± de M. T. Bana
chiewicz. Le calculateur en se servant de cet algorithme n’aura donc 
pas a tourner les matrices, il multipliera colonne par colonne en suiyant 
les directiyes de l’algorithme fourni par le thóoricien.

Or, M. T. Banachiewicz procede dans sa polómiąue comme si j’avais 
attribue au calculateur le róle d’ inyertir lignes et colonnes (action de 
,,tourner“), ce qui est en contradiction avec le passage cite de EW. Ce 
n’est, au fond, que grace a une substitution implicite de son texte a la 
place de mon texte que M. T. Banachiewicz peut suggerer a un lecteur, 
pas suffisamment critiąue, ąue j’ai formuló une assertion dans EW qui 
ne s’y trouve reellement pas. M. T. Banachiewicz dit en effet (APB § 4):

„Tourner11 ce n’est sans doute ąu’un seul mot pour la pensee, mais, dans Vexecution, 
c’est toute une općration qui demande du temps et de 1’attention et ąui, de plus, est 
facilement sujette a une erreur.

II s’ensuit clairement que M. T. Banachiewicz parle de l’action de 
tourner les matrices par le calculateur.

Le reste du § 4 de APB est, en sa plus grandę partie, basó sur la con- 
fusion des róles que j'attribue au theoricien et au calculateur.

Ad § 5 de APB. A la page 288 de EW se trouve inseró un passage 
ąui, debarassó d’une faute qui s’y est faufilóe, a la formę suiyante:

XTII. La multiplication des cracoviens n’etant pas assoeiative3), il est plus pra- 
tiąue de se servir de matrices dans les considerations theoriąues. Au besoin, il suffit 
de tourner les matrices a la fin des considerations.

R. Zurmuhl fait la remarąue suiyante a ce sujet (cf. ZMDI, p. 21): 
XIV. Indem hier4) das gewissermassen naturliche, aus der Hintereinanderschal- 

tung linearer Transformationen erwachsene Multiplikationsgesetz fur Koeffizienten- 
schemata verlassen wird zugunsten einer docli hóchstens gerinfugigen und vor allem 

leicht anderweitig zu erreichenden Erhóhung der rechentechnischen Beąuemlichkeit, 
geht damit zugleieh eine Reihe einfacher Rechengesetze der Matrizenmultiplikation, 
insbesondere das assoziative Gesetz yerloren und damit gerade die besondere Leichtig- 

keit des formelmassigen Rechnens mit Matrizen.

3) Au lieu de „associative“, j’ai mis „commutative“, ce qui constitue un lapsus
calami evident.

♦) C’est-a-dire au cas des cracoyiens.
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La compatibilitó de XIII et XIV est manifeste. L’opinion XIV de 
R. Zurmiihl est formulóe d’une faęon plus nette en ce qui concerne cer- 
tains dótails. En plus, XIV indiąue la cause essentielle et naturelle qui 
a imposó la multiplication des matrices ligne par colonne (et non colonne 
par colonne). Cette cause róside dans le thóoreme fondamental T suivant:

La matrice jacobienne du produit de deux transformations est eg ale au 
produit des matrices jacobiennes de ces transformations.

Ce tlieoreme devient faux si Fon y remplace le terme „matrice“ par 
le terme „cracovien“. Sur le terrain des cracoviens, un thóoreme S, „iso- 
morphe“ avec T, fait totalement disparaitre la simplicitó fondamentale 
dans laquelle róside la valeur algebrique de T. C’est grace a. T que j’ai 
pu dómontrer, d’une faęon simple et rapide, 1’identite numerique des 
procedós A± C’est aussi grace a T que le produit des matrices pos
sede la propriete associative. Si chacun avait a se dócider, comme le croit 
M. T. Banachiewicz (cf. APB, § 4), soit pour le calcul matriciel, soit cra- 
covien, le theoricien choisirait, pour ses considerations thóoriques (rela- 
tives, par exemple, au developpement en sórie des puissances d’une ma
trice) le calcul ajustó au thóoreme T, c’est-a-dire celui des matrices. 
Ce choix est plus economique sur ce terrain que le choix du calcul cra- 
covien. C’est donc dans le theoreme T que róside, en gónóral, la raison 
intrinsegue qui impose le choix de la multiplication ligne par colonne 
dans les recherches theoriques (n’exigeant pas de calculs strictement 
numeriques). Le resultat finał pourra etre facilement remanie par le theo
ricien de faęon a avoir un algorithme avec la directive de multiplier 
colonne par colonne. II adressera ensuite cet algorithme au calculateur. 
On aura ainsi une double óconomie de temps et de travail, au lieu d’une 
óconomie simple.

Quel est donc, en definitive, le role de la theorie des cracooiens 1° sur 
le terrain des recherches thóoriques, 2° sur le terrain de 1’application 
pratique de 1’algorithme par un calculateur effectuant les calculs nu- 
meriques ?

On a vu que, sur le terrain des recherches theoriques, l’usage des 
cracoviens rend le travail plus difficile, complique, et, par suitę, facile
ment sujet a une erreur. L’usage de la thóorie des cracoviens n’est donc 
ni pratique, ni óconomique sur ce terrain.

Sur le terrain de 1’apphcation par le calculateur d’un algorithme 
construit precedemment, 1’introduction des cracoviens est óquivalente 
a l’introduction de la directive postulant la multiplication colonne par 
colonne de tableaux convenablement remanies par le theoricien. Le pro
bleme se reduit donc plutot a une question de nomenclature, a la que- 
stion de savoir s’il est pratique, du point de vue du calculateur, d’ap- 
peler cette multiplication par un nom spócial et, en particulier, de l’ap- 
peler multiplication cracovienne et les tableaux en question cracoviens.

nRocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV.
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Les arantages pratiques de 1’algorithme de M. T. Banachiewicz, 
et des auties algorithmes d’un genre analogue, sont faciles a constater. 
Cn les troutent insćres dans certains manuels rścents. Leur mćcanisme 
niatluniatigue est indópendant de la thdorie des cracoviens. Ainsi, par 
exemple, 1’algorithme A± est presentó dans ZMDI sons sa formę matri- 
cielle. Ceci conduit a l’opinion que ces algorithmes meritent une atten- 
tion plus spćciale que la thćorie des cracoviens. Ne serait-il pas juste 
de les appeler „algorithmes cracoviens“, meme au cas ou l’on se sert 
de matrices et non pas de cracoviens ?5).

s) II parait qu’il serait pratique de remplacer le terme „multiplication cracovienne“ 
par un autre, par exemple, „multiplication verticale“, car 1’usage du terme „cracovien“ 
dane plusieurs sens differents (theorie des cracoviens, calcul cracovien, methode cra- 
corienne) a conduit a des malentendus sur le rapport entre la faęon de multiplier et 
le mecanisme mathematique des algorithmes.

6) M. T. Banachiewicz attrihue la chance actuellement favorahle aux matrices,
a ce qu’elles sont „protegees, soit par des tendances naturelles a la conservation, soit 
par la lenteur de diffusion des idees nouvelles, enfin par peu d’importance attachee 
par heaucoup de mathematiciens contemporains aux questions de calcul11.

La thtorie des „algorithmes cracoviens“, ainsi dófinie, aurait pour 
hut d’algorithmiser diverses mćthodes d’ćliminations successives (cf. EW, 
lc fragment citó plus bas sous XV); les algorithmes de M. T. Banachie
wicz feraient partie de cette thćorie comme resultats particuliers. Elle 
se servirait, dans sa partie strictement thćorique, de matrices (śconomie 
de travail) pour construire les algorithmes destinds aux calculs nume- 
riąues.

Le probleme de „lutte“ entre matrices et cracoviens, de chance entre 
ces deux „adversaires“, perdrait ainsi sa complicatiou apparente. La de- 
cision dans cette „lutte“ reviendrait tout simplement au choix entre 
deux formes numćriąuement equivalent,es d’un meme „algorithme cra- 
covien“ fourni par le theoricien. II s’agirait, au fond de choisir la faęon 
de multiplier qui est la plus commode. Dans cette situation, il devien- 
drait inutile de construire des hypotheses sur la chance des deux „ad- 
versaires“ dans la „lutte“ ainsi localisee6 *).

Ad § 6 de APB. Au dćbut de ce paragraphe, M. T. Banachiewicz 
rćpete son objection sur l’óquivalence numśrique des procćdes At et B±. 
Nous y avons rópondu plus haut.

Ensuite, M. T. Banachiewicz parle de certains sujets qui n’intervien- 
nent pas dans EW (par exemple des solutions A'2 et A'2'). Je les laisse 
sans rćponse. En ce qui concerne la pónótration,, tardive“ de „nouveaux 
concepts du calcul cracovien” sur le terrain du calcul matriciel, elle pro
went probablement de ce que M. T. Banachiewicz a obtenu ses procśdes 
en se servant de la notion de cracovien, ce qui a conduit a l’opinion que c’est 
grace a cette notion que le mecanisme mathematique des procedśs A1 et A2 
est possible. Or, on peut realiser une penśtration mutuelle immediate et
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complete de la theorie des matrices et de celle des cracoviens enremarąuant 
que ces deux theories sont tout simplement isomorphes au sens de EW. En 
ce qui concerne l’identitó entre la theorie des matrices et celle des craco- 
viens (au sens de 1’isomorphie en question) S. Arend, mcntionne par 
M. T. Banachiewicz a la fin de APB, est du meme avis que moi. Ceci 
rósulte d’un passage d’un de ses articles7); ce passage a pour titre: 
„Matrices et cracoviens, aspects jumeaus d’une meme conception“.

’) S. Arend, Voies nourelles dans le calcul scientifiąue, Ciel et Terre, LVII-ibme 
Annee, numero 12, Bruxelles (decembre 1941), p. 9.

8) L’observation bibliographiąue suivante se rattache de pres a la these XV. Cho
lesky a construit un algorithme (communiąue en 1924) en se servant de matrices et 
sans connaitre la notion de cracovien introduite plus tard par M. T. Banachiewicz. 
Ce dernier a construit un algorithme (communiąue en 1938), independamment de Cho
lesky, en se servant de cracoviens (cf. ZMDI, p. 249 et 260). Le manuel ZMDI con- 
sidere ces deux algorithmes comme identiąues. Suivant notre terminologie, ils sont 
numeriąuement identiąues. Ils resultent mutuellement l’un de 1’autre par une simple 
isomorphie. Tous les deux constituent, suivant la terminologie proposee plus haut, 
certains algorithmes cracoviens. (II ne s’agit pas ici de 1’algorithme .4, de M. T. Ba
nachiewicz qui est plus genóral en un certain sens.)

Du meme avis est aussi R. Zurmuhl (cf. par exemple, les titres 
a la page 248 de ZMDI, citós plus haut sous VIII et VII).

Je dois insister sur ce que je n’ai pas conteste dans EW la valeur 
pratique des procedćs A1 et M2 de M. T. Banachiewicz. C’est en atta- 
chant une importance aux questions de calcul que je me suis demandś 
si l’on pouvait obtenir de nouveaux rósultats et de nouvelles methodes 
du meme genre, et comment. Ainsi j’ai śte amenś a soumettre les pro- 
cedes en question de M. T. Banachiewicz a une analyse dćtaillće, qui 
m’a conduit a distinguer deux cótes tout-a-fait differents: le role de la 
theorie des cracoviens et le mecanisme mathćmatique des procódós Ax 
et A.. J’ai remarque qu’il y a huit thóories isomorphes, au sens indi- 
quć dans EW, a celle des matrices, dont deux se servent de la mul
tiplication colonne par colonne: celle des cracoviens et une autre sans 
nom special. J’ai observó, d’autre part, que les procćdes -4X et A2 | sont 
numeriquement equivalents a certains procśdós indśpendants de la no
tion de matrice et de celle de cracovien. Ceci m’a conduit a la conclu- 
sion suivante (cf. EW, p. 288):

XV. Les resultats en ąuestion de M. T. Banachiewicz peuvent etre classśs comme 

appartenant a un domaine de recherches plus vaste dont la direction a prendre con- 
siste a algorithmiser, dans le sens precedent, les autres cas connus de la methode des 
eliminations successives, pour obtenir des procedes numeriąuement identiąues, mais 
presentant des avanta.ges psychologiąues pour le calculateur.

Je considere cette conclusion comme un rćsultat principal de EW. 
J’ai determine une direction de recherches, une voie dont une partie 
a etc suivie par Cholesky et T. Banachiewicz (a leur insu — d’apres IX)8).

11*
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L’opinion citee de ZMDI (cf. IX) est compatible avec cette conclu- 
sion en ce qui concerne le procede A± de M. T. Banachiewicz. Le fait 
que certaines recherches recentes procedent dans la direction indiquee 
dans XIV parait confirmer ce point de vne.

La misę en óvidence, d’nne faęon nette, d’un Hen entre deux pro
cedes, ou deux methodes, paraissant mutuellement independants, apporte 
souvent de la darte dans les recherches et determine le sens de leur śvo- 
lution en facilitant la construction de resultats dófinitifs. L’indication 
d’une direction de recherches peut attirer l’attention sur certains pro- 
blemes importants, mais non aperęus, dont la solution peut rendre des 
services pratiques. C’est pour cette raison que j’ai cru utile de presenter, 
au cours de mes conferences, les resultats de mes rćflexiotis sur l’algo- 
rithmisation de la methode d’eliminations successives.

Les EW ne constituent pas des notes autonomes, comme on pourrait 
le croire d’apres le titre de APB. Ce sont des resumes de mes deux con- 
fćrences. J’śtais obligś de les rśdiger en peu de lignes. L’article APB 
suggere qu’il serait peut-etre bon de publier le sujet de ces conferences 
sous une formę detailleę, accessible aux larges spheres des personnes 
qui, sans etre mathómaticiens, s’intśressent aux mathematiques appli- 
quśes.



SUR CERTAINES FONCTIONS HOMOGENES
DE DEUX YARIABLES COMPLEXES

Par C. Lostek (Kraków)

1. Introduction. Designons par Q 1’espace de deus variables com- 
plexes x et y. Les points de Q seront dósignes par les lettres p,q,u,..., 
et leurs coordonnóes par (x2,y2),(x,y),... Etant donnós deus points
quelconques p et q de coordonnóes et (#2,2/2), nous dósignerons
par pq l’expression
(1) P<ł=^1y2—x2y1).

La valeur absolue |p</i = 1|®i^2—^J/il sera dite distance triangulaire 
des points p et q.

Soit E un ensemble fermó et borne de points de Q, contenant une 
infinitć de points dont les distances triangulaires mutuelles sont posi- 
tives. Designons par p(") un systeme de n+1 points de E; soit

(2) Pw=(P0,Pv-,Pn) ou si i^j

et soit u un point variable dans Q, les produits

(3)
<*w->>=77^

A=0 l, J 
k=\=j, p^)=L^u, pw)C^(u,pw)

0 = 0,1,2,...,w),

0=0,1,2,...,w),

0=0,1,2,..., n),

sont des polynómes homogenes des eoordonnóes x et y du point u. Lors- 
que u est fixe et le systeme (2) varie dans JE les maxima

max |L^(«,p(n))|, max |C>i')(w,p('0)|, max |BV)(«,p(n))| 
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et le module | SH(u,pW)| ont des bornes inferieures finies. Nous les de- 
signerons comme il suit

(4) L„(u) = inf {max \L\f\u,pM)\},
(p™eE) (J)

(5) Cn(u) = inf {max \C^(u,p(n))\},
(p^eE) <J)

(6) R„(u)= inf {max
(p{n)eE1 (fi

(7) Sn(u)= inf |£zl(«,p(n))|.
(p{n,eE)

F. Leja a introduit une constante 0(FJ) lióe a 1’ensemble E, dite 
n

eeart de cet ensemble 1), et il a dćmontre ąue la suitę } tend
dans 1’espace entier Q, vers une limite finie ou infinie L(u). La fonction 
Z(w) est partout finie si 0(E) > 0 2).

Le but de ce travail est d’examiner les suites

zi 2n * zz(n+l)

(MB, {|^B)} et { |ZXW}.

2. La suitę {C„(w)}» Je devrai m’appuyer sur les lemmes suivants:

Lemme I. Les fonctions (5) s’annulent a Porigine des coordonnees 0 
et sont positives lorsgue u^O.

Demonstration. Tććgalitć C,!(0) = 0 pour n—1,2,... est óvidente. 
Soit u^O, et z0 un point de Q tel que |«z0| >0. Considerons le polynóme 
(uz0)n et le systeme (2) de points de E. D’apres la formule d’interpolation 
de Lagrange on a identiąuement

(s) (^0)n=nẑ

J=O k=0 ■' k
k+J

si l’on pose y(z0)= sup |p«0|, °n aura l’inógalitó 
(pe E)

’) F. Leja, Sur l’existence du domaine de conrergence des series de polynomes homo- 
genes, Bullet. de 1’Acad. Polon., Classe des Sc. Mathem., 1933, p. 453-461.

a) F. Leja, Sur une fonction homogbne de deux variables jouissant d’une proprietó 
extremale, Ann. de l’Acad. des Sc. Techn. 3 (1936), p. 193.
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donc

(9) ■nąz|CŁV,P«)|>(41)«lw„
et, par suitę,

(n +l)0y(2;0)n >0’ P0Ur W-1,2,3,-

Lemme II. Les fonctions (5) satisfont ąuel ąue soit u aux inógalitós suirantes
(10) O'n+A(w)>Cn(w)C/i(«) pour n et &=1,2,3,...

La dómonstration de ce lemme est analogue a celle du lemme I, in- 
serć dans le travail de F. Leja, Sur une suitę de fonctions liee aux ensembles plans fermes, Ann. de la Soc. Pol. de Math. 13 (1935), p. 53-58.

Llheoreme I, Quel ąue soit u e Q la limite finie ou infinie
(U)

Tl
lim ]/Cn(u)=C(u')n

existe. Si Uecart 0(_E) est positif, la fonction C(u) est partout finie.
Demonstration. II est clair que la limite (11) existe si u—0. Si 

u^O, tous les termes de la suitę (5) sont positifs et satisfont aus inó- 
galites (10). II en resulte immediatement l’existence de la limite (11) 
en chaąue point ueQ en vertu du lemme connu suivant:

Si une suitę {a,,}, ou an > 0, satisfait aux inegalites
un-\-h^uHak pour

nla suitę {|/«„} tend vers une limite finie ou infinie.
n et fc=l,2,3,...,

Supposons maitenant 1’ecart 0(F) positif, et soit g(n)= (ą0,ąlf...,ąn) 
un systeme de points de E tel que, si l’on pose

Tl

on ait

0O)(p(n))= JJ
k=Q
(W)

\PjPa\ et 0„ — sup [min 0O)(p(n))J, (p^eE) (j)
(12) 0„ — min 0O)(gW) et lim|/0„=0(F)3).

(/) Tl
D’apres (3), on a

(13)
A(u,E)n .pour ? = 0,l,2,...,n,

3) Yoir le travail cite dans la remarąue 1).
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ou zl(u,E)=sup |«p|, donc
(peE)

(14) pour n=l,2,3,...,

et
lim fauj = C(u) •

Le theoreme est donc dćmontre.

3. Les suites {J?„(w)} et {S„(w)}. Leinme III. Les fonctions (6) satis- 
font quel gue soit u e Q aux inegalites

(15) l?„+A(-w)^I?n(tt)I?A('W) pour n et k=l,2,3,...

Demonstration. Soient s>0 et

(16) S(n+A)= -^n+kl

un systeme de n + lc 4-1 points de JE tels qu’on ait

(17) fi„+J(K)>max \R(£k(pi,qę"+K))\ — e.
tj)

Formons l’expression
\uq. uq. ...uq. \k\uq. uq. ...uq. * I,-,a, *J0 4ri Lf,- l1 1 -lk 4/*-|-i ^-Ik+n'

1 V<A )2
v4/o’4/i’ ,uJk—r

ou u est un point fixe de l’espace Q, (q.o,q ,...tq^ J est un systeme de lc 

points du systeme (16) et V(qJo,qJ^,...,q./ ) est le produit

^(ffZo,ayi,-..,^_1)= n \^y
0<,«<»<*-1

Cherchons le minimum de l’expression (18) lorsąue, lc etant fixe, les 
points x parcourent le systeme (16). En changeant con-
venablement les indices des points (16), on peut toujours supposer que 
ce minimum soit ógal a

I «2n+i w2„+2 • • • u<łn+h\k IUCL uh- U(L. i 
.. ^+i> W2

Par suitę, quel que soient i=0,l,2,...,n et l=n+l, n + 2,..., nĄ-k, on 
a 1’inegalite

|wgn+1... ... wgn+A |* | uq0.,.ugiluglugi+1... uqn |

K(gn+1,...,g;_1,g/,gz+1,...,gfl+A)2

> I wn+x^g„+2 - ^1* I wgp I
v(gn+1,gn+2,...,qn+k)
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d’oii Fon deduit la suivante:

________ l^g,-l*l^g,l________ ___________ ________________
i g, g„+1 - g, gz-ig, gZ+1 - g,g„+A |2< I g/ g„+1 - g, gZ_ j, gz g/+1 - gz g„+A I2 ’

En multipliant les deux membres par

|^g„+1-^gz_1^g/+1--Wn+t|
|g,gzl2

et en se servant de la notation (3), on trouve 1’inegalite

(19) \H^(u-,q.,qn+1,..., )!>!<(«; g„ g/H-l7 ***7 gfl+A^ I

pour 7 = 0,1,2,...,w et l=n-\-l, n-\-2nĄ-~k.
Cela posó, considerons les n+1 points q0,qx,...,qn du systeme (16), 

et supposons que 1’indice p, O^p^n, soit tel qu’on ait

|ĄP)(«; g0, gx >g27-7gjI = max Ig«7gpga7-7gjl-
O)

D’apres (6), on aura

(20) \B,\p\u-,q0,q1,qi,...,qi)\^lłn{u'),

et, comme on a identiquement

(%7 g"+A) = %An+1Zn+k),

il vient, en vertu de (19) et (20), 1’inegalite

Ą+ł(«)>max | £</>(«; g0,gi;...,g„)| max |E«(M; qp,qn+v...,q^k)\

qui entraine 1’inegalitó (15).
Posons

2n_______ n(n-|-l)

(21) rn(u) = [li„(u') et s„ (w) = |/&„(«), pour n = l,2,„.

Theoreme IT. Quel que soit ueQ, les limites

(22) lim r„(u) = R(u) et lim s„(w) = zS(u)
n n

emstent et on a R(u)=S(u). Lorsque 0(E) >0, ces limites sont partout finies. 

Demonstration. Soit u un point quelconque, mais fixe, de 1’es
pace Q. Posons
(23) ó(?t,E/)=inf |pu| lorsque p e E,

(24) g(E?) = sup |rxr2| lorsque rx e E, r2 e E.

Distinguons les deux cas suivants.
Si Ó(u,E) = 0, on a, d’apres (6) et (7), En(u)=Sn(u) = 0 pour n=l,2,..., 

et le theoreme est evident.
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Si d(u,E)>0, tous les termes En(u) sont positifs. En effet, soit 
p('>)=(p(np1,...,pn) un systeme (2) de points de E. D’aprós la dófini
tion (3), on a identiąuement

Sn(u,p(n))=
j=0 J=0

donc

et, par suitę,

[^(«,?(n))l2 = J^^)(«,?(n)),
7=0

[max 
(/)

d(u,E) 
. e(-E!) .

2zł(n-f-l)

On en dóduit 1’inegalitó

(25) pour n—1,2,3,...t

donc, d’apres (15), la suitę {rn(u)} converge vers une limite finie ou infinie.
Soit e>0 fixe. II existe un systeme — de points de E

tel que

(26) Sn(u)>\Sk(u, ^">)|—e.

Soit k un indice tel qu’on ait

(u, | = mas | (w, q(ri)) |
(7)

En vertu de la definition (3), on a identiąuement

d’ou suit d’apres (6), (7) et (26) 1’inegalitó

Sn{u) >Rn(u')Sn-1(u)—e,

et, comme e est arbitrairement petit, on trouve

>S'„(w)>1?„(m)^„_1(m) pour %=2,3,1,...

De cette inógalitó on dóduit la suivante

8n (u)> (u)R2 (u) ... R„ (u) pour n—1,2,3,.

celle-ci peut etre misę, d’apres (21), sous la formę

(27)
2

Sn(u)>[ri(-U)r2('W)2-"^n(w)"]"("'l'1) pour n=l,2,3,...
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D’autre part, il existe un systeme ®(n>=(u0,v1,v2,...,®n) de ti+1 points 
de E tel qu’on ait En (u) + s > max IR^ (u, -y("’) I,

W
donc
(28) R„(u) + e>\Rn\u,vw) pour j=0,1,2,3,

En multipliant ces inegalites membres par membres, on a
n[Rn(%) + e]"+1 > // |R„\u,vM)\ = \Sn(u,v(n))|2 >Sn(u)z ,

J=0
et, par suitę,

pour %=1,2,3,...

(27) et (29) entrainent

(29) »”„(%)>§„(%)

Puisque la limite limr„(M) existe, les relations 
l’existence de la Umite lims„(«) et 1’ćgalite

n

hm rn (u) — lim sn (u).
n n

Eemarquons maintenant que

(30) ©r1
n

et que |/0^->0(U), donc, si 0(U) est positif, on 

pour »=1,2,3,...,.

a

et le theoreme est demontró.

4. Homogeneite des fonctions limites. Une fonction f(x,y) des 
variables complexes x et y sera dite homogene d'ordre 1 si, A etant un 
nombre complexe quelconque, on a

\f(ź.x,r-y)\ = \/.\\f(x,y)\.
II est clair que la distance triangulaire \up\ est une fonction homo

gene par rapport aux coordonnees du point u.
Theoreme III. Les fonctions limites

(31) (7(%), R(u), S(u)
sont homogenes (Lordre 1 par rapport aux coordonnees du point u.

U suffit de borner la dśmonstration a une seule des fonctions (31), 
par exemple a C(w), et a une valeur de ź differente de zero. Soit u un 
point quelconque de l’espace Q, et s un nombre positif quelconque. Dó- 
signons par v le point de coordonnees la?, ly, ou a? et y sont celles du 
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point u, et soit n un nombre naturel quelconque. A e > 0, n, u et v cor- 
respondent deux systemes de n+1 points de E; soient

p(n)=(p0,p1,p2,.9(,,)=(?0>«i>?2>->?„)
tels qu’on ait

C,,(u)H-e>max |0n)(w,p("))|,
(/)

C„(t>) +e>max \C^\v, </n))|.
(y)

Puisąue

(v, qw)| = | An 0^(u, qM)\ et |<| C^\u,p(n))| = |C'y)(v,pM)\,
on a

d’ou il suit que

| A|n +1 A|n e >max | O^)(v,p(">) |, 
(/)

C„(t)) + e>max |C'n)(«,g(n))||A|",
O)

\l\nCn(u) + \l\ne>On(v),Cn^-Ą-e >|A|"Cn(u),
ot, comme e est arbitrairement petit,

|A|"Cn(w)>C„(r) pour n=1.2,3,...

II en rćsulte que
|A| C(^) ><7(v), C(®)>|A|C(u),

donc C(v) = |A|C(u), c. q. f. d.

Remarque, F. Leja a demontre que la fonction L(u) a plusieurs 
propriśtes remarąuables par rapport aux series de polynómes homogenes 
de deux variablesi). II serait intercssant d’examiner la continuite des 
fonctions (31) et les relations entre ces fonctions et la fonction L(u).

‘) F. Leja, Sur une classe de fonctions homogenes et les series de Taylor des fonc- 
tions de deux rariables, Ann. Soc. Pol. Math. 22 (1949), p. 245-268.



SUR UN PROBLEME CONCERNANT UN RĆSEAU A 36 POINTS

Par W. Sierpiński (Warszawa)

Dans sa lettre du 22 juillet 1951 M. K. Zarankiewicz m’a pose le 
probleme suivant:

Soit n un nombre naturel plus grand que 3 et Rn un reseau formę 
de n2 points situśs dans le plan et ranges en n lignes et n colonnes. II 
s’agit de trouver le plus petit nombre naturel k(n) tel que tout sous- 
-ensemble de Rn formę de k(n) points contienne 9 points situśs sur trois 
lignes et trois colonnes du rśseau Rn.

On dćmontre sans difficulte que &(4)=14 et fc(5) = 21.
Le but de cette notę est de trouver le nombre 7c(6).
La figurę, formee de 26 points, 

qui ne contient aucun systeme de 9 points situes sur trois lignes et trois 
colonnes, prouve qu’on a &(6) >26.

Je dśmontrerai que fc(6)=27. Vu que 7c(6)>26, il suffira de dśmon- 
trer que jt(6)<27.

Soit donc $ un sous-ensemble du reseau Ra formę de 27 points. L’en- 
semble F=Ra—S contient donc 9 points. Le rśseau Ra contenant 6 li
gnes, et 1’ensemble F ayant 9 points, seulement trois cas peuvent se 
prśsenter:

1. Une seule ligne contient plus qu’un point de F.
On voit sans peine que cette ligne contient alors an moins 4 ślśments 

de F. Si l’on supprime cette ligne, il reste au plus 5 points de F qui peu- 
vent etre recouverts par deux lignes et trois colonnes. Donc, en suppri- 
mant trois lignes et trois colonnes convenables, on a de Re un systeme 
formś de 9 points contenus dans >S' et situes sur trois lignes et trois 
colonnes.

2. Seulement deus lignes contiennent plus qu’un point de F.
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On voit sans peine qu’une an moins de ces lignes contient alors 3 ślś- 
ments de F. Si Fon supprime ces deux lignes, il reste au plus 4 points 
de F qui peuvent etre recouverts par une ligne et trois colonnes. Donc, 
en supprimant trois lignes et trois colonnes convenables, on a de F6 un 
systeme formę de 9 points de £ situśs sur trois lignes et trois colonnes.

3. Trois lignes ou plus contiennent plus qu’un point de F.
Si Fon supprime trois de ces lignes, il reste au plus 3 points de F 

qui peuvent etre recouverts par trois colonnes. On en deduit comme 
plus haut que # a un systeme de 9 points situes sur trois lignes et trois 
colonnes.

Nous avons ainsi demontre que tout sous-ensemble de F6 contenant 
27 points a un systeme de 9 points situśs sur trois lignes et trois colon- 
nes. II en resulte immediatement que &(6X27. La formule &(6) = 27 se 
trouve ainsi demontree.

Le probleme de trouver fc(7) et, a plus forte raison, le probleme de 
trouver une formule permettant de calculer k(n) pour tout nombre na
turel donnę n>Q reste ouvert.



UN THEOREME CONCERNANT LES FONCTIONS CONTINUES 
DANS LES ENSEMBLES ORDONNES

Par W. Sierpiński (Warszawa)

Dans une communication ąue j’ai prósentóe a la section de Varsovie 
de la Societe Polonaise de Mathematiąue en 1951 x), je m’occupais 
de fonctions continues, dófinies pour les nombres ordinaux, et dont les 
valeurs sont des nombres ordinaux. M. K. Zarankiewicz m’a posó la que- 
stion si les theoremes que j’ai alors enoncós peuvent etre góneralisós 
pour des fonctions dófinies dans un ensemble ordonnó quelconque et 
dont les valeurs appartiennent a un (autre ou le meme) ensemble or
donnó. Le but de cette notę est de gónóraliser ainsi un de ces thóoremes.

x) Voir W. Sierpiński, Sur les fonctions continues d’une rariable ordinale, Funda
menta Mathematicae 38 (1951), p. 204-208.

Je commencerai par des dófinitions de la convergence de suites et 
de la continuitś de fonctions dans les ensembles ordonnes.

E ótarit un ensemble ordonnó et une suitę infinie d’elements
de E, on dit que 1’element a de E est limite de cette suitę, ce qu’on ócrit 

(1) , a=lima„,

si, b et c etant deux elements quelconques de E et tels que b-^a^c, il 
existe un nombre naturel /z tel que

b^a„~<fc pour n>[i.

Dans le cas, ou a est le premier element de 1’ensemble E, on a la for
mule (1) s’il existe, pour tout ólóment c de E tel que un nombre
naturel /u. tel que a,,~^c pour n>iq dans le cas ou a est le dernier element 
de E, on a la formule (1) s’il existe, pour tout element b de E tel que 
b<& un nombre naturel ,u tel que b^an pour n>/z.

Soit f(x) une fonction dófinie pour les elements x d’un ensemble or-' 
donnó E et dont les valeurs sont des elements d’un ensemble ordonnó H. 
On dira que la fonction /(a?) est continue pour un ólóment xQ de E si

lim xn — x0
ri-^-oo

dans E entraine toujours
lim /(«„) =/(®0) n->oo

dans H.
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On demontre sans peine que pour que la fonction /(a?) (dófinie pour 
les ólóments x de 1’ensemble ordonne E et dont les valeurs appartien- 
nent a 1’ensemble H) soit continue pour 1’ólement x0 de E, il suffit que, 
a1,b1 etant des ólóments quelconques de H tels que a^f^^-^b^ il existe 
des ólóments a,b de Etels que a<^x0^b et que a1<^f(x)^,b1 pour a-=^x^,b. 
Dans le cas, ou /(a?) est le premier ou le dernier ólóment de 1’ensemble II, 
ainsi que dans le cas, ou xa est le premier ou le dernier ólóment de 1’en
semble E, 11 faut modifier ces conditions d’une faęon evidente.

A l’aide de l’axiome du choix on dómontre que cette condition est 
aussi nócessaire.

Thóoreme. Chaąue fonction, definie dans un ensemble ordonne de- 
nombrable E et dont les raleurs sont des Elements d'un ensemble ordonne H, 
est limite <Vune suitę infinie de fonctions continues dans E, dont les raleurs 
appartiennent a H.

Lemme. E etant un ensemble ordonne denombrable, a, b deux elements 
de E, tels ąue a~=^b, il existe une decomposition de E en une somme de deux 
ensembles, E=A-\-B, ayant les trois proprietes suinantes:

1° a e A et b e B,
2° tout element de A precede tout element de B,
3° soit A a un element dernier et B un element premier, soit A n'a 

(V element dernier et B d’element premier.

Demonstration du lemme. Soient a et b deux elements de 1’en
semble ordonnó dónombrable E, tels que a<f,b. Soit E± le sous-ensemble 
ordonne de E formó des ólóments a et & et de tous les ólóments x de E 
tels que a~^x<l,b.

Si E± n’est pas dense, il a deux ólóments ax et b, entre lesquels ne se 
trouve aucun ólóment de Eu donc aussi aucun ólóment de E. En dósi- 
gnant par A 1’ensemble de tous les ólóments de E qui prócedent l’óló- 
ment &x et en posant B=E—A, on a une decomposition E=A+B qui 
satisfait aux conditions 1° et 2° ainsi qu’a la condition 3° puisqu’il existe 
un ólóment dernier a± de A et un ólóment premier b± de B.

Supposons E± dense. II est donc infini et en tant que sous-ensemble 
de 1’ensemble dónombrable E, il est dónombrable. En tant que denom
brable, dense et ayant un ólóment premier a et un dernier b, il est, comme 
on le sait, semblable (dans le sens de 1’ordre) a 1’ensemble R de tous les 
nombres rationnels de l’intervalle (0,1) ordonnó d’apres leurs grandeurs. 
Soient a un nombre irrationnel de l’intervalle (0,1) et M, ou N, 1’ensemble 
de tous les nombres de R qui sont respectiyement plus petits, ou plus 
grands, que a. L’ensemble M n’a pas, comme on le sait, d’elóment der
nier, et 1’ensemble N d’element premier. Or, a la dócomposition R=M -\-N 
correspond une dócomposition JB1=A1 + B1, ou 1’ensemble A, est sem
blable a M et 1’ensemble _BX a N.
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Designons par A 1’ensemble formę de tous les elements de JE qui prś- 
cedent a et de tous les ślements de A±, et posons B=E—A. On voit sans 
peine que la decomposition E=AJt-B satisfait aux proprićtes 1° et 2°, 
ainsi qu’a 3° puisque l’ensemble A (en tant que semblable a Jf) n’a pas 
d’ólement dernier et 1’ensemble B (semblable a N) n’a pas d’ślement 
premier.

Le lemme se trouve ainsi demontrć.
JDómonstration du theoreme. Soit JE un ensemble ordonnę dś- 

nombrable. II existe donc une suitę infinie x1,x2,... formóe de tous les 
elements distincts de E.

Soit n un nombre naturel. Ordonnons les ólóments a?!,^,...,^ d’apres 
leur ordre dans 1’ensemble E, et soit

la suitę ainsi formśe.
D’apres le lemme, pour tout nombre naturel k<n, il existe une dó- 

composition telle que 1° xk e A* et xkĄ.xeBk, 2° tout element
de Ak precede tout element de Bk, 3° soit Ak a un ćlement dernier et Bk 
un element premier, soit Ak n’a d’elemcnt dernier et Bk d’element premier.

On voit sans peine qu’on a A1CA2C...CAn_1.
Soit /(a?) une fonction definie dans E et dont les valeurs sont des ślś-

ments d’un ensemble ordonne H.
Posons

/„(a>) = /(aq) pour Xe Aj_,
/„(a?) = /(a?A) pour xeAk—Ak_1 (k—2,3,...,n—l),
/„(a?) = /(a?;) pour x € B nj.

On voit sans peine que la fonction f„{x) sera, de cette maniere, dó- 
finie pour tout element x de E. Elle sera aussi continue dans E. En effet, 
si x0 e Ax et si A± a un element dernier alt alors Blf d’apres la propriete 3°, 
a un element premier on a x0^b1 (d’apres 2°), et, pour tout elćment 
x de E tel que x~=J1b], on a x e Av d’ou, d’apres la definition de la fonc
tion f„(x),

fn(x) = f(x{), fn(X0) = f(x'1),
donc

fn(x) = fn(x0) pour x~^b1.

Vu que a?0-^&1? la fonction /„(a?) est continue dans E pour xn. Si Alf 
n’a pas d’element dernier, alors, vu que xoe At, il existe un ólement a 
de A± tel que x0-=J, a et on a x e A3 pour x a, donc

/n(a?) = /(aq), /n(a?o) = /(«!),
d’ou

/n(a?)=/n(®o) pour
vu que x0-=^a, la fonction /„(«) est
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV.

continue dans E pour 1’ćlement x0.
12
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Si ®oe J.A—JL*-!, ou. lc est un des nombres 2,3,...,%—1, on a, d’aprós 
sm-Ba-i- Si B/.-! a un ólóment premier, Ak_t a un ćlć- 

ment dernier a et a~=ź,x0. Si Bk^ n’a pas d'element premier, il existe, 
d’apres e Ba-i, un ólóment a de Ba-i tel que a<x0. Si Ak a un ólóment 
dernier, BA a un ólóment premier b et, comme x0 eA/t, on a x0~^b. Si Ak 
n’a pas d’ólóment dernier, il existe, d’apres un ólóment b de Ak
tel que x^b. On aura donc dans chaąue cas, et, comme on
le voit sans peine, xe Ak—Aa—i pour a-=^x~^b, donc

/„(®) = /(a?i), /nG»o) = /(®i), 
c’est-a-dire

fn(x)=f„(x0) pour a^x^,bj

comme a^xn~=ib, la fonction fn(x) est donc continue dans E pour l’óló- 
ment x0.

Si enfin x0 e et si Bn_x a un element premier, An^ a un ólóment 
dernier a, et on a a~^,x0. Si n’a pas d’ólóment premier, il existe,
d’apres xoeBn-i, un ólóment a de B„_x, tel que a~=^x0. En tout cas, on 
aura x e Bn-X pour a-=^ x, donc

f„(x) = f(x'n), fn(xo) = f(xn),
d’ou

/«(«)=jM®o) pour a^x-=>b,

et, comme a~=^x0~^b, la fonction fn(x) est continue dans E pour x0.
II a ótó ainsi dómontró que les fonctions f„(x) (n=l,2,...) sont con

tinues dans 1’ensemble E. Or, la fonction f(x) ne prenant que les valeurs 
de 1’ensemble H, il rósulte de la dófinition des fonctions fn(x) qu’elles 
ont la meme propriótó.

D’aprós la dófinition de la fonction /„(«), on a fn (x'k) = f(x'k) pour 
lc—1,2,...,n, donc aussi /n(®A) = /(®*) pour k=l,2,...,n, ce qui donnę 
fIl(xi!)=f(xi!) pour n^lc (lc=l,2,...), et prouve que

lim/„(a?A) = /(®A) pour fc=l,2,...
n->oo

La suitę infinie x1,x2,... contenant tous les ólóments de 1’ensemble E, 
on a donc

lim /„ (x) — f(x) pour x e E.
n-^oo

La fonction /(«;) est donc, dans E, limite d’une suitę infinie de fonctions 
continues dans E et dont les yaleurs sont des ólóments de H. Le thóoreme 
se trouve ainsi dómontró.

Tout ensemble ordonne E peut etre regarde comme un espace topo- 
logique de Hausdorff si Fon considere, comme yoisinage d’un ólóment 
a de E, chaque ensemble de tous les ólóments x de E tels que b~^x^c, 
ou b,c sont des ólóments de E tels que b^a^e. Dans le cas, ou a est 
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1’ólóment premier, ou dernier, de E, il faut modifier cette dófinition de 
yoisinage d’une faęon óvidente.

II s’impose donc de voir si le theoreme ci-dessus peut etre gónóralisó 
en remplaęant la condition que les ensembles E et H soient ordonnós 
par celle qu’ils soient des espaces topologiąues de Hausdorff.

Je dómontrerai que le theoreme cesse d’etre vrai si l’on remplace 
la condition que 1’ensemble E soit ordonne par celle qu’il soit un espace 
topologique de Hausdorff.

Soit, en effet, E 1’ensemble formó de tous les nombres rationnels de 
l’intervalle (0,1) et de tous les nombres naturels.

Comme yoisinage de 1’element 0 de E considerons tout ensemble de 
nombres rationnels r tels que 0<r<l/n, ou n est un nombre naturel 
quelconque; comme yoisinage de l’ólóment 1 de E considórons tout en
semble de nombres rationnels r tels que 1—l/n<r<l, ou n est un nom
bre naturel quelconque.

Si n est un nombre naturel >1, considórons, comme yoisinage de 
1’ólóment n de E, tout ensemble composó du nombre n, de tous les nom
bres rationnels r tels que u<r<l/n, ou u est un nombre rationnel quel- 
conque tel que 0 <u<l/n, et de tous les nombres rationnels r tels que 
1—l/n< r< v, ou v est un nombre rationnel quelconque tel que 1—l/n< v<l.

Pour r rationnel, 0<r<l, considórons, comme yoisinage de r, seu
lement 1’ensemble composó de l’ólóment r.

On yerifie sans peine que 1’ensemble E deviendra ainsi un espace 
topologique de Hausdorff.

Soit H un ensemble ordonne composó de deux nombres 0 et 1.
Posons /(0) = 0 et /(®)=1 pour x e E, x^0. Je dómontrerai que, 

dans E, la fonction /(a?) n’est pas une limite de fonctions continues dans E 
qui ne prennent que les yaleurs 0 et 1.

Admettons qu’on ait
/(®) = lim/„(a?)

/|->oo

dans E, ou (w=1,2,...) sont des fonctions continues dans E qui
ne prennent que les yaleurs 0 et 1. II resulte tout de suitę de /(ic) = lim/„(ic) 

et de /(0) = 0, /(1)=1 qu’on a, pour p suffisamment grand, /p(0) = 0 et 
/p(l)=l. La fonction /p(a?) ótant eontinue dans E et ne prenant que les 
yaleurs 0 et 1, il existe dans E un yoisinage 7(0) de 0 tel que /p(a?) = 0 
pour ®e7(0) et un yoisinage 7(1) de 1 tel que /P(®)=1 pour xeV(l). 
Or, d’apres la dófinition de yoisinage dans E, il existe un nombre na
turel g tel que 7(0) soit 1’ensemble de tous les nombres rationnels r tels 
que 0<r<l/jy, et un nombre naturel h tel que 7(1) soit 1’ensemble de 
tous les nombres rationnels r tels que 1—l/h<r^l.

Soit maintenant n un nombre naturel >g et >7i. La fonction /p(a?) 
ótant eontinue dans E, il existe un yoisinage 7(n) den tel que fp(x) = fp(n) 

12* 
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pour x e V(n). D’apres la definition de yoisinage dans E, il existe un 
nombre rationnel u, 0<u<l/n, et un nombre rationnel v, 1—l/n<v<l, 
tels que V(n) soit 1’ensemble composó du nombre n, de tous les nombres 
rationnels r tels que u<r<l/n, et de tous les nombres rationnels r tels 
que 1—l/n<r<v. Soit r0 un nombre rationnel tel que n<r0<l/n, et 
soit rr un nombre rationnel tel que l—l/n<r1<v. On aura donc roeV(n), 
ĄeFfn), d’ou fP(r0) = fp(r1) = fp(n). D’autre part, comme 0<ro<l/n<l/g, 
on a roe7(O), donc /p(ro) = 0 et, comme 1—1/A<1—l/n<r1<l, on a 
Tj e 7(1), donc fp(r1)=l. Ainsi tP(.ro)^Kri)y ce qui est impossible.

L’hypothese que la fonction /(a?) soit, dans E, une limite de fonctions 
continues dans E, qui ne prennent que les valeurs 0 et 1, implique donc 
une contradiction.

II a ótć ainsi dćmontre qu’on ne peut pas, dans le thćoreme, rem- 
placer la condition que 1’ensemble E soit ordonnó par celle qu’il soit 
un espace topologique de Hausdorff. D’autre part, on voit sans peine 
que le thćoreme reste vrai lorsqu’on remplace la condition que 1’ensem
ble H soit ordonnć par celle qu’il soit un espace topologique.
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Comptes rendus des seances des Sections

Section de Cracovie

12. XII. 1950. Maurin, K., Sur les eąuations autoadjointes du type 
elliptiąue (a paraitre dans ces Annales).

19. XII. 1950. Leja, F., Bemarąues sur les series entieres doubles 
(ces Annales 24, Fasc. 1, p. 19—24).

5. I. 1951. Krzyżański, M., Les solutions des eąuations lineaires du 
type paraboligue, considerees comme limites des solutions des eąuations 
des types hyperboliąue et elliptiąue.

L’equation lineaire autoadjointe

(1)

ou est un point du domaine D de 1’espace a m dimensions), est du type

elliptiąue, paraboliąue ou hyperboliąue suivant ąue le signe du nombre constant A est 
positif, nul ou negatif.

Admettons d’abord que (1) ait une solution de la formę

u(P,t) = v(P)w(t).
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On aboutit alors aux eąuations

m
(2>

i,b=l ‘ R
et
(3) kw"— w'—2w = O,

2 ćtant un nombre constant.
A 1’eąuation ordinaire (3) correspond 1’eąuation caracteristiąue

(4) Tir2—r —1 = 0.

Distinguons deux cas:

1) Ti>0, soit Ti — 1/fc2. L’ćquation (1) est du type elliptiąue; 1’eąuation (4) admet 
deux racines reelles de signes opposes, dont l’une, positive, tend vers 1’infini avec k, 
1’autre, negative, soit r2 =— f(7c,l), —- vers —1 pour

Si ®(P) est une solution de (2), la fonction

wJP,7,fc) = ®(P)e_e(M’')

en est une de (1), convergeant vers ®(P)e^"^ pour fc->oo. Cette limite constitue une 

solution de 1’eąuation paraboliąue, correspondant a Ti = 0.

2) 7ł<0, soit h = — 1/k2. L’equation (1) est du type hyperboliąue; les racines de 
1’eąuation (4) sont reelles pour 2^(jfc/2)2, et complexes pour l>(fc/2)2.

Dans le cas elliptiąue, on cherche une solution de (1) qui s’annulerait pour PeFD, 
et 7^0 (PD designant la frontiere du domaine D) et qui se reduirait a une fonction don

nie </(P) pour 7=0, oii P e D. Supposons donc <jc(P) dóveloppable en une serie unifor- 
mement et absolument convergente, de fonctions caracteristiąues de 1’eąuation (2); 
la solution prend alors la formę

OO

w(P,7) =
n—1

u(P,t) tend pour &->oo, vers une solution

oo 
w(P,7)=2;^(l’)e_2»' 

n=l

de 1’eąuation du type paraboliąue (h — 0), s’annulant pour PeFD et se reduisant a </ (P) 
pour 7 = 0.

Dans le cas hyperboliąue on cherche une solution de (1), ąui s’annulerait pour 

PeFD et 7^0 et satisferait, pour 7 = 0, aux conditions initiales (conditions de Cauchy):

w(P,0) = ę>(P), wz(P,0) = 9>1(P).
Si l’on choisit

zn

/,A=1 ' "
et si l’on admet des hypothćses convenables, concernant la fonction <p, on peut repró- 
senter cette solution par une serie de la formę

OO

= ^vn(P)wn(t,k), 
n=l

oii wn sont des solutions de (3) convenablement choisies et la fonction w(P,7) tend, 
pour k-+eo, vers la solution w(P,7) de 1’eąuation de type paraboliąue.
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13. III. 1951. Jankowski, W., Sur les zeros des polynómes (Annales
U. M. C. S. 5, 1951, p. 31—92).

10. IV. 1951. Szarski, J., Fraluation du domaine de regularite du 
conoide caracteristiąue (ce volume, p. 85—110).

5. IV. 1951. Krzyżański, M., 1. Sur une propriete de 1’eąuation 
lineaire du type elliptiąue.

Soit u(P) une solution de l’equation lineaire, homogene, du type elliptiąue,

m m
V1 22w , v i. |a'kSF3Fk+^/bl Sx,+°w~°’

i,k=i ‘ K j=i J

continus dans un domaine D.
demontre que 1’ensemble des points du domaine Z), oii u(P) s’annule,

h coefficients
L’auteur

ne peut contenir de points isoles.

2. Sur l’allure des solutions de 1’eąuation du type paraboliąue, la rariable 
du temps tendant vers 1’infini.

Considerons l’ćquation lineaire homogene du type paraboliąue

(1)
c2u Su . Su
^Tt+a{x}3~x + C^U’

a deus yariables independantes, x — celle de 1’espace, t — celle du temps.
Soit u(x,t) une solution de (1) qui satisfait a certaines conditions initiales et, even- 

tuellement, a certaines conditions aux limites.
L’auteur presente des esemples qui montrent qu’en generał lim u(a>,i) peut ne pas 

;->co 
esister.

Ił enonce ensuite des conditions suffisantes pour que cette limite esiste et satis- 
fasse a l’equation differentielle ordinaire 

d2u 
da?

correspondant a la distribution stationnaire de la temperaturę.

11. VI. 1951. Pleskot, V., (Prague), Methodes-et applications de la 
nomographie.

Section de Gdańsk

15. VII. 1950. Naleszkiewicz, J., Sur 1’eąuation integrale de la ligne 
de flexion d’une poutre dont le moment d’inertie est rariable et la charge 
arbitraire.

15. X. 1950. Bielewicz, E., Sur 1’eąuation integrale dela cordenibrante.
15. XI. 1950. Pawelski, W., la reduetion des eąuations diffe

rentielles avec des conditions aux limites aux eąuations integrales de Fred- 
holm.

10. III. 1951. Czerwiński, B., Sur les fonctions multiplicativement 
periodiąues.

15. IV. 1951. Czerwiński, B., Sur les fonctions elliptiąues.
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11. V. 1951. Turski, S., Sur Pintógration approchóe des eguations 
integrales.

1. VI. 1951. Turski, S., Sur Uintógration numórigue des eguations 
differentielles ordinaires.

4. VI. 1951. Pleskot, V., (Prague), Sur guelgues problemes de la 
nomographie.

8. VI. 1951. Nowacki, W., Sur 1'application des eguations aux dif- 
ferences finies d guelgues problemes du batiment.

8. VI. 1951. K o walczyk, B., Sur 1’application des móthodes de relaxa- 
tion i Pintegration numśrigue des eguations differentielles lineaires du 
second ordre.

9. VI. 1951. Naleszkiewicz, J., Sur Vapplication des eguations intó
grales a la thóorie des oibramons des poutres, en particulier, a la theorie 
des oibrations des cogues des nanires.

Section de Lublin

30. I. 1949. Zahorski, Z., Sur une condition suffisante pour gu’une 
fonction soit monotone (Publió dans Trans. American Math. Soc. 69,1950, 
thóoreme 2, p. 19).

7. 10. 1950. Butlewski, Z., Sur les solutions oscillantes des eguations 
diffórentielles (voir Un theoreme de Poscillation, ces Annales 24 Fasc. 1, 
p. 29—110).

24. XI. 1950. Sóance consacróe aux travaux des mathómatieiens de 
l’U. B. S. S.

Bielecki, A., La theorie des fonctions d’une nariable reelle et des egua
tions diffórentielles.

Biernacki, M., La thóorie des nombres et celle des fonctions analyti- 
gues.

Olekiewicz, M., Statistigue mathómatigue.
15. XII. 1950. Olekiewicz, M., Sur certaines móthodes d'evaluer la 

moyenne arithmetigue.
2. I. 1951. ardz&wski, O., Sur une óguidistribution des ensemb

les sur un cercie (a paraitre dans „Colloąuium Mathematicum“).
27. I. 1951. Charzyński, Z., Sur une condition nócessaire d'univdlence 

des fonctions holomorphes bornóes.

Nous considerons deus familles de fonctions uniyalentes: la familie F?, composóe 
de toutes les fonctions de la formę

(*)  /(») = a1«+a2«24-..., |#|<1,

(**) F(z) = |«|<1

uniyalentes et bornóes, c’est-a-dire telles ąue |/(») |< 1 et ąue a^T, ou 0<Tsgl est un 
nombre ąuelconąue fixe, et la familie Foo composóe de toutes les fonctions de la formę (**)

uniyalentes et non necessairement bornóes.



On obtient le theoreme suivant.

Theoreme. Pour chaąue fonction (*) de la familie Pr, il existe dans la familie F<x> 
une fonction (**), et une seule, telle ąue

F[f(z)] = a1F(z).

6. IV. 1951. Biernacki, M., Les theses de la Sous-Section de Mathć- 
matigue du Congres de la Science Polonaise.

6. IV. 1951. Krzyż, J., Sur certaines eguations diff&rentielles reduc- 
tibles aux guadratures (a paraitre aux Ann. U. M. C. S.).

13. IV. 1951. Radziszewski, K., Les problemes ideologigues dans la 
logigue mathematigue.

27. IV. 1951. Olekiewicz, M., Critigue du mendelisme du point de vue 
de la statistigue mathematigue.

4. V. 1951. Dobrzycki, S., Sur les polynómes prolongeables.
11. V. 1951. Kowalski, M., Les theoremes de Grace et Grace-Heawood.
26. V. 1951. Krzyż, J., La vie et Voeuvre scientifigue de Stefan Banach.
9. VI. 1951. Szpikowski, S., Les representations isometrigues.
16. VI. 1951. Pidekówna, B., Les series de Dirichlet et leurs appli- 

cations dans la theorie analytigue des nombres.
18. VI. 1951. Leją, P., Une nouoelle methode dHnterpolation permet- 

tant de resoudre le probleme de Dirichlet dans le plan (a paraitre dans ces 
Annales).

23. VI. 1951. Łukaszewicz, Ł., Les lignes geodósigues.

Section de Łódź

11. XI. 1950. Charzyński, Z., Sur guelgues proprietes d’une classe de 
fonctions univalentes bornees.

Soit

(1) ' f(z) = a1z-\-a2z2-\-..., ou ^>0,

une fonction ąuelconąue, univalente dans le eerle |«|<1 et satisfaisant aux conditions:

1. f(z) est bornee, c’est-a-dire | f(z)| < 1 pour
2. la mesure du contredomaine du cercie |«| < 1 est egale a celle de ce cercie,

CO
c’est-a-dire h ^,w|a/1|2=l.

«=1
Nous designons par L la classe de toutes les fonctions (1) considerees ci-dessus.
Posons, pour la fonction (1),

OO

(2) [/(»)]" = 2ia^zU’ oń P=L2,„.

n—=1
On obtient le

Theoreme I. Pour chaąue fonction (1) de classe L, les relations d^orthogonalite 
suivantes ont lieu:
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Considerons maintenant la familie H composee de toutes les fonctions

(3) h(z) = djZ-ł-dzZ2-]-...,
OO

holomorphes dans le cercie |z| < 1 et telles que V n\dn\2< co.
n=l

On voit, sans difficulte, que chaque fonction (1) et toutes ses puissances (2) ap- 

partiennent a la familie H.
Considerons une suitę fixe quelconque de nombres compleses

(4) W,
CO

I 2 I 2
telle que <oo, et posons pour chaque fonction (3) de la familie H

n=l
oo •

(5) U h(z) = An dn.
n—l

L’expression Uh(z) represente donc une fonctionnelle complese, definie dans la 
familie H. En s’appuyant sur le theoreme I, on peut deduire le

Thóoreme II. Pour chaąue fonction (1) de classe L et pour chaąue fonctionnelle (5) 
de genre decrit ci-dessus, 1’inegalite suiuante a lieu:

(6) 2
P=1

|g{[/(^)]p}|2< y |g{m]p}|2

p p
P=1

ou fon a pose t(z) = z.

Bemarąue. La classe L ne contient pas toutes les fonctions univalentes bornees, 
mais chacune de ces fonctions est limite d’une suitę de fonctions de classe L.

Exemples. En posant, dans (4), An = 10, n =$=N 
|1, n=N’ ofi N est un nombre naturel quel-

conque fixe, on a U(h) — dN 
fonction (1) de classe L,

et en appliquant 1’inegalite (6), on obtient, pour ćhaque

4i<a2 *
p

D’une manibre analogue, en posant An — z^, oh z0 est un nombre complese quel- 
■conque fixe du cercie \z|< 1, on a U(h) — h(z0), et en utilisant la formule (6), on trouve

2
P=1

oo
|/(zq)|2p y I gol2p 

P '"'Ą P ’
P=i

c’est-h-dire— ln (1—|/(«o)|2X— In (1 — |«o|2);

de meme 
|/(«o)|<W.

ce qui est bien le lemme connu de Schwarz, dóduit par une methode nouvelle pour les 

fonctions de classe L,

10. III. 1951. Zahorski, Z., Sur une decomposition du segment.
Wojdy sławski a demontre qu’on ne peut pas decomposer un segment ouvert en 

deux ensembles de type Fn disjoints et tels que chacun de leurs points soit point d’ac- 
cumulation bilaterale.

On en conclut tout de suitę que le segment ouvert n’est pas somme denombrable 

d’ensembles Fa ou somme finie d’ensembles Gd ayant la propriete citee.
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Mais l’on ne savait pas si cette meme propriete subsiste dans le cas de la somme 

denombrable d’ensembles Gs.
En utilisant ąueląues proprietes de 1’ensemble de Cantor, je donnę un esemple 

d’une telle dócomposition.

5. V. 1951. Włodarski, L., Sur les methodes continues de limitation.
12. V. 1951. Włodarski, L., Sur les methodes continues de limitation 

(fin).
S. Mazur et W. Orliez ont introduit 1’espace Bo1) dans leurs travaux sur les 

ensembles de suites limitables par les methodes de Toeplitz 2). Cette idóe peut etre 
ótendue avec succós aus methodes continues de limitation, pourvu ąue l’on se borne 
ś une classe particulibre de ces methodes. On parvient ainsi aus resultats suivants:

Soit am(t) une suitę de fonctions continues dans l’intervalle 0=^a</?^oo. Cette 
suitę determine une móthode A de limitation. On dit que la suitę

(1) *=(£„,)

est limitable par la methode A au nombre f, lorsąue

(2)

en symbole

(3)

L’ensemble A* des suites limitables par la móthode A sera dit domaine de A. Deus 
móthodes sont dites eguiualentes lorsqu’elles ont les memes domaines et sont compatibles. 
Posons At(x)=£am (t) gm.

ni
La methode A est du type a, si

1° il esiste une suitę croissante t,,'^ cc telle ąue lim tn = d et ąue ł’existence de AAx), 
pour t = tn—i et t = tn entraine celle de At(®) pour tout tn—i<t<t;i.

2° At(x) est continue pour

Remarąue 1. Les methodes d’Abel et de Borel sont du type a.

Remarąue 2. Toute móthode de limitation de Toeplitz, definie par la matrice 
(«*„,„), óquivaut a une móthode continue du type a, a savoir

Theorfeme 1. Le domaine de toute methode continue du type a peut etre considere 
comme un espace complet Bo avec les pseudonormes-.

sup |JLZ(®)|, |£m| w = 0,l,2,..., sup | yaA(t„)fA! pour 71=1,2,...
t m

M-lim £„, = £•

S. Mazur et W. Orliez, Sur les espaces metrigues lineaires (I), Studia Mathematica
10 (1948), p. 184—208.

*) S. Mazur, Eine Anwendung der Theorie der Operationen zur Untersuchung der
Toeplitzschen Limitierungscerfahren, Studia Mathematica 2 (1930), p. 40—50,

S. Mazur et W. Orliez, Sur les methodes lineaires de sommation, C. R. Academie
des Scienees Paris 196, p. 32—34.
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Theoreme 2. Toute fonctionnelle lineaire f(x), definie dans le domaine 1* de la 
methode A, est de la formę

b
(4) /(») = I At(x)dh(t)+7tnSnl,

a rn
OU

(5) h(t) est une fonction a rariation bornee dans Vinteryalle (.a,

et
r oo

<6) 7,n = Sm + £ an. £ enk ’
n—1 k=tn

dm s’annulant a partir d'un indiee m0 et etant fini pour n—l,2,...,r.

La methode B sera dite non plus faible ąue A lorsąue A* c B*.

Rem ar ąue 3. Si J.* contient toutes les suites convergentes, on a
rn

Theoreme 3. (a) La limite (au sens generalise) donnee par la methode non plus 
faible ąue A est une fonctionnelle lineaire dans le domaine de A.

(b) II existe, pour toute fonctionnelle lineaire definie dans A*, une methode de Toe- 
plitz non plus faible ąue A et compatible avec cette fonctionnelle.

La inćtbode A est dite permanente lorsąue A* contient toutes les suites conver- 
gentes et lorsąu’elle est compatible avec la limite habituelle.

Theorfeme 4. Pour qu’une methode permanente A du type a soit compatible, pour 
une suitę x0— (1°,), d toute methode permanente B de type a, non plus faible ąue A, il faut 
et il suffit ąue
b~

a
pour m = 0,1, entraine

b—
f At(x0)dh(t)+^

a m

pour toute fonction h(t) de la formę (5) et pour toute suitę (ym) de la formę (6). 
b— b—s

(le symbole f designe lim j j.

Theoreme 5. Toute methode permanente A de type a est compatible dans le domaine 
des suites bornees avee toute methode permanente B du type a, non plus faible.

Theorćme 6. (commun avec C. Ryll-Nardzewski). Toute methode de la formę

am(b = j^amtm, 0sga<i<£<oo,
OU

f(t) = amtm> am>° P°ur ™ = 0,l,... et Hm^ = °,

m
■est parfaite, c’est-a-dire compatible avec toute methode permanente non plus faible.

Corollaire. La methode d’Abel est parfaite.

12. V. 1951. Bojarski, B., Sur la deriree d'une fonction discontinue.

Z. Z ahor ski m’a pose le probleme suivant: Etant donnę un ensemble A denombrable 
(xneA), du type Gó, construire une fonction d’une variable reelle f(x), telle ąue l’on 
.ait /'(o:) = O pour tout x e A et f'(x) — eo pour tout xeA.
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Suivant 1’idee de E. Marczewski, j’en donnę ici la solution.
On sait, d’apres les łiypotłićses de ce probleme, que 1’ensemble A est clairseme. 

E. Marczewski a construit une fonction Ą(k) ayant les proprietes suiyantes:

1- A(®)>0,
2. pour chaąue x0, il esiste un <j(x) >0 tel que

—»0)2 pour 0<|»—x0\<ó(xl)),

fdx) = 0 si a; e A, j2(x) >0 si x e A J).

•On voit que l’on peut supposer 0^.f1(x)<l.

Posons f2(x) = h(x) = 0 pour xeA, f2(x) = m_ł pour xeA, x — xn, /,(«:) est une
2 

fonction a yariation bornće dans tout intervalle (fini ou non). 
En effet, si t;+i>t/,

n n oo

1=1 1=1 1=1 2

donc la fonction f(x) — V f2(x) est bien definie.
Je vais demontrer qu’elle constitue la solution du probleme. Soit xeA et Zi>0. 

Alors /2(a;)>0, et

/(osA) =/(a?)-HK/a(Z) pour te[x,x-}-K],
A(OI pour t'e (®,®4-fe),

et pour t'e A (A clairseme), on a F/aW^/aO®), donc f(x-\-h) — f(x)^f2(x) pour h>0. 
D’une maniere analogue, f(x-\-h)-——f2(x) pour h<0. On en dśduit que 
j'(x) — m pour chaque x e A. Considerons maintenant le cas od xeA. Nous avons 
/2(a:) = 0 et il esiste un <5(a:)>0 tel que |7i)| 7t2 pour chaque |fc|<<5(a:). Donc,

pour 0< li< 5(x),

sup 2 2 I Wi^+IWK2^ l/2(9l<2A2^1 = 2^,

i i i i
t €.

d’oti f(x-]-h) =/(®)+F/2(t) </(») + par consśquent,

f(x + h)—f(x)^2h2 (0<h<ó(x)).
De meme

— 2h2^.f(x-}-h')—j(x) pour |h| <<5<(») et h<0.

On en deduit que f'(x) = 0 pour xeA.

Section de Poznań

28. V. 1950. Olekiewicz, M., Sur une methode d'evaluer la moyenne arithmetique.
20. I. 1951. Biernacki, M., Sur ąueląues proprietes des orałeś.
5. VI. 1951. Suszko, R., Sur le paradoxe de Skolern et Loewenheim.
5. VI. 1951. Alesiewicz, A., Sur la distribution des raleurs des fonc- tions analytigues rectorielles.
’) Fundamenta Mathematicae 21, p. 226.
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Section de Varsovie

17. III. 1950. Zarankiewicz, K., Sur le theoreme des guatre domaines.

L’auteur pose la ąuestion de savoir si le theoreme suivant est vrai: Supposons gue 
le plan contient n domaines unicoherents et disjoints Gi (<=1,2,..., n) et n continus dis- 
joints K/ (j= 1,2,..., to). Si chague continu a un point commun avec chague domaine 
(Gi.Ki^O pour i,j—l,2,..., n) alors il y a au moins (to — 2)a couples des indices (i,j) 
pour lesguels 1’ensemble Gi—Kj n'est pas connexe.

L’auteur a reussi a demontrer ce thóoreme dans le cas ou n = 4.

13. X. 1950. Sierpiński, W., Sur les operations relatines aux ensemb
les de trois elements.

13. X. 1950. Szmielew, W., Sur les theoremes vrais dans tous les 
systemes aańomatisables.

27. X. 1950. Grzegorczyk, A., Sur Pindecision dans la topologie 
ólementaire.

n

10. XI. 1950. Maciąg, S., Sur le degre des nombres algebrigues \n.
17. XI. 1950. Sikorski, IŁ., Sur la determination des homomorphies.
17. XI. 1950. Sierpiński, W., Sur un nombre pair pour leguel le 

„theoreme des Chinois“ est en defaut.
24. XI. 1950. Marczewski, E., Compte rendu de la theorie de la 

mesure.
1. XII. 1950. Sierpiński, W., Sur les fonctions de laoariable ordinale.
1. XII. 1950. Szmielew, W., Impressions du sejour aux Etats-Unis.
15. XII. 1950. Mostowski, A., Sur le .degre de guelgues nombres 

algebrigues.
26. I. 1951. Sierpiński, W., Sur les fontions continues, definies sur 

les ensembles ordonnes.
26. I. 1951. Rieger. L., (Prague), Une demonstration de la simpli- 

cite du groupe alterne.
12. II. 1951. Waźewski, W., Sur les inegalites aux deriyees partielles 

du 2- ordre.'
12. II. 1951. Steinhaus, EL, Compte rendu du domaine des math&ma- 

tigues appliguees.
2. III. 1951. Sierpiński, W., Sur une decomposition paradoxale du 

cube.
2. III. 1951. Kuratowski, K., Remargues sur le theoreme de M. Sier

piński.
16. III. 1951. Marczewski, E., Remargues sur Pindependance stocha- 

stigue.
16. III. 1951. Pogorzelski, W., Sur Peguation integrale du probleme 

de Fourier.
4. V. 1951. Sikorski, R., Sur les produits cartesiens des corps de 

Boole.
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18. V. 1951. Sierpiński, W., Sur guelgues ordinations partielles des 
parties d^un ensemble denombrable.

18. V. 1951. Marczewski, E., Sur les translations des ensembles.
25. V. 1951. Janiczak, A., Sur les fonctions calculables a Vaide de 

machines.
6. VI. 1951. Sierpiński, W., Sur les procedes employes dans la theorie 

des ensembles par MM. Tarski et Eilenberg.
6. VI. 1951. Sikorski, E., Sur les limites generalisees.
13. VI. 1951. Kuratowski, K., Les impressions du sejour scientifigue 

en Tchecosloraguie.
13. VI. 1951. Grużewska, H., Sur un schema des processus stochas- 

tigues.
15. VI. 1951. Pogorzelski, W., Sur une eguation integrale non linó

aire, fortement singuliere.
20. VI. 1951. Leja, F., Sur le probleme de Dirichlet.
27. VI. 1951. Eyll-Nardzewski, C., Sur le principe de Dirichlet.

Section de Wrocław *)

*) Les resumes et notices bibliographiąues concernant les communications pre- 
seutees a la Section de Wrocław paraitront dans Colloąuium Mathematicum.

6. X. 1950. Marczewski, E. et Eyll-Nardzewski, C., Sur la naleur 
moyenne d^une rariable aleatoire sous des conditions imposees a une autre 
yariable.

13. X. 1950. Matulewicz, K., Sur les solutions de la congruenee 
an = a(mod n), ou n est un nombre compose.

27. X. 1950. Łoś, J. et Eyll-Nardzewski, C., Sur les applications 
du theoreme de Tychonoff dans guelgues demonstrations mathematigues.

3. X. 1950. Perkal, J., Florek, K. et Zubrzycki, S., Sur les ordina
tions des ensembles finis dont les distances sont connues, applications a Van- 
thropologie.

10. XI. 1950. Hartman, S., Sur les coefficients de Fourier des fonc
tions integrables.

10. XI. 1950. Marczewski, E., Une generalisation du theoreme de 
Daniell-Kolmogoroff.

17. XI. 1950. Eyll-Nardzewski, O., Sur les mesures compactes.
17. XI. 1950. Knaster, B., Sur un probleme topologigue de Borsuk 

(Solution partielle de J. Siciarz).
24. XI. 1950. Gołąb, S., Sur une methode nouvelle de guadrature ap- 

prochee.
24. XI. 1950. Drób ot, S., Sur les nibrations des willebreguins.
1. XII. 1950. Florek, K., Une remargue sur la repartition des points 

engendres en portant bout a bout un are fixe sur une circonference.
5. XII. 1950. Eyll-Nardzewski, C., Sur le role de l'axiome dHnduc- 

tion dans les arithmetigues elementaires.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXIV. 13
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15. XII. 1950. Hartman, S., Sur une relation entre les suites.
15. XII. 1950. Gładysz, S., Sur Veąuiralence des mesures dans les 

produits cartesiens.
5. I. 1951. Szmielew, W., Sur les theoremes ralables dans toutes les 

theories completes et axiomatisables.
5. I. 1951. Fast, H., Sur la limite d'une suitę de fonctions ayant la 

propriete de Darboux.
12.-  I. 1951. Łoś, J., Une demonstration simple du fait ąue le calcul 

des fonctions propositionnelles est complet.
19. I. 1951. Łukaszewicz, J., Sur la reunion des points d'un ensemble 

fini (travail collectif du gioupe Genóral d’Applications de 1’Institut Mathś- 
matiąue de l’Etat).

19. I. 1951. Eyll-Nardzewski, C., Sur une hypothese de Blackwell 
concernant les puissances.

26. I. 1951. Marczewski, E., Sur les theoremes d,existence dans la 
theorie des processus stochastiąues.

26. I. 1951. Mikusiński, J. G., Sur la reduction de l'etude des eąua- 
tions aux derirees partielles a coefficients constants a celle de la fonction 
exponentielle generalisee.

2. II. 1951. Mikusiński,!. G., Sur la fonction exponentielle e~s.
2. II. 1951. Mikusiński, J. G., Sur un theoreme de la theorie des 

moments.
2. II. 1951. Steinhaus, I-I., Sur les bottes.
16. II. 1951. Mikusiński, J. G., Sur les eguations aux derirees partiel

les a coefficients constants.
16. II. 1951. Gładysz, S., Sur les fonctions faiblement independantes.
23. II. 1951. Łoś, J., Sur le principe de Dirichlet.
23. II. 1951. Steinhaus, H., Sur la decision alternatine dans le con- 

tróle de la ąualite.
2. III. 1951. Eyll-Nardzewski, C., Sur les fonctions egalement con- 

tinues.
2. III. 1951. Hartman, S., Sur les suites ecartees.
2. III. 1951. Steinhaus, H., Sur la dirision pragmatiąue.
9. III. 1951. Zięba, A., Une demonstration de Vexistence de Vintegrale 

Lun systeme d^eąuations differentielles.
9. III. 1951. Zięba, A., Sur une generalisation de la notion D integrale 

Lun systeme d^eąuations differentielles.
9. III. 1951. Eyll-Nardzewski, C., Un theoreme sur les moments 

avec ąueląues applications.
16. III. 1951. Ingarden, E. et Mikusiński, J. G., La theorie statis

tigue de la granularite des materiaux photographiąues (seance commune 
avec la Section de Wrocław de la Socióte Polonaise de Physiąue).

30. III. 1951. Eyll-Nardzewski, O., Sur la conrergence des series 
operatoires de puissances.
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30. III. 1951. Florek, K., Sur le processus stochastiąue de Poisson.
30. III. 1951. Marczewski, E., Queląues remarąues au sujet du pro

cessus stochastiąue de Poisson.
6. IV. 1951. Ślebodziński, W., Sur Veąuivalence des formes difje- 

rentielles exterieures.
6. IV. 1951. Urbanik, K., Sur Pińtersection des ensembles composes de 

segments paralleles a une droite.
13. IV. 1951. Steinhaus, H., Sur le probleme d'equipartition dans le 

modele cinematiąue classiąue.
27. IV. 1951. Łoś, J., Sur les transformations ąui laissent innariables 

les relations donnees.
27. IV. 1951. Łoś, J., Une remarąue sur Veąuivalence entre le theoreme 

de Tichonoff et Vaxiome du choix1).
4. V. 1951. Mycielski, J., Sur la representation des nombres naturels 

par des puissances a base et exposant naturels.
4. V. 1951. Steinhaus, H., Sur Vestimation seąuentielle dans la stati- 

stiąue.
11. V. 1951. Seance consacree au jubile de 40 ans de trarail scienti- 

fiąue de M. Hugo Steinhaus.
Orlicz, M., Les travaux de PI. Steinhaus sur la theorie des series ortho- 

gonales et lanalyse fonctionnelle.
Marczewski, E., Les travaux de HI. Steinhaus sur la theorie de la 

mesure et le calcul de probabilites.
Kowarzyk, H. et Perkal, J., Sur les problemes pratiąues dans les 

travaux de M. Steinhaus.
18. V. 1951. Steinhaus, H., Sur le principe de contróle statistiąue.
25. V. 1951. Ingarden, J., Sur une maniere nounelle de formuler la 

mecaniąue relatiniste des ąuanta. (Seance commune avec la Section de 
Wrocław de la Societe Polonaise de Physiąue).

1. VI. 1951. Ślebodziński, W., Sur les travaux scientifiąues d'Hlie 
Cartan.

1. VI. 1951. Hartman, S., Un theoreme sur leąuipartition.
8. VI. 1951. Byll-Nardzewski, C., Sur ąueląues methodes parfaites 

de sommation.
8. VI. 1951. Knaster, B., Sur un continu irreductible (resultat de 

J. Mioduszewski).
12. VI. 1951. Plescot, V. (Prague)., Kenue des methodes employees 

dans la nomographie.
15. VI. 1951. Seance consacree a la memoire de Maksymilian T. Huber. 
Wysocki, J., La nie et 1'oewre de M. T. Huber.
Drobot, S., Sur les travaux scientifiąues de M. T. Huber.
22. VI. 1951. Hartman, S., Sur ąueląues estimations.
22. VI. 1951. Wolibner, W., Sur la nitesse des ondes.
0 Cf. 1’article de J. L. Kelley, Fund. Math. 37, p. 75—76.

13*
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Clironiąue et publications

Conference

Le 3 et 4 mars 1951 eut lieu a Wrocław une conference destinóe a la 
próparation de la Sous-Sectiom de Mathómatiąues et de la Sous-Sec- 
tion de la Statistiąue du I Congres de la Science Polonaise. Tous les 
mathómaticiens de Wrocław y ont pris part. Cette conference com- 
prenait:

3. III. 1951. Weryho, A., Allocution d'ouverture.
3. III. 1951. Steinhaus, H., Sur la conception du calcul des proba

bilites.
3. III. 1951. Marczewski, E., Sur la notion de processus stochastiąue.
3. III. 1951. Olekiewicz, M., La regularite et le hasard.
4. III. 1951. Skrzywan, W., Sur la notion de correlation.
4. III. 1951. Oderfeld, J., La statistiąue au sernice de la production.
4. III. 1951. Steinhaus, H., Sur les methodes de taxonomie employees 

a Wrocław.
4. III. 1951. Nowakowski, T., Sur Vemploi de la statistiąue dans la 

medecine.
4. III. 1951. Kosiba, A., Sur fimportance de la statistiąue dans le 

sernice meteorologiąue.
4. III. 1951. Mydlarski, J., Sur les problemes statistiąues dans 

Panthropologie.
4. III. 1951. Perkal, J., Sur les travaux statistiąues du Groupe Generał 

d'Applications de 1'Institut Mathematiąue dć VLtat.
A Gdańsk, le Recteur de 1’Ecole Polytechniąue organisa une sórie de 

confórences que voici:
Szulkin, P., Sur la theorie du champ nectoriel.
Nowacki, W., Sur la theorie de 1'elasticite.
Naleszkiewicz, J., Sur la theorie de la plasticite.
Czerwiński, B., Sur les fonctions analytiąues.
Mosingiewicz, K., Sur le calcul operatoire.
Łunc, M., Sur la mecaniąue des ąuanta.
Błaszkowiak, S., Sur la methode de Gross.

Nominations aux chaires
de mathematiąues dans les ecoles superieures polonaises

Dr Włodzimierz Wrona a ete nomme professeur de mathómatiąues 
de l’Acadómie des Mines de Cracovie.

Dr Bronisław Czerwiński est suppleant de professeur a la chaire 
de Mathematiąues de la Eacultó de Mócaniąue de l’Ecole Polytechniąue 
de Gdańsk, depuis le ler septembre 1946.
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Dr Wacław Pawelski est suSlóant de professeur a la chaire de 
Mathómatiques de la Faculte de Genie Terrestre et Aquatique de 1’Ecole 
Polytechnique de Gdańsk depuis le ler septembre 1950. II existe une 
chaire de Mathómatiques a la Faculte de Chimie de 1’Ecole Polytechnique 
de Gdańsk depuis le ler septembre 1950. Cette chaire est actuellement 
(18 juin 1951) vacante.

Doc. dr Adam Bielecki a ótó nommó professeur de mathómati- 
ques a la Facultó des Sciences de l’Universite Curie-Skłodowska de 
Lublin.

Dr Hanna Szmuszkowicz est supplóant de professeur a la IVe 
chaire de Mathematiąues de l’Universite de Łódź depuis le ler octobre
1950.

Dr Witold Janowski est supplóant de professeur a la chaire de Mathó- 
matiques de la Facultó de Chimie de 1’lScole Polytechnique de Łódź 
depuis le ler novembre 1950.

Doc. dr Roman Sikorski a ótó nomme supplóant de professeur a la 
chaire de Mathómaticpies a la Facultó de Chimie de 1’Ecole Polytechniąue 
de Varsovie.

Theses cie doetorat

Unirersite de Cracorie.
Stanisław Łojasiewicz, Przebieg całek układu równań różniczkowych 

w otoczeniu punktu osobłiwego (Sur l’allure des integrales du systóme 
d’óquations diffórentielles au voisinage d’un point singulier). A paraitre 
dans ces Annales.

Zofia Krygowska, O granicaeh ścisłości w nauczaniu geometrii ele
mentarnej (About the limits of precision in the teaching of elementary 
geometry).

Zofia Mikołajska, O asymptotycznym zachowaniu się całek równań 
różniczkowych (Sur 1’allure asymptotique des intógrales des óquations 
diffórentielles).

Halina Pidekówna, O możliwości algebraizacji obiektów geometrycznych 
klasy zero w przestrzeni jednowymiarowej (Sur la possibilitó d’algóbraisa- 
tion des objets góomótriąues de classe zero dans 1’espace a une dimension).

Academie des Mines de Cracocie.
Antoni Woźniacki, Obiekty geometryczne czysto różniczkowe pierwszej 

klasy w przestrzeni jednowymiarowej o dwu lub więcej składowych (Objets 
góomótriąues differentiels purs de premiere classe, de deux ou plusieurs 
composantes dans 1’espace a une dimension).

Unirersite de Lublin.
Wiktor Jankowski, O pierwiastkach wielomianów zawierających do

wolne parametry (Sur les zeros des polynomes contenant des parametres 
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arbitraires. Annales Universitatis Mariae Curie-Skłodowska 5 (1951). 
p. 31—92.

Universite de V ar sonie.
Antoni Wakulicz, O sumie liczby skończonej liczb porządkowych1) 

(Sur la somme d’un nombre fini de nombres ordinaux). Fundamenta 
Mathematicae 36 (1949), p. 254—266.

x) Cette these a ete soutenue le 19 decembre 1949.
a) Cette these a ete soutenue le 15 juin 1950.
3) Voir ces Annales 23 (1950), p. 299—300.

Hanna Szmuszkowicz, O funkcjach guasi-analityczny eh2) (Sur les 
fonctions quasi-analytiques).

IŚcole Polytechnigue de V ar sonie.
Jan Słowikowski, Własności pochodnych potencjału opóźnionego war

stwy pojedynczej (Sur les proprietes des deriyees du potentiel retarde 
d’une couche simple).

Włodzimierz Krysicki, Twierdzenie graniczne o wyrazach wyższego rzędu 
w zagadnieniu Bayesa (Un thóoreme concernant les limites des termes 
d’ordre supśrieur dans le probleme de Bayes). Un resume de ce travail 
a paru dans les Comptes-Eendus du 7-eme Congres des mathematiciens 
polonais et du 3-eme Congres des mathematiciens tchecoslovaques a Pra
gue, p. 188—291.

Uninersite de Wrocław.
Julian Perkal, O oznaczaniu objętości pni drzewnych (Sur la dćter- 

mination du volume des trones d’arbres), Prace Wrocławskiego Towa- 
zysbwa Naukowego, seria B, Nr 31, p. 80.

Le II Concours Olympiąue Mathematiąue

L’organisation de ce second Concours śtait en tous points semblable 
a celle du premier3). Le Comite du Concours se composait de 
MM. Stefan Straszewicz, president du Comite, Kazimierz Zarankie
wicz, directeur du Concours, Edward Otto, Olga Turska, Antoni 
Marian Eusiecki, Jan Gosiewski, reprósentants du Ministere de 
1’Instruction Publique et Antoni Kosiński, representant le Z. M. P. 
(Association de la Jeunesse Polonaise). Les Comites Regionaux se sont 
constitues:

a Gracovie sous la prósidence de S. Gołąb,
a Lublin M. Biernacki,
a Łódź ?? Z. Charzyński,
a Poznań V A. Alexiewicz,
a Varsovie r n W. Sierpiński,
a Wrocław J. Słupecki.
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Sur 1234 eleves de lycóes participant au II-eme concours, 256 furent 
admis a la II-eme phase de ce Concours et 68 a la III-eme (derniere), 
23 concurrents obtinrent des prix, 13 autres des mentions honorables. 
Les gagnants ainsi que quelques-uns de leurs professeurs ont reęu 
en outre plusieurs autres prix, fondes par des Ministeres et d’autres 
Institutions.

II ne manqua pas de sensation a ce Concours. Le plus jeune concur- 
rent, un óleve de IX-eme au Lycóe de Sandomierz, A. Schinzel a pris 
la premiere place.

Le Gouvernement consentit a quelques modifications du róglement 
du Concours dont les plus importantes consistent en ce que les 
concurrents qui ont gagne des prix soient exempts des examens d’entree 
aux Ecoles Superieures (a l’exception de l’examen de dessin aux Facultós 
d’Architecture des Ecoles Polytechniques), et que leurs professeurs 
reęoivent des recompenses pócuniaires (cette mesure a pour but d’encoura- 
ger des professeurs a consacrer plus d’attention et de soins aux óleves 
qui participent au Concours).

51 professeurs, dont 21 de l’enseignement superieur, ont participó 
aux travaux lies au Concours Olympique.

Tous les buts du concours ont ótó atteints. En outre il a beaucoup 
contribue a la popularisation des matlieinatiqiies chez les jeunes gens. 
Parmi les etudiants en mathematiques inscrits a l’Universite de Varsovie 
cette annee se trouvent la plupart des vainqueurs du concours. De meme 
que Pan passe, les vainqueurs du I-er Concours contribuerent a. l’eló- 
vation de l’instruction en mathómatiques des etudiants de premiere 
annóe en aidant leurs collegues moins aeances.

Le III-eme Concours Olympique Mathematique commeucera en 
octobre 1951 et se terminera en juin 1952. Comme auparavant le Comitó 
du Concours publiera une brochure contenant les solutions de tous les 
problemes du II-eme Concours Olympique.

Les Mathómatieiens Polonais 
au I Congres des Mathómatieiens Hongrois

Du 27 aout au 2 septembre 1950 dóhbórait a Budapest le Pr Congres 
des Mathómatieiens Hongrois, joint a la cólóbration solennelle du 70-eme 
anniversaire de Fróderic Riesz et Leopold Fejór. A ce congres partici- 
perent a cótó de la dólógation polonaise celles de l’Union Sovietique, 
de la Chine, de la Tchecoslovaquie, Roumanie, Bułgarie, et de la Re- 
publique Democratique Allemande.

La dólegation polonaise se composait de MM. K. Borsuk, H. Gre- 
niewski, K. Kuratowski, E. Marczewski, S. Mazur, A. Mostowski,
W. Nowacki, W. Pogorzelski, W. Sierpiński, R. Sikorski, M. Stark,
S. Turski.
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A part des communications de section, les mathematiciens polonais 
eurent les conferences plćnieres suivantes:

K. Borsuk: Les transformations en spheres et la theorie de la decompo- 
sition des espaces euclidiens.

K. Kuratowski: Quelques problemes topologigues concernant le prolon- 
gement de fonctions.

E. Marczewski: Theoreme ergodiąue, generalisations et applieations.
Le congres a contribue a reserrer la collaboration entre les mathe- 

maticiens polonais et hongrois, ainsi ąue ceux des pays, dont les dćle- 
gations y ont pris part.

Mathematiciens Polonais a FEtranger

Au debut de juillet 1950, Wanda Szmielew est rentree d’un voyage 
scientifiąue aux Etats-Unis.

En avril 1951 K. Kuratowski et H. Greniewski ont fait un voyage 
scientifiąue en Tchćcoslovaąuie; K. Kuratowski a fait des conferences 
i Prague, Brno et Bratislava.

Mathematiciens etrangers en Pologne

Prof. Dr Vaclav Pleskot (Prague) a sejourne en Pologne du 28 mai 
au 14 juin. II a eu un cycle de conferences sur la nomographie a 1’Institut 
Math emati ąue de l’Etat a Varsovie, en outre a Cracovie, Wrocław et 
Gdańsk.

Dr Ladislav Rieger (Prague) a sejourne en ąualitś de boursier a Var- 
sovie et y a fait des etudes spóciales de juillet 1950 a fevrier 1951.

Prix et distinctions scientifigues

W. Sierpiński a ete elu membre correspondant de 1’Academie des 
Sciences de Berlin. Le Ministre de 1’Enseignement Superieur et des Re- 
cherches Scientifiąues lui a remis le diplóme d’academicien le 10 janvier
1951.

LłAcadtinie Polonaise des Sciences et des Lettres a Cracovie a accordó 
en juin 1951 son prix scientifiąue annuel du domaine des sciences mathe- 
matiąues et naturelles a K. Kuratowski pour l’ouvrage Topologie II.

M. Biernacki a obtenu le prix scientifiąue du II-eme degre de l’Etat 
pour l’annóe 1950.

Les prix scientifiąues annuels, fondśs par le Ministere de l’Instruction 
Publiąue, pour les meilleurs travaux mathómatiąues publies par les mem- 
bres de la Sociśtó au cours des deux annśes prścedentes ont ete accordśs 
pour la sixieme fois, le 20 avril 1951.

Les prix ont ćte ddcernós a MM. H. Steinhaus (prix Mazurkiewicz) 
pour 1° Sur les fonctions independantes (VII) ( Un essaim de points a Yinteriewr 
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d\m cube), Studia Mathematica 10 (1948), p. 1—20, 2° Sur les fonctions 
independantes (VIII) (Loi des grands nombres, suites aleatoires), Studia 
Mathematica 11 (1949), p. 133—144; W. Wrona (prix Zaremba) pour 
1° Conditions necessaires et suffisantes gui determinent les espaces ein- 
steiniens conformement euclidiens et de courbure constante, ces Annales 20 
(1948), p. 28—80, 2° On multinectors in a V„, Kon. Ned. Akad. Wetensch. 
Amsterdam 51 (1948), p. 1291—1301 et 52 (1948), p. 61—68; A. Bie
lecki pour: Sur certaines conditions necessaires et suffisantes pour Vuni- 
cite des solutions des systemes d^eguations differentielles ordinaires et des 
eguations au paratingent, Annales Universitatis Marie Curie-Skłodowska 2, 
section A, (1948), p. 49—106.

Livres et perio<Iiques parus

Dans le but d’honorer le Ier Congres de la Science Polonaise, la So- 
ciśtó Polonaise de Mathematiąue s’est engagóe a publier avant le 29. VI. 
1951 les livres et periodiąues suivants: Monografie Matematyczne vol. XI, 
W. Sierpiński, Zasady Algebry Wyższej, 2-eme edition; vol. XVII, 
S. Banach, Wstęp do teorii funkcji rzeczywistych-, vol. XXIII, W. Sier
piński, Algebre des Ensembles-, vol. XXIV, S. Banach, Mećhanics 
(traduction anglaise du livre „Mechanika", Monografie Matematyczne, 
vol. VIII et IX), Studia Mathematica 12, fasc. 1 (1951), CoTloguium Ma
thematicum 2, fasc. 2 (1951).

Cet engagement etait deja rempli le 26 juin 1951.
Annales de la Societe Polonaise de Mathematigue 23 (1950), Kra

ków, pages 307, contient 19 travaux de 18 auteurs et les Comptes 
Bendus de la Societe Polonaise de Mathematiąue du 1. X. 1949 au 
1. VII. 1950.

Dodatek do Rocznika P. T. M. 23 (Supplement aux Annales de la 
Societó Polonaise de Mathómatiąue 23), Kraków, 1950, pages 103, con
tient le travail: W. Ottenbreit, Metody obliczania średnic pozaskończo- 
nych i rozwartości zbiorów (Les methodes du calcul des diametres trans- 
finis et des ecarts des ensembles).

Annales Uninersitatis Mariae Curie-Skłodowska, section A, Sciences 
Mathematiąues, vol. IV, Lublin, 1950, pages IV + 135, contient 13 travaux 
de 9 auteurs.

Bulletin International de CAcademie Polonaise des Sciences et Lettres, 
Classe des Sciences Mathómatiąues et Naturelles, sórie A, Sciences Mathó- 
matiąues, 1950, Nr 1—10 A. Parmi 13 articles contenus dans ces numóros 
il y en a 1 concernant les mathematiąues (p. 1—9).

CoZZogwwTn Mathematicum 2, fasc. 1, Wrocław, 1949, pages 88, con
tient 14 travaux de 13 auteurs, 9 problemes, les Comptes Bendus de la 
Section de Wrocław de la Societe Polonaise de Mathómatiąue du 1. VII. 
1948 au 31. III. 1949 et chroniąue; Colloguium Mathematicum 2, fasc. 2, 
Wrocław, 1950, p. 89—172 contient 5 travaux de 9 auteurs, 26 problemes,
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les Comptes Rendus de la Section de Wrocław du 1. IV. 1949 au 31. XII. 
1950 et chroniąue.

Fundamenta Mathematicae 37, Warszawa, 1950, pages 287, contient 
28 travaux de 19 auteurs.

Matematyka, de IVe annśe, fasc. 1 et 2 (en polonais), P. Z. W. S. 
(Państwowe Zakłady Wydawnictw Szkolnych), Warszawa, 1951, chaąue 
fascicule compte 64 pages et contient des parties: scientifiąue, historiąue, 
didactiąue, une chroniąue, des analyses, une hibliographie ainsi qu’une 
collection de probleme s.

Studia Mathematica 11, Wrocław, 1950, pages 272, contient 15 tra- 
vaux de 12 auteurs; Studia Mathematica 12, fasc. 1, Wrocław, 1951, 
pages 144, contient 22 travaux de 11 auteurs.

Banach, S., W.s+p do teorii funkcji rzeczywistych (Introduction a la 
thśorie des fonctions rśelles), Monografie Matematyczne, vol. XVII, 
Warszawa-Wrocław 1951, pages IV + 224.

Banach, S., Mechanics, translated by E. J. Scott, Monografie Mate
matyczne, vol. XIV, Warszawa-Wrocław 1951, pages IV+ 546.

Borsuk, K., Geometria analityczna w n wymiarach (Gśomśtrie analy- 
tiąue dans 1’espace a n dimensions), Gours de la Facultś des Scien- 
ces, Monografie Matematyczne, vol. XII, Lund 1950, Czytelnik, pages 
IV+ 448.

Krysicki, W., et Włodarski, L., Analiza matematyczna w zadaniach 
(Problemes d’Analyse Mathśmatiąue), lóre partie, P. Z. W. S. (Państwowe 
Zakłady Wydawnictw Szkolnych), Warszawa 1950, pages 248.

Kuratowski, O., Topologie II, Espaces-compacts, espaces connexes, 
plan euclidien, Monografie Matematyczne, vol. XXI, Warszawa-Wrocław 
1950, pages VIII+ 444.

Otto, E., Geometria wykreślna (Gśomśtrie descriptive), Monografie 
Matematyczne, vol. XVI, Uppsala, 1951, Czytelnik, pages VI+ 272.

Pogorzelski, W., Rachunek operatorowy i przekształcenia Laplace^a 
(Calcul opśratoire et transformations de Laplace), P. Z. W. S., Warszawa 
1950, pages 151.

Rubinowicz, W., Wefctory i tensory (Vecteurs et tenseurs), manuel 
pour les śtudiants de physiąue, Monografie Matematyczne, vol. XXII, 
Warszawa-Wrocław 1950, pages IV+ 170.

Sierpiński, W., Zasady algebry wyższej (Principes d’Algebre Supś- 
rieure) avec une Notę de A. Mostowski, Zarys teorii Galois (Esąuisse 
de la thśorie de Galois), 2-eme śdition corrigśe, Monografie Matema
tyczne, vol. XI, Warszawa-Wrocław 1951 *).

Sierpiński, W., Algebre des ensembles, Monografie Matematyczne, 
vol. XXIII, Warszawa-Wrocław 1951, pages 205.

) On trouve une analyse de cet ouyrage dans ces Annales 20 (1947), p. 147—421.
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Sierpiński, W., Les ensembles projectifs et analytigues, Memoriał de s 
Sciences mathśmatiąues, faso. 112, Paris, 1950, pages 80.

Szerszeń, S., Nauka o rzutach (La science des projections), P. Z. W. S., 
Warszawa 1950, pages 296.

Analyses

Stefan Banach, Wstęp do teorii funkcji rzeczywistych (Introduction 
a la thśorie des fonctions reelles), Monografie Matematyczne, vol. XVII, 
Warszawa-Wrocław 1951, p. IV+ 222.

Cet ouvrage de l’un des plus grands mathematiciens polonais, mort en 1945, est 
un manuel qui relie 1’analyse elementaire a la theorie des fonctions reelles; 1’auteur 
s’y occupe surtout de la mesure de Jordan et de 1’integrale de Riemann ainsi que 
des fonctions et des courbes continues. La deuxieme partie de l’ouvrage, qui devait 
contenir en particulier la theorie de la mesure et de 1’integrale de Lebesgue (en meme 
temps que la theorie des integrales curyilignes et superficielles de Lebesgue et les the
oremes de Green et de Stokes relatifs a ces integrales), ne paraitra jamais, car le 
manuserit, depose avant la guerre a 1’imprimerie de 1’Unirersite de Cracovie, a ete 
detruit sur 1’ordre des „Kulturtrager" hitleriens. Ileureusement, la plupart de la pre
miere partie etait deja imprimee et les trarailleurs de l’imprimerie, qui ont reęu 1’ordre 
de detruire les epreuves, reussirent a les cacher en bravant le danger; c’est ainsi que 
sa publication a ete rendue possible. Les passages manąuants ont ete completes par 
des eleves et collegues de 1’auteur, a savoir MM. W. Orlicz et A. Alexiewicz.

Ce travail est bien plus complet, plus precis et contient beaucoup plus de details 
que les cours habituels d’analyse. Les theories construetives des nombres reels (appar
tenant au fond a l’arithmetique theorique) sont omises. L’auteur expose des le 
debut 13 axiomes sur les nombres reels (y compris le principe de Dedekind). II s’oe- 
cupe ensuite en introduisant les symboles correspondants, de 1’algebre des ensembles 
et des notions logiques fondamentales du calcul des propositions et des quantificateurs. 
Apres avoir expose les notions de fonction definie sur un ensemble d’elements quel- 
conques et de produit cartesien d’ensembles, 1’auteur passe a la theorie des nombres 
cardinaux, en particulier au theoreme de Bernstein sur la comparaison des puis
sances d’ensembles et au theoreme de Cantor sur la puissance de 1’ensemble de toutes 
les parties d’un ensemble donnę, en citant de nombreux exemples d’ensembles de puis
sances Ko, c et 2C. II donnę aussi quelques exemples d’ensembles ordonnes de types 
■>] et J, sans etablir leurs proprietes caraeteristiques. Par contrę, il demontre plusieurs 
theorómes sur les ensembles bien ordonnes, a savoir le theoreme sur la similitude des 
portions d’ensembles bien ordonnes, le theoreme de Zermelo et le principe de 1’induction 
transfinie. Cette etude de la theorie des ensembles constitue le I-er chapitre de l’ouvrage.

Chapitre II. Limite de suitę. Ce chapitre contient le theoreme de Cantor-Aseoli 
sur la suitę descendante de segments, la definition des bornes d’un ensemble de nombres 
reels avec la demonstration de leur existence, la dófinition de la limite et des limites 
superieure et inferieure, le critere de Cauchy de conrergence des suites et le theoreme 
sur la convergence des suites monotones. L’auteur s’oceupe en outre des theoremes 
relatifs aux operations sur les suites convergentes, sur les permutations et sur les suites 
partielles, et de la definition de la somme d’une serie. II traite en detail des limites 
superieure et inferieure en les definissant tout dlabord comme la plus grandę (la plus 
petite) des limites de suites partielles conrergentes; il demontre l’equivalence de cette 
definition de limites extrem.es a deux autres (dans l’une d’elles, il utilise quelques ine
galites et dans l’autre il effectue un double passage a la limite en considerant certaines 
suites convenables formees avec le maximum ou le minimum des termes de la suitę).

extrem.es
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Dans les demonstrations, il utilise le theoreme de B olzano-Wei'erstrass sur les points 
d’accuinulation d’une suitę. Le chapitre s’acheve par le theoreme sur la conservation 
du signe d’inegalite apres le passage a la limite superieure ou inferieure et par une etude 
des relations qui ont lieu entre ces limites et les operations elementaires effectuees sur 
les suites.

Chapitre III. Les ensemblee ponetuels. Apres avoir defini les points d’accumulation 
et les ensembles fermes sur une droite et demontre le theoreme de Weierstrass sur 
l’existence d’un point d’accumulation de 1’ensemble borne. 1’auteur s’occupe de quel- 
ques definitions et theoremes que Fon ne trouve generalement pas dans les cours d’ana- 
lyse (ensembles isoles, ensemble derive, ensembles frontieres et ensembles parfaits). 
II expose deux definitions de 1’ensemble ouvert et demontre leur equivalence. Parmi 
les exemples, on trouve 1’ensemble ternaire parfait et non-dense de Cantor. II definit 
ensuite les ensembles denses en soi ou denses sur un autre ensemble et les ensembles 
non denses et il etablit les theoremes fondamentaux relatifs aux ensembles lineaires 
connexes; il introduit la notion de continu et celle des ensembles de IOre et IISlne cate- 
gories et il etablit quelques theorbmes sur les ensembles separables. II expose deux 
„theoremes de couverture“ a savoir aussi bien le theortme de Heine-Borel que celui, 
generalement omis dans les cours d’analyse, de Lindelóf. La theorie des ensembles 
lineaires s’acheve par un expose des notions de diametre des ensembles et de distance 
entre eux ainsi que de quelques theoremes qui s’y rattachent (par exemple du theoróme 
sur la distance des ensembles fermes, bornes et disjoints).

L’auteur considere ensuite des ensembles ponetuels dans 1’espace euclidien a m 
dimensions en basant la metrique sur les inegalites de Ilólder et de Schwarz. Apres 
avoir defini quelques notions geometriques (segment, cube *), rśseau) et celle de limite 
d’une suitę de points, il etend les theoremes deCauchy, deCantor-Ascoli, deBolzano- 
Weierstrass, de Heine-Borel et d’autres, deja etablis dans le cas des ensembles 
lineaires, au cas de 1’espace a wi. dimensions et demontre que tout ensemble ouvert est 
la somme d’une suitę de cubes fermes ou de spheres ouvertes. On trouve a cet endroit 
beaucoup de theoremes sur la- connexion et sur les constituants d’un ensemble (dans 
le cas des ensembles lineaires les theoremes analogues etaient bien moins nombreux) 
et le theoreme sur le „«.— enchainement“ d’un continu. L’auteur introduit les notions 
d’ensemble convexe, de simplexe et de polyedre en exposant quelques theoremes qui 
s’y rattachent. II etablit aussi le theoreme de Cantor sur le suitę descendante 
d’ensembles fermes, celui de Cantor-Bendixson et quelques autres theoremes ele
mentaires sur les points de condensation. Les considerations sur la Structure des en

sembles fermes, des ensembles Fa et des ensembles Gr; (avec des exemples de Fa qui 
ne sont pas G$) achevent ce chapitre.

Chapitre IV. Fonctions dans E'n. L’auteur definit la limite et la continuite selon 
Heine, demontre leur equivalence avec les definitions de Cauchy et expose les pro

prietes fondamentales des fonctions continues et des fonctions qui representent E'" dans 
1’espace euclidien E" a n dimensions (en particulier, le thćoreme d’apres lequel une 
image continue d’un ensemble connexe est aussi un ensemble connexe). Ensuite il expose 
les theoremes sur le prolongement des fonctions continues, a savoir a) d’une fonction 

continue sur un ensemble quelconque a un G$ conyenable, b) d’une fonction unifor- 
mement continue sur un ensemble quelconque a sa fermeture avec conservation du 
module de continuite, c) d’une fonction continue sur un ensemble ferme et borne a 1’es
pace entier, d) le meme prolongement avec conservation de la condition de Ilólder. 
II traite en detali la theorie des ensembles compacts de fonctions, tres utile dans 1’etude 
des equations differentielles et integrales et dans celle des fonctions analytiques, mais 
generalement omise dans les cours elementaires d’analyse. En particulier, il etablit le

*) Ce mot designe ici un parallelepipede rectangle.
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theoreme d’Arzela sur les ensembles des fonctions uniformement et egalement conti

nues. 11 s’occupe aussi des theoremes relatifs a l’approximation uniforme des fonctions 
continues par des polynómes, en particulier par des polynómes de Bernstein et il 
expose ensuite les theoremes fondamentaux sur les fonctions de Baire (il considere 
surtout des fonctions de ISle classe en etablissant le theoreme sur les points de con- 
tinuite d’une fonction de ICre classe et le theoreme sur une suitę uniformement conver- 
gente de fonctions de ISrc classe). La theorie des courbes est traitee a fond avec une 
grandę precision; 1’auteur donnę des conditions necessaires et suffisantes pour qu’un 
ensemble soit une eourbe (la notion ainsi precisee de eourbe conduit a des exemples 
qu’un debutant n’aurait jamais nomme „eourbe"). L’auteur ne se contente pas de citer 
l’exemple de la eourbe de Peano qui remplit un carre, mais etablit le theoreme de 
Sierpiński, dmpres lequel les courbes sont identiques avec les continus qui se lais- 
sent decomposer en un nombre fini de continus dont les diametres sont tous moindres 

que e, et cela quel que soit e > 0. 11 cite quelques consequences de ce theoreme relatives 
aux sommes d’un nombre fini ou meme denombrable de courbes. Le chapitre s’acheve 
par le theoreme: tout ensemble convexe, ferme et borne (donc en particulier tout sim- 
plexe ou polyedre) est une eourbe.

Cliapitre V. Integrale de Riemann. L’auteur eommence par exposer la theorie de 
1’integrale d’une fonction d’une et de plusieurs yariables d’une maniere qui ne differe 
pas de celle employee dans les cours d’analyse, mais en precisant davantage les demon- 
strations des lemmes utilises. II depasse le programme d’analyse en etablissant une 
condition necessaire et suffisante de 1’integrabilite (E) exprimee en termes de la theorie 
de la mesure de Lebesgue (1’auteur ne definit point cette mesure dans le cas generał, 
mais explique la notion de 1’ensemble de la mesure de Lebesgue nulle). II prouve le 
theoreme de Fubini en supposant que 1’une des deux integrales successives est une 
integrale superieure ou inferieure. Afin de preparer la theorie de 1’integrale (E) sur un 
ensemble mesurable au sens de Jordan, d’ailleurs quelconque, 1’auteur s’occupe de 
la theorie de la mesure de Jordan, U etablit les proprietes des mesures interieure et 
exterieure et la mesurabilite de la somme, de la difference, du produit et du comple- 
ment des ensembles mesurables. II etablit aussi l’additivite de la mesure des ensembles 
disjoints (ou dont les interieurs sont disjoints) et les theoremes sur la mesure de quel- 
ques ensembles ayant des rapports avec 1’ensemble donnę (son interieur, sa fermeture, 
son ensemble derive et sa frontiere). II ne mentionne pas l’invariance de la mesure par 
rapport au groupe^des transformations isometriques en se bornant a l’etablir dans le 
cas des translations seulement. Ensuite 1’auteur s’occupe de 1’integrale (E) sur les en
sembles arbitraires en etendant a ces integrales tous les theoremes etablis auparavant 
dans le cas des integrales sur les cubes (le theoreme sur l’additivite de 1’integrale par 
rapport aux ensembles et a la fonction sous le signe d’integration, les conditions d’inte- 
grabilite, le theoreme de Fubini dans des conditions peu restrictives et d’autres encore). 
Enfin 1’auteur demontre deux theoremes qui relient la theorie de la mesure a celle 
de 1’integrale: d’apres le premier, la mesure est 1’integrale de la fonction caracteristique, 
tandis que, d’apres le second, 1’intśgrale d’une fonction non negative est la mesure 

de 1’ensemble des ordonnees dans Le theoreme de Fubini est illustre par quel-
ques exemples elementaires relatifs au cas de l’espace a 2 ou a 3 dimensions, dans le 

dernier esemple cependant calcule le volume d’une sphere dans l’espace a n dimen
sions (le resultat de ce calcul contient une erreur d’impression qui n’est pas corrigee 

dans les errata).
A l’exception peut-etre de l’ouvrage de Haupt, Aumann et Pauc (Differential 

und Integralrechnung) il y a bien peu de bons livres du genre de celui-ci. Un etudiant 
ne trouvera les theoremes qui sont etudies ici ni dans les cours elementaires d’analyse, 
ni dans les ouvrages sur la theorie des fonctions du genre de la „Theorie de 1’integrale" 
de S. Saks, ou l’on s’occupe surtout de 1’integrale de Lebesgue; on ne trouve la plu- 
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part de ces theoremes qu’aux póriodiąues. Cette mcnographie, ródigee en polonais, 
rendra de grands services aus etudiants qui commencent a etudier la theorie des fonc
tions reelles ou qui veulent approfondir leurs connaissances d’analyse. On doit d’ail- 
leurs recominander la lecture de cette monographie a toute personne voulant etudier 
une branche quelconque de 1’analyse superieure.

Zygmunt Zahorski

Casimir Kuratowski, Topologie II. Espaces compacts, espaces con- 
nexes, plan euclidien, Monografie Matematyczne XXI, Warszawa-Wrocław 
1950, p. VIII+ 444.

Le vaste domaine des phónomenes topologiques est traitó dans deus directions. 
L’une d’elles, aliant des espaces tres speciaux (polytopes) a de espaces des plus en plus 
góneraux, est liee etroitement a 1’algebre et est ordinairement combinatoire, l’autre, 
progressant des ensembles de points, les plus generaux, vers des espaces a contenu geomó- 
trique de plus en plus riche, est liee avant tout a la theorie des ensembles. II existe 
plusieurs oeuvres comportant un cours systematique de la direction combinatoire, 
cependant, la litterature mondiale n’en possedait aucune jusqu’alors qui refleterait 
parfaitement la direction ensembliste; les oeuvres connues, traitant ce sujet, avaient 
toujours plus ou moins un caractere fragmentaire. Le second volume de l’ouvrage de 

Kurat owski, Topologie, ainsi que le premier,paru plus tót (Monografie Matematyczne III 
(1933) I‘,re ódition, et Monografie Matematyczne XX (1948) IL'1"® ódition), comblent 
cette lacune. Les resultats des topologues sur la direction ensembliste, parsemes dans 
beaucoup de’travaux, ont ete róunis dans l’oeuvre de Kuratowski en un systóme con- 

cis, imposant par la richesse du sujet et la clarte de la Structure.
Alors que le volume I comporte la theorie des espaces topologiques les plus generaux, 

le volume II est eonsaeró surtout a des types d’espaces mótriąues separables particu- 
lierement riches en interessantes propriótós de caractóre geometriąue.

Le numerotage des chapitres et des paragraphes est commun aux deux volumes. 
Ainsi, le volume II commence par le chapitre IV, eonsaeró aux espaces compacts, et 
comporte 4 paragraphes: le paragraphe 37 dans lequel sont donnees les proprietes gene- 
rales des espaces compacts (mótriąues), le paragraphe 38 contenant la theorie des espaces 

■des sous-ensembles fermes 2X ainsi que des espaces fonctionnels l'A, le paragraphe 39 
contenant la theorie des fonctions semi-continues, et finalement l^paragraphe 40 con- 
tenant des connaissances ulterieures de la theorie de la dimension, dont les debuts ont 
■ete deja traites dans le volume I. On y trouve entre autres les theoremes sur la decom

position d’un espace a n dimensions, la theorie des dits coefficients d'aplatissement de 
Urysohn, les theoremes classiques de Hurewicz sur les transformations continues 
ąui augmentent ou diminuent la dimension, le theoreme d’Alexandroff sur les 
transformations des polytopes formule par 1’Auteur d’une maniere tres elegante, et 
finalement le theoreme de Menger-Nobeling sur le plongement de 1’espaee metriąue 

sóparable de dimension n dans 1’espace euclidien a 2«+l dimensions.
Le chapitre V est eonsaeró a la theorie des espaces connexes. Apres avoir com- 

mente les proprietes de la notion de connexite et d’autres notions analogues au para
graphe 41, 1’Auteur passe, au paragraphe 42, a la theorie des continus. On y trouvera 
ógalement des caracterisations topologiques d’arcs simples et de courbes simples fermees 
(theoreme de R. L. Moore). Le paragraphe 43 contient la theorie des continus irróduc- 
tibles et indecomposables. Cette importante theorie, dont le developpement est du en 
grandę partie a 1’Auteur, a ete exposee d’une faęon accessible et illustree par d’interes- 
.sarits exemples pris en partie des travaux de Knaster.

La theorie des espaces localement connexes est traitee au chapitre VI. Le para
graphe 44 est eonsaeró aux proprietes generales des espaces mótriąues localement eon- 
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nexes. Le paragraphe 45 fixe les rapports entre la connexite locale et la connexite par 
arcs; il contient, en particulier, une demonstration courte et elegante du theoreme 
fondamental (Mazurkiewicz-Moore-Menger) sur la eonnexite par arcs des espaces 
complets, connexes et localement connexes, et du theoreme (M azurkiewicz-Hahn) 
sur la caracterisation des images continues de l’intervalle par la compactivite et la 
connexite locale. On trouve, au paragraphe 46, les principales notions de la theorie des 
courbes, basee sur la notion de 1’ordre d’un point, et illustree d’interessants exemples. 
Entre autres, ce paragraphe contient une caracterisation topologique des arcs simples et 
courbes simples fermees et les plus simples proprietes des dendrites. II y a egalement 
des informations sur certaines theoremes plus profonds de la theorie des courbes, mais 
dont les demonstrations ne sont pas contenues dans ce livre. Le paragraphe 47 con
tient un beau cours de la theorie de la dócomposition des continus localement connexes 
en elements connexes, etablie par Gr. T. Whyburn, W. L. Ayres et 1’Auteur.

En renforęant graduellement les hypotheses, l’Auteur passe aux espaces a,Struc
ture de plus en plus regidiere. Le chapitre VII a pour sujet les espaces dont la Struc
ture rappelle en grandę partie celle des polytopes, c’est-a-dire les espaces localement 
connexes en dimension n, les espaces localement contractiles et les retractes absolus 
de yoisinage. Au paragraphe 48 sont decrites la notion de restriction et ses rapports 
avec la theorie du prolongement des fonctions continues ainsi que d’autres notions 
fondamentales de la theorie des retractes avec leurs proprietes principales. L’auteur 
deyeloppe cette theorie en utilisant une notion introduite par lui-meme et dite rela
tion ?, grace a laąuelle il obtient une exposition claire, courte et generale. De plus, ce 

paragraphe contient la theorie des espaces connexes en dimension n, ainsi que loca
lement connexes en dimension n. Le paragraphe 49 renferme une partie elementarne 
de la theorie de la homotopie, en particulier, la theorie de contractilite, de la con- 
tractilite locale et des retractes par deformation. Sur les theoremes plus profonds du 
domaine de la homotopie, qui exigent des methodes combinatoires, l’Auteur ne donnę 
que des informations superficielles.

La direction combinatoire de la topologie se sert au dóbut de -notions algebriques, 
en particulier, de la notion du groupe. Dans la direction ensembliste le besoin de no
tions appartenant a la theorie des groupes parait beaucoup plus tard et sous une formę 
un peu differente. Le chapitre VIII est consacre a ces notions qui paraissent d’une 
faęon naturelle au fur et a mesure que l’on examine les proprietes de formę et de lieu 
des ensembles a l’aide des methodes ensemblistes.

Le paragraphe 50 contient des connaissances elementaires du domaine de la theorie 
des groupes abeliens (discrets et topologiques) et les proprietes du groupe (topologique) 

■des transformations continues Yx d’un espace arbitraire X en sous-ensembles du groupe 

topólogique Y. Les rapports entre la connexite de Tespace X et les proprietes du 
groupe Gx, ou G determine un groupe de nombres entiers, y sont fixes. Au paragraphe 51, 
on trouve l’exam&n des proprietes fondamentales des groupes S* et Px, ou P est un 
groupe de nombres complexes z 4 0 et $ un groupe de nombres complexes |«| = 1 (avec la 
multiplication comme operation du groupe), ainsi que de certains de leurs facteurs- 

groupes. Divers rapports entre les proprietes de ces groupes et celles de Tespace X y sont 
etablis. Le paragraphe 52 est consacre aux espaces unicoherents et a la dite con- 
tractilite relativement a >8. En particulier, la caracterisation des continus localement 
connexes et unicoherents y est donnee, a Taide des proprietes de leurs transformations 
continues .sur la circonfórence 8.

Le dernier chapitre (IX) comporte un cours systematiąue de la topologie du plan, 
fonde en grandę partie sur les methodes developpees au chapitre precedent. Le para
graphe 53 contient des faits elementaires du domaine de la topologie de Tespace eucli

dien a n dimensions, A", accessibles aux methodes ensemblistes, c’est-a-dirc la caracte
risation des coupures compactes de Tespace 2", a Taide de transformations conti 
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nues, en surfaee spheriąue an— 1 dimensions, les rapports entre la separation de 1’espace 
2" et la theorie des retractes, et le theoreme (Mazurkiewicz) sur la separation des 
regions situees dans 1’espace 2n par les ensembles de dimensions + «•—2. Au para- 
graphe 54, 1’Auteur, en utilisant la notion du dit espace de Janiszewski, examine les 

problemes ąualitatifs de la surfaee spheriąue S2 a deux dimensions. Une demonstration 
classiąue du theoreme de Jordan sur la separation par une courbe simple fermee et 
sur 1’accessibilite des points de celle-ci, ainsi ąue la demonstration du theoróme reci- 
proąue y sont donnees pour un espace de Janiszewski ne contenant aucun point de 
separation. En outre, ce paragraphe comporte la caracterisation topologiąue de la surfaee 

spheriąue S2 et d’importants theoremes sur Feąuiyalenee topologiąue d’une courbe 
simple fermee et situee sur S2 avec une circonference.

Le paragraphe 55 finał contient la theorie des problemes ąuantitatifs d’un plan, 
fondee sur une methode appartenent a la theorie des groupes et developpee au ehapi- 
tre VIII dont Eilenberg, pour la premiere fois, a fait systematiąuement usage dans 
ce but. Le remplacement dii groupe S', qu’employait Eilenberg,par le groupeP1' donna 
a 1’Auteur ąueląues simplifications et mit en evidence le caractere topologiąue de cer- 
tains theoremes sur la theorie des fonctions analytiąues (p. ex., le theoreme de Weier- 
strass sur la decomposition d’une fonction entićre en facteurs primaires ou hien le the- 
oreme de Kouche sur le nombre algebriąue de zeros d’une fonction holomorphe).

Finalement, il est a mentionner ąue la bibliographie du livre est ample, bien redigee 
et permet au łecteur de s’orienter aisement dans la litterature du sujet, jusqu’aux 
ouvrages les plus recents.

Apres avoir lu l’oeuvre de Kuratowski, le lecteur est bien informe des resultats 
obtenus dans le vaste domaine de la direction ensembliste de la topologie. Ce domaine 
n’est pourtant qu’une partie de la monumentale topologie aetuelle, mais une partie 
digne du reste.

Karol Borsuk

Edward Otto, Geometria Wykreślna (Geometrie Descriptive), Mono
grafie Matematyczne XVI, Warszawa-Wrocław 1950, p. VIII+272, (en 
polonais).

Ce livre a ete imprime en Suede comme don du Gouyernement suedois pour la 
reconstitution de la culture polonaise.

Dans l’avant-propos Fauteur remarque qu’en vue d’ameliorer le systeme d’etudes 
il a śte neeessaire de condenser les matióres, destinees aux eleves-ingenieurs, en un 
rnanuel reduit. Pourtant ce livre a ete ecrit dans 1’intention de servir aussi aux etudiants 
des unirersites.

Cet ouvrage, qui constitue une position trós precieuse dans notre litterature scienti- 
fique, se distingue par sa precision, au point de vue didactique par une bonne exposition 
des matieres, un style simple, une langue correcte. II contient les solutions de nombreux 
problemes de construction, un grand nombre d’exercices, et plus de 400 figures tres 
bien faites. L’execution typographique est tres soignee. Le tout fait une excellente 
impression.

Ce livre est divise en 7 chapitres: I. Projections cotees, II. Projections sur 2 plans, 
III. Courbes du second degre, IV. Surfaces du second degre, V. Intersections de surfaces, 
VI. Axonometrie, VII. Perspective.

Dans les chapitres I et II Fauteur s’occupe des methodes de representation des 
elements, de leur correspondance mutuelle, de parallelisme et de perpendicularite des 
droites et des plans, de rotations et de rabattements. II resout des problemes de construc
tion ou il s’agit, entre autres, de determiner les angles entre droites et plans, les projec
tions de polygones et połye,dres reguliers, les sections planes et intersections de pyramides 



CHRONIQUE ET PUBLICATIONS 209

et de prismes, les ombres (óclairage parallele) de polygones, polyódres, cónes et cylindres 
de róvolution, ainsi que les ombres mutuelles de ces corps. Dans le chapitre I on trouve 
des exemples d’applications techniqu.es: determiner un comble, un chemin de pente 
donnee avec dóblais et remblais, determiner sur une surface topographique les lignes de 
pente constante et les lignes de plus grandę pente. Dans le chapitre II, il considere les 
changements des plans de projeetion et le plan de projeetion latóral, ainsi que les con- 
structions effectuees sans avoir reeours aux traces des droites et des plans.

Dans le chapitre III, il insiste sur le róle fondamental que joue dans la Mathemati
ąue toute entićre, par suitę aussi dans la Góomótrie, la notion de fonction. Ayant intro- 

duit les ólćments a 1’infini, il considere les fonctions x= j(X) ąui font correspondre

1) a tout point A d’une serie de points [p], une droite x du faisceau [TK] passant 
par X,

2) a tout point X d’un systeme plan [a], une droite x de la gerbe [1K] passaut par X, 
ainsi que les fonctions inverses X — f—i («:), faisant correspondre dans les cas a) et b) 
a toute droite x, un point X. L’auteur donnę a ces fonctions le nom de transformations 
homologiąues ou homologies.

a) Si, pour un nombre fini de sóries [px], [p3],... et de fąisceaux [W2], [I74],..., la 
fonction /, dótermine une homologie entre [pj et [TF2], la fonction /2 est une hoinologie 
entre [1D2] et [p3], et la fonction /3 une homologie entre [p3] et [IFJ, etc..

b) Si, d’autre part, pour un nombre fini de systemes plans [aj, [«3],... et de gerbes 
[T7J, [T7J,..., la fonction /x dótermine une homologie entre [aj et [IFJ, la fonction 
/2 est une homologie entre [ITJ et [aj, etc., l’auteur appelle une transformation, composóe 
d’un nombre fini de telles transformations homologiąues, dans le cas a) — transformation 
homographiąue ou projectivitó, dans le cas b) — collinóation.

Une transformation projective de 2 systemes plans [aj et [aj, dans laąuelle les 
points correspondants sont situes sur des droites passant par un point fixe W, est dite 
eollineation centrale. L’auteur etudie les proprietes de ces transformations, en considerant 
aussi les cas particuliers de collineations: affinitó centrale, transformations affines, 
similitude et congruence. Aprós avoir examinó les proprietós des series et des faisceaux 
projectifs (rapport de division, rapport anharmoniąue, theoremes de Pappus, de Staudt, 
problóme de l’univocite des transfomations projectives), il aborde les propriśtós genórales 

des coniąues. II definit une coniąue comme ensemble de tous les points X communs aux 
droites et x2, ąui correspondent l’une a 1’autre dans la transformation projective 
x2 — f(x1), parmi les droites de 2 faisceaux [IFX] et [TFJ, situóes dans un plan. L’auteur 
considere les collineations des coniąues, leur classification, les móthodes servant a les 
determiner, il etudie les propriśtós de la polaire d’un point par rapport a une coniąue, 
celles du centre, des diametres conjugues et des axes de la coniąue, et resout des proble
mes de construction relatifs aux coniąues. II dótermine les sections planes de cónes et 
de cylindres, le developpement du cylindre, et etudie les proprietes mótriąues des coni
ąues (foyers, directrice, rayon de courbure).

Dans le chapitre IV, il definit la collinóation centrale de 1’espace projectif en lui- 

meme, dont le centre est W, le plan de collinóation r (ne eontenant pas W) et la cote 
de collinóation c±0, comme transformation, faisant correspondre au point X', le point X" 
sur la droite WX' qui satisfait a la condition (WXX'X")=c, X dósignant le point d’inter- 
section de la droite WX' et du plan i. On appelle transformation projective toute 
transformation composóe d’un nombre fini de collineations centrales.

L’auteur appelle surface du second degre ou ąuadriąue tout ensemble de points qu’un 
plan coupe suivant une coniąue (degónóróe ou non). II ótudie les propriótes du plan 
polaire d’un point par rapport a une ąuadriąue, du cóne circonscrit a la ąuadriąue, 
des droites conjugóes par rapport a celle-ci, du plan diametral, du diarnetre, des axes 
et du centre de la ąuadriąue. Tl considere les transformations de la ąuadriąue en elle- 
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meme, d’une ąuadriąue non singuliere en ąuadriąue de rćvolution, la classification des 
ąuadriąues, et les sections planes des ąuadriąues.

Le chapitre V s’occupe des modes de góneration et des propriótós des surfaees de 
róvolution (point rógulier, droite tangente, points elliptiąues, paraboliąues et hyperboli- 
ąues, contour de la surface et contour projete de celle-ci, contour de 1’ombre propre, 
section piane). On y trouve de nombreux exemples d’intersections de surfaees (cónes, 
cylindres, sphóre, tore), 1’auteur y traite aussi les cas ou la courbe d’intersection se com
pose de 2 coniąues: insersections circulaires du cylindre elliptiąue et du cóne, voute en 
are de cloitre et voute d’arete, intersection de 2 cónes circonscrits a une meme sphere, 
ombres d’un cóne et d’une sphere creux.

Dans le chapitre VI 1’auteur expose la demonstration du theoreme de Pohlke 
(thóoreme fondamental de l’axonomótrie obliąue) et la construction de la projection 
axonometrique (c’est-a-dire projection parallele sur le plan de projection choisi) d’un 
corps donnó determine par 3 projections orthogonales. Pour l’axonometrie orthogonale, 
il ótudie les relations entre les rapports de rćduction axonometrique pour 3 axes d’un 
systeme orthogonal, il indiąue les constructions, au moyen desquelles on determine les 
angles que font les axes avec le plan de projection ou les projections des 3 coordonnóes 
d’un point arbitraire.

Le chapitre VII traite de la reprósentation des points, droites et plans par la móthode 
des projections centrales (perspective). L’auteur y ótudie les rabattements des plans, la 
reprósentation des óleinents orthogonaus, la construction des points de division, la 
construction des perspectives des polygones, polyedres, coniąues et des ombres de ces 

corps.
L’auteur fait aussi mention des anaglyphes, dessins reprósentant dans un plan n deux 

perspectives diffórentes L'/ et Fp de la meme figurę F, avec 2 centres de projection dif- 
fórents, Si et Sp. Si la droite SiSp est parallele au plan n, la distance des 2 centres S/et 
Sp egale a la distance des pupilles des yeux de l’observateur, et la projection Fi tracee 
en rouge, la projection Fp. en bleu, alors l’observateur, dont les pupilles seraient placóes 
respectiyement aux centres Si et Sp, regardant, n par des lunettes dont le verre gauche 
est bleu et le cerre droit rouge, aurait 1’impressiou de voir la figurę F.

L’auteur considere enfin un probleme important de photogrammótrie, consistant 
a dresser la carte d’un terrain plan a l’aide d’une photographie de celui-ci, dans le cas ou 
le cliche de 1’appareil n’ótait pas parallele au terrain au moment ou la photographie 
a óte prise.

.1. Plamitzer

Wojciech Rubinowicz, Wektory i tensory, podręcznik dla studentów 
fizyki (Vectors and tensors, a Text-Book for Student® of Physics), Mono
grafie Matematyczne t. XXII, Warszawa-Wrocław 1950, p. 170.

Professor Rubinowicz has been very suceessful in producing a text-book on Vectór 
Analysis for first and second year students of physics at our universities and institutes 
of technology. At any ratę, the first half of his book may be so ąualified, as the second 

one contains some morę advanced topics, e. g., a brief but, considęring its length, unex- 
pectedly comprehensiye account of spherical harmonics, and an introduction to the 
theory of Green’s functions.

After an opening section containing a very well written survey of the differerit 
aspects under which yectors appear in physics, the algebra of yectors is developed on 

some thirty pages. There follow two sections on „tensors", though by tensor Professor 
Rubinowicz understands in his book only tensors of ranie two. Here it may alsg be 
mentioned that, due to its elementary character, the whole book deals exclusively, 
with three- (and two-) dimensional objeets. Two sections treating of tlie changes of 
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coordinate system and the.eoncepts of yectors and tensors from tlie point of view of 
such changes close tlie first part of the first chapter on Vector and Tensor Algebra. 
Differentiation and integration of yectors are deyeloped in a short second part of the 

first chapter.
The second chapter, which comprises far morę than a lialf of the book, is devoted 

to the theory of fields and gives the autor a better opportunity to display his didactic 
talent. After some introductory sections on gradients, diyergences, and curls, in con- 
nection with the Stokes, Gauss-Ostrogradski, and Green integral theorems, such subjects 
as single, double, and multiple point sources, the determination of a vector field from 
its sources and yortices, etc., are very intelligibly expounded in detail; some morę 
advanced subjects which are also included in this chapter have algready been mentioned.

The book contains a considerable number of problems (which together with their 
solutions comprise morę than a ąuarter of the wliole), but these are mainly designed 
to illustrate points of principle or to bring out new concepts rather than to give the 
student extensive practice in manipulation.

Gibbs’s notation, which seems to be ever inore and morę spreading over the whole 
world is used throughout the book, though — as it seems — unfortunately, not in its 
most conseąuent, original, Gibbs-Wilson form but in the Gibbs-Jaumann modifi

cation (scalar products without the dot, (a grad) b insteaed of (a V) b, etc.), which for 
a time was used in Germany but in recent years seems to yield, even in Germany, to 

the original Gibbs-Wilson notation (see, e. g., Lagally’s exhaustive treatise on Yector 
Caleulus published in Leipzig in 1928). Professor Rubinowicz himself admits that yectors 
are often denoted in print by Clarendon type; in the opinion of the reciewer the book 
would gain much in apperance by adhering to this custom rather than that of denoting 
yectors by ordinary type with a bar above, a method which may be considered nowadays 
as rather obsolete.

But these are only quite minor objections; it cannot be doubted that Professor 
Rubinowicz’s book fills up an important gap in the Polisch text-book literaturę, 
a gap which was badly felt for some decades past by prospectiye physicists and 
all those interested in pliysics as an auxiliary science.

Jan Weyssenhoff

Wacław Sierpiński, Algebre des Ensembles, Monografie Matema
tyczne, vol. XXIII, Warszawa-Wrocław 1951, p. 205.

Ce nouyeau livre de Wacław Sierpiński contient les parties de la theorie gćnórale 
des ensembles qui se rapportent aux fonctions, aux ensembles et aux familles d’ensemb- 
les, mais ou les notions de puissance et d’ordre n’interviennent pas. Ce livre contient 
beaucoup de sujets. On y a omis quelques demonstrations difficiles de resultats parti
culiers en les remplaęant par des renseignements bibliographiques, et les problemes 
fac.iles (souvent empruntes aux travaux originaux des auteurs) sont formules comme 
exercices. C’est pourquoi il peut se rendre utile aussi bien aux etudiants, qu’aux mathś- 
maticiens plus avances. Dans toutes les parties de 1’ouyrage on rencontre des rśsultats 
propres de 1’auteur, qui le plus souvent ont ete publies dans „Fundamenta Mathema- 
tic.ae".

Dans le chapitre Ier: Algebre des propositions (§§ 1—6, p. 1—34), 1’auteur s’occupe 
successiyement de l’equivalence des propositions, de 1’implication, de la somme et du 
produit logique, de la negation, des fonctions propositionnelles et des ąuantificateurs. 
L’expose n’est point axiomatique, il contient cepedant plusieurs systemes d’axiomes 
(ceux de Łukasiewicz, de Hilbert-Ackermann et quelques autres), pouryus 
de, commentaires.
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Dans le chapitre IIe: Ensembles, elements, sous-ensemples (§§ 7—13, p. 35—6D 
1’auteur traite 1’appartenance d’un element a 1’ensemble: peE, 1’egalite de deux 
ensembles, les ensembles composes d’un seul element, 1’ensemble vide, les ensembles 
d’ensembles (en particulier, l’axiome de 1’infini) et le plus petit (le plus grand) ensemble 
ayant une propriete donnee. Bien qu’ici encore l’expose ne soit pas axiomatique, le 
lecteur est mis au courant, a des endroits appropries, des axiomes de la theorie des 
ensembles d’apres Zermelo et Fraenkel. En citant d’interessants passages empruutes 
aux savants de tout temps, 1’auteur eclaircit plusieurs problemes fondamentaux qui 
ont suscite des doutes et discussions a diverses epoques.

Le cliapitre III1': Operations elementaires sur les ensembles (§§ 14—22, p. 62—111), 
concerne aussi bien les operations effectuees sur deux ensembles que celles relatives 
aux suites d’ensembles. On y parle de la somme, du produit, de la difference et de la 
formation du complementaire; on s’y occupe separement des sommes des ensembles 
disjoints. Un paragraplie est consacre au parallelisine entre 1’algebre des propositions 
et l’algebre des ensembles et une partie de ce paragraplie a l’algebre de Boole. On 
y parle du „systeme ordinaire de l’algebre de Boole“ selon Tarski, du „corps de Boole“ 
et du „corps generalise de Boole“ d’apres la terminologie d’un travail de Mostowski 
et finalement, du systeme d’axiomes de Byrne. (Au lecteur moins avance dans la 
theorie des ensembles, il serait peut-etre desirable d’expliquer les relations qui ont lieu 
entre ces diverses notions et d’adopter une notation uniforme). C’est a juste raison 
que 1’auteur traite en detali la difference symetrique dans un paragraphe special, et 
cela en liaison avec les notions algebriques de groupe et d’anneau. U serait probablement 
plus indique de completer ce paragraphe par une remarque sur le parallelisine entre 
la difference symetrique que 1’auteur designe par le symbole O et 1’operation logique 
dont il est question dans l’exercice de la page 18 et qui est designee par —. II me semble 
d’ailleurs que deux symboles differents sont ici superflus: 1’addition des ensembles et 
celle des propositions ne sont-elles pas designees dans ce livre par le meme symbole +? 
Dans les derniers paragraphes du chapitre III", 1’auteur s’occupe de la limite d’une 
suitę d’ensembles et du produit cartśsien de deux ensembles et il mentionne le paral- 
lelisme entre la projection et le petit ąuantificateur. Ce chapitre contient un grand 
nombre d’exercices grace auxquels le lecteur pourra se familiariser avec le calcul des 
ensembles; le § 16 contient 20 exercices parmi lesquels on en trouve, par exemple du 
genre suivant: quel est le nombre des ensembles que l’on peut obtenir a partir d’en- 
sembles donnes par itśration des operations elementaires donnćes?

Le chapitre IVe: Fonctions. Images d'ensembles. Relations, contient beaucoup de 
sujets. On s’y occupe de transformations d’ensembles, de produits cartesiens infinis, 
de relations (en particulier de relations reflexives, symetriques et transitives) du prin- 
cipe d’abstraction, de quelques fonctions d’ensemble (en particulier d’un theoteme 
de Banach generalise par Knaster et Tarski, et du theoreme de Cantor-Bernstein 
qui en est une consóąuence) et finalement, de la topologie considćree comme chapitre 
de la theorie generale des ensembles.

Dans le chapitre Ve: Familles cl'ensembles et operations sur ces familles, on etudie 
les corps et les anneaux d’ensembles, les operations s, d, p, a, <5, B et A, les classes 
abstraites de Borel, les theorómes sur la separabilite (en particulier des formes ab- 
straites de quelques theoremes sur la sśparation des ensembles boreliens et du theoreme 
de Souslin sur la separation des ensembles analytiques), le crible de Lusin et les 
operations de Hausdorf. La plupart du contenu de ce chapitre se rattache a la partie 
de la theorie des ensembles boreliens et analytiques qui se laisse concevoir abstraitement 
et sans 1’emploi des nombres transfinis.

En generał, 1’auteur s’occupe dans son livre avant tout des problemes de la theorie 

generale des ensembles et des familles d’ensembles qui correspondent a, la theorie dite 
deseriptiue des fonctions et non pas a leur theorie dite metrigue, c’est-a-dire a la theorie 
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$,e la mesure et de 1’intógrale. 11 me semble desirable de complóter ce livre dans une 
prochaine ódition par 1’introduction de ąueląues notions et propositions sur les familles 
d’ensembles, utiles dans la tlieorie de la mesure. On pourrait citer, dans cet ordre. d’idees, 

les classes monotones d’ensembles au sens de Halmos1) et avant tout les ensembles 
independants au sens de la theorie des ensembles. Plusieurs auteurs, par exemple Fichten- 
holz, Kantorovitcli, Tarski, Sikorski, Rónyi, se sont occupes de cette notion; 
elle se rattaclie aux problómes et aux notions du calcul des probabilites, de la theorie 
de la mesure, de 1’algebre et des metamathematiąues. Elle se rattache d’ailleurs aussi 
aux matieres traitóes dans ce livre, c’est ainsi par exemple que les nombres d’ensembles 
dont il s’agit dans les problemes citós auparavant (§ 16, problómes 4—9, p. 70—71) 
sont evidemment des nombres maximum, et sont atteints lorsąue les ensembles don- 
nes sont independants.

II me semble aussi ąue Fon pourrait developper davantage (vu surtout le titre de 

l’ouvrage) les relations avec 1’algóbre. Dans cet ordre d’idees 1'isomorphisme des famil
les d’ensemble et avant tout le theoreme deja classiąue de Stone sur 1’isomorphisme 
entre les corps de Boole et les corps d’ensembles meriteraient d’etre etudies (d’autant 
plus que Fon mentionne dans l’ouvrage les idóaux et les idóaux premiers).

On pourrait aussi ajouter ąueląues resultats propres de 1’auteur, par exemple son 

ótude de certaines operations qu’il a introduites, et qui sont effectuees sur les suites 
d’ensembles.

L’auteur eite au dóbut d’un chapitre de son livre le passage suivant d’une notę 
rócente de E. Borel „Creee seulement a la fin du XIXe siecle, la Theorie des Ensembles 
s’est rapidement dóveloppóe dans de nombreuses directions. Ses elements font desor- 
mais partie de la culture generale, au nieme titre que les ólóments de FAlgebre, de la 
Góomótrie, du Calcul diffórentiel". Assurement, c’est bien cette conviction qui a anime 
1’óminent auteur de cet ouvrage pendant qu’il l’ócrivait, comme d’ailleurs au cours de 
toute sa fóconde activitó scientifiąue ąui dure 45 ans dój A.

E. Marczewski

Wacław Sierpiński, Les ensembles projectifs et analytiąues, Mómo- 
rial des sciences mathematiąues, Fasc. 112, Paris 1950, p. 80.

La thóorie des ensembles analytiąues a ete creee il y a 35 ans. Elle a suscite autrefois 
beaucoup d’intóret pour diverses raisons, et aujourd’liuielle constitue une thóorie achevee 
dans un certain sens. Bien qu’aujourd’hui Fon ne rencontre ąue rarement des articles 
consacres a cette theorie (ainsi, par exemple, le dernier (37) volnme de „Fundamenta 
Mathematicae" n’en contient aucun), il y avait eependant une epoąue, ou beaucoup 
de mathómatieiens, surtout en U. R. S. S. et en Pologne, s’en occupaient activement. Ce 
sont surtout ąueląues problemes fondamentaux, jusqu’a prósent non resolus, ąui ont 
suscitó un vif intóret de ces derniers. Aujourd’hui, Fon rrespere plus rósoudre ces prob- 
lómes ąui sont devenus 1’objet de recherches metamathematiąues. II est fort heureus 
ąue la ródaction de la collection „Memoriał des sciences mathematiąues" a decide de 
publier un fascicule sur la theorie des ensembles projectifs et analytiąues et qu’elle 
a incitó a ócrire ce fascicule un savant ąui a contribuó activement a 1’ćdification et au 
dóveloppement de cette thóorie. En effet, Wacław Sierpiński a ecrit en~collabora- 
tion avec Nicolas Lusin plusieurs articles fondamentaux sur les ensembles analyti
ąues et est en outre 1’auteur de ąueląues dizaines de notes et d’articles sur les en
sembles projectifs et analytiąues.

x) P. R. Halmos, Measure Theory, New York 1950, § 6, en particulier p. 27, Theo
rem B.
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En lisant ce fascicule un mathómaticien non specialise, et meme un etudiant, com- 
prendra aisóment les origines et 1’essentiel de la tlióorie. L’auteur s’occupe surtout des 
ensembles analytiąues et projectifs dans Tespace euclidien. Les ensembles projectifs 
sont definis comme resultats de 1’iteration de la projection et de la formation des comple- 
mentaires a partir de la classe des ensembles ouyerts. Bien que l’ouvrage contienne 
une revue systematiąue d’un grand nombre de resultats, ce sont seulement les theo
remes a la fois simples et fondamentaus ąui sont esposes avec leurs demonstrations 
completes (par esemple le tlieoreme d’existence des ensembles d’une classe projective 
ąuelconąue). En utilisant la methode de Kuratowski et Tarski, 1’auteur explique 
le role de la notion d’ensemble projectif dans les mathómatiąues: tous les ensembles 
definissables sont projectifs et Fon peut óvaluer la classe projective de 1’ensemble a 1’aide 
de sa definition ecrite en symboles. L’auteur mentionne plusieurs problómes non resolus, 
par exemple celui de Texistence d’un complómentaire analytiąue de puissance Ni, ou 
bien celui de l’existence d’un ensemble non mesurable (L) qui est projection d’un com- 
plementaire analytiąue. L’auteur cite plusieurs fois les resultats (publies en gónóral 
sans dómonstrations) de Godeł sur la consistance dans certaines hypotheses, par exemple 
dans 1’hypothese de l’existence d’un complómentaire analytiąue lineaire et non denom- 
brable, dont aucune partie n’est parfaite.

L’ouvrage contient deux chapitres, dont le premier (p. 1—27) est consacre aux 
ensembles projectifs en gónóral et le second (p. 28—78) aux ensembles analytiąues, 
aux complementaires analytiąues et aux projections de ces complementaires. L’auteur 
fait des remarąues historiąues interessantes sur 1’origine et les premióres phases du 
dóyeloppement de la theorie des ensembles analytiąues. 11 rappelle que Souslin est 
parvenu a la notion d’ensemble analytiąue, ayant decouyert une faute chez Lebesgue; 
celui-ci avait affirmó, notamment, que la projection du produit d’une suitę infinie 
descendante d’ensembles plans etait toujours identiąue avec le produit de leurs pro
jections. L’auteur accentue aussi les grands merites de Lusin dans le dóyeloppement 
de la theorie des ensembles analytiąues et il cite tous les ouvrages importants qui con- 
tiennent cette theorie. Signalons d’ailleurs ąue, bientót aprós la publication du fascicule 
de M. Sierpiński, a paru un article interessant de W. J. Arsenin et A. A. Liapounoff 

intitule La theorie des ensembles A (Uspiechi matem, nauk, tome V, fasc. 5, 1950) con
tenant les demonstrations dótaillóes et embrassant moins de problómes. Les ensembles 
analytiąues sont definis dans l’ouvrage de M. Sierpiński comme noyaux de systómes 

determinants, comme projections des ensembles Gd et comme images continues de 
1’ensemble des nombres irrationnels. L’auteur etablit l’óquivalence de ces trois dófini- 
tions et il esąuisse une demonstration de son thóoreme, d’apres leąuel les ensembles 
analytiąues lineaires sont identiąues avec les ensembles des yaleurs des fonctions con
tinues d’un cóte dótermine (du cóte droit par exemple) et aussi avec les ensembles des 
yaleurs des fonctions semi-continues. II y a lieu de rappeler a cette occasion qu’en 
utilisant ce theoróme de M. Sierpiński, S. Kierst a obtenu le beau resultat suiyant: 
les ensembles analytiąues plans sont identiąues avee les ensembles des yaleurs asympto- 
tiąues finies des fonctions holomorphes dans un cercie 1).

On s’occupe ensuite de la dócomposition d’un ensemble analytiąue et de son compló- 
mentaire en Ni ensembles boreliens disjoints (constituantes); ce probleme se rattache 
a une ótude de la puissance et de la mesurabilite des ensembles de premieres classes 
projectives. Le theoreme de Souslin sur la separation des ensembles analytiąues dis
joints par des ensembles boróliens et le theoreme de Lusin, d’aprós leąuel les ensembles 
boreliens sont identiąues avec les noyaux de systómes d’unicite, sont cites sans demon
strations, mais on en deduit ąueląues corollaires simples: du theoróme de Souslin 
il rósulte immediatement ąue, si un ensemble est analytiąue en meme temps ąue son 

) Fundamenta Mathematicae 27 (1936), p. 226.
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complementaire, ces deux ensembles sont boróliens, tandis que le theoreme de Lusin 
entraine le fait ąue 1’image biunivoque et continue d’un ensemble borelien est aussi 
un ensemble borelien. II est curieux que cette proposition importante, bien qu’elle 
concerne des ensembles boreliens seulement, ne peut etre demontróe qu’a 1’aide de 
la thóorie des ensembles analytiąues.

L’auteur s’occupe dans un paragraphe intóressant de la classe projective des iinages 
geomótriąues de fonctions et il fait une etude assez dótaillóe du probleme de 1’unifor- 
misation des ensembles analytiąues et de leurs complementaires. Ensuite il expose la 
thóorie du crible de Luśin aves ąueląues gćnóralisations, en mentionnant la theorie 
des fonctions analytiąues des suites d’ensembles (Kantorowitch et Liwenson). 
Dans un des derniers paragraphes Fauteur s’occupe des opórations de Hausdorff et 

il explique leurs relations avec 1’opóration A.
L’ouvrage s’acheve par une revue de problemes qui, bien que relatifs aux ensembles 

et fonctions tres simples, conduisent cependant d’une faęon naturelle aux ensembles 
analytiąues non boróliens ou nieme aux ensembles de classes projectives superieures. 
A cette catógorie de problemes appartiennent en particulier: 1’ótude des proprietes de 
1’ensemble des distances entre les points d’un ensemble plan, le probleme (d’Urysohn) 
de 1’accessibilitś lineaire d’un ensemble plan, l’etude des proprietes de la limite d’une 
fonction de deux rariables ou Fon a effectue le passage a la limite avec une variable. 
L’auteur cite aussi des exemples simples de classes d’ensembles qui sont analytiąues 
et non boróliens dans 1’espaee des ensembles fermós. Grace a une grandę variete des 
rósultats cites et a une exposition intóressante de ceux-ci, l’ouv.rage de M. Sierpiński 
servira comme excellent guide dans la theorie des ensembles analytiąues et projectifs.

8. Jlartman et E. Marczewski
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Avls
A partir de 1’annee 1954 le journal »Annales de la Societe Polonaise de Mathe
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Le premier volume des Annales Polonici Mathematici. sera envoye aux Redactions 
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