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Avis
A partir de l’annee 1953 le journal »Annales de la Societe Polonaise 

de Mathematique« sera publie sous le nouveau titre >Annales Polonici 
Matliematici«. Le periodiąue »Annales Polonici Mathematici« constituera 
la continuation des »Annales de la Societe Polonaise de Mathematiąue* 
et va paraitre chaąue annee.

Le premier volume des ^Annales Polonici Mathematici« sera envoye 
aux Redactions des periodiques qui recevaient jusqu’ici les »Annales de la 
Societe Polonaise de Mathematique« en voie d’echange. Toutes ces Redac­
tions sont priees de continuer l’echange sous l’adresse

Annales Polonici Matbematici
Warszawa, Śniadeckich 8 (Pologne).
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SUR UNE FAMILLE DE FONCTIONS ANALYTIQUES 
EXTRŹMALES

Par F. Leja (Kraków)

1. Notations. Soit D un domaine plan borne, F la fron­
tiere de D et A(«) une fonction definie et continue sur F, 
admettant des yaleurs reelles positives. Supposons que F soit 
somme de r>0, continus disjoints ...,CV jouissant
des propriótós suiyantes:

1° Chaąue Ck (7c = est la frontiere commune de
deux domaines disjoints simplement connexes Fk et Ak, ou 
Dk est borne et Ak contient le point z=oa.

2° Chaąue domaine ferme Fk-\-Ck (jfc=l,2,...,r) est contenu 
dans Do et dans chaąue At pour i>0 et =f=fc.

, 3° Le domaine D est ógal au produit
_D =l)0 • zlj • A2 ■ ' Av.

Lorsąue v—0, posons D=D0.
11 suit de ces hypotheses ąue F = Co+ C1-F +Cv, 1’ordre 

de connexion de D est r-j-1, et Co est la frontiere exterieure 
de D. Dans chacun des domaines Dk (k=l,2,...,v) choisissons 
un point.fixe ak, et posons

p(z) = (z— atf^z— a2)a2 ...{z— av)Bv,

ou <tx, <r2,..., sont des nombres reels rationnels positifs satis­
faisant a la condition

cą+o'2+"-4*ov<l-
Pour v=0, posons par definition p(z)=l.
Soit n un nombre naturel fixó ąuelconąue, x un parametre 

reel, et £<") un systeme de w-f-1 points differents ąuelconąues 
£0,situes sur F
(1)
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 1



2 F. LEJA

Faisons correspondre a ce systeme les n+1 polynómes de 
Lagrange

n

(2) 0=o,i,...,%)r
A=0 1

(*+P
et les n+1 fonctions algśbriąues

(3) 0(^(^A,C<n))=Z(n(^C<n))[^]nA(C7)n2 (7 = 0,l,...,n);

de plus, designons par le produit de toutes les distances
mutuelles des points (1)

(4) v(c<«))= n 10—c*i,
0<j<A<n

et par 17(2, C<">) l’expression

(5) u(A,c(n))=v(c(h))
k=0

II est clair ąue 17(0,£<">) tend vers F(C(n>) lorsąue chacun des 
nombres o1,o2,...,ov tend vers 0.

Lesfonctions (3) dśpendent du parametre 2, du systeme £<"> et,, 
en outre, des fonctions p(z) et A(z). Elles se reduisent a des 
polynómes lorsąue r=0, et a des fonctions rationnelles lorsąue 
oO et tous les nombres na1,na2,...,nav sont entiers. Dans 
le cas generał, les fonctions (3) sont multiformes et possedent 
r4-l póles de ramification

Ui, U-2,..., Un, OO.

Les modules de ces fonctions sont toujours uniformes. Remar- 
ąuons encore ąue la somme

J|0<y)(M,C(n))|
;=o

est egale a aux points du systeme (1), donc la fonction

(i|0(Ą^,2,C(n))|)1M
7=o

constitue une approximation de la fonction frontiere A(z) aux 
points de F.
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2. Points extrćmaux et fonctions principales. Lorsąue les 
points (1) varient arbitrairemnet sur F, l’expression (5) varie 
et atteint un maximum dśpendant de 2. Dśsignons ce maxi- 
mum par Un(A,F), et soit

(6)

un systeme de n-±-l points de F, que nous designerons plus. 
brievement par 
(6') 
pour leąuel
(7) Un^,F} = U(X,®(n>) = max £<">).

5<")eF
Le systeme (6) satisfaisant a la condition (7) sera dit 

systeme de points extremaux du rang n de F correspondant a la 
naleur 2 du parametre1).

Je dis que les fonctions
(8) 0(y>(«,A,®(n))=La)(z,i»(n)) njL(®y)nX (7=0,1,...,%)

.satisfont, en chaąue point de F, a 1’inśgalite 

(9)

En effet, dans le cas contraire, il existerait un indice j 
et un point x'j situś sur F tels que l’on ait

|0>(/)(^2,®(n))|>A«x,

x) A chaąue valeur de n et A correspond au moins un systeme de points 
extremaux; s’il y en a plusieurs, on peut en choisir un ąuelconąue poui- 
le systeme (6).

et, par suitę,

(/7\XJ~ )|?(®/)|-nA(a?;)-"x > (fj\xJ—xk\)\p(xJ)\-nA(x])-nJl.
A=0 A=0
(*+7) <*+h

En multipliant les deux membres de cette inegalitó par l’ex- 
pression

n
V(x9,...,Xj_i,xi+i,...,xn) [] [|p(a?*)|-nA(a?A)-nX],

A=0 
<*=t=z>

1*
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on obtiendrait 1’inegalite
f7(2,C<n))> 17(2,.«<">),

ou. ^n') = {x0, ...,xj^i,x'j,xj+i,... ,xn}, ce qui est incompatible 
avec (7).

Parmi les fonctions (8) correspondant aux points extre- 
maux (6) nous allons distinguer une comme il suit: Designons 
par I(^(a>(n)) le produit

i(yWn))=t n {x]-xk^XJrnAx1rnZ,
k=0

(*+/)

et supposons que les indices des points x0,x1,...,xn soient choisis 
de maniere qu’on ait

|7(0)(a?(n))|<|I(y)(a/n))| pour j=l,2,...,n.

Alors, ótant identiquement 2)

on a, dans le plan entier,

(10) |0(o)(2,2,a?(n))|>|0y)(2:,2,.®(n))| •

La fonction
(11) ^°\z,A,xw) (n=l,2,...)

sera dite fonction principale du rang n. Elle est reguliere en 
dśhors des points <q,a2,et dśpend de la frontiere F, des 
fonctions A(z), p(z) et du parametre 2.

Formons la suitę
n

(12) (n=l,2,...).

Nous verrons que, si les nombres 0n sont convenablement 
choisis, cette suitę converge, quel que soit 2 dans le domaine D 
et dans chacun des domaines AO,D1,DZ,...,DV, vers une fonc­
tion analytique, reguliere dans ces domaines. La fonction 
limite jouit de plusieurs proprietes remarquables.

2) Lorsąue les fonctions sont multiformes, on doit
clioisir conyenablement łeurs determinations.

Z—Xj 
z—x0
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3. Propositions auxiliaires. Soit Vn=V„(F) la plus grandę 
des yaleurs du produit (4) lorsque les points

C(n)={Co,Ci,-,C4

yarient sur la frontiere du domaine D, et

(13) »7(n)={’7o,’7u — ,’7n}

un systeme de n+1 points de F pour lesquels

7„=F(^)) = max7(C<'1)).

D’autre part, soit An=An(F) le plus petit des n-f-1 produits

n\rlj Vk\ (? = 0>lv ,n)-k=0 J 
(*=ł=j)

On sait que3)
Les deux suites

et {zł”}

conyergent yers une meme limite d(F) dite diametre transfini 
(ou capacite) de 1’ensemble F

1 2
(14) lim d"= lim V*n+r>=d(F).

n-^-oo

Le diametre d(F) est positif'car F contient des continus. 
Bemarquons qu’en vertu du principe de maximum, tous les- 
points (13) sont situes sur la partie Co de F. On en conclut 
que d(_F)=d(C0).

Designons par Fn(z,X) la somme des modules des fonc­
tions (8) correspondant aux points extremaux (6)

(15) ^,A) = i|0y)(g,2,®(n))|.
j=o

Nous allons demontrer le

3) Ces Annales 18 (1945), p. 4-11.
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Thóoróme I. Pour toutes les raleurs de z^aL,ai,...,av et 
n _____

de la suitę {^„(2,2)} tend wers une limite
n

(16) lim VFn(z,l)=<P(z,V) (^cą,^,...,^). 
n->oo

Pa fonction limite d>{z,X) est partout positine et finie.
Dómonstration. Soit 0„(3,2) la borne infórieure du plus 

grand des modules |0(-/)(3,2,C(7l)) | (J=O,l,...,n) lorsąue,
z=^a1,a2, ...,av et 2 ótant fixós arbitrairement, les points du 
systeme C(n) varient sur F
(17) 0,,(3,2)= inf (max 10c/)(£,2,£(n)).

g(n)eF (/)

On demontre4) ąue les fonctions 0„(3,2) satisfont aux 
inógalitós
(18) 0^p4_v(3, 2)^0(B(3,2)-0V(3,2) (/z,i»=l,2, ...)•

Soient m et M les bornes infórieure et supórieure de la
fonction A(z) sur F, et m0, celles de |p(z)| sur F. Puisąue 
A(z) et |p(3)| sont positives et continues sur F, les bornes m 
et m0 sont positives. Je dis ąue, ąuels ąue soient z et 2>0,
l’on a 5)

(19)
1 mn mz ^|?0„(M)< R(z) MaAP

Irr ’
Mn

ou E(«) est la plus grandę des distances —£| lorsąue £ par- 
court F et An satisfait a la condition (14).

En effet, ąuel ąue soit £<"), il vient, d’apres la formule (3),

max 10U)(3,2, £<n))|>
(D

1
n+1

car max IZw(«,C(n))|>l/(n+l); donc, la premiere des inega- 
0)

litós (19) est vraie. D’autre part, lorsąue ?/n) est le systeme
(13),  on a |Z(^(3,?;(n))K2?(3)n/Jn; donc,

R(g)nr<0 711^1"
L |p(«)l J ’ 

ce qui entraine la seconde des inógalitós (19).
4) J. Górski, ces Annales 23 (1950), p. 26.
») L’inegalite (19) reste vraie, pour A<0, si Fon ecliange les quanti-

tós iA et MA.
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n______
II rósulte des inógalitós (18) ąue la suitę {|/0n(£,A)} tend 

yers une limite finie ou infinie en vertu du lemme connu sui- 
yant: Si les termes d’une suitę {an} sont positifs et satisfont 
aux inógalitós • av pour /z,v=l,2,..., alors la limite

n
lim|/an finie ou infinie existe. Posons

JZ->OO
n________

.(20) lim|/0„(«,A) = 0(z,A),
zi->oo

■et remarąuons ąu’on a, d’apres (19),

(21)

donc la limite &(z, A) est partout positive et finie.
Pour acheyer la demonstration du tlieoreme, il suffit de 

prouyer ąue les fonctions Fn(z,F) satisfont aux inógalitós

(22) 4>n(z, A) <F„(z, 2)< (n+1 )2&„(z, A).

La premiere de ces inógalitós est óvidente. Pour prouyer la 
seconde, faisons correspondre a z, A et e > 0 un systeme de n+1 
points ^»>={C0,C1,situós sur F, pour lesąuels on ait

(23) 0„(2!,A)>max|0%,A,C(n))l — e.
(;)

D’autre part, considerons les fonctions (8). Le produit 
^(z,ł,x^)-p(z)n est un polynome du degre n; donc, d’apres 
la formule d’interpolation de Lagrange, on a identiąuement

0W(«,A,a?(n)) ■ p(z)n = A,®(n)) -pCa)” • Lw(z,ZM).
A=0

Puisąue les points C0,C1?...,Cn sont situós surF et que,’d’apres (9), 

|0(y)(CA,A,®(n))|^A(CA)nX,
il suit

I^A^K^|L(*W(n)) •[^p(c/|,

ou, en d'autre termes,
|0(y)(2,A,«;(n))|^^|0(A)(2,A,C(n))|; 

*=o 
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donc, d’apres (23),

10(y)(®. A, ®(n)) | < (n+1) [<?>„(«, A) + e],

et, par suitę, 
j?n(2:,AX(%+l)2[0n(»,A) + e],

ce qui entraine la seconde des inegalites (22). Le theoreme 
est demontrś.

Remarąue. La fonction 0(z,A) satisfait sur F a 1’inegalitó

(24) 0(0,A)<A(z)*.

En effet, d’apres (9), on a

Fn(z, A)< (n+1) A(z)n*

lorsąue z est situe sur F, et cette inegalite entraine (24).

4. Ensembles Fj,. Nous aurons a nous appuyer sur les 
lemmes suivants: Soit C un continu ąuelconąue ne se redui- 
sant pas a un seul point.

Lemme 1. A tout point z0 de C, et d tout s>0 correspondent 
deux nombres ó>0 et N >0 tels gue toute suitę de polynómes 
{Pn(z}}, ou le degre de Pn(z) est ^n, satisfaisant sur C auoo 
inegalites

|Pn(%) | pOUr 11 = 1,2,...,

ou JH est une constante, nerifie, dans le cercie |«— «0|< <5, les 
inegalites

Pn(z)śiM(l + £}n pour n>N.

Soit {£<")}, ou 2 = 0,1,...,n et n=l,2,..., une suitę trian- 
gulaire de points situes sur C et tels que, pour chaąue n, les 
points du systeme £<">={£<">,£<">,...soient distincts. For­
mons, pour chaąue n = l,2,..., les polynómes de Lagrange

L(0)(2,C(n)), Z(1)(2,C(n)),..., E(n)(^,C(n)),

et dósignons par Uf (i?0,r,£<")), oii z0 est un point de C,r un 
nombre positif ąuelconąue, le plus grand de ceux des modules

0=0,1,...,71)
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pour lesąuels le point £<n> est contenu dans le cercie |z—£0|<r. 
Si tous les points sont exterieurs au cercie
|s—s0|^r, posons Jf(20,r,£<">)= 0.

Lemme 2. Lorsąue z0 est un point d'accumulation de la 
suitę triangulaire {Cjn)}, on a, guel gue soit r > 0,

n____________
lim sup71->OO

La dśmonstration du lemme 1 se trouve dans les Matli. 
Ann. 108 (1933), p. 520, et celle du lemme 2 dans les Annales 
de la Socióte Polonaise de Matliómatiąue 21 (1948), p. 80-89.

Les points extrśmaux (6) forment une suitę triangulaire 
dópendant de 2, pour n—1,2,... Designons par F^ l’en- 

semble de points d’accumulation de cette suitę. 11 est clair 
ąue les ensembles F^, correspondant a des diffdrentes valeurs 
de 2, sont contenus dans F.

Lemme 3. Fn tout point z0 de F^, on a Pegalite

(25) 0(go,2)=A(«o)A.

Ddmonstration. Supposons d’abord que 2^0. Comme 
la fonction A(z) est continue en z0, a tout e > 0 correspond 
un d > 0 tel que, sur la partie de F contenue dans le cercie 
K{|,-2o| <5}, on ait A(z) >A(z0)—e. Par suitę, lorsąue le 
point est contenu dans 1’ensembleF• K et A(»o)—e>0
les fonctions (8) satisfont, quel que soit z, a 1’inegalite

|0(y)(z,2,a(n))|^|L('\z,®(n))| P<Aj) 
p(z)

n[A(^0)-e]"\

En particulier, cette inegalite a lieu pour z=z0, et, comme p(z) 
est continu en z0, on peut supposer que le nombre S soit si 
petit qu’on ait \p(a)j)/p(z0)\ >1—e lorsąue a^F-K. Ilvientdonc

|0%o, 2,a(n))> |L°'^0,^(n)) | (1- £)Wo)- 

et, par suitę,

F„(z0,2)> l/(20, <?,«<">) • (1 - e)»[A(z0)_ eH, 
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ou HI(z0,d,x^) est le plus grand de ceux des modules

i(y)(20,®(n)) (j=0,l,...,n)

pour lesąuels le point Xj est contenu dans le cercie \z— «0|<d.
Puisąue z0 est un point d’accumulation de la suitę 

il suit de la derniere inćgalite, en vertu du lemme 2 et du 
theoreme I, ąue

0(zo,2)>(l-e)[A(so)-e]*

donc 0(«o,2)>J.(2:o)x. Mais, d’apres (24), comme

0(2o,A)^A(2o)2,
on voit que 1’egalite (25) est vraie. Pour A<0, la demonstra­
tion est analogue.

5. Fonctions extrćmales. Considerons les fonctions princi- 
pales

^°\z,A,xm) (n=l,2,...)

ou z est fixe arbitrairement, et soit F^-\- E(ak) 1’ensemble 
augmentś des points

TkćorSme II. La suitę

coweerge en tout point n? appartenant pas a V ensemble Ft,-\- .£(«*), 
et on a

n_____________
(26) lim l/|0(o)(0,2,a;(n))| =0(«,A).

zt->oo

La conrergence est uniforme dans chague domaine borne E dont 
la distance a FnĄ- E(ak) est positiwe, et la fonction log 0(s, 2) 
est harmonigue en dehors de F^-\- E(ak).

Dśmonstration. Dósignons par r la plus petite, et par B 
la plus grandę distance \z— £| lorsąue z parcourt E et £ par- 
court F^Ą- E(ak)-, remarąuons ąu’on a, dans E, pour tous les n 
suffisamment grands,

|-^P’„(S,A)^|0(O^,A,®(n))|^P„(2,2) (n>JV).(27)
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La premiere de ces inegalitćs rósulte de (10); la seconde est 
óvidente. Donc, en vertu du tłiśoreme I, la limite (26) existe 
dans E, et, par suitę, en chaque point n’appartenant pas

D’autre part, lorsąue 2^0, les inegalitós (19), (22) et (27) 
donnent dans E ®)

n_______
ou c„=l/|/(n+l)2; donc la suitę

n
log k(£>(0)(z,2,a;(''))| (n=l,2,...)

est uniformement bornee dans E, et comme ses termes sont 
harmoniqu.es, la convergence (26) est uniforme dans E, c.ą.f.d.

Dósignons par G l’un des domaines 7)

(29) D, (ux), D2 (<j2),..., Dv (a„),zl0,

et soit a un point fixe quelconque de G. Les zćros et les póles 
de 0(o)(2:,2,®(n)) sont situśs en dehors de G-, donc, la fonction 
n

(£,2,o/n)), est reguliere et differente de zero dans G. For- 
mons les fonctions

n
(30) <?„(Z,2) = e/enk0(o)(^,2,i^) (n=l,2,...),

ou le nombre 0„ et la determination du radical sont choisis 
de manierę qu’on ait ę>„(a,2)>0. Dans chaąue domaine sim- 
plement connexe contenu dans G et contenant a, ces fonctions 
restent uniformes.

Thćorćme III. La suitę (30) converge dans chague domaine 
simplement connexe G' contenu dans G et contenant a. La fonction

(31) lim<pn(z,2) = ę>(2!,;i)
n->oo

•) Pour A<0, on doit ćchanger, dans (28), les ąuantites ml et M*.
T) Db — (ak) designe le domaine Dk sans le point ak.

harmoniqu.es
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est reguliere dans G', prolongeable analytiguement a tout point 
de G, et on a identiąuement

(32) |9?(z,A)| = <Z>(z,A)
en dehors de F.

Demonstration. D’apres le theoreme prścedent, la suitę 
des modules

WM)| (n=l,2,...)

converge dans G vers <P(z,F), la convergence etant uniforme 
dans le yoisinage de chaąue point de G. D’autre part, on a

hn(a,A)| =</>„(«, A)

donc la limite (31) existe au point z = a, et ę>(a,A) = 0(a, A) > 0. 
On en conclut qu’elle existe et est reguliere dans G'. La fonc­
tion <p(z, A) est prolongeable a chaąue point z0 de G car le do­
maine G’ peut toujours etre choisi de maniere que z0 soit con- 
tenu dans G'.

Keniarąue. Si la frontiere de G possede des points n’appar- 
tenant pas a 1’ensemble Fz, il suit, du theoreme II, que la 
fonction A) est prolongeable en dehors de G jusqu’a chaąue 
point ąu’on peut róunir avec le point a par une eourbe ne 
rencontrant pas Fz-

La formule (31) definit dans chacun des domaines (29) une 
familie des fonctions anyltiąues <p(z, A) —- uniformes ou rnulti- 
formes—dependant du parametre A et des fonctions A(z) et p(z). 
Nous les appellerons fonctions extremales associóes a F,A(z) 
et p(z) 8).

Les modules de ces fonctions sont uniformes car

|^(^, A)| = <^(«, A).

Bemarąuons ąue <pn{z,A) est egal au produit

8) Deux fonctions <p(z,F), correspondent a deux differents domaines (29),
ne sont pas, en gśneral, des branches d’une seule fonction analytiąue.
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et que le facteur |/_L<0)(iZ,x(n)) est uniforme et diffórent de zero 
dans chacun des domaines (29), le premier exceptó. Puisąue 

p(z) = (z—a1)°i (z—a2)ai ...(z—a)°v,

la fonction [ę>n(«, A)]1/"* est uniforme dans le domaine Dt et pos­
sede un póle simple au point pour lc=l,2,...,v. II en
resulte ąue:

Dans le domaine Dk (fc=.l,2,...,v), la fonction

est uniforme, ąuel ąue soit A, et possede un pole simple au point 
z= ah.

De meme, dans le domaine d0, la fonction

ou u= <?!-(- ct24~ ...4- <t„, est uniforme et possede un póle simple 
a 1’infini.

6. Continuitó des fonctions d>(z,F). Nous allons maintenant 
dómontrer le

Tlieorfeme IV. Quel ąue soit A, la fonction definie
par la formule (16), est eontinue dans le plan entier, les points 
a1,a2,...,av ewceptes, et tend vers Vinfini positif lorsąue z tend 
vers Vun des points cą,a2, ...,av, oo.

Dómonstration. 1° II suffit de dómontrer la continuitó 
aux points de Fj,. Je dis d’abord qu’en tout point 0(«,A) est 
semi-continue inferieurement.

En effet, soient lc et n deux nombres naturels ąuelconąues. 
D’apres (18), on a <Z>An(£, A)^<Z>n(2, A)4, donc

kn_________ n______
|Az>*„(z,A)> |/<Pn(z,A),

et, par suitę,
Tl________
\d>n{z, A) pour ot=1,2,...

D’autre part, d’apres (22),

0n(M)>
donc

F„(Z,F) 
(% + l)2’
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ou cn=l/|/(»+l)2, et, par suitę, z0 ótant un point ąuelcon­
ąue, il suit

n_________ n_________ n__________
A) > c„ f/Fn(z0, A) + e„ [J/jF'"(«, A)— |<F^A)]-

n
Lorsąue n->oo, €„]/ Fn(z0,F)^-<I>(z0,F)-, il existe donc un nom­
bre N=N(s) tel ąue

n_______
Cif]/FA(z0,A) >0(«o,A) — e,

et, par suitę, on a, quel que soit z,
N N

F(z,F)>(D(z0 A)-s+cn^Fn(z A)-|/iy2o,A)].
N_________

Mais la fonction j/FA(z,A) est continue en z0; il existe donc um 
yoisinage |«— a?01 < <5 dans leąuel

N_________ N______________
A)— |/_F\v(£oM)] >— £>

et, par suitę,
(33) 0(2, A) >0(2O, A)—2e pour \z— £0|<<5.

2° II reste a prouver que 0(^,A) est semi-continue supe- 
rieurement en zoeFx- Supposons d’abord que A>0, et soit 
KJ];?—zJcSJ un cercie tel que les fonctions p(z) et A{z) 
satisfassent aus inegalites

(34) M|o21<|?,(2;)|<?)|^o)|(i + £) dans K±,
et

JL(£)x<JL(£0)x(1 + e) dans FKV
Par suitę, d’apres (9), on a dans F-Kr,

|00(3,A,®W)-p(£)n|< |p(«0)|n-A(2:0)nX-(l+e)2n (j=0,
Or, les expressions

0(/)(g,A,a;(n))-p(g)n 
|p(^o)ln^(^(J- + £)2n

(y = 0,

sont des polynómes du degrć n et leurs modules ne surpassent 
pas 1 sur un continu passant par z0 et appartenant a F-lfy 
donc, d’apres le lemme 1, il existe un cercie K2{\z— £0|<<52} 
et un nombre N tels que Fon ait, dans K2, pour j— 0,1, 
et n >N,

| <pU\z, A, • p(z)n\ < \p(z0)\n • ,4 (20)n* • (1 + e)3n.
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Par suitę, en vertu de (34), on a, dans K^K^, pour ;=0,l,...,»t 
et n >N,

d’ou l’on deduit 1’inegalitó

f P„(2, A) < j/^T+l -J.(£0m+ e)4 
qui donnę

0(«,A)<0(2O,A)(1 + e)4 pour zeK^E^

car J.(2O)X=0(2O, A) sur F^. II en rósulte que 0(2, A) est semi- 
continue supórieurement en z0. La dómonstration pour A<0 
est analogue; la continuitó de 0(2, A) est ainsi dómontróe.

Eemarquons maintenant que la fonction <p(z, A)1/ff* possóde 
un póle simple au point ak, et cp(z,A)1-0, u— ax-|-<r2+aVf 
un póle simple a 1’infini; donc, comme <ta>0, cr<l et 0(2,A)= 
=|<p(2,A)|, la fonction 0(2,A) jouit des propriótós demandóes.

7. Un cas particulier. Lorsque A=0, les fonctions Fn(«,A) 
ne dependent pas de la fonction frontióre J.(2); donc, la fonc­
tion 0(2,0) ne dópend que la de frontiere F et de p(z).

Dósignons par w = /j(2,Da) (jfc=l,2,..., v), la fonction effec- 
tuant la transformation conforme du domaine D* sur le cercie 
|w|<:l de maniere que les points z=ak et w=0 se correspon­
dent9). De meme, soit w = g(z,A0) la transformation conforme 
du domaine d0 sur le cercie |w|<l, dans laquelle les points 
z=oo et w=0 se correspondent.

Thóoróme V. Dans le domaine D, la fonction <p(z, 0) se 
reduit a une constante de module 1. Fn dehors de D, on a

(35) <p(z,0') = eieig(z,Dk)']-ak dans Dk (fc=l,2,..., i^),
(36) <p(z,0) = <?'%(2,zl0)]ff-1 dans zl0,
oii 0 est une constante rdelle et o =<t1+<72-)-...+ aP10).

Dómonstration. D’apres le n° 5, la fonction
(37) [<p(2,0)]_1/ff*

est analytique, uniforme dans le domaine Dk, et possede un 
zóro simple au point ak. D’autre part, d’apres le n° 6 et le

’) On sait que g(z, J)k) est determinee a un facteur eilf> pres.
10) Lorsąue v = 0, l’on doit poser a=0.
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lemme 3 u), le module de cette fonction tend uniformement 
vers 1 lorsąue z tend vers la frontiere Ck de D*. 11 en resulte 
que la fonction (37) est univalente dans Dk et represente ce 
domaine sur le cercie |w|<l de maniere ąue les points z—ak 
et w=0 se correspondent; 1’egalite (35) est donc demontree. 
La demonstration de 1’egalite (36) est analogue.

Dósignons par G(z,Dk} la fonction de Green du domaine Dk 
et de póle z=ak pour jfc=l,2, ...,r, et par (?(2,Z1O) celle du do­
maine d0 et de póle z=oo. II suit immediatement du theoreme 
precedent le suivant

Corollaire. La, fonction log 0(2,0) est identiąuement nulle 
dans le domaine D, et, en dehors de D, on a

(38) log 0(2,0) — akG(z,Dk) dans Dk (k=l,2,...,v),
(39) log 0(2,0)= (1— a)G(z,A0) dans d0.

Soient m et M les bornes infśrieure et superieure de la 
fonction A(z) sur F. Pour 2=4=0, les fonctions 4>(z, A) ne se 
róduisent pas, en góneral, a des constantes dans le domaine JJ, 
mais il est facile de prouver le

Thóoreme VI. Lorsąue Z > 0, on a, dans le plan entier,

(40) log 0(2,0) + Z logwi^ log 0(2, Z)< log 0(2,0) + Z log M, 

et, lorsąue Z<0, ces inegalites restent nraięs si Von echange les 
nombres m et M.

En effet, lorsąue Z>0, il suit de la formule (3) ąue 

|0(y)(2,O,C(n))|wnJl^|0('/)(2,Z,C("))K|0y)(2,O,C(n))|MnZ 
pour j= 0,1,...,n, d’ou Fon deduit

0n(«, O)»lnX<0n(2, Z)<0n(2, 0) • Jl"2,
et, par suitę,

0 (2,0)m2<(z, Z) < 0 (z, 0) M2;

les inśgalites (40) sont donc demontrees.
Les proprietes des fonctions extremales cp{z, Z), pour Z+0, 

seront ótudiees dans un autre travail.
n) U est facile de voir ąue Fk=F lorsąue ^ = 0.

Państwowy Instytut Matematyczny
Institut Mathńmatiąue de l’Źtat



INTEGRALES DE STIELTJES GENERALISEES
Par P. Levy (Paris)

1. Introduction. Je suis heureux de m’associer a l’hom- 
mage rendu dans ce volume au savant dont les travaux sur 
les fonctions independantes ont si heureuseument contribue 
a l’evolution grace a laąuelle le calcul des probabilitós est 
aujourd’hui un chapitre de 1’analyse qui ne cede a aucun autre 
au point de vue de la rigueur.

L’objet du present travail peut etre situe a la lisiere du 
calcul des probabilites. II s’agit d’une extension des intógrales 
de Stieltjes et de L. C. Young que je n’ai encore exposóe que 
dans de breves notes1), mais que j’avais, des 1939, appliquee 
a la courbe du mouvement brownien plan2). J’ai appele inte­
grales stochastigues les integrales que j’avais d’abord introduites. 
Mais en cherchant a genóraliser davantage, j’ai etc conduit 
a des dófinitions ou le calcul des probabilitśs ne joue plus 
aucun róle, et j’appellerai integrales generalisees les nouvelles 
integrales ainsi definies. Les prścedentes restant utiles pour 
certaines applications, je crois bien faire de les rappeler, et 
d’indiquer ensuite l’evolution de mes idees qui m’a conduit 
a de nouyelles dśfinitions.

1) Voir Ann. Univ. Lyon, s. 3, Sciences, sect. A, faso. 4 (1941), p. 67- 
74, ainsi qne C. K. Acad. Sciences 212 (1941), p. 1066-1068, et 229, 

p. 644-645.
2) Voir Amer. Jour. of Math. 62 (1940), p. 487-550. Voir aussi Processus 

stochastigues et mowement brownien (1948), p. 262-270, C. R. Acad. 
Sciences 230 (1950), p. 432-434 et errata, p. 689, et Oommunication au 
2-iime symposium de Berkeley (aout 1950; Univ. of California Press 1951, 
p. 171-187).

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV.

Je preciserai d’abord que mes integrales n’ont rien de 
commun avec les intśgrales de fonctions alóatoires considśrees 

2
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par E. Slutsky, ni avec celles de Pettis, K. ICarliunen 
et G. Kallianpur. Ces savants proposent des definitions 
applicables a des familles de fonctions, qui, meme a l’interieur 
d’une telle familie, peuvent n’avoir aucun sens pour des fonc­
tions isolees. Celles qui vont etre exposees peuvent s’appliquer 
a ces dernieres, et prolongent plutót les definitions dassigues 
de Stieltjes et de L. C. Young. Mais certaines familles de fonc­
tions alóatoires constituent sans doute leur champ d’applica- 
tion le plus intśressant.

2. Notations. L’intćgrale classiąue. Nous dirons indiffórem- 
ment le point x,y ou le point z. Nous designerons par C l’arc 
de courbe

(1) »=/(<), y=(jW

essentiellement suppose continu, par Ln la ligne polygonale 
ayant pour sommets les points /0 = 0.<i1<
<t2...</n=l), par L'h la ligne Ln obtenue en prenant n — 2h 
et tv=2~hv. L’integrale (ou aire)

i
(2) I=fydx=fg(t)df(t)

c o

est alors la limite (pour n—>oo, Max (Ą,—tv_t)->0) des sommes 
riemanniennes

n
(3) —l+3/o)(^V *^v) ($v —'/(L), 2/==£/v(G))

1

qui representent des aires limitees aux lignes Ln.
Donnons-nous une suitę {Tn} de nombres Tn e (0,1), partout 

dense dans (0,1). Nous designerons par S* la somme Sn ob­
tenue en prenant pour t^t^, ■■■dn-i les valęurs I’1,2’2,...,2’n_t 
rangees dans l’ordre des grandeurs croissantes. Le passage de 
S* a łS*+i impliąue 1’introduction d’un nouveau sommet Zn= 
= z(Tn), et la difference Un=S*+r—S* est l’aire d’un trian- 
gle Dn, comptee positivement ou negativement suivant l’orien- 
tation de ce triangle. De meme, la diffśrence TJ'h= S'h+1—S'h 
des aires limitśes a L'h+1 et L'h, represente la somme algóbriąue 
des aires de 2A triangles D'h>„.

La convergence de ZUn pour toutes les suites {Tn} pos- 
sibles est une c ndition nócessaire et suffisante pour l’existence 
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de 1’integrale au sens classiąue. Mais il faut remarquer que 
cette serie, et, en particulier, la sśrie XU'h peuvent n’etre pas 
absolument convergentes, meme si cette intógrale existe.

Exemple. Courbe analogue a celle de von Koch, intśrieure 
a un triangle isocele dónt les sommets sont les points »(0), 
«Q),0(1). Les points ziv,ziv+x, ziv+3, ziv+i de chaque ligneZ*(fe >1) 
sont en ligne droite, et

^4v-}-3z= "4~ 1 *^4v-ł-3 ^4v4-l. ’ (0 C(^<^1)’.

La donnee du triangle initial et celle des ah dśterminent cette 
courbe qui comprend celle de von Koch comme cas particu­
lier. En posant

<p(70=(l—a0)(l—(^...(l—a*_i), 
on a

^==(-l)MW.

La courbe C est un are de Jordan sans points doubles, et, 
si <p(h) tend vers zero, sa mesure superficielle est nulle. L’aire 
I est alors bien definie. Cela n’implique óvidemment pas la 
convergence de 27|17*| = |J7ó| ^(Zł). Ainsi, pour ę>(fe)=l/(7i-|-l), 
,c’est-a-dire ah=l/(h+ 2), la serie 27|Z7a| n’est pas coiiyergente.

3. Integrales stocliastiąues. Supposons maintenant que 
chaque Tn soit choisi au hasard dans (0,1), independamment 
des autres, avec repartition uniforme de la probabilite, Meme 
si, an sens classique, l’integrale I n’existe pas, il peut arriver 
qu’il y ait convergence presąue surę (almost surę: a. s.), ou 
en moyenne quadratique (m. q.), ou en probabilite (pr.) de la 
suitę {$„} vers une limite I. Nous dirons respectivement, dans 
ces trois cas, que I est une integrale stochastigue a. s., ou m. q., 
ou pr. D’autres modes de convergence peuvent etre aussi con- 
sideres (en moyenne d’ordre a, par exemple). Sauf s’il y a con- 
vergence au sens classique, tous impliquent l’idee d’une cer- 
taine compensation entre les triangles positifs et les triangles 
negatifs.

L’introduction des n’est utile que pour l’etude de la 
convergence a. s. Pour les autres modes de convergence, la 
correlation entre deux sommes consecutives n’intervient pas, 
et on peut ecrire $n au lieu de xS„.

2*
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4. Remarąue sur 1’intógrale a. s. Pour n infini, la suitę {&*} 
a une borne superieure S* et une infśrieure S*.

Theoreme. II existe deux nombres certains I et I tels gue

Pr{S = I, S=I}<=1.

En effet, ąuel ąue soit v, la connaissance de T„ ne peut avoir 
aucune influence sur les probabilites de S<s, et de $<$. 
D’ailleurs, les ensembles dófinis par ces inógalitós sont bore- 
liens, donc mesurables. Le thóoreme ónoncó est alors une con- 
sóąuence immódiate du thóoreme de Valternative zóro ou un 
de Kolmogoroff (d’apres leąuel, les probabilitós considerees 
ne peuvent etre egales ąu’a 0 ou 1).

Les nombres I et I ne sont soumis a aucune autre restric- 
tion ąue !</; nous le montrerons plus loin par des exemples. 
Si ces deux nombres sont egaux, leur valeur commune est 
1’intógrale a. s.

5. Application & la courbe du niouvement brownien plan. 
Pour cette courbe, on sait ąue /(t) et g(t} sont deux fonctions 
alóatoires additives, et ąu’a un acroissement positif At de t 
correspondent des accroissements Af(t)= Ę^At, Ag{t)=7]^At,

et g ótant deux variables normales reduites et independantes. 
L’aire de chacun des triangles D'htV est de la formę ± 2—(/1+2) TJ, 
TJ dópendant de la premiere loi de Laplace. 11 en rósulte ąue 
la somme des triangles positifs ne tend presąue surement pas 
vers zero pour h infini, donc qu’elle n’existe pas au sens clas­
siąue. Mais, grace a la compensation des triangles positifs et 
des triangles nógatifs,

<72{^}=2-(a+3),
et il y a conyergence m. ą. et conyergence a. s. de S'h vers 
une limite I.

On obtient aisóment des rósultats analogues pour les aires 
Sn liees a une suitę {Tn} ąuelconąue. Si les Tn sont choisis au 
hasard comme il a ótó dit au n° 3, il en rósulte ąue: pour pres­
ąue toutes les courbes C et presąue toutes les suites {Tn}, 
il y a conyergence de Sn vers une limite I. D’apres le theoreme 
de Fubini, ce rósultat, obtenu en supposant les Tn choisis



INTEGRALES DE STIELTJES GENERALISEES 21

d’abord et C ensuite, subsiste si Fon intervertit 1’ordre des 
choix. Donc:

pour presgue toutes les courbes C (c’est-a-dire sauf dans des 
cas de probabilitś totale nulle), Uintegrale stochastigue a.s. eańste.

Pour les demonstrations, et pour la loi dont dśpend l’aire 
obtenue, nous renyoyons a nos travaux antórieurs (cites a la 
notę 2)).

6. Suitę de la thćorie gćnćrale. Discussion. Premióre 
definition de l’intógrale gćnćralisće. Les conditions etant 
celles definies au n° 3, et le caractere alóatoire de Sn ne, 
provenant plus que des T„, posons
(4) Pn=^{^n}, S„=pn+r]n.

Pour qu’il y ait convergence m. q. de Sn vers une limite I 
il faut et il suffit que pn tende vers I, et que gn tende en moy- 
enne quadratique vers zero. Si la premiere condition n’est pas 
róalisśe, il y a des oscillations forcees de la suitę des S„; si la 
seconde ne Fest pas, il y a des oscillations stochastigues3).

Au lieu de (0,1), prenons pour intervalle d'integration un 
intervalle (t',f")-rśunion de deux intervalles (t',r) et (r,t"); 
on change infiniment peu Sn, si n est grand, en supposant 
que r est un des tv. Alors gn est la somme de deux termes in- 
depcndants rfn et relatifs aux deux intervalles partiels, et ne 
peut tendre vers zero que si g'n et g„ tendent vers zśro. Ce rś- 
sultat s’appliquant a ndmporte quelle division de (£',$") en 
intervalles partiels, 1’absence d’oscillations stochastiques est 
liee a une certaine propridtś locale, qui doit etre yćrifićc en 
cliaque point de Finteryalle d’intógration.

Une condition suffisante pour qu’il n’y ait pas d’oscilla- 
tions stochastiques est que, pour t>0, on ait
(5) /(/)|<92(r), |3(t+T)—sr(T)|<y(T), 
9?(r) et y>(r) ótant deux fonctions monotones telles que

i
(6) y<p2(r) y)2(r) t-2 dr < oo.

o
3) II semble que, pour la suitę des Sn, la conyergence m. q. et la

convergence a. s. soient liees. Nous ue pouyons pas 1’affirmer. S’il en est

ainsi, l’existence d’oscillations stochastiques equivaut a l’existence presgue-
■surę d’oscillations fortuites (de >S**—ph)-
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Elle n’est pas nócessaire; il suffit óvidemment ąue plusieurs 
conditions de cette formę soient successivement vórifióes dans 
l’intervalle d’integration. Mais la condition (6) est peut-etre 
nócessaire pour que les conditions (5) entrainent 1’absence 
d’oscillations stochastiąues.

Le caractere local de la condition consideree rend son etude 
relativement facile. Mais les oscillations stochastiąues ne sont 
pas les plus importantes. On peut en faire abstraction, et con- 
sidórer que, /an etant la valeur probablede Sn, sa limite pour n 
infini, si elle existe, est une bonne valeur pour 1’integrale ąu’il 
s’agit de definir. On peut aller plus loin, et considerer cette 
intógrale comme ayant un sens si //„ a une limite genóralisóe.

Eemarąuons maintenant que le caractere local des oscil­
lations stochastiąues n’existe pas pour les oscillations forcóes. 
Ainsi, si

2(Z) = e^(—t) (9 róel, f>0),

et si l’intervalle d’intógration est de la formę (—i', + est 
une constante independante de n, et 1’intógrale definie comme 
limite de /in existe, meme s’il n’en est pas ainsi pour les inter- 
valles (— t', 0) et (0, t'). Nous hesitons a considerer une telle 
expression comme une integrale. Nous pensons prefórable de 
proposer la definition suivante:

L’intógrale I a un sens comme integrale generalisee si les 
moyennes /zn ont, pour n infini, une limite, ou au moins une 
limite gónóralisóe, et s’iJ en est de meme pour tout intervalle 
intórieur a l’intervalle d’intógration. Elle est alors une fonc- 
tionnelle additive de l’intervalle d’integration.

7. I)euxiOne dćflnition. Comparalson des deux dófinitions. 
Considerons l’intógrale

(7) 0(r) =J ̂ y.+..^+ T-1 ■ dt (0<t<1),

o

toujours bien definie si /(<) et g(t) sont continus. Si t tend 
vers zero, elle tend vers 1’integrale I relative a l’intervalle (0,1), 
si cette intógrale existe au point de vue classiąue. II est alors 
indiąuó de dófinir 1’integrale generalisee comme limite, ou 
-limite generalisee, de 0(r), avec cette condition restrictive 
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qu’une limite analogue puisse etre definie dans n’importe quel 
intervalle interieur a l’intervalle d’integration.

Pour comparer cette deuxieme definition a la precederite, 
rappelons que, pour n tres grand, la longueur de chacun des n 
intervalles separes par les points T1,T2,...,Tn^1, est asympto- 
tiąuement de la formę U/n, U dependant de la premiere loi 
de Laplace. La probabilite qu’un point donnę de (0,1) appar- 
tienne a un intervalle de longueur V/n, avec u^U <u+ du, 
-est alors [we-“+ 0(l/n)]du. On en deduit aisement que

oo

0

Alors la limite de si elle existe, est une limite gónóralisśe 
de 0(r), et, d condition de ne considerer ąue des definitions re- 
gulieres des limites generalisees (nous entendons par la qu’elles 
permettent de considerer la formule (8) comme restant vraie 
a la limite), une limite generalisee de gn en est une de <P(t), 
et inwersement. Les deux dśfiniticns sont donc śquivalentes.

8. Exemples. Nous allons considerer des courbes C ana- 
lbgues a celle de von Koch, pour lesquelles tous les triangles 
D'h,v (notation du n° 2) sont semblables a un meme triangle 
isocele, dont les deux cótós egaux font un angle 20>tt/3. 
Chaque ligne'L'h a alors ses 2h cótós egaux, leur longueur com- 
mune etant ąh (g=l/2 sin 0<1, condition nócessaire et^suf- 
fisante pour que C soit un are continu; la longueur dę L'o est 
prise pour unitę). Chaque courbe C est bien definie par la 
doimóe de Q, et des nombres e*,v=±l, le signe de chacun 
d’eux śtant celui de 1’aire de D'htV. Si 0 > re/4, donc g2<l/2; 
la mesure superficielle de C est nulle, et 1’integrale I bien 
definie au point de vue classique. Le cas qui nous interesse 
est celui ou tt/2>20 >n/3 (donc 1/2<^2<1).

Si tous les eAjV sont positifs, on a Uk= (2g2)/,U()^17i, et 
J= + oo. Si eAjV=(—1)*, alors U'h= (—2ą2)hU'o, et les bornes I' 
et I’ de la suitę {S'h} sont respectivement U'o et O si 20=n/2,
4- oo et — oo si O > tt/4. Dans ce dernier cas, on a aussi 1=4- oo, 
2=—oo. Dans les deux cas, l’intógrale gónóralisśe existe; si 
on ne considere que la suitę des £*, leur limite generalisee 
.s’obtient par la sommation exponentielle de E. Borel, et meme
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par les moyennes de Cesaro si 0=re/4. La suitę des /z„, rap- 
portće a 1’eclielle logarithmique, a des variations analogues 
a celle des S’h, et a aussi une limite gśndralisśe.

Supposons maintenant chaque choisi au hasard, et 
E{eh^v}=ah independant de v. On peut prendre pour ah n’irn- 
porte quelle suitę de nombres du segment [—1, +1]. Comme 

Z7a}= (2^2)7'ot^| Z7ó|, on voit qu’on peut r cali ser pour la suitę 
des S'h, non seulement n’importe quel intervalle d’indśtermi- 
nation a 1’infini, mais aussi n’importe quelle succession de 
maxima et de minima donnes. II en est de meme pour la suitę 
des pn.

Le cas le plus interessant est celui, ou ań=0; pour chaque 
eA>v, les deux signes sont egalement probables. Alors

A{I7;?} = (2q4)7'U'2,
et, si 2g4<l, il y a convergence m. q. et convergence a. s. de 
la suitę des <8* vers une limite I. Sous cette condition, on peut 
raisonner comme pour le mouvement brownien. La principale 
differenee est que les accroissements successifs de /(<) et g(t) 
ne sont pas indópendants, mais presque indópendants au sens 
de S. Bernstein. Cela suffit pour que la convergence m. q. de 
la suitę entraine sa convergence a. s., et, si 2g4<l, la 
conclusion est la meme que pour le mouvement brownien: 
pour la courbe C obtenue en tir ant au sort les ualeurs des 
dans les conditions gui mennent d’etre precisees, il est presgue 
sur que Pintegrale I a un sens, non seulement comme integrale 
generalisee, mais meme comme integrale stochastigue a. s. (et 
aussi m. q.).

Au contraire, si 2g4^l, quelle que soit la mćthode ćhoisie 
d'avance pour la ddfinition d’une limite gćneralisće, il est 
presque sur qu’elle ne permet pas de donner un sens a 1’intd- 
grale I4).

9. Cas des integrales doubles. Nous considdrons encore 
le cas d’une integrale de Stieltjes góndralisóe 
<9> ff z(u,v)dx(u,v)dy(u,v),

s
4) Ce resultat se rattache a notre tlieorcme sur la non-sommabilite

des series aleatoires essentiellement divergentes (Buli. Soe. Math. de.
France 63 (1935), p. 11).
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etendue a une aire £ du plan des uv, et ou les trois fonctions 
x,y,z sont continues. Si z est constant, elle se ramene par 
la formule de Riemann a une intógrale de type (2). Pour le 
cas generał, la seule des methodes proposóes pour les intó- 
grales simples qui soit facile a genćraliser est celle du n° 7. 
Designons par le cercie de centre w,® et de rayon q, et 
par A'„ le lieu des points pour lesąuels ce cercie est interieur a £. 
Ltintegrale (9) sera alors par definition la limite, pour o ten- 
dant yers zóro, ou la limite gónśralisśe, de l’expression

(10)

Une definition analogue s’appliąue aux intógrales multiples 
d’ordres ąuelconąues.

10. Problómes non rćsolns. 1° Peut-il arrirer, pour une 
eourbe de mesure superficielle positire, ąue Pintegrale stochastiąue 
non generalisee ait un sens?

Pour 1’integrale generalisee, la ąuestion est rósolue par un 
des exemples du n° 8 (cas particulier connu 0=^/4=, 8h,v = 
= (—1)*). Pour 1’integrale non generalisee, notre impression est 
ąue la reponse est negatiye. En ce qui concerne l’exemple 
finał du n° 8,'rappelons ąue, si 0 = 7r/4, la mesure superficielle 
de C est nulle; la methode de dómonstration indiąuóe pour 
le mouyement brownien (loc. cit. notę 2), notamment Processus, 
p. 256) s’appliąue sans difficulte. Elle ne s’śtend pas au cas 
ou

2° Probleme des changements de rariables. Sous la condition 
essentielle ąue l’intógrale 1 ait un sens pour tout interyalle 
partiel intórieur a (0,1), elle ne risąue pas d’etre changee par 
un changement de variable f=ę>(T), si la fonction ę>(r) est 
continue, croissante, et que l’intervalle (0,1) puisse etre diyisó 
en un nombre fini d’intervalles partiels dans chacun desąuels 
elle soit lineaire.

A ąuelle classe de fonctions continues et croissantes ce resultat 
peut-il sAtendre? Que peut-on dire de la classe des fonctions 
absolument continues ?
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Questions analogues pour les integrales multiples. 
3° Application de la definition du n° 9 d la surfaee 

x=X(u,v), y = Y(u,v), e=Z(u,v),

ou X, Y,Z sont trois determinations independantes de la fonction 
du mouoement brownien a deux parametres (pour la definition 
de cette fonction, voir Processus, p. 275-284).

L’existence de 1’intógrale n’est pas douteuse, et cela sans 
qu’il soit nócessaire d’introduire des limites góneralisóes. Mais 
il s’agit de savoir si, en considerant cette intógrałe comme 
fonction de 8, on peut obtenir des rósultats generalisant les 
rósultats connus concernant Paire comprise entre un are de 
la courbe du mouvement brownien plan et sa corde (loc. cit. 
notę 2)).



SUR UN DETERMINANT

Par J. G.-Mikusiński (Wrocław)

Introduisons les notations

(wff)(°>=wa
(wo)W=q

(wff)W= a(a—1)... (er—r-|-l)w®—”

(<7=0,1,...),
(”=1,2,...),

(a,r=l,2,...).

Etant donnós m nombres naturels nous dśmontre-
rons ąue le determinant

ou n=ax+... + aOT, est ógal au produit

(■W?)(0), •

j/"*1... !M=V*i... am)

.,(w})(“-1); . •;(Wm)(0), .

(«r1)(0),. •Jwr1)^-”; •

n=l

ou le symbole leli est dófini en posant

0!!=l,

fc!!=l!2! ...fc! pour fc=l,2,...

Si a1=... = am=l, le determinant se reduit evideniment au 
determinant de Vandermonde.

Convenons de designer les colonnes par deux indices: la 
colonne ou parait le symbole («’)’' sera designee par fi,v. L’in-
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(lice a sera employe pour designer les lignes. Le determinant 
zl=. peut etre ócrit en abróge

o — 0,...,n—1;
v=Q,...,afi—1

ou bien, en sóparant la premiere ligne,

(w®)'”’ M = v=0,11
(w«)W \<r=l,...,n—1; /’

En retranchant de chaąue ligne, sauf la premiere, la ligne 
prócódente multiplióe par w1 il vient

(w0)M
j =

(w ®)(v) — w1 (w 1)(v)

En vertu de 1’identitó 

le dóterminant se róduit au determinant a n—1 lignes et n— 1 
colonnes:

A = (aj— 1)! | (w®—(w“ )(v)— w1(w®-1)W |

/a=l,.. .,n—1; \L=i,.. .,aj—1;
V=2,.. ,,m; v = 0,.. V
/cr = l,..,.,n—1; A
U = 2,- ,.,m; v=0,.

lorsąue ax^2 et

lorsąue ax=l.
Les ólóments de la colonne /2,0 (/z>2) peuvent s’ócrire

WiW«-i= Wi)wc-i= (W^_W1)(W»-1)(O)

on peut donc tirer le facteur (wp—wx) avant le dóterminant 
et les ólóments de la colonne /z,0 deviendront

Si aM^2, retranchons cette colonne de la colonne ^,1:
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on peut donc tirer le facteur —wx) avant le determinant
■et les elements de la colonne u,l deviendront (w*-1)0).

r*

Si <^>3, retranchons cette colonne, multipliee par 2, de 
la colonne /j.,2:

(w®— w1(w®—1)^2)— 2) (w"-1 )d) =
= ff(cr— l)wa~2— (o— 1) (<r*— 2)w, w®-3 — 2 (u— l)w„—2 =

(3)

Les

(A> l [A [A

= (w^— W±} (<7— 1) (or— 2) w’~3= (w^— Wj) (w’-1)®;

■en tirant le facteur wj avant le dóterminant, les ele­
ments de la colonne /z, 2 deviendront

Si a^4:, on retranchera cette colonne, multipliee par 3, 
de la colonne /u,3 etc. En repetant ce procóde un nombre con- 
yenable de fois le determinant A deyiendra

721
j=(«x-1)! (x;.X)

^0=2
lorsąue ax^2 et

721

<2) *=n
. ,h=2

lorsąue ax=l. Par 1’mduction on trouye pour ax>2

.«=2

deux formules (2) et (3) peuyent s’ecrire en une seule

......wm 
.......am.

ni

,<=2

L’iteration de cette formule conduit a la formule suiyante

Or, il est facile de voir ąue zl(a™) = (am—1)!!, ce ąui acheve 
la dómonstration de la formule (1).



COVERING SPACES AND CARTESIAN PRODUGTS
By Tudob Ganea (Bucarest)

1. Let {Ex}xeA denote an arbitrary family, of any given 
potency, of connected, locally connected topological spaces; 
let E=PEx denote its cartesian product, with the usual to- 
pology x).

The main purpose of this paper is the proof of the fol- 
lowing results:

1.1. Theorem. Necessary and sufficient for the simple con- 
nectedness of the space E, is the simple connectedness of each 
space Ez.

1.2. Theorem. Necessary and sufficient for the space E to 
possess a simply connected cooering space, is that:

Each space Et possess a simply connected covering space 
(E^,fp) and almost all the E^, i. e. all except a finite nurnber, 
be simply connected.

/-V/ r\J r\j r\J

Under these assumptions, letting E—PEz, pr^: E->Ex, and
IS a simply connected conering space of E.

1.3. Theorem. Necessary and sufficient forthe unicoherence 
of the space E, is the unicoherence of each space Eu.

Out main tool, throughout the whole paper, is the theory 
of covering spaces, as developed in [4], p. 40-60. The link 
between covering spaces and unicoherence will be given by the

1.4. Theorem. Necessary and sufficient for the connected, 
locally connected space S to be multicoherent, is that:

J) All the necessary definitions are given in the next section of the 
paper. Numbers in brackets refer to the bibliography at the end of the 
paper.
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£ possess a regular cyclic infinite corering space (8,g), such 
that 8=8^82, where S2 and S.2 are open, connected subsets of S,. 
both evenly corered by (8,g).

For finite products, the sufficiency part of (1.1) and (1.2} 
has already been established in [4] (p. 45, P. 1 and p. 52, L. 2). 
A proof thereof, suitably extended for arbitrary products, 
yields our Lemma (3.1), whieh is fimdamental for the treat- 
ment we give of both our cases: the simply connected, as weil 
as the unicoherent one. Since “pathwise simple connectedness”2) 
and “simple connectedness”, defined in terms of covering 
spaces, are not even equivalent over the rangę of compact, 
arewise and locally arewise connected subsets of the euclidian 
3-space, [8], our Theorems (1.1) and (1.2) do not overlap with 
any classical results, for instance those in [9].

Under additional restrictions, particular cases of (1.3) have 
been proved long ago ([2], p. 204, T. 47; [10], p. 248; [5], p. 72,
T. 5). The metliod of proof is essentially the same in all of 
them: it leans heavily on the techniąue of mappings into the 
circle. Therefore, a fundamental role is assigned to the nor- 
mąlity of spaces under consideration.

However, beyond the rangę of normal, arewise connected 
spaces, no generał theorem concerning the unicoherence of 
cartesian products is at hand: this becomes fairly elear through 
a series of examples in a recent paper([ll], p. 431-432), where 
some properties of unicoherent, locally connected spaces are 
investigated, in the absence of any separation axiom.

2. For convenience, we recall here some definitions.
2.1. A topological space is a set of points in whieh open subsets have 

been selected, so as to satisfy the usual axioms ([3], p. 1). No separation 
axiom is assumed. A neighbourhood of a subset is an open set containing 
that subset. No distinction is madę between a point and the set consisting 

of that single point. Let 4 be a subset of the topological space E. A point 
is adherent to A if each of its neighbourhoods rneets A; it is interior to A 
if it has a neighbourhood entirely contained in A ([3], p. 5-6). The set of 
all points adherent (interior) to A, is denoted as usual by A (A); finally 
let Fr(A) = A—A. Subspaces are taken with the relatioe topology ([3], 
p. 14.) No arewise connectedness is assumed: a space is connected if it is

2) An arewise connected topological space is termed pathwise simply
connected if each of its closed paths is defonnable into a point.
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not the union ot two non-void disjoint open sets; it is locally connected 
when each neighbourhood of any point contains a connected neighbourhood 
of that point.

Let <p-.X^>Y be a transformation and AcX; the contr action y/ of <p 
to A is the transformation of A into Y defined by ■ip(aj= <p(a) for each 
aeAcX. If X is a space and cp is onto, the strongest topology in Y for which <p 
is continuous is obtained by specifying VcY to be open if and only if <p—1(V) 
is open in X ([3], p. 52). ty(E) denotes the family of all the subsets of E.

Let {E^}^eA be an arbitrary family of topological spaces; its cartesian 
product PE^ is the set of all the collections with x^eE^. Its
customary topology is defined in terms of a base eonsisting of all the sets 

with each open in P^ and U^E^ for at most a finite set of 
subscripts ([3], p. 43). For ^(zp^cPP^P, is also denoted by 

2>r„(®): thus pr is a single valued, continuous and open transformation 
of F onto E^ ([3], p. 43, 46). The subset PAj of PE^, defined by X^ — E^ 
and A2 = a?2 for is denoted by P^sc); with the relative topology it

is homeomorphic to E^.

2.2. Let j-.E-+E be continuous, into. A subset AcE is termed eoenly 
conered by (P,/) if /—’1(A) is not empty and each component of /—1(A) is 
topologically inapped by / onto A ([4], p. 40, D. 2). A connected subset G 
of a set A eyenly covered by (P, /), is itself evenly covered by (P, /); the 
components of /—1(C) are its intersections with the components of /—*(A) 

([4], p. 41, L. 2). A coyering space of the topological space E is a pair (P, /), 
formed by a connected, locally connected space E and a continuous map / 
of E onto E, sueh that each point of E possess a neighbourhood evenly 
covered by (E,f) ([4], p. 40, I). 3); f is tlien a local homeomorphism 
([4], p. 41), hence E is itself connected and locally connected. Let (P, /) 
be a coyering space of P, A a connected, locally connected subset of P, A 
an arbitrary component of /—X(J.) and g tlie contraction of / to A;(A,g) 
is then a coyering space of A ([4], p. 42, L. 5). The coyering space (P, /) 
of E is triyial wheneyer / is univalent, hence a homeomorphism; if P con­
tains an open set uniyalently mapped by / onto P, then (P, /) is triyial 

([4], p. 45, L. 1). A space is termed simply connected if it is connected, 
locally connected and each of its coyering spaces is triyial ([4], p. 44, D. 1); 
a simply connected subspace of a space P is evenly coyered by any coyering 

space of P. Let (P, /) be a coyering space of E:
2.3. If A and JB are „open" subsets oj E, both connected and eoenly 

covered by (E,f), then A\)B is eoenly cooered by (E,f), prooided AnB 
is non-empty and connected.

With „closed, locally connected" instead of „open", this is proyed 
in [4] (p. 57, L. 1), and ąuite a similar argument yields our (2.3).

2.4. Although it is assumed throughout [4], the Hausdorff separation 
axiom for topological spaces is not reąuired in the theory of coyering 
spaces, there developed, except perhaps in L. 1, p. 51, which we proceed 
now to deriye in the absence of any separation assumption:
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Let X be a connected space, (L, g) a conering space of the connected, 
locally connected space Y, <p' and <p" two continuous maps of X into Y, 
satisfying gtp' — g<p" on tlie w hole of X. If, for at least one point xoeX, 
<p'(xa)=<p"(Wo), then <p'=<p" holds on the whole of X ([4], p. 51, L. 1).

In fact, let A be the set of all those ael with
Let beX be adherent to A; then gę>'(6) = gę>//(6)eF, where V is open in Y 
and evenly covered by (), g). Be V’, V" the components of g—1(F) contain- 
ing <p'(b), <p"(b). The continuity of both rp' and <p" implies the existence 

of an open Wab with ip'(W)cV',<p"(W)cV". There is an aeAf\W, hence 

V'ap'(a')—p"(a')eV'' and so ‘v'=V"=$!. For any xeW, <p'(x)eVaq>"(x) and 

gp'(x) =gp''(x); sińce g is univalent on V, it results <"/(•«) = hence
we A and beWcA. A is thus non-empty, open and closed in the connected X, 
i. e. A=X.

2.5. Previous results on covering spaces and retracts [1], which have 
been proved in [6] under separation assumptions, are now valid and will 
be used when no separation assumption holds:

Let A be a retract of the space E; if E is simply connected, or possesses 
fSJ

a simply connected cowering space (E, f), so does A; in the latter case, any 
component A of f—pA) is a retract of E, and with g denoting the contraction 
of f to A, (A,g) is a simply connected conering space of A ([6]).

, 2.6. Let (E, f) be a eovering space of E; if- /(«!)=/(<%)> there esists

at most one homeomorphism p of E onto itself, satisfying and
fy=f on E. If for any pair oj, ait with f(a1)=f(a'i), there exists such.a homeo- 

morphism, (E, f) is termed regular; if the group of those homeomorphisms n, 
that satisfy fg=f on E, is isomorphic to the additive group of integers, 
the covering space (L, /) is termed cyelic infinite.

3. Let {Eji}xeA denote an arbitrary family of connected, lo­
cally connected topological spaces; let E=PE^. Then

3.1. lemma, Let (E,f) be a coverin.g space of E, and let 
U=PUz be open tn E and everily covered by (E,f). For a fixed 
ueA, assume E^w) to be e/oenly cowered by (E,f) for any ooeE. 
Then, with Y^E^, and V^=Uz for V=PV^ is again

rxj
werily corered by (E,f).

Proof3). E and V are connected and locally connected 
([3], p. 72, P. 6 and p. 75, P. 11). V is open in E and UCF. 
For any w e E:

oceEf/a}) and x e E^y)(~y E^z) implies Efl{y)=E^<s)=Eft(z).

) Modelled after the one in [4] (p. 45, P. 1).

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 3
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Cali fiber any component of any set f~\E^x)}, x e E. Since 
each E^m) is by assumption evenly covered by (E,f), any 
fiber is topolo gically mapped by f onto sonie E^n).

Let V* be an arbitrary component of f~1(lz) and U a coni- 
r^j r\j Z-V<

ponent of /_1( U), contained in V; U and V are open in the 
locally connected E, and with / contracted to V, is-
a coyering space of V ([4], p. 42, L. 5). Let F be the nnion r*_>
of all the fibers meeting U. We shall consecutiyely prove that:.

i) r is univalently mapped by / onto V;
cx_> rv

ii) LCrCK;
iii) r is open in E.

By [4] (p. 45, L. 1), / is then a homeomorphism of V onto Vr 
which is thus evenly covered by (E,f).

i) Let x e T, hence x eF, where F is a fiber meeting U-. 
y e Lf~)F. Notice that f(lf)=U and f(F)=E/t(z) for some ze E.. 
Then:

x={xi}=f(x) e E^z) and y = {yx}=f(y)eUQEft(z), 

hence xj = yze Uf=V\ for From e Efl=Vfl follows x e V,.
i. e. /(F)CF.

Let x= {xz} eV-, take a y^e Up and let y = {y^, with yz=x^ 
for A=j=/z. for implies y e U and so there is a
y e U with /(y ) — y e E^y). Be F the component of the set 
/“^^(i/)], containing y. Since F is a fiber, y e (/pF implies 
EC.E, and sińce neE^y), there is an aźeFCE with f(x) = 
= x, i. e. /(F)dF.

Be x,yer with f(x)=f(y)=z= {^}. There exists fibers X 
and Y, such that: x e X, y e Y, g e Vf~)X, y e U(~\Y.

z=f{x)ef(X)=E/t(s) and z=f(y)ef(Y')=Eft(t) imply Efl(s) = 
=Elt(z)=Elt(t) and £,y eLUICf-1^)]. From /(i),/(??)e 
PjF^s) follows [iQj0(i(s)=PF2 with W^E^ and Wa=zj, 
for A=hy thus Z7QF1«(^) is not empty and connected. Since 
/ is topological on U, the set t7p| /—1[F7A»(i?)] is topologically 
mapped by f onto Uę^E^z). As such, it is connected, hence 
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contained in a component F of f~1[E/t(z)']. Since X, Y, F are 
fibers, X=F — Y is implied by

4) Our argument is simpler than one used for the same purpose
in [4], p. 46.

f 6 /-w«)in*W3 »?■
The univalence of / on F, x,yeF and f(x) = f(y) imply x = y.

ii) Any a; e E is obviously contained in sonie fiber, hence 
JjCF. Since U and any fiber are connected, U CF implies 
the connectedness of P; /(P)=P implies that P is contained 
in a component of 1(P), and from LCFpP follows finally 
rcv.

iii) Let F be an arbitrary fiber contained in P. Our aim 
is to prove F=F(~}F, where P is the interior of P in E. From

P=UP=UFH PCP
Fcr Fcr

follows then, that F is open in E. The proof of F=F(~}1° -will , o
be accomplished by showing PQP to be non-empty, open 
and closed in the connected subspace F.

FCF yields a cefpl/; U is open in E, hence UCF im­
plies UCF, ~e F(~yr: F(~}f is not empty4 *) and open in F.

Let aeF be adherent to F(~}F, and let a={ax} = /(a). Be 
X=PXx^a open in E, evenly covered by (E,f), and let X 
denote the component cf 1(A7') containing a. Since X is open 
in the locally connected E, there is a b e X(~'\F(^:F and

fe={M=/(5)6/(AOP);

this last set is open in E, hence contains a „prismatic” neigh- 
bourhood Jf=P3Lx containing b. With Qn—M;c for ź=h,« and

Q=PQx is open in E, hence Ap/_1(Q) is open in P.
^,=2/4 and a,b eF implies a^=bze ł=£fr, thus

aeQ, hence aeftp/-^). EetxeX(~}f~\Q),x={x^}=f(x')eX(~}Q, 
y^=xji for and yfle then x eE^y) and ?/={?/;.} « JLC 
C/(Ap)P), hence y = /(y) for some yeS(~\F. Since A is evenly 
covered by (E,f) the contraction of / to X is a homeomor- 

3*
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phism; thus N^(y)J is topologically mapped by / onto 
N(^Efl{y)=PWz, where W/x=Nfi and Wz=soz for A=j=Zb as im- 
plied by oo e Nę^E^y). As a conseąuence, NpyE^y) is con­
nected and so is its topological image E(~}f~1[Efl{y)'], whieh 
is thus contained in some fiber Y. If a fiber meets P, it is 
entirely contained in P, hence

MnmWJCI and yePCP

imply Y CP. It follows
w e An/-1[^(?/)]CYC/’ and thus Ap/-1(Q)Cr.

Since Arp/~1(Q) is open in E, a e Ap|/_1(Q)CF implies 
aeP, hence aeFę^F and (3.1) is proved.

3.2. Corollary. Let (E,f) be a conering space of E, and 
assume Ez(oc) be everily covered by (E,f), for each łeA and each 
so e E. Then (E,f) is trimal.

This results by repeated application of (3.1), starting with 
a „prismatic” neighbourhood U =PEz, evenly covered by (E,f), 
where U z—La for almost all the subscripts 1.

4. We are now ready for the
Proof of (1.1) and (1.2) (cf. also [7]). Necessary and suffi­

cient for E to be connected and locally connected, is that 
each Ez be so ([3], p. 72, P. 6 and p. 75, P. 11). For each Jł e/1 
and each oo e E, Ez is homeomorphic to the subspace Ez(so~) 
of E, whieh is in an obvious way a retract of E.

Since a simply connected subspace of E is evenly covered 
by any covering space of E, (1.1) follows readily from (2.5) 
and (3.2).

Suppose now E to admit a simply connected covering 
space (E,f): by (2.5) so does each E^oo), hence each Ez- Let 
U=PUz, with Uz—Ez for be open in E, evenly
covered by (E,f). For so e V and 2=Mi,--3n, Lz{oo)CU and 
sińce it is connected, by [4] (p. 41, L. 2), Ez(oo) is evenly covered 
by (E,f). By (2.5) any component Ez{a>) of f~1[Ez(x)'] is simply 
connected. Since f is a homeomorphism of Ezioo) onto Ez(og), 
this set, hence also Ez, is simply connected for A^Ą,...,^.
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Conversely, for each XeA, let (i^,/x) be the simply con- 
nected covering space of Et, and assume Ej, simply connected 
for ...,2.n. By (1.1) E=PE^ is simply connected and

maps continuously E onto E. With E^=E^ for 
2=|=2i,...,2„, and open in Eą, evenly covered by (Eą,-^, 
for i=l,...,n, E=PEn is easily seen to be open in E and 
evenly covered by (E,f).

5. As is well known [2 and 5], a connected space <8 is 
unicoherent, whenever 8ip|82 is connected, whatever be the 
„closed” connected subsets $!, S2 of S, with 8=>S'1U>8I2. Without 
any separation axiom, it has been shown in [11] that for locally 
connected spaces, the term „closed” may be replaced by „open”. 
A space which is not unicoherent, is termed multicoherent. 
We give now the

Proof of (1.4). Assume >8 be multicoherent. Then: 
^=^U^2, S1(^S2=G1\JG2, G^G^O, 

where 8X,^2 are connected, G1,G2 are non-empty and all of 
■them are open ([11], p. 432, T. 3) in >8. Let N denote the ad- 
ditive group of integers, taken with the discrete topology, and 
let A be the set of the two digits 1 and 2. Let further

Z= U 8,X(2rc+f)CSxA 
ie4, neN

ł>e taken. with the relative topology. For any z e Z, unięuely 
determined ieA,neN and xeSt exist, suchthatz=xX (2n-[-i)..

If a?e^xp|82, let <p(2) = {z] e ip(Z); if co e 8XC|82= G^UG^, 
Gf1QG!2=O implies the existence of a single leA with x e Gr, 
let then <p(z)={z‘, oox [2n+i+(—1)'+']}e ty[Z). Thus has been 
defined a single valued transformation ą> of Z into ty(Z), and 
for each ze Z, zecp(z) while ę>(2x) = ?>(«2) holds if and only if 
»i e <p(z2).

Topologize 8=ę>(Z) with the strongest topology for which 
g> is continuous. For any U/C8/, i e A and neN:

tp-i-yĄUiK (2n+i)]=
= [tl,X (2n+ «)]U U {(6<n Ut) X [2%+ z+ (-1)'+']} 

HA

which shows, taking Ut open in S, that cp is au open map.
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As a conseąuence, sińce the open subset Z of SxN is 
locally connected, so is S=<p(Z). Each 9>[S,fX (2«-H)] is con- 
nected, and, as easily seen so is also S'. For z=x x (2%4-i) e Z, 
let this defines a single valued, continuous and open
map y of Z onto $. Let finally: g = y)(p~1. Clearly g is a single 
valued transformation of A onto S, and sińce and <p are both 
continuous and open, so is g. For ieA, the definition of <p 
implies:

g-i( St) = &)=U9^X (2n-f-i)].
neN

For fixed i e d, the sets q>[Six (2n-|-i)], neN, are con­
nected, open in and no two of them meet: as such they 
are the components of g-^St). Since each of them is univalently 
mapped by g onto St, each component of g—^Si) is topologically 
mapped by g onto thus (S,g) is a coyering space of S and 
each St, żed, is evenly covered by (S,g).

For arbitrary x e S, x X (2n+ i) e and IceN, let

h(x) = <p{xx [2(n+fc) + i]}.
Since

cp[x' x (2n'+i')]=(p[x" x (2n"+i")J
and lc e N imply

<p{x' x [2(n'+lc) + i']}=<p{x'' x [2(«"+&)+*"]},

is, for any fixed lc e N, a single yalued transformation of >8' 
into itself, satisfying for each x e S:

gŚk(x) = ynp-1^ X [2(n + lc) + i]} = cc = = g(x).

For h,lceN and any x e S:

^h<p{a) X [2(w + fc) + i]} =
= (p{xx [2(^ + fc+fe)+i]}= £*+*(«)>

^0(x) = <p{x x [2n4-i]}=®,
£*(®) = 9>{a?X [2(n-ł-fe)4-i]}4=

^=g>{xx [2(n-|-fc)-H]} = f*(a) if h4=k.

As a conseąuence, hence each is a univalent
transformation of S onto itself. Since <p is continuous and
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open, each is open, and sińce the same holds for
each £h is a homeomorphism of 8 onto itself. For %, a2 e 
with (7(ai) = <jr(a2), there exist x e S, L/l and m,neN such that

<p[®X (2m4i)] = «1, cp[xx (2n+i)] = aa.

With k=n—meN, the regnlarity of (8,g) follows now 
drom:

hCdi)=<p{^X [2(m+n—m)+f]} = a2.

Let ® be the group of coyering homeomorphisms of (8,g). 

Let £ e ®, ae8, b = £(a) hence g(a)=g{by, as above there is a 
keN with £*(«) = & and gt-k=g=g£ holds on (2.4) implies 

on 8, and from (*) follows that defines an iso-
morphism of N onto ®.

Conyersely, by (2.3) the unicoherence of $ implies the 
triyiality of any coyering space (8,g) of 8, such that «S'=łS'1U*S'2, 
with 0'j and S2 open, connected and eyenly coyered by (8,g). 

. 5.1. Corollary. A simply connected ([4], p. 44, D. 1) space
is unicoherent.

6. Before- we prove (1.3), we need the

6.1. Lemma. Let 8 be a connected, locally connected space, and 
let (8,g) be a conering space of S. Assume $=UW«, where each Wa 
is connected, open in 8, while the set {a} is of arbitrary potency. 
If the union of any finite, connected5) aggregate of sets Wg 
■is enerily corered by (8,g), this covering space is trimal.

Proof. For any two points xx,x2e8 there is a finite „chain” 
( , 66^,..., Cł;, > Or, , Wr-|"l) SUCh that:
ar+i=~2, a/e 9 az+i, jf(Wa/) = W«z and Wa/ is a component 
of </_1;WCi), for Z=O,...,r. In fact, the set H of all those points 
of 8, that may be „joined” to u0 by such chains, is readily 
seen to be open and closed in the connected 8; a0 e II implies 
then H=8. Assume now ^(~1) = ff(~2); then {Wa„,...,W„r} is 

5) That is, under suitable ordering, conseeutiye sets intersect.
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clęarly a finite, connected aggregate, hence W—U[=0Waj is 
evenly covered by (8,g). A simple induction yields e W, 
W denoting the component of </_1(W) containing a0; the uni- 
valence of g on W finally implies a/1=»3-

6.2. Lemma. Z/ A and B are open, connected, intersecting 
subsets of a connected, locally connected, unicoherent space S, 
then Fr(A)(~}Fr(B')(~}Fr(A(~yB) = 0 implies the connectedness 
of AftB.

This follows from [11] (p. 429, T. 1 (iv) and p. 435-436, C. 2).

6.3. Lemma. Let (N,g) be a conering space of the connected, 
locally connected, unicoherent space S. Let 8 = U[_)V, where U 
and V are open. Suppose each component of U and each com- 
ponent of V be enenly conered by (^,g). Then this corering space 
is triwial.

Proof. Let {W„} denote the family of all the ćomponentś 
of the two sets U and V; then S=UW„ and each Wa is con­
nected, open in the locally connected $ and evenly covered 
by (B,g). On account of (6.1) it suffices tó prove that the 
nnion of any finite, connected aggregate {W«0,...,War} of sets 
Wa, is evenly covered by (b',g).

By assumption, W„o is evenly covered by (#,#). For, 0<scr 
assinne A = Uf=0 Wa[ be evenly covered by (iS,g) and let peA(~}B, 
where B—Was+1. A and B are connected, open, intersecting 
sets, both evenly covered by (IS,g). We aim to prove that 
AUB is itself evenly covered by (>S,g), and, on account of (2.3), 
this will be accomplished by proving A(~}B to be connected.

If Fr(A)P|Fr(Z?)p|Fr(A["]B)= 0. this follows from (6.2).
If x.6 Fr(A)P)Fr(B)p|Fr(Ap|B), then

(*) X e W«s+inUf=0TI\ and (*)

Let Wf denote a component of U or V containing x. Since 
Wf is a neighbourhood of x, (*) implies the existence of a
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and so y e T7^QTFas+1p|T7„A, for some 0<fc<s. Since each of 
the three sets W}, W\+1, Waj!, is a component of U or V, at 
least two of them are components of the same one of the two 
sets U and V. As such, sińce all three meet, at least’ two of 
them are eąual. If TF«s+1=WaA, then jBCA hence 
is connected. The other two possible relations W„A==Wgt 
Wf=Wttg_i_1 are raled out by (J), sińce each of them implies 
x e

Thus, inductively, Wai is evenly covered by (8,g).

7. Finally:
Proof of (1.3). The sufficiency part follows from (1.4), 

if we prove the triyiality of any coyering space (E,f) of E, 
such that E =L {JM, with L and M both open in E, connected 
and evenly covered by (E,f). This triyiality of (E,f) results 
from (3.2), if we prove that 8=EJx) is evenly coyered by (E,fj 
whatever be /z e A and x e E. Let then # be au arbitrary com­
ponent of f—\8) and let g be the contraction of /to £>': we 
shall prove that g maps topologically 8 onto $. Since >8 is 
a connected, locally connected subspace of E, by [4] (p. 42, 
L. 5) (8,g) is' a coyering space of 8. Let U=S(JL, V—S(~]Mj 
then 8=U{JV and U, V are open in $. As a connected subset 
of L or M, any component of U or V is evenly coyered by 
(E,f) ([4], p. 41, L. 2), hence a fortiori by (&,#). The uni- 
coherence of E^, hence of 8, and (6.3) imply finally the tri­
yiality of (8,g).

Conyersely, pr^1((7ilł) is connected if so is CJCE^ and the 
unicoherence of E implies that of each E^pr^ (E) ([12], 
p. 138, (2.21)).
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SPECTRA AND SPECTRAL MANIFOLDS

By Paul R. Halmos (Chicago)

§ 1. Statement of the problem. Suppose that A is a (bound- 
ed) normal operator on a (complex) Hilbert space § and 
that 5 is a (closed) subspace of § invariant under A. Let B 
be the restriction of A to 3. In a preceding paper1) I began 
a systematic study of operators such as B (operators that 
should perhaps be called subnormal) and presented an in- 
trinsic (though somewhat complicated) characterization of sub- 
normal operators. The main purpose of this notę is to make 
a' further contribution to the study of subnormal operators 
by investigating the relation between the spectrum of A and 
the spectrum, of B.

’) Normal dilations and extensions of operators, Summa. Brasil. Math., 
fasc. 9, vol. 2 (1950).

2) Cf., for instance, § 31 of my receut book, Introduetion to Hilbert 
Jtpace and. the theory of spectral multiplicity, New York, 1951.

Recall that, in generał, the spectrum A(A) of an operator 
A is the set of all those complex numbers A for which the 
operator A—A is not invertible. A related and useful concept, 
which is not quite as well known, is the approximate point 
spectrum of A; it may be defined as the set Z7(A) of all those 
complex numbers A for which

inf A®||: ||a?||=l}=0.

The two pertinent facts concerning these concepts are that 
ZT(A)C/1(4) for every operator A and that, if A is normal, 
then U(A)=A(A) 2). Since throughout this paper I shall be 
concerned with a fixed normal operator A and its restrictions 
(such as B) to invariant subspaces (such as 3), it will be con- 
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yenient to write zl(3) and 77(3) instead of A(B) and II(B} 
respectiyely. (It is important to notę that the invertibility 
of an operator such as B is defined in terms of its action on 
its domain 3, and has nothing to do with the part of § out- 
side 3. In other words, the ąuestion of inyertibility for, say, 
B— A is the ąuestion of existence of a two-sided inverse of 
B—-A with domain 3).

An important and interesting class of inyariant subspaces 
(where “inyariant” means, of course, “inyariant under A”) is 
the class of all those inyariant subspaces whose orthogonal 
complement is also inyariant. Subspaces of this class are said 
to reduce A. Since the intersection of every class of reducing 
subspaces is a reducing subspace, it follows that to eyery in­
yariant subspace 3 there corresponds a uniąue minimal re­
ducing subspace ft containing it.

In the notation and terminology introduced aboye, the 
problem to be treated here becomes the study of the func­
tion A — a function which makes correspond a set -4(3) of 
complex numbers to every inyariant subspace 3 of §. Morę 
specifically: if 3 and ft are inyariant subspaces such that 
3Cft, then what is the relation between zt(3) and 4(ft)? It is 
an easy conseąuence of the positiye results of this notę that, 
in generał, the sets Zt(3) and A(ft) are not comparable. The 
positiye results concern (a) the case in which 3 and ft are 
reducing subspaces (the facts here are essentially known and 
almost triyial), and (b) the case in which 3 is an arbitrary 
inyariant subspace and ft is the minimal reducing subspace 
containing it (here the facts lie considerably deeper and the 
fuli force of the spectral ‘ theorem is apparently necessary to 
get at them).

The spectral theorem will be used essentially in its clas­
sical form. According to that theorem, to the operator A there 
corresponds a spectral measure E, i. e. a function that assigns 
a projection E(M) with domain to every Borel subset M 
of the complex piane. (The rangę of E(M) will be denoted 
by (g(Jf)). The relation between A and E may be indicated, 
as usual, by writing

A=fAdE(X),
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where the integration is extended over the entire complex 
piane. The cómplement with respect to the complex piane of 
a set Jf of complex nnmbers will be denoted by M'.

§ 2. Solution of the problem.

Theorem 1. If 3 and R are reducing subspaces such that 3 CR, 
iłienA(3)CA($ł).

Proof. It is no loss of generality (but merely a change 
of notation) to assume that R=§. To say that 5 reduces A 
is equivalent to saying that the projection with rangę 3 com­
mutes with A. If this is the case, and if A—-2. is invertible, 
then the projection with rangę 3 commutes with (A— A)-1 
also, or, equivalently, 3 reduces (A—A)—t. Since the restric- 
tion of (A—A)-1 to 3 is obviously the inverse of the restric- 
tion of A—2 to 3, it follows that A e 4(3)' whenever A 6zi(§)', 
i. e. that 4(3)C/1(£)3).

3) An even easier proof of Theorem 1 can be given in terms of the 
approxima.te point spectrum. The proof above is preferable because it 
applies to not necessarily normal operators.

4) B. A. Lengyel and M. H. Stone, Elementary proof of the spectral 
theorem, Ann. Math. 37 (1936), pp. 853-864). Stone and Lengyel state the 
theorem for Hermitian operators only, but with a very slight modification

Lemma 1. If Jf={A:|A|^l} and = {®:||A"«||^||a?||, 
n—1,2,...}, then 25 = (g(Jf).

Proof. If then

||An<=f |An|2d(JE(A)a;,a;}^||<

for every positiye integer n, and therefore (E(Jf)C©. The re- 
mainder of the proof will be devoted to establishing the re- 
verse inclusion. If a? e then

||Aa?||2= f |A|2d(^(A)a;,®) >||< 
lip

unless ®=0, and therefore (£(Jf')QT) contains no non-zero 
vector. According to a theorem of Stone and Lengyel, the 
set 5) is a subspace of §, and the subspace D is invariant under 
every operator whieh commutes with A 4). Since E(M’) com- 
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mutes with A, it follows that 5) is invariant under E(M') and 
therefore, sińce E(AT) is Hermitian, © reduces E(AE). It fol­
lows that if D is the projection with rangę ©, then E(M') 
commutes with D and hence that E(JH’)I) is the projection 
with rangę ®(Jf')Q©. Tłiis implies that jB(3f')D=0 and hence 
that E(1A)D—Ih, in other words ©C®(Jf).

Theorem 2. If 3 is an innariant subspace and if R is the 
minimal redueing subspace containing 5. then /l(5t)C/l(3j 5).

Proof. Since the restriction of a normal operator to a re- 
ducing subspace is normal, there is no loss of generality in 
assuming that 51=$. Denoting the restriction of A to 5 by B, 
I proceed to prove first that, if B is invertible, then so is A. 
Write /?=||B~1|| and let e be a positive number such that efi<l. If 

©c={®:||A"a;||<^en||a>||, %=1,2,...},

and if x e ©B and y e 3, then

(®,3/) = (x,BnB~ny)~ (oo, AnB~ny)= (A*noo,B~ny).

It follows that

and hence, sińce this is true for every positive integer n, that 
(oo,y)=0. In other words ©B is contained in the orthogonal 
complement of 3. If Me={2 : |2|^e}, then it follows from an 
application of Lemma 1 to Afs in place of A that ©B=(g(Jfs) 
and consequently that 3C®(JfB). Since the subspace (g(JfB) 
reduces A, it follows that &(M'e) — §> and hence that jE(JfB) = O. 
This result, together with the spectral theorem, implies that A 
is invertible. The conclusion of the theorem can now be de- 
duced as follows. If 2eJ.(3)', so that B— 2 is invertible, then, 
sińce 3 is invariant under the normal operator A—2. and sińce 
the minimal subspace containing 3 and redueing A—2. is $, 

their proof establisłies the result for normal operators as well. The modi- 
fieation, together with a slight simplification of their proof, appears in my 

paper, Oommutatwity and spectral properties oj normal operators, Acta 
Szeged 12 (1950), p. 153-156.

6) In terms of the language of subnormal operators, Theorem 2 asserts 
that in passing from a subnormal operator to its minimal normal extension 
the spectrum can only deerease. 
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it follows that A—2 is invertible. In other words, if 2e4(3)', 
then XeA(§>)' and therefore 4(§)C4(3).

It is worth noting that the inclusion relation asserted in 
Theorem 2 is not in generał an eąuality. An example is ob- 
tained by considering a separable Hilbert space § with a com- 
plete orthonormal seąuence {x„:n = 0, ±1, ±2,...} and defining 
A by Axn—xn^l. If 3 is the subspace spanned by the ®n’s wńth 
n >0 and if then it is a not particularJy difficult exer-
cise to show that 4(3) is the closed unit disc, whereas 4(At) 
is only the circumference.

§ 3. Applicatlon to spectral manifolds. The main result of 
§ 2 can be applied to obtain a new, rather simple, and com- 
pletely geometrie characterization of the spectral manifolds 
(i. e. the subspaces ®(Af)) of a normal operator. I present 
this characterization because I hope that it, or some reason- 
able analog of it, may turn out to be useful in the study of 
not necessarily normal operators, and because it sheds some 
light on the geometrie behavior of normal operators also. 
(Notę that in the seąuel, although the statements of the re- 
sults and the methods of the proofs refer to normal operators 
only, the definitions make sense in the most generał case).

If M is any set of complex numbers, I write g(Af) for the 
subspace of § spanned by the class of all those invariant sub­
spaces 3 for which 4(3) CM. The consideration of subspaces 
such as ft^M) is rather natura! from the geometrie point of 
view; it is an attempt to sort out those parts of the space § 
on which the “proper values” of A lie in a prescribed part 
of the complex piane. Clearly each subspace 5(Af) is neces­
sarily invariant. (Warning: the definition does not imply, and 
it is in fact not true, that the spectrum of the restriction of 
A to g(lf) is contained in M.)

The definition in the preceding paragraph can be given 
for reducing subspaces in place of invariant subspaces. I in- 
troduce the subspace ®(M) spanned by the class of all those 
reducing subspaces 3 for which 4(3) CM. The characterization 
theorem mentioned above is that ®(21f)=3r(3f) whenever the 
left side of the eąuation is defined. The consideration of the 
subspaces ®(Af) is a technical device. To prove that (£=$.
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it is convenient to prove first tliat ®=® (this turns out to 
depend on a spectral-theoretic argument independent of the 
results of § 2), and second that (and this depends in
an essential way on Theorem 2). The eąuation ® = ® is itself 
a geometrie characterization of the spectral manifolds; sińce, 
howeyer, the reąuirement that a subspace be reducing is morę 
stringent than that it be inyariant, the eąuation is likely
to be easier to apply. The preceding comment implicitly con- 
tains half the proof of the eąuation 5= (5. Morę precisely: 
sińce ®(Jf) is the span of a smaller class of subspaces than 
the one used to define it follows that ®(Jf)Cg(Jf) for
eyery set Jf.

Lemma 2. If M is a Borel set, then ®(Jf) = ®(Jf).
Proof. If Jf is a compact subset of the complex piane, 

if Ao e Jf', and if e is the distance from ź0 to Jf, then, for eyery 
wector oo in ®(Jf), it follows that

||A®— Ao®||2 =f\ A— 20|M(I?(A)a;,a?)^>e2||a;||2.

Since this implies that ź0 e I7((g(Jf))', it follows that Ao eA(®(Jf))' 
and conseąuently, sińce ź0 is arbitrary in Jf', that Z(®(Jf))CJf. 
The definition of ® implies now that ®(Jf)C®(Jf). In other 
words, I have proyed so far that ®(Jf)C®(Jf) wheneyer Jf is 
compact. If Jf is not compact, consider compact subsets Jf 
of Jf; sińce

®(Jf)C®(Jf)CS(Jf)

for every such Jf, it follows from the regularity of spectral 
measures6) that ®(Jf)C®(Jf) for every Borel set Jf.

To proye the reverse inclusicn, it is sufficient to proye 
that if 3 is a reducing subspace such that A(3)CJf, then 
3C®(2R), or, equivalently, that under these conditions 3 is 
orthogonal to ®(Jf'). Let P be the projection on 3. Since P 
is a Hermitian operator that commutes with A, it follows 
that P commutes with P(Jf) for eyery Borel set Jf. Since, 
therefore, P(Jf)P is the projection with rangę ®(Jf)f~)3, the 
assertion that 3 is orthogonal to ®(Jf) is eąuiyalent to either 
of the assertions P(Jf)P=0 or ®(Jf)p3=© (where £> denotes 

•) See my paper in Acta Szeged, referred to in footnote4).
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the trivial subspace containing 0 only). If now z0 e Mthen 
there exists a positive number e snch that

whenever xe$. If _V={A:|2— 20|<e/2}, and if xe(&(N), then 

||4a?— 20a?||2=J’ |A—20|2d(jE(2)a?,a;)5S-^-||a?||2
N

so that, unless ®=0, x does not belong to 3. Since this means 
that (E(y)p3=£), it follows that _E(_y)P=O. In other words, 
each point z(l in M' has a neighborhood N such that E(N)P= 0. 
The separability of the complex piane and the countable ad- 
ditiyity of E imply then that E(M')P=0-, this completes 
the proof.

Theorem 3. If M is a Borel set, then ®(Jf)=3f(Jf)7).
Proof. It is sufficient to prove that 5( and

this is true, in fact, for an arbitrary set M. Suppose, indeed, 
that 3 is an invariant subspace such that zl(3)CJf, and let it 
be the minimal reducing subspace containing 3. Since, by 
Theorem 2, zl(5t)CJf, and sińce 3CitCS(Jf), it follows that 
whenever Z(3)CJf, then 3C®(Jf). The definition of 
implies now fhat §(Jf)C®(Jf).

’) This characterization of SpW) is somewliat similar to (but quite 
a bit simpler than) a characterization that is given in my Acta Szeged 
paper, referred to in footnote4). It is worth wliile to notę that the coni- 
mutatiyity theorem for normal operatora can be deduced from the present. 
characterization just as easily as from that earlier one.

Uniyersity of Chicago.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 4



SUR LES PROPRIETES DE PERMANENCE
DE CERTAINS ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES

Par J. Dieudonne (Nancy)

1. On sait ąue les travaux de L. Schwartz sur les distri- 
butions [6]1) ont montró, dans ces dernieres annśes, ąue les 
espaces normós, pour utiles qu’ils soient, ne suffisaient pas 
pour les applications a 1’Analyse fonctionnelle; d’autres espaces 
vectoriels topologiąues (localement convexes, mais en generał 
non metrisables) s’averent indispensables. N. Bourbaki a re- 
marąuó recemment ąue les espaces uormes, aussi bien ąue les 
espaces ąui interviennent dans les travaux de Schwartz, ren- 
trent tous dans deux catógories genśrales qu’il appelle les 
espaces bornólogigues et les espaces tonneles [3]2); ces derniers 
en particulier tirent leur importance en Analyse fonctionnelle 
du fait que ce sont precisóment ceux, ou sont valables les 
theoremes sur les limites de suites d’applications lineaires, de- 
niontres d’abord pour les espaces normós complets par les 
deux profonds mathematiciens polonais S. B anach et H. Stein­
haus dans leur mćmoire classiąue [1J. En outre, ces deux 
catógories d’espaces prósentent d’interessantes propriótós de 
permanence pour plusieurs des opórations courantes sur les 
espaces vactoriels topologiąues: par exemple, tout ąuotient,. 
tout produit denombrable, toute limite inductive d’espaces 
bornologiąues (ou tonneles) est un espace bornologiąue (ou 
tonnele). Par contrę, un sous-espace d’un espace bornologiąue- 
(ou tonneló) E n’est pas necessairement un espace bornolo- 

x) Les numeros entre crochets renvoient a la bibliographie placee 
a la fin de cet article.

2) Nous conservons dans cet article la terminologie et les notations- 
de [3] et [4J.
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gique (ou tonneló); nous nous proposons de montrer dans ce 
travail que cette propriete de permanence est toutefois vraie- 
si on suppose que le sous-espace soit de codimension finie 
dans E (mais pas nćcessairement fermę dans E).

2. Nous commencerons par ótablir, a l’aide une methode 
directe (qui nous servira par la suitę), un theoreme demontre 
de faęon assez compliquće par G. Mackey ([5], p. 179, thóo- 
remeIV-8). Soit E un espace vectoriel sur le corps des nom- 
bres complexes3 4), et E* 1’espace dual algebrique de E (espace 
yectoriel de toutes les formes lineaires sur E)-, soit E' un sous- 
espace vectoriel de E*, dense dans E* pour la topologie faible 
a(E*,E), ce qui signifie encore que E et E' sont en dualite 
faible. Nous appellerons clóture*) de E' sous-espace vectoriel 
E' de E*, constituer par les formes lineaires x' qui restent bor- 
nees dans toute partie de E bornśe pour la topologie faible 
a(E,E'y, et nous dirons que E' est cios 5 6 *) dans E* si E'=E'..

3) On traiterait exactement de la meme maniere les espaces vecto- 
riels sur le corps des nombres reels.

4) „Bounded closure” dans la terminologie de Mackey ([5], p. 175).
5) „Boundedly closed” dans la terminologie de Mackey.

6) Un ensemble de parties bornees de E est dit systeme fondamental
d’ensenibles bornes si toute partie bornie de E est contenue dans une partie
bornee de 1’ensemble considere.

Remarquons maintenant que dire que pour tout
element x d’un ensemble faiblement bornó BCE signifie que 
x' e aB°, en dósignant par B° 1’ensemble polaire de B dans E*.. 
D’autre part ([3], p. 6, corollaire de la proposition 1), un sy­
steme fondamental d’ensemble bornes8) dans E (pour la topo­
logie a(E,E')j est obtenu en prenant les ensembles polaires P° 
des tonneaux de E' (pour la topologie faible a(E',E)). Comme 
on sait que P°° est 1’adherence dans E* (pour la topologie 
a(P*,P)) de P ([4], p. 64, prop. 1), on a donc la proposition 
suivante, qui caractćrise la clóture de E':

Proposition 1. Pour tout tonneau P dans E' (pour la to­
pologie a(E',E)), soit P Vadherence de P dans E* (pour la to­
pologie o(E*,E)), et Ep le sous-espace de E* engendre par P; 
la clóture de E' dans E* est Vintersection des sous-espaces E'P 
lorsąue P parcourt l1 ensemble des tonneau® de E'.

Demontrons alors le theoreme de Mackey precite:

4*1
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Tlićoróme 1. Si le sous-espace E' de E* est cios, et V' est 
un sous-espace de E* de dimension finie, E' -pV' est cios dans E*.

II suffit evidemment de demontrer le theoreme lorsąue V' 
est un sous-espace de dimension 1, engendre par un ólóment 
u e E* n’appartenant pas a E'. Cela revient a la propriete 
suivante: si v est un ólóment ąuelconąue de E* n’appartenant 
pas a E'-\-V', il existe, dans E’-\-V', un tonneau P tel ąue v 
n’appartienne pas au sous-espace de E* engendró par P. Par 
hypothese, il existe mr tonneau dans E' tel ąue v n’appar- 
tienne pas au sous-espace engendró par Q1. Si 1’intersection 
de ce sous-espace et du plan U', defini par u et v, se róduit 
a 0, nous prendrons Q = Qi- Sinon, cette intersection est de 
dimension 1. Soit w un de ses elements. En vertu de l’hv- 
pothese, il existe un tonneau Q2 dans E’ tel que w n’appar- 
tienne pas au sous-espace de E* engendró par Q2; nous pren­
drons alors Q = f~)Q3 (il est clair que Q est un tonneau dans E').
Comme QCQ1(~}Q2, on voit ąue, dans tous les cas, le sous- 
espace W', engendre par Q, a une intersection avec U’ ró- 
duite a 0. Soit alors $ 1’ensemble des points de E* de la formę 
2u avec |A|^1. Z? est compact pour la topologie a(E*,E), et, 
par suitę, Q+S, somme d’un ensemble compact et d’un en­
semble ferme, est aussi fermó ([2], p. 32, exercice 15). II est 
clair, d’autre part, que Qo= ($+$)p|(.E' +P') est un tonneau 
dans E'4-7'. Comme le sous-espace de E*, engendró
par Qo, est contenu dans le sous-espace engendre par Q-pS, 
c’est-a-dire dans W'-\-V'-, mais par construction, v n’appar- 
tient pas a W'+7', ce ąui demontre le tlieoreme.

3. Nous allons maintenant demontrer la premiere propriótó 
de permanence annoncóe dans l’introduction.

Thóoróme 2. Soient E un espace bornologigue, H un sous- 
espace uectoriel de E de codimension finie-, alors H fmuni de la 
topologie induite par celle de E) est un espace bornologigue.

Par rócurrence sur la codimension de H, on peut óvidem- 
ment se ramener au cas, ou cette codimension est egale a 1, 
c’est-a-dire, ou H est un hyperplan dans E. Si H est fermó 
dans E, le theoreme est óvident, car H est alors isomorphe 
a un espace ąuotient de E (le ąuotient de E par un suppló- 
mentaire de II). On peut donc supposer ąue H soit partout 
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dense dans E. Soit u une formę lineaire sur E (ślśment de E*) 
telle que <.'»,«)>= 0 soit une equation de If; la formę u n’ap- 
partient donc pas a E'. Nous designerons par V' le sous-espace 
(de dimension 1) de E*, engendre par u, et poseronsE' = E' -\-V'. 
Utilisons maintenant la caractśrisation des espaces bornolo- 
giąues, donnee dans la proposition 5 de [3]; il en resulte d’abord 
que E' est cios. D’apres le theoreme 1 demontrś ci-dessus, 
E'-\-V'=F' est aussi cios; par suitę, l’espace E, muni de la 
topologie t(E,F'), est un espace bornologique. En outre, pour 
cette topologie, H est cette fois un hyperplan ferme de E; 
le theoreme sera donc demontrś si nous etablissons que les 
topologies induites sur H par r(E,E') et par r(E,F’) sont 
identiques.

II nous faut pour cela examiner les parties de F' qui sont 
convexes, cerclees et faiblement compactes (c’est-a-dire com- 
pactes pour a(E*,E)). Dósignons par Sa la partie de V', formśe 
des avec |2|<a; Sa est convexe, cerclee et faiblement com- 
pacte, et, par suitę, si K est une partie convexe, ccrclee et 
faiblement compacte de E', K-\-Sa est convexe, cerclśe et 
faiblement compacte dans F’. En outre, il est clair que la 
tracę sur H de 1’ensemble polaire (K-\-Sa')0 est identique a la 
tracę de K°: D’apres la dśfinition des topologies t(E,E') et 
r(E,F'), la proposition sera demontree si nous montrons que 
tout ensemble convexe, cercie et faiblement compact M de F' 
est contenu dans un esnemble de la formę K-\-8a.

Pour cela, remarquons que tout point x' e M se met d’une 
seule maniere sous la formę y'-\-Xu, ou y' e E'. Nous allons 
montrer que, lorsque x' parcourt M, 1’ensemble des |A| est 
majore par un nombre a > 0, et que l’adherence dans E' de 
1’ensemble des y' est un ensemble faiblement compact K-, il 
en resultera que M est contenu dans K-\-Sa. Or, comme E' 
est cios, il existe dans E' un tonneau P tel que le sous-espace 
cectoriel E'P de E*, engendre par P, ait une intersection avec V' 
qui soit rśduite a 0 (proposition 1). Comme P est ferme dans E', 
on a E'(~\P=P, et, par suitę, F'(^\(P-]- S1) — P+ Sx, ce qui, 
par meme raisonnement que dans la demonstration du theo­
reme 1, prouve que -P+$i est un tonneau dans F'. Comme 
est compact dans F’, le theoreme 2 de [3] montre alors qu’il 
existe un a>0 tel que JfC«(P+ >8'1), ce qui śtablit que p|<a 
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pour tout x' e M. Soit ensuite N la projeetion de M sur E', 
■ensemble de y', et soit g un ultrafiltre sur N-, est la pro- 
jection d’un filtre <5 sur Jf, et si <50 est un ultrafiltre sur Jf 
plus fin ąue S, la projeetion de <50 sur N est un ultrafiltre 
plus fin ąue g, donc identiąue a 5- Cela etant, l’ultrafiltre So 
converge par hypothese vers x'o e M, et d’apres ce ąue nous 
venons de voir, la projeetion de <50 sur V', qui est une base 
d’ultrafiltre sur Sa, converge vers z0 e Sa', on en deduit que g 
converge vers x'o—Xou, ąui est nócessairement contenu dans P 
puisque NCP. Comme x'o—XoueF', on a x'o— 20u e PCE', ce 
qui acheve la demonstration, en prouvant que l’adhórence 
de W dans E' est compacte.

4. Thóoróme 3. Soient E un espace tonnele, H un sous-espace 
■oectoriel de E de codimension finie] alors H est un espace tonneld.

Baisonnant comme dans la dómonstration du thóoreme 2, 
on se ramene d’abord au cas, ou H est un hyperplan dans E, 
et, comme le theoreme est evident si H est fermó, on peut 
supposer ąue H est partout dense dans E-, u, V' et F' auront 
le meme sens ąue dans la dómonstration du theoreme 2. Nous 
allons montrer que 1’espace E, muni de la topologie r(E,F'), 
est*tonneló. II suffira pour cela ([3], proposition 2) de prouver 
que tout ensemble M, contenu dans F' et faiblement borne, 
est faiblement relativement compact dans F' (le ąualificatif 
„faible” se rapportant toujours a a{E*,E)). Pour cela, nous 
prouverons que M est contenu dans un ensemble de la formę 
J£+$o, ou K est faiblement compact et contenu dans E', 
et Sa a la meme signification que dans le theoreme 2.

Prouvons d’abord que, si x' = y'Xu, |A| reste borne lors­
ąue x' parcourt M. Supposons le contraire; il existerait donc 
une suitę (x'n) d’ólóments de M telle que, si hnu, |2„|
tende vers -j-oo. On a u = ^x'n— ^-y'n. Comme la suitę (x'n) 

est faiblement bornee, la suitę | 

la suitę (—^3/ńj 

•'n—^-y'n' Comme la suitę (x'n) 

(i- faiblement vers 0, donc

tend faiblement vers u. Or, cette derniere suitę 

est contenue dans E' et faiblement bornee. Comme E est ton- 
nele, 1’ensemble des — p y'n est contenu dans une partie faible-
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ment compacte de E', ([3], proposition 2), et, par suitę, u ap- 
partiendrait aussi a E', ce qui est absurde.

Cela etant, si |A|^a lorsąue a?' parcourt Jf, 1’ensemble des 
y' = x'—/.u est faiblement borne, donc contenu dans une partie 
faiblement compacte K de E', ce qui prouve que Jf est con­
tenu dans K-\-Sa.

Ce resultat s’applique en particulier a toute partie faible­
ment compacte M de F', et montre donc, comme dans le theo- 
reme 2, que, sur H, les topologies induites par t(E,F') et t(E,E') 
sont identiques. Mais, pour la topologie r(E,F"), H est un 
hyperplan ferme de 1’espace tonnele E, donc est tonnele, ce 
qui acheve de demontrer le t łieoreme 3.
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A NOTĘ ON CAUCHY’S PROBLEM
By Binab Hille (New Haven, Conn., U. S.A.)

1. Introduction. This notę contains some comments on the 
problem of Cauchy for a class of linear operator equations 
including linear partial differential eąuations. We start with 
the latter special case.

Let Em, be the real Euelidean space of m dimensions
with points ®=(^1,...,^m). Let j,k=l,2,...,p, be linear
differential operators with respect to the variables 
with coefficients which are continuous functions of x in Em 
and do not involve the variable t. Consider the system of 
linear partial differential eąuations

(i-i)
k=l

or in vector form
(1.2) fy=s?H?/L 

where

(1.3) y = (Vi,-:,Vp),

Let y be a complex B-space whose elements are vectors 
y{x) = (y1(x),...,r]p(x)) with ?/*(a?) defined for all x in Em. We 
may formulate a Cauchy problem for (1.2) as follows:

For a given y0(-) e Y it is reąuired to find a nector 

2/(^f)=^[®,f;2/0(-)J
such that (i) 7/(a?,t) satisfies (1.2) for every x e Em, t>0, (ii) y(-,t) 
and yt(-,t) are in Y for i>0, (iii) £/(•,£) is an absolutely con­
tinuous function of t for t>0, and (iv)
(1-4) stronglim y(-,t)=y0(-).

*4-0
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Here condition (iii) is understood to imply that yt(-,t) is 
a Bochner integrable function of t in any interval (a,/?)^ 
0<a</3<oo, and, in conjunction with (iv), that

t
(1.5.) fys{. •,«; y0]ds=y\. Vo\—y^ ■ )•

o

J. Hadamard (see for instance, [2], p. 4) calls a Cauchy 
problem “correctly set” if there is one and only one solution 
of the system of partial differential eąuations satisfying the 
auxiliary conditions. In our case it is desirable both to limit 
the admissible initial values y0(-) and to impose a condition 
of growth on the admissible solutions as functions of t. Let Yo 
be a linear subspace of Y. We shall say that Cauch/ifs pro­blem for eąuation (1.2) is sohoable [Yo; O] if for everyyoeYo there is one and only one funtcion y(-,t) satisfying conditions 
(i)-(iv), with y(-,t)eY0 for t>0, together with a gwen order relation O.

Various order relations will be specified in the following. 
While they are largely chosen ad hoe, they do single out an 
important class of solutions, namely those obtainable by ap- 
plying a sembgroup of linear bounded operators to the ele- 
ments of Yo. That Cauchy’s problem, when correctly setr 
leads to group theoretical considerations has been emphasized 
by Hadamard (see [2], p. 53-55 and [3]) who arrived at this 
conclusion by an analysis of the major premise of Huygens’ 
principle. An attempt to fit these phenomena into the generał 
theory of semi-groups of linear operators was madę by the 
author in Chapter XX of [5], The present notę puts some of 
my previous results on a firmer and morę generał basis and 
gives them a morę precise form.

2. Review of semi-group theory. For the following discus- 
sion the reader will need some knowledge of the theory of 
semi-groups of linear bounded operators. A detailed account 
is to be found in [5], which should be compared with Yo- 
sida [7], but the reader might find the following summary 
helpful.
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Let Y be a complex B-space witli elements y. Let 
{T(t) |0^t<oo} be a family of linear bounded operators on Y 
to itself. T(t) is a semi-group if
(2.1) Z(tl + t2) = T(t1)T(«2) (0^t1,«2<oo).

We assume that T(0) = Z and that Z(t) is strongly right-con- 
tinuous at the origin, that is

for every y e Y. It is known that this implies

(2.2) stronglim T(t)y = y

Further

(2.3)

and

stronglim T(t)y=T(t0)y (<0^°),
f->4

(2.4) lim i log ||I’(t)|| = cu<oo.
/->oo '

(2.5) stronglim ^[T(t)y—y]^A[y] 
t-^o *

exists for y in a set Z>[A] dense in Y. A is a linear closed oper­
ator and is known as the infinitesimal generator of the semi- 
group. It is bounded if and only if

(2.6) lim ||T(t)—I||= 0. 
<4-0

For 9Z(A) > co, the operator XI—A has a bounded inverse 
R(X-, A) so that
(2.7)
(2.8) 
and

(2Z—A)l?(2; A)y = y, y e Y,

R(X-, A)(XI—A)y — y, yeD[A~\,

oo
(2.9) R(X-,A)[y]=fe-^T(t)[y]dt, 5R(A)>«.

0
Conversely, for every y e Y

(2.10) T(t)[y]= stronglim jy R^-, J.)) [?/].

Finally we have
<2.11) ^T(t)[y]=AT(t)[y]=T(t)A[y], y e D[A],

and this is basie for the following discussion.
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3. A generał Caucliy problem. As above let Y be a com- 
plex B-space with elements y and let Yo be a linear subspace 
of Y. Let U be a linear operator on Y to itself and consider 
the eąuation
(3.1) y'(t)= U[y(t)],

where the dash inuicates the strong <lerivative of y(t) with 
respect to t, that is,

(3-2) lim
/!->0

|[y(t+fe)—y(t)]—3/'O)

In ańalogy with the classical case we formulate the fol­
lowing

Cauchy Problem. Given an element y0 e. Y, find a function 
y(t) on (0, oo) to Y such that (i) y(t) satisfies (3.1) for t>0,
(ii) y(t) and y'(t) are in Y for fixed t>0, (iii) y(t) is an absolutely 
continuous function of t, and (iv)
(3.3) strong lim y(t) = y0.

<4-0
■ We say that this problem is solnable [Yo, OJ if to erery y0 of 
a gir en linear subspace Yo there exists one and only one func­
tion y(t) in Yn satisfying conditions (i)-(iv) as weil as a pre­
ser ibed order relation O.

The basis for the discussion is the following uniąueness 
theorem.

Theorem 1. Suppose that U is a closed linear operator 
whose domain is dense in Y. Suppose that its resolnent 1?(A; U) 
eaists for and that lim sup Z7)||<oo.. Then

jor any cltoice of y0 in Y the Cauchy problem for eąuation (3.1) 
has at most one solution satisfying

(3.4) lim sup - log ||y(t)[|< oo.
6->oo '

Proof. Suppose contrariwise that for a particular choice 
of y0 there were two solutions yjj) and yz(t) satisfying con­
ditions (i)-(iv) as weil as (3.4). Then their difference y{t) — 
=y1(t)—y2(t) satisfies (i)-(iii) and (3.4) while (iv) is replaced by
(3.5) strong lim j/(t) = 0.

H-o
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Suppose that the actual value of the left member of (3.4) is r. 
For 2 > r we form

oo

(3.6) Z(2; y)=f<e~^y(t)dt;
ó

clearly the integral exists and defines an element of Y. By 
virtue of (ii) the integrand belongs to D[f7], the domain of U, 
for every t, 0<t<oo. We shall show that Z(A; y) e D[(7] and 
evaluate ?7[Z(2; #)].

For this purpose take 0<a</?<oo and form
9 9, 9
/e~*iU[y(t)]dt=j e—Xty'(t)dt— [e~uy(f)^a-\- 2Je~ily(t)dt, 
aa a

where the integral in the second member exists by condi­
tion (iii). As a—>0, /S—>oo, the integrated part tends to zero 
so the third member tends to the limit 2_Ł(2;y). Setting

9
La^A-, f)=f e~ztf(t)dt,

a
we shall prove that

(3-7) {7[Za|s(A; i/)]=Z«^(2; Z7[t/J).
Since U is normally an unbounded operator, this reąuires 
a fairly elaborate argument based on the closure of U and 
properties of the resolvent.

By assumpt.ion there exists a finite M such that

(3.8) A||J?(it; 17)||feJf, &^AO+1.
From

kR(k-, U)y=R(k-, U) Uy+y, y eP[P],

we conclude that
(3.9) strong lim kR(k-, TJ)y — y,

A->oo

to start with for y e D[ U], and hence for all y by the Banach- 
Steinhaus theorem, sińce D[U] is dense in Y and (3.8) holds. 
Further, for fixed fc^20+l, the operator

kUR(k-, U)=k[kR(kj U)—I]

is bounded with a norm not exceeding &(Jf+l).
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It follows that we may operate with k U R(k-, U) on y) 
by interchanging operation and integration so that

kUR(k-, U)[La^-,y)]=La?(M^UR(k-, U)y)

or, sińce y(i) e D[ Z7] for i > 0,

U{kR(k-, U)[La^-,y)]}=L^-,kR(k-, U)[Uy]).

Here we let fc—>oo. The element between the braces on the 
left converges strongly to Z„^(2; y) by (3.9). On the right 
hand side

kR(k", U)[Uy(t)]-+U[ym=y'(t)

for every t. Moreover, the functions occuring on the left in 
this relation are strongly measurable for each ł^20+l and 
their norms do not exceed the Lebesgue integrable function 
Jf||y'(Cll- I* follows that we can pass to the limit with k under 
the sign of integration so that

Ltt^-,kR(k-, UKUy^^La^-, Uy).

Now U being closed it follows that Lu?[ł-,y) eZ>[P] and (3.7) 
holds. We may then let «->(), /?->oo in (3.7). The ąuantity 
between the braces converges to Z(2; y) and the right hand 
side was seen to tend to 2Z(2; y). Using the closure of U once 
morę, we see that Z(2; y) e D[U] and U[L(A-, «/)]= 2Z(2; y) or

(2Z-I7)Z(2;y)=0

for A >t. Taking 2>max(20,r), we then have

22(2; 17) (21—17)2(2; y)=0
or

2(2;y)^0.

But if the Laplace transform of a continuous function vanishes 
identically for all large values of 2, then the function is iden- 
tically zero, so that y(i)==0 or y1(f)=?/2(i). Hence the solu- 
tion is unique whenever it exists. This completes the proof.

4. Solvability of Caucliy’s problem. We say that a solution 
of Cauchy' s problem for eguation (3.1) satisfying condition (3.4) 
is of normal type and the problem is solrable [Yo; Z7] if a (uni- 
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ąue) solution of normal type exist for eoery y0 e To. The problem 
is solrable [Yo; A(a>)] if (3.4) holds in the stronger form

(4.1) lim sup ylog ||y(t; i/0)||<^o<oo, yoeYo,f->oo f'

and [Y0;WB(o)J if the condition reads

(4.2) ||y(Z; y0)||^lf||y0||e“f, y0 e Yo,

where a> and M are fixed constants. We shall prove various 
theorems linking these notions with the theory of semi-groups.

Theorem 2. If U is bounded, then Cauchy's problem for 
eąuation (3.1) is solrable [ Y; WB(||f7||)] and the solution is

(4-3) y(t',y0) = exp(«Dr)[y0], yoeY.

Proof. The exponential function being defined by the usual 
series, it is a simple matter to verify that (4.3) gives a solu­
tion and that (4.2) holds with M=l, co=||f7||. U being bounded, 
7?(2; U) exists for |2|>||f7|| and 272(2; U) is holomorphic at in- 
finity so that the conditions of Theorem 1 are satisfied and
(4.3) gives the only solution of normal type.

Theorem 3. If U is the infinitesimal generator of a semi- 
group {T(i)|0^<<oo} satisfying (2.2) and (2.4) then Cauchy^s 
problem is solrable [D[f7], WB(co)], the solution being

(4.4) y(t;y0)=T(t)[_y0], yoeD[U~\.

Proof. Formula (2.11) shows that (4.4) gives a solution 
and this is the only one.of normal type for U) exists 
when 91(2) > w and (2.9) shows that 2||1?(2; llj|| stays bounded 
as 2->oo.

Here it should be observed that the operator T(t) is de­
fined for all of Y and not merely on Z>[17], but we cannot 
assert that (4.4) satisfies (3.1) for y0 outside of D[U]. A counter- 
example is given in section 5 below.

Theorem 4. If U is a closed operator of domain Z>[ UJ dense 
in Y, if 222(2; U) exists and is a contraction operator for large 
positire 2, then U is the infinitesimal generator of a semi-group 
of contraction operators T(t) satisfying condition (2.2) and (2.4) 
with o=0 and the conclusions of Theorem 3 hołd.
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For a proof see Hille [5], Theorem 12.21 and [6], and 
Yosida [7].

Theorem 5. Let the operator U satisfy the assumptions of 
Theorem 1. If Cauch/tfs problem for eąuation (3.1) is solwable

NB(a)], then U is the infinitesimal generator of a semi- 
group {jC(£)|()5ś<<co} of linear bounded operators satisfying (2.2) 
and (2.4) with and the solution is giwen by (4.4).

Proof. Suppose that y(t-,y0) is the solution of (3.1) cor­
responding to y0 e D[U]. It satisfies (4.2) with w replaced by a 
so that we can form

oo

(4.5) RWfy^^fe-^y^y^dt, A > a.
0

Proceeding as in the proof of Theorem 1 we see that

(H-U)RW[y0^y0,

whence it follows that

(4.6) WoWWłW, A>max(ct, Ao).

Next we prove that y(t-, y0) has the semi-group property 
with respect to t. For this purpose we take t0 > 0 and observe 
that the functions y(t-\-t0; y0) and y[t', y(t0-, y0)] are both solu­
tions of (3.1) for t>0 converging to the same limit y(t0-,y0) 
as tJ,O. The assumptions of the uniąueness theorem being 
satisfied, we have

(4-7) y(t+to-,yo^y[t;y(to',yo^

and this is the reąuired relation. Conseąuently there exists 
a semi-group {T(t)\0<Lt<oo} of operators acting in D[17] 
such that
(4.8) ?/(«; ^/o) = 7’(Ot?/ol, yoeI>[U],

and T(0) = I while
lim T(t)[y0]=y0, ||T(0[MI=S>W|eo/-H-o

Since T(t) is bounded on the set D[U], dense in Y, it may 
be extended to all of Y without change of norm and con- 
tinuity properties so that the resulting semi-group acting in Y 
will satisfy (2.2) and (2.4) with co^a. It will then have an
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infinitesimal generator A and it remains to prove that A=U. 
Now formulae (2.9), (4.5), (4.6), and (4.8) show that

I?(2; A)[y0]=E(A; 17) [y0], A>max(a,A0),

to start with in the dense set D[Z7], and hence everywhere 
in Y sińce the operators are bounded. But B(2;A)[Y] is the 
domain of A and U)[Y] is the domain of U so that 
D[A]=D[?7], and if

A)[y]=Ji(A-, U)[y],

then A[z]=U[z] so that A = U. The rest follows from Theo­
rem 3.

Eąuation (2.11) is only the first one of infinitely many 
differential eąuations involving the semi-group operator and 
its infinitesimal generator. Generally, we have

(4.9) ^,T(t)[2/o]=JL"I’(«)[2/o] = T(iU"[2/o], y„eD[A"].
Clu

This leads to the eąuation

(4.10) y{n\t) = uniy(ty\

for which a Cauchy problem may be formulated analogous to 
that of section 3 for n=l1).

5. Applications and examples. It is elear that each of the 
preceding theorems applies to the special case in which U=31 
is a differential operator,, so that, replacing U by 31 we get 
results concerning the special Cauchy problem of the Intro- 
duction. If m—1, we have a single space coordinate and 31 
becomes an ordinary differential operator and if the non- 
homogeneous differential eąuation

(5.1) 3l/-A/=-<j

has a uniąue solution in Y for every given g eY when 1 is 
large positive, the solution is /=E(A; 3I)[{/]. In order to apply

*) Added in proof, September, 18, 1952: A discussion of this problem
will be published elsewhere. The eonclusions of Theorems 1, and 5, liold
under less restrictive assumptions. Details will be given in a later paper.
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the criteria, we must verify in addition that A||^(A; 2l)|| stays 
bounded when A—>oo. If m>l, eąuation (5.1) is still a partial 
differential eąuation, but it involves one independent variable 
less than (1.2) so that the problem has been reduced to a sim- 
pler one. We shall not pursue these generalities any further, 
but end the discussion by exhibiting a few illustrative examples.

We start with the simplest wave eąuation

(5.2) 32łj 32r]3t2 3? ’
Cf. [5] section 20.3, where, however, the space Y is not pro- 
perly chosen. Setting Sn

W =

we obtain a matrix eąuation of type (1.2) with m—l, p = 2, and

We take Y=(y1(§), %(£)) where %(£) e C[—oo, oo] and is ab- 
soluteJy continuous with ^{(f) eZ(—oo, oo) and rj2(^)eL(—oo, oo). 
Setting

oo

II2/II = niax \^)\+f [ W)| + |%(£)|]^,
—oo

and defining the algebraic operations in the obvious manner, we 
see that Y becomes a B-space. The domain of 21 is the set of or- 
dered function pairs (%,%) such that »7i(^), ł?i(f), and %(£) 
are in O[—oo, oo] while ł?l(£), r)i(t;), and j/ź(^) are inL(—oo, oo). The spectrum of 21 is purely imaginary and the 
corresponding eąuation (5.1) is easily handled. It has a uniąue 
solution in Y for A not on the imaginary axis and A||1?(A; 2I)|| 
is bounded on the real axis so that the uniąueness theorem 
applies. The classical solution of (5.2) is

(5.4) %(£,«; %iC?o2)=ł['?oi(^+<) +Wf—
W

with y2 obtained by formal differentiation with respect to t. 
Now if ?/0= (^oi;’/o2) any element of Y, the vector y(£,t',y0), 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 5 
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whose first element is given by (5.3) and whose second ele­
ment is obtained by formal differentiation with respect to i, 
is also an element of Y and the linear transformation from y& 
to y(-,t-,y0) is bounded for —oocżcoo with a bound inde­
pendent of t. Moreover, it may be varified that y(£,t-,y0) is 
a solution of Cauchy’s problem for the matrix wave eąuation 
when y0 e B[2I]. It is thus the only solution of normal type 
and it is obtained by applying the group operator T(t), gene- 
rated by 21, to the elements of D[2I]. Two things should be 
observed here. First, owing to the properties of the resolvent, 
we are led to a group rather than to a semi-group. Secondly, 
T(<)[y0] need not be a solution of the matrix wave eąuation,. 
when y0 is not in D[2I]. Thus, if either or ł/02(£) is a con­
tinuous non-differentiable function, we cannot apply the ope­
rator 21 to the formal solution.

Taking Laplace’s eąuation instead

(5.5) 

and proceeding in the same manner, we are led to a matrix 
eąuation of type (1.2) with an 21 obtained by replacing D2 
by —Z)2 in (5.3). The resulting operator behaves in a com- 
pletely different manner, however. If Y is chosen as in the 
previous case, the spectrum of 21 covers the real axis and the 
resolvent exists in the upper and lower half-planes instead of 
in the right and left ones. This is an indication that Cauchy’s 
problem is not correctly set, and it is of course weil known 
that it is Dirichlet’s problem and not Cauchy’s problem that 
is meaningful for Laplace’s eąuation.

This does not mean, however, that there are no solutions 
of the eąuation (5.5) for f>0 obtainable by applying a semi- 
group operator to initial values on the £-axis. But we have 
to find another modę of attack. Now Laplace’s eąuation is 
actually of type (4.10) with n=2 and may be handled accor- 
dingly. We have merely to find a suitable interpretation of 
the square root of — D2 and it is known that —D2=(D(7)2 
where D stand for differentiation with respect to £ and C 
for conjugation (in the sense of potential theory). See Hille
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[4],  p. 39, [5], p. 411, and especially [6]. See also Boch- 
ner [1] where other fractional powers are considered.

We are thus led to consider the operator eąuation

(5.6) y'W=DC[y(tn,
the solutions of which also satisfy (5.5) at least for y0 in the 
domain of (DC)2=—D2, but actually for all y0. Here we take 
Y=LP{—oo, oo), l<p<oo. The spectrum of DC is real ne- 
gative and DC) turns out to be a contraction operator 
for 7. > 0. Hence DC generates a semi-group of contraction 
operators and with the aid of (2.10) one may show that

(5.7) y^,t-,y0)-nfy^+s2}ds,
—oo

or Poisson’s integral for the upper half-plane. Here Cauchy’s 
problem for eąuation (5.6) is solvable [Y;WB(0)] and the 
solution satisfies Laplace’s eąuation for every y0(^) e Y.

In conclusion we consider the ordinary heat eąuation

■(5.8) 3i
Here 2I=D2 and if Y=LP(—oo, oo), lSp<oo, the spectrum 
is real negative and Da) is a contraction operator given by

oo

(5.9) K(A;P2)[y0]=-p= J‘ e~^y0(S+s)dg.
—oo

The classical solution 

(5.10)

may be obtained from (5.9) by carrying out the limiting pro- 
cess of formula (2.10). The Cauchy problem for (5.8) is sol- 
vable [Y; WjB(O)].

Additional examples may be given ad lib., but those con­
sidered will suffice to show the power and the limitations of 
the method.

5*
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NOTĘ SUR LES FONCTIONS ANALYTIQUES 
MULTIFORMES

Par S. Stoilow (Bucarest)

Dans 1’śtude du comportement d’une fonction analytiąue 
au voisinage des ślements frontiere de sa surface de Riemann — 
ce qui, dans le cas des fonctions uniformes, revient a 1’śtude 
au voisinage des singularitós transcendantes — un role impor- 
tant est jouś par la propriete dSInersen. Celle-ci, qui appar- 
tient en particulier, comme on sait, a toutes les fonctions 
inverses des fonctions meromorplies dans le plan fini [1], ap- 
parait, dans des cas plus genćraux, ćtroitement liće aux th.ó- 
oremes concernant 1’indótermination totale de la fonction en 
l’un des ólóments frontiere de son domaine naturel d’existence,, 
et a des propositions connexes [4, 8, 10].

Or, pour une fonction analytiąue quelconque, le fait de 
possóder, ou non, la propriśtś susmentionnśe tient exclusive- 
ment a la Structure de sa surface de Riemann, et notamment 
aux proprietes de recouvrement de celle-ci. U est donc utile 
de dćfinir la propriśtś d’Iversen, et de formuler ses consó- 
cpienccs, a partir d’une surface de Riemann donnee a priori 
et consideree comme domaine naturel d’existence d’une classe 
de fonctions, toutes, simultanóment, pourvues ou non de la 
dite propriótś.

1. Une surface riemannienne de recouvrement R, śtant de- 
finie [5, 6] par une varióte deux dimensionnelle V quelconque 
et une transformation intćrieure 2=T(p) qui fait correspondre 
a tout p eV un point z de la sphere de Riemann 8, est dite 
de classe (I) (et les fonctions correspondant a R possedent la 
propriśtó d’Iversen) si, a tout chemin continu l, tracę sur 8, 
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d’extrśmites a et b, et a tout a e T~ 1(a), on peut faire cor­
respondre un chemin A sur V, partant de a et aboutissant en 
un point /?, tel ąue Z’(A) soit situć dans un voisinage ąuel­
conąue de l, donnę a l’avance, et le point b'=T(Jl) aussi prśs 
qu’on le voudra de b.

Cette dśfinition impliąue donc ąue les valeurs asympto- 
tiąues de z—T(p) relatives aux divers elements frontiere de V 
(points singuliers de toutes les fonctions correspondant a 7?) 
sont distribuees d’une certaine maniere sur R. Une telle dis- 
tribution est bien relatwe a R, et non pas a £ seulement: une R 
dont les valeurs asymptotiąues formeraient sur £ un ensemble 
totalement discontinu, serait evidemment de classe (Z); mais la 
rściproąue n’est pas vraie, comme le montrent immediatement 
des exemples connus de surfaces de Eiemann, engendrees par 
certaines fonctions entieres (comme la fonction de Gross).

‘ 2. II apparait immśdiatement que, dans la dśfinition du 
paragraphe prścśdent, on peut remplacer £ par une surface 
de Eiemann ąuelconąue Ro (dśfinie par Uo et a=Z0(p0) avec pQ e 70) et considśrer les surfaces de Eiemann R de recouvre- 
ment de Ro, dśfinies par V et p0—T(p), p eV. On conęoit 
donc facilement ce que Fon doit entendre par une surface R de classe (Z) sur Ro, cette derniere etant arbitrairement donnee.

Les diverses classes de fonctions ordinairement considśrśes 
sur une surface de Eiemann donnśe Ro, uniformes ou multi- 
formes sur celle-ci, ont bien des surfaces de Eiemann de classe 
(Z) sur Ro. II en est ainsi, par exemple, des integrales abślien- 
nes classiąues, ou Ro est surface close, des intśgrales abślien- 
nes de E. Nevanlinna [7], ou Ro est ouverte, des fonctions 
inverses des fonctions uniformisantes d’une Ro ąuelconąue. 
II en est de meme des fonctions dites de classe U de Seidel 
et de Frostman [2,3], comme l’a montrś Koshiro [10], 
ąui sont de classe (I) sur |w|<l, des fonctions dśfinies par 
une relation entiere G(w, z) = 0 [4], ainsi que de celles ąui cor- 
respondent a des surfaces de Eiemann dont la frontiere est 
de mesure harmoniąue nuUe [8], ąui sont l’une et l’autre de 
classe (Z) sur la sphere des valeurs w.

U resulte encore de la dśfinition du paragraphe precśdent 
ąu’une surface Rz de classe (Z) sur Rt, cette derniśre śtant 
de classe (Z) sur Ro, est de classe (Z) sur Ro.
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3. Considerons un ólóment frontiere d’une surfaee Ił ąuel­
conąue, et soient Df (i—1,2,...) les domaines dóterminants de 
■cet ólóment sur V (voir [6], p. 86). Si Fon dósigne par T(I)i) 
la fermeture de 1’ensemble T(I)i)CR0 sur Ro, 1’ensemble com­
mun de tous les T(Dt) peut se róduire a un point uniąue et 
nous dirons alors ąue 1’ólóment frontiere est ponctuel-, cet en­
semble peut etre vide et nous dirons, dans ce cas, que 1’ele­
ment frontiere est extdrieur d Ro. L’element frontiere est dit 
totalement etale sur Ro si 1’ensemble commun des T\I)t) re- 
couvre tout Ro [9]; il est partiellement etale dans les autres cas.

L’importance de la notion de classe (I) tient justement 
dans 1’absence de cette derniere espece d’ólóments frontiere 
dans les surfaces R de classe (I) sur Ro. Plus prócisement, on 
peut dómontrer, comme je l’ai fait pour le cas, ou _R0 est la 
sphere [4, 8], ąue

Si Ił est de classe (I) swr Ro, seul Vun des deux cas suirants 
peut se presenter:

1° Tous les elements frontiere de R sont ponctuels ou extd- 
rieurs a Ro, et R possede un nombre fini de feuillets sur Ro.

2° II eooiste au moins un element frontiere de R totalement 
etale sur Ro, et ceux ąui ne sont pas de cette espece sont ponctuels 
ou exterieurs d Ro. R possede, dans ce cas, un nombre infini 
de feuillets sur Ro.

Pour les fonctions w(z) correspondant a 7?’), ces deux cas 
se traduisent, respectivement, par

1° Toute w(z) est une algóbroide gónóralisóe sur Ro, c’est- 
a-dire qu’elle satisfait a une relation de la formę

wn wn-1+ ...4-J,n(«) = 0,

ou les At(z) sont des fonctions uniformes sur Ro, pouvant 
y avoir un ensemble totalement discontinu de singularitós.

2° Toute fonction «(w), inverse d’une fonction correspon­
dant a R (au sens mentionnó plus haut) est totalement indó- 
terminee relatinement d Ro, en au moins un de ses ólóments

’) R, comme surfaee de reeouvrement de S, se dófinit par V et
= T^Ttp)). Les fonctions w(«) sont celles correspondant a cette dófinition

de R.
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frontiere2), les points singuliers correspondant aux ólóments 
frontiere ponctuels etant des points transcendants ordinaires.

2) C’est-a-dire ąue 1’ensemble des yaleurs limite de la fonction, relatif 

a cet ólóment frontiere est T0(V0).
3) on demontre egalement [4] ąue les points de I‘o ąui ne sont couyerts 

ąue par un nombre fini de points de R au plus, forment sur lia un ensemble 
qui est au plus la róunion d’une infinitó denombrable d’ensembles totalement 

discontinus.

Dans le cas, ou Ro est close, les dómonstrations donnóes 
[4, 8] s’appliquent sans changement. Dans le cas gónóral, oii 
jnterviennent les ólóments frontiere de Ro, des lógeres modifi- 
cations ąui n’ont rien d’essentiel sont nócessaires3).

4. Envisageons maintenant une surface de Riemann R 
recouvrant $ d’une maniere absolument ąuelconąue et recher- 
chons les domaines de £ sur lesąuels R, ou une partie de R, 
est de classe (Z).

II existe toujours de tels domaines — domaines (Z) — ąuand 
nous nous bornons a une partie de R. Soit, en effet, C l’intó- 
rieur d’un cercie de centre z= a et soit Q la composante de 
1’ensemble T~ \C) contenant un point dóterminó de Z-1(a). 
Si C est assez petit, T(Q) recouvre tout le cercie C et la partie 
de R, limitóe a QCV est de classe (Z) sur C. Soit C* la róunion 
de tous les cercles de centre a pour lesąuels cette derniere 
propriete a lieu. Si le domaine Q* correspondant comprend 
un ólóment frontiere de R, c’est-a-dire si un yoisinage de cet 
element est compris dans Q*, on pourra dire ąu’un tel óló­
ment frontiere est totalement ótaló sur O*, ou bien que w(z) 
est une algebroide genóralisee sur C* (dans Q*). En effet, on 
peut alors appliąuer a la partie de R, qui est la surface dófinie 
par Q* et z=T(p), la proposition du paragraphe prócódent, 
l’elóment frontiere de R compris dans Q* etant un ólóment 
frontiere de Q*.

Par contrę il n’existe pas toujours des domaines de $ sur 
lesąuels R serait de classe (Z), c’est-a-dire ąui seraient des 
domaines (Z) pour R meme. La recherche de tels domaines, 
s’ils existent, prósente cependant un intóret evident pour 
1’etude de R et des fonctions ąui lui correspondent. Voici com- 
ment on peut alors les construire. Considórons sur 6' tous les 
cercles ouyerts Z1 ayant pour centres les points d’un ensemble
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dśnombrable donnć E, dense sur $. S’il existe des domaines 
(I) pour R, il y aura au moins un r tel que chacune des par- 
ties de R, limitóe a une composante de 1’ensemble T_1(Z),. 
soit de classe (I) sur r. Soit r* la reunion de tous les cercles, 
de centre fixe, possedant cette propriete. A chaąue point de 
1’ensemble E on attachera ainsi un cercie r* dóterminó s’il 
existe au moins un r satisfaisant a la condition indiąuśe. 
II y aura au plus une infinitó dśnombrable de r*. Deux r* 
seront dits enchaines entre eux s’il existe une chaine finie de Z*,, 
aliant du premier au second, et telle ąue deux Z* ąuelconąues 
succesifs de cette chaine forment un domaine de Cette re­
lation est symetriąue et transitive. Si Fon groupe tous les Z* 
enchaines entre eux, on aura tous les domaines (Z) relatifs a R, 
qui existent.

Soit d un domaine (Z) pour R. Si T_1(zl) comprend un elć- 
ment frontiere de R, on pourra faire la meme remarąue que 
dans le cas, ou Fon aurait affaire a un domaine (I) d’une partie 
de R seulement. Mais ici, Fon peut observer de plus que tous 
les ślóments frontiere de R, dont un yoisinage au moins est 
exterieur a T_1(Zl), sont des ćlements d’indetermination non 
totale, car les points de A au moins ne sont pas, pour eux, des 
yaleurs limite des fonctions «(w) correspondantes.

5. On voit quel parti on peut tirer, pour 1’ćtude des fonc­
tions correspondant a Z, de l’existence d’au moins un cercie Z 
(donc d’un domaine (Z) au moins) pour la surfaee R. Ceci 
n’est cependant pas toujours le cas.

Prenons, par exemple, le plan complexe (w) et pratiąuons 
y une infinitó de fentes rectilignes an (ou n parcourt tous les 
entiers) dśfinies par

x^n, y — 2n(n+rn),

rn designant les nombres rationnels >0 et <1.
Soit D le domaine (u)— La surfaee Z, engendróe par 

n
z = eu, ou u dócrit Z>, ne possede aucun domaine (Z).

Enfin, il se peut que R, sans etre de classe (Z) sur £, donnę 
lieu cependant" a la premiere partie de la proposition 2° du 
paragraphe 3; tel est, par exemple, le cas, lorsqu’il existe un
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seul domaine (1), et que celui-ci est partout dense sur £. On peut 
facilement former une telle surface en retranchant, par exemple, 
de chaąue feuillet de la surface de log z les points se projetant 
sur un meme segment de droite fini.
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ON THE PRODUCT
OF TWO SUMMABILITY METHODS

By O. SzAsz (Ohio, U. S. A.)

1. Introduction. The problems discussed here belong to 
a chapter of the theory of linear functionals, to which 
H. Steinhaus madę important contributions. Suppose that T± and T2 are two summability methods, and Tj-Ta denotes 
the iteration product, that is the transform T1 of the trans- 
form Ta of a sccpience (or a function). If I\ is a regular me- 
thod then clearly T2 summability implies T1-T,_ summability. 
However it is an open cpiestion under what conditions 1\ 
summability implies 1\'T2 summability. If this is the case, 
then obviously the transform Tx-I\ is at least as generał as 
either T1 or T2. We have discussed some such cases in a re- 
cent paper [5]. These cases are:

1) Abel and Cesaro summability,
2) Laplace and' Eiesz summability,
3) Borel and Cesaro summability,
4) Borel and Euler summability.
In all these cases T implies T ■ T. Similar results were ob- 

tained independently by Amnon Amir (Jakimovski) in a pa­
per not yet published.

For other properties of products of methods see [1],
In the present paper we shall show that the same is true 

in the following cases:
a) Abel and Hausdorff summability (which includes 1)),
b) Borel and Hausdorff summability,
c) Abel summability and the circle method.
We also give an example of two regular methods, where 
does not imply T^T^.



76 o. szAsz

2. Euler and Hausdorff means. The generał Euler means 
of a seąuenee {sn} (due to K. Knopp and E. Jacobsthal) 
are defined by

II
(2.1) <?nW=^’f)rv(l—(n=0,1,2,...),.

v=0

r a parameter. The transform is regular for Ocr^l.
The Hausdorff means are defined by

n i

(2.2) (?) svfr\l-r)n~vdy>(r),

v==Q 0

where ^(r) is a function of bounded variation in 0<r<l.
The transform (2.2) is regular if and only if

i 
ydy>(r) = y>(l)—y>(0) = l, 
o

and if yi(r) is continuous at r=0.
We may assume that y(0) = 0, so that

y)(l)=l, y>(4-0) = y>(0) =0.

Euler-means, Cesaro-means and Hólder-means are special 
Hau sdorff-means.

Lemma 1. Let

n

Vn(r) = S„=max|sv|,
o v<"

knWl (0^r<l)r
and

i 
|An|<s„ f\dy>(r)\.

o

These inequalities follow from (2.1) and (2.2).
We shall also employ the following lemmas:
Lemma 2. If the power series Xsnxn converges for 0<x<lr 

then Ls„xn conrerges for 0<a?<l.
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ItTfollows from our assumption that for any e > 0 there 
-exi$fs an n0(e) such that |sn|< (l + «)n for n>w0(e); a fortiori 
there exists an n1>n0, such that

s„<(l + e)n for n>nx,

and from this ineąuality our lemma follows.
OO

Lemma 3. If the power series \ sn—z comerges for all ® > 0,
o 

oo

then sn-7 conwerges for all a?>0.
o

00 n

It is Seen easily that > — ls*l converges, whence our
n=0 u=0

lemma follows.

3. Product of the Abel and Hausdorff methods. We as­
sume that a seąuence {sn} is summable Abel, that is £ana)n 
convergesfor |a?|<1 and f(oo) =%a„xn=(l—a>)^snx"->-s as

n
Here ^av = sn. It follows from Lemma 1 that 

o
oo oo

(3-1)
m m

and now from Lemma 2, that the series

(3.2) ^’?>n(r)a?"=P(a?,r)
o

is for any fixed |®|<1 absolutely and uniformly convergent 
in the interval 0<r<l. It follows that (3.2) can be integrated 
term by term with respect to dip(r). Obviously (l—x)P(x,r) = 
=AE(r) is the product of the Abel and Euler transforms. Now

1 oo 1 oo
j P(x,r)dy>(r)=£ xn j <pn(r)dy>(r) = £ hnxn,
o o b o

and (l—x)Xhnxn is the iteraticn product AH of the Abel and 
Hausdorff transforms.
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The double series
oo n

n=0 v=0

is, in view of lemmas 1 and 2, also absolutely convergent,. 
hence Interchange of summation is legitimate. We thus get

OO oo
P(r,r) = ^ rv(l^r)~vsv ^(l—r)vxn. 

v=0 n=v
Now

oo oo

J (“) (l-r)^"=^ f'+fc) (l-r)**/” =
n=v k=0

(l—r)va>v
(1—a?H-ra)*’+1’

so that
oo

P(x,r) — rvxv(l—x-}-rx)~v~1 sv.
v=0

On putting
ra

1—

we have 0<t<« for 0<o><l, 0^r<l, and we get

(3.4)
1__ o; 1

For this formula see also [2] and [3, p. 178]. If x->l then /->!, 
hence by (3.4) Abel summability implies AE(r) summability,

Incidentally, the convers is also true for seąuences {«„} for 
which Zsnxn converges in’ |a?|<l. This follows directly from 
the formula (3.4).

Clearly the series (3 3) is uniformly convergent over the 
interval 0<r<l, for any fixed |®|<1; hence it can be inte- 
grated term by term with respect to dip(r). We thus get

i i J
(1—®) IP(x,r)dy>(r)=(l—x)^ hnxn^ ff(t(x,r))dip(r).

o o
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We now wish to show that (1—x) Zh„xn-+s, as ®->l. We may 
assume that s=0 (otherwise we need only consider the se- 
quence {sn—s}). We write

1 ó 1
= f+f=Ii+ I2, say;

0 0 i

given 6>0 we may choose in view of (2.3), <5=<5(e), so that
a

/|<W)|< «• 
o

It follows from our assumption that for some

constant Jf
|/(t)j<M

Hence
IJjcJfe for <5<ó(e).

In I2 hence

t(®, r)=l 1 —x
1—x-\-rx

1—x
1—a+<5® ’

it follows that /->! uniformly for as ®->l.
Thus

and

|/(t)|<8 for 0<l — x<r](d,e),

this proves our assertion. We have thus proved that sum­
mability A implies summability AH. This answers a ąuestion, 
raised on a recent occasion by Lee Lorch, in the affirmative.

4. Product of Borel and Hausdorff methods. Borel sum­
mability is defined by

(4.1)
oo
X’ xtl

BZa„= lim e~x y - = lim B{sn,x}=s, X->00 % •
0

vCn

where we assume that the series Zsn—r converges for all x. 
ni
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In a similar manner as (3.3) one finds the formula
OO oo

0 0
OT

B{ę>„(r); x}=B{sn; rx};

<4.2)

see also [3], Theorem 128, where reference is given toK.Knopp. 
In view of Lemmas 1 and 3

OO oo

it now follows that the two series in (4.2) are for any fixed 
■X > 0 uniformly convergent in 0<r<l. Hence term by term 
integration is justified and we get

rx}dip(r).

The left side is the Borel-Hausdorff mean BE of the se- 
ąuence {sn}. To prove that the B-method is included in the 
BH-method we may assume again that s=0. We write

1 6. 1 
fB{sn;rx}dy>(r)= f +f=J1 + -J2, say.

u Ód

■Given e > 0, we can choose <5 = <3(e), so that 
a

y|dy(r)|<e for ó<ó(e).
0

By our assumption there exists a constant M, so that 

ra}|<3f for 0<r<l and all a?>0.
Hence

In J2: as ®->oo, hence

ra}|<£ for <5<r^l and for ®>f(5,e).
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It follows that

This proves that B-summability implies BJET-summability.

5. Produkt of the Borel Zh -inetliods. The Z* transform 
is defined by

^n== 7; [ 1 (®n—A-!- Sn—A4-1H- ••• “ł- ®);

where w->oo, s_„=0 for ?<>0; & is a positive integer. It is 
obviously regular. The BZk transform is

oo
_ . , X1 C—xB{zn-,x}=e. x2^j

1

oo
V’ (Xn ®"+1 xn+k \

Sn Vi! + (%+!)!+ •" + (»+ lc)l]
o o

where
oo
X’ W"+VBv(x) = e

We have
71=0

from which it follows easily that (®->oo) implies
(®->oo). Hence B-summability implies BZ*-summa- 

bility. The convers is also true.

6. A counter example. We now give an example of two 
regular methods and T2 so that 1\ - summability does 
not imply T1 -T2-summability. We choose for I'2 the simple 
transform
(T) tn=ł(Sn+Sn+l) (»= 0,1,2,...),
and for Tt the B-transform. Now T,T2 is the transform

oo oo
1 X’ , , . xn 1,,, , , 1 „ x'1 ®n—12e X2j ^s^s"+^^[=2^BSn’^ + 26 2lSn~(^l)l 

0 1

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 6
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say. We define {sn} by

Furthermore

Hence lim_B*(ic) does not exist; thus B-summability does not 
imply BT-summability.

Observe the similarity of the transforms (T) and Zx.

7. Prod.uct of Abel’s method and the circle method. The 
circle method (y,r) was introduced by Hardy and Little- 
wood [see 3, §§ 9.11 and 11.21], and later also discussed by 
Meyer-Kónig [4] and by Wais [6].

It is defined' by the transform
OO

(7.1) 7n(r) = Tn+1^ (to)(1—r)v~nsv, %->oo; 0<r<l.
v=n

For the existence of y„(r) for all n it is necessary and suffi- 
cient that for every fixed integer n

(7.2) s„=F(i'—"(1—r)~"), as r—>oo.

If this condition is satisfied then the series (7.1) converges 
absolutely. Observe that the condition (7.2) depends on the 
fixed parameter value r.

The matrix of the transform (7.1) is the transposed of the 
Euler transform, multiplied each element by r.

Obserye that
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We now consider the Abel transform of the seąuenee (7.1):
oo oo oo2 y„(r)xn=2 xn rn+1^^nyi—r)v~nsv

n=0 n=0 v=n
oo v

(7.3) = 2 Sv 2xUrn+^n}^~r'>V~n
V=0 n=0

OO V oo

= sv ^j(r®)n(l—r)v-n=rj>sv(l—r+rx)v.

v=0 n=9 v=0

We assume that (7.2) holds for each positive r<l, or, what 
is the same, that the power series Zsnxn converges for 0<®<l.

It is then elear that the double series in (7.3) converges 
absolutely, lience the interchange of summation is legitimate.

Assuming Abel summability, we have
oo

r(l—x)^sv(l—r-\-rx)v-+s, as a>->l,
o

hence
oo

(1—x)^ yn(r)xn^>-s, 0<r<l.
o

This proyes that A-summability implies A(y,r)-summability. 
If we write

1—r + rx= r(x,r) = r,

so that 0<t<1 for 0<r<l, 0<«<l, then (7.3) becomes
oo

(7.4) 2^='^=^

0

See also [3], p. 218.
In analogy to the Hausdorff transform, we can now in- 

troduce corresponding to the function tp(r) the transform
i

(7.5) fyn(r)dy)(r) = 7ln-, 
ó

however the situation here is morę involved, as the integrals 
need not exist, and even if they exist the series (7.1) and (7.3) 
need not be term by term integrable.

G*
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If for instance tp(r)=l—(1—r)p, p>0, then the Hausdorff - 
means reduce to Cesaro-means of order p, while after term 
of term integration of (7.1) we find

in particular for p=l

(%+1)^’(r+1)(r+2)-
v=n

For such “quasi-Hausdorff” transforms see [3], p. 277-280.
Similar results can be established for the transform

oo

^„(r) = rn+^ 11) (1—r)vsv,

v=0

which was considered by Meyer-Kónig [4],
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ON ?OSITIVITY PRESERVING semigroups

OF TRANFORMATIONS ON
By W. Feller (Princeton)

1. Introduction. In tlie seąuel (£= (£[71,r2] denotes the Ba­
nach space of functions a?=o,(s) continuous in — 
<r2<oo with the usual norm ||a?||= sup |a?(s)|. We speak of 
a semigroup of transformations {Tt} if to each t>0 there 
corresponds a linear transformation Ttx defined for all oo e (£ 
such that Ttx e (£ and Tz+r=T,TI. Moreover, we shall always 
tacitly assume that Ttx is weakly measurable and that

(1-1)

Since for each real a the transformations etttTt form a new 
semigroup it is obvious that (1.1) is not morę restrictive than

(1-2) || Z7; ||—eat f°r some a.

It is known (cf. Hille [4], p. 183) that the weak measurability 
(together with the separability of (£) implies the strong con- 
tinuity property
(1-3) ||(Z’t+7,—.Tf)a?||—>0 h 4- 0

for each t>0 (but not necessarily for t=0).
The semigroup {Tt} is called positiwity preseruing if 

implies Ttx^0 for all t>0.
The purpose of this paper is to give a characterization, of 

alt positinity presermng semigroups on (£ which are generated 
by an operator of a local character in the sense of Definition 1. 
It will be seen that whenever a mild differentiability con­
dition is satisfied, the infinitesimal generator Q of the semi- 
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group in its domain of existence coincides for almost all s 
with the differential operator (4.1). In section 5 this result 
is reformulated in a way as to proyide a characterization of 
the parabolic differential eąuation

(1.4) ^-=a(s) —+ ó(s)-^ + c(s)w.

This is the basie eąuation of the theory of stochastic processes 
of the diffusion type and is essentially eąuivalent to the so- 
called Fokker-Planck eąuation. This point is discussed in see- 
tion 7. It will be seen that our theorem leads to a new deri- 
wation of the Fokker-Planck eąuation under less stringent con­
ditions.

The semigroup {Tt} possesses an adjoint semigroup {T*} 
of transformations operating on the conjugate space to (£, 
namely the space ®23[ri,r2] of functions of bounded yariation 
in Our results therefore apply to semigroups in this
space (cf. section 6).

2. The Infinitesimal Generator. As is well-known, the semi­
group {Tt} is determined by its infinitesimal generator IZ 
This is an operator defined only on a set DCC consisting of 
those x e C for whieh h_1(Tft—I)zr approaches a limit

(2.1) „Oa?—lim x a?eD.
*4-0 h

Here I is the identity operator and the limit is taken in the 
strong sense (uniform convergence). The set D is dense in 
the closure of the rangę space of Ttx, a- e C.

Definition 1. The infinitesimal generator will be said to 
be of a local character if for each point £ e [Zi,r2] and any x(s) e C 
whieh uanishes in some interwal |s—f |<<3 one has

(2.2) ^-^(*) —>0.

(The left side is the yalue of the function (T/,—Z)a?(s)/i_1 at 
the point £).
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The fact that the infinitesimal generator Si is of a local 
character does not guarantee that it is a differential operator1). 
To see this it suffices to consider a transformation of the in­
dependent yariable u=/(.$•), where /(s) is a strictly increasing 
but not differentiable function. Such a transformation does 
not affect the space (£ nor the character of the semigroup. 
However, it changes a differential operator Si in s into an 
operator of a different kind in <r.

To restrict the consideration to differential operators it is 
therefore necessary to introduce the following

Differentiability condition. For each ®(8)e® and each 
the derivatives x'(s) and x"(s) exist.

(It is not necessary to reąuire that x'(s) e (£).

3. Singular Points. In this section we assume that the 
differentiability condition is satisfied. The set D is usually 
so large that to each f e [rnr2] and to any three real numbers 
■PojPuPz it 18 possible to find an a?(s) ej) such that

(3.1) x(F) = p0, x'(£) = p1, x"(£) = p2.

If this is the case we shall say that £ is a regular point.

Definition 2. A point % e [ri, r2] will be called singular if 
there exists at least one linear relation

(3.2) qox^+qlx'^)Fq2x"^}=S>

satisfied by each x{s) in the domain 3) of the infinitesimal generator.
Since D is a linear set, each point is either regular or sin­

gular. The existence of singular points is proved, and their 
naturę illustrated, by the following

Example. Let —oo<s<oo and consider the semigroup

—1-3«-<?£.

’) If one considers semigroups of transformations in the space of
essentially bounded functions, then the local character of the infinitesimal
generator does not guarantee that continuous functions are taken into
continuous functions.
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Introducing the substitutions s^ — y, ^3 = r/ it is seen that the 
function u(t,y)=Ttx(s) is the well-known solution of the ini- 
tial value problem for the diffusion eguation ut=uvg. Accor- 
dingly, ®(s) will belong to the domain 3) of the infinitesimal 
generator of (3.3) if and only if

(3.4) */2 e (£[—oo, oo].

In this case we have for s->0

(3.5) ®(.s)=A-)-7?s3 + C's6+ o(s6).

Hence o)(0) = <r'(0) = ;»"(0) = 0 for each x(s)e<S, and s=0 is 
triply singular. For s=)=0

(3.6) Q x (s)
d2x(y113)

dy2
1 o_4d2®(s)
9S

2 _5dx{s)
9S ds ’

so that the infinitesimal generator coincides with a differential 
operator of second order. However, for s=0

(3.7) Qa?(s) 2 dax(s)
6! ds6

which shows that at a singular point the infinitesimal gene­
rator may be of a form different from the one giwen in the 
foliowing theorem.

4. Theorem. Suppose that the infinitesimal generator Q of 
tlie semigroup {Tt} is of local character and that it satisfies the 
differentiability condition of section 2. Then at each regular 
point Q coincides with a differential operator

■ d2 d(4.1) H = a(s)^ + &(s)^ + c(s),-

where a(s)^0, c(s)<0.

Notę. Bven in the absence of singular points Q is in ge­
nerał not identical with A but only a contraction of A.

Proof. Let f be a regular point and consider an ®0(s)eT) 
such that
(4.2) «o(£) = 4(£) = O, 4'(f)=i.



SEMIGROUPS OK TRAN FORM ATIONS 89

Construct a function x0(s) e (£ such that xo(.s*)>:0 for all s and 
x0(s) = ®0(s) in some interval |s— f|<<3, Since x0(s)eT> and 
sińce .0 is of a local character, there exists a finite limit

(4.3)
a==1,m— h-»o

r h—\ I =hm —— a;0(s) 
s=J ń->0 « !s=f

=lim h 1Thxn(s) 
h=0

We have assumed that Tt is positivity preserving, and there­
fore a>0.

Let x{s} be any function in (£ such that ®"(£) exists and

(4.4) ®(£) = ®'(f) = 0, .»"(£)= e>0.

Then for e sufficiently smali there exists a neighbourhood of f 
such that in it
(4.5)

We now construct a function x(s) e £ which coincides with x{s) 
in that neighbourhood but satisfies (4.5) for all s. Then

(4.6) (g— e)Ttx0(s}<,Ttx(s)^(o-i- e) Ttx0(s)

for all i>0. Now xo(^ = x^) = O, and therefore (4.6) and (4.3) 
together imply that

(4.7) lim = olimA 1 Thx0(s) = ag.

Again, x(s) and ®(s) coincide in some interval about, f and 
hence

(4.8) . • h—I i \lim —-— ®(s) 
h

= ag=ax"(£) 
s=ł

for every function ®(s) satisfying (4.4) (even if ir(s) e®).
The same argument goes through if q<0, and also if p=() 

provided that a?(s) does not change sign in some neighbour­
hood of £. If «/'(£)= O and <r(s) does change sign, one has to 
consider the function ®+(s) which vanishes for s<£ and eąuals 
x(s) for and separately x_(s) = x(s)—x+(s). In this way,
one establish.es the validity of (4.8) for all functions for whick 
£•"(£) exists and x(^) = x'(^) = 0.

establish.es
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Next consider an arbitrary a?(s) e (£ for which «?"(£) exists. 
Define the functions 0§(s) and 0$(s) so that in some neigh- 
bourliood of

0g(s) = ®(£)+(s—£)#'(£)
0j(s) = ®(s)4-0j(«),

and that they are continuous and bounded. Then 0^(f) = 
= 0j(f) = O and hence

(-1.10)
« |s=J

Therefore for each a?(s) e T) the limit of

(4.11)
" I s=5

exists. Now choose first ®(s) so that <»(£) = 0, a?'(|)=l and 
next so that a?(£)=l and «'(£) = 0. Cali the corresponding 
limits b and c. Then, in the generał case, the expression (4.11) 
tends to Zlc'(£)4-c®(£).

That c<0 follows from the fact that for ir(s) = l we have 
b<Thx<l because of (1.1).

We have thus proved not only the theorem but also the

Corollary. If £ is a regular point then for any function 
js(8) e (£ for which x"<£) emsts

= a^)x"^) + b^)x'^)+e^)x^) 
•=£ 

eaiists (even if ®(s) does not belong to the domain D of 12).

5. Reformulation for Differential Eąuations. Let A be an 
arbitrary differential operator in the variable s and consider 
the partial differential eąuation

(0.1)

Suppose that the initial value problem has a uniąue solution 
in the sense that to each x{s~) e (£ there exists one and only 
one solution u(t,s) defined and bounded for each fixed «>0 
and such that u(t,s)-+x(s) uniformly as t->0. Then, putting 
u(t,s) — Ttx(s) we get a semigroup in (£.
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lf there is no uniąueness, lateral conditions must be im- 
posed on the solution, and to each determining homogeneous 
lateral condition there corresponds a semigroup of transfor­
mations (cf. [2]). In each case the infinitesimal generator is 
a contraction of the operator A. Accordingly:

The solutions of the initial ralue problem oj a partial dif- 
ferential eąuation of form (5.1) (with or without homogeneous 
lateral conditions) will be positwity preserring and norm not 
increasing if and only if the right side is giren by (4.1).

6. Measure Preserving Transformations. The conjugate 
space to £ is isomorphic to the functions of bounded varia 
tion in [r^Zg] or, what amounts to the same, to the Banach 
space of completely additive set functions in [Ą,r2]. The ad­
joint transformations T* to Tt transforms each such set func­
tion into another. If Tt is positivity preserving so is T7*, and 
if (1.1) holds then also ||T*||<1. Finally, T* transforms a pro- 
bability measure into a probability measure if and only if Tt 
transforms the function a?(s)=l into itself. Needless to say 
that the transformations {T*} form a semigroup.

Our theorem i s therefore equivalent to a theorem on semi- 
groups of transformations of measures. The new semigroup 7'* 
is generated by an operator which is adjoint to Q. In diffe- 
rential eąuation theory it is customary to consider the fol- 
lowing eąuation as adjoint to (5.1)

(6.1) |^ = ^g(«(s)®)—^-(&(«)»)+c(s)®.

The truth is morę complicated inasmuch as the complete ad­
joint to A is not necessarily a differential operator and (6.1) 
must be replaced by a morę generał eąuation. A detailed dis- 
cussion of the relation between (5.1) and (6.1) is given in [2] 
together with the complete adjoint to Q. This paper contains 
also a construction of all possibłe lateral conditions determining 
semigroups Tt and T*-

7. Diffusion Theory and the Fokker-Planck Eąuation. 
A stationary stochastic process of the Markov type can be 
defined abstractly as a semigroup ot transformations 7’* taking
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probability measures into probability measures. It is custo- 
mary to assume that this semigroup can be represented aa 
a kernel transformation

(7.1) T*w(A) = JP(t,s,A)m(ds)

where for fixed t>0, «e[r1,r2] the kernel represents a com- 
pletely additive set function, and the integration extends over 
the whole interval. Probabilistically P represents the transition 
probability of finding the system at time t within the set A 
if it was originally at the point s. Such a transition proba­
bility must satisfy the Chapman-Kolmogorov eąuation which 
is an analytic formulaticn of the assertion that the transfor­
mations (7.1) form a semigroup.

Perhaps the best known and most interesting type of such 
processesis represented by diffusion processes. Kolmogorov [5] 
was first to treat them systematically, and his treatment has 
been improved in [1].

To derive the fundamental eąuations of diffusion theory 
it is necessary to assume that the set function P(t,s,A) has 
a density function p(t,s,y). It is the first aim of the theory 
to show that for fixed y the density p(t,s,i/) must satisfy an 
eąuation of form

(7.2) o2p 
dś*

and for fixed s

(7.3)

These eąuations are special cases of (5.1) and (6.1) and are 
known as Fokker-Planck eąuations or as the backward and for- 
ward eąuations of diffusion theory. The second eąuation is really 
a conseąuence of the first.

Our theorem represents a new derivation of (7.2) stating neces­
sary and sufficient conditions 2). We do not reąuire the exis- 
tence of the transition density p(t,s,y), and the differentia- 
bility condition of section 2 is much w*eaker than the regu-

2) The argument applies also to c<0, but when c<0 the measure

of the whole space will decrease with increasing t.
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larity restrictions previously used to derive (7.2). The local 
character of the infinitesimal generator replaces the so-called Lindeberg condition used in [1] which reąuires that for each 
e>0 and each fixed s

(7.4)

lim t 1t->o

This conditions obviously implies the local character of the 
infinitesimal generator.

In additions to the Lindeberg condition one had to as- 
sume that the limits 

(7.5)

and

(7.6)
Iff—«lo

s)2p(t,8,y)dy=2a(8)
exist3). The corollary to our theorem shows that whenever 
a kernel p(t,s,y) exists

(7.7) * J1+(y^S)2P^S^dy-^b^

and

(7.8)
*1

In view of the Lindeberg condition (7.4) these relations are 
obviously equivalent to (7.5) and (7.6). It should be noted, 
however, that the abstract formulation gives a meaning to 
these relations without assuming the existence of a kernel p(t,s,y).

3) For a slightly weaker formulation of. [3].
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ON THE DIFFERENTIALS IN BANACH SPACES
By A. Alexiewicz and W. Oblicz (Poznań)

Let X and Y be two real Banach spaces, y=F(x) an Ope­
ration from a set ACX to Y. The Gateaux differential of F 
at a? with increment h is defined as

(1)
.. F(x+th)—F(x} 
hm ——■  ----------- -—
r->0 t

dF(x,h)

under the hypothesis that this limit exists for every h e X 
and that it is an additive and homogeneous function of h. 
If the Gateaux differential óF(x,h) is continuous in h it will 
be called the continuous Gateaux differential. To render pos­
sible the calculation of the limit (1) we must suppose that 
the set A is such that h e X implies a?4-T^e A for smali val- 
ues of | t |.

It is obvious that the 'existence of the limit (1) implies its 
homogeneity in h. If we were dealing with the complex Ba­
nach spaces, the existence of the limit (1) (as r assumes com- 
plex values) would imply its additivity in h (Hille [1], p. 73). 
In the real Banach spaces this is different. Consider e. g. as X 
the real piane, as Y the real axis and put for x—(x1,x2) eX

W F(x) =
X\ X2

«1 + 'G
0 for ^1=372=0;

for this function dF(x,h} exists everywhere, is continuous in h 
and for x = 0 is not additive in h.

If the limit (1) exists for every heX, óF(x,h) will be cal­
led the ąuasidifferential of F at x.
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We shall prove that under supplementary hypotheses the 
existence of the ąuasidifferential implies the existence of the 
Gateaux differential except in a set of the first category.

We shall use the mean value theorem in the following 
form: 0(a?) being a functional defined on the segment I joining 
the points a?x and a?2, if the pseudodifferential exists at every 
point of Z, then with 0<#<l

$(a;2)—0(a?x) = d0(a?x+#(a?2—a?x),a?2—a?x).

Lemma. Let F{x) be defined in an open set A containing x0. 
If dF(x,h') exists in A and i>F(x,ht') is continuous at a?=®0 for 
i=l,2, ...,n, then

n

ÓF{XW fex+ ••• + ^n) =2 óF(x0,ht).
i=l

Proof. Since for every linear functional fx

fóF(x,h) = dfF{x,h),
n 

it is sufficient to prove that 8fF{x0,hx + - + hn) =2/ 
i=l

i. e. to prove the Lemma under the supplementary hypothesis 
of F being a functional. We shall prove it for three elements 

By the mean value theorem

~ [^(^0+ T(^i+ ^2+ ^3))—F(xoy]= — [\F(a;0+ r(?h+ A2+ h3)) T T

— ^(®o+ *(^2+ A3))J + — [^(aJoH- t(A2+ 7^))—F(x0-\- t7ł3)]

+ ~ [^(^0+t7i3)— F(a?0)] = — dF(x0Ar(h2-\-h3)A‘diTh1,Th1)

+ - 8F(x0+ Th3+&2Th2,Th3) + j-óZ’(a?0+^3TA3,T^3)

= dF(x0+ t( As+ h3) + ^rhi, h±)
+ t7ł3+ $2t/i2, 7ł2)+ <5Z’(®0+?J'3tA3, h3)

with 9<i?i<l. Hence, for t->0

~[^’(a?o+ t(Ai+ Ti-2 + ^3)) —
óF(x0,h1) + &F(x0,h2)-\- ÓF(x0,h3).
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Tlieorein. Let the space X be separable and suppose that 
F(x~) is continuous in an open set A. If the quasidifferential 
<HF(x,h) exists for er ery xeA, then the continuous Gateaux dif­
ferential exists in a set R residual in A1).

1) A set whose complement to the set A is of the first category is said 
to be residual in A.

2) (sc) denotes here the set composed of the element x.

Proof. Denote by An the set of the elements x, such that 
dist (x,CA) >l/n, and by Hn the sphere ||7ł|| <l/%. It is suf- 
ficient to prove for any n the existenee of a set Rn residual 
in A„, such that
'(3) dFittyh^A- h2) — dF(x,h1) + dF(x,li2)

for X e Rn, h^h2 e Ht.
The function dF(x,h) being the limit of functions

m[F(x-\-m~1h) —F(x)]

continuous in AnxR1 (defined for w>n), it is continuous 
in a residual set WCJ.„xH1. By a theorem of Kuratowski 
and Ułam ([2], p. 248) there exists a set Rn residual in An, 
such that for every x e R„ the set

[(®)xH1]-W=W\2)
is residual in Hv Let x0 e Rn, h^h^e H^, then the sets W1 
of the elements of the form h( — w, where w e WXo, are residual 
in jff2 for i=l,2; hence WXo • W1 • TF2d= 0; thus there are ele­
ments h',h",h’" e WXo such that h'" =h1—h'= h2—h''. The 
function bF(x,h) being continuous at x0 for h — h',h”,h"', we 
get by Lemma

óF(x0, hL+ h2)=dF(x0,h"'+h'+h'"+h")= 
dF(x0, h'") + dF(x0,h') + ÓF(x0,h"') + ÓF(x0, h")= 

dF(x0,h’"+h') + 8F(x0,h'" + h")= dF(x0,hj + bF(x0,h2).

The continuity in h of dF(x0,h) is obvious.
The function F(x) is said to be Frechet differentiable at x 

if there exists the continuous Gateaux differential and

.. F(xA-h)— F(x) — bF(x, h) n hm — ----------- r-pip------------------- — = 0,
h->0 \\h\\

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 7
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or, equivalently, if
.. F(x-\-Th)—F(x)
lim —---------- ----------- -
T->0

= 8F(x,h)
T

uniformly for ||7i||<l. This being so, 3F(x,h) is called the Fre- 
chet differential.

The example (2) shows that the existence of the limit (1> 
uniformly for ||ft||<l does not imply the additivity in h of 
that limit, though it might be continnous in h.

In finite dimensional spaces the existence of the Gateaux 
differential together with its continuity in all the yariables 
implies the Frśchet differentiability (called in this case Stólz 
differentiability}. We shall prove that this holds no morę in 
generał Banach spaces even if we impose on F morę restric- 
tive conditions.

There eooists an operation F(x) from a separable Banach spacer, 
to itself, satisfying the condition of Lipschitz, having er ery where 
the Gateau® differential continnous in x and h jointly, and de- 
prired enerywhere of the Frechet differential.

Let X—Y be the space Co of the seąuences of
real numbers convergent to 0. Denote by the delta of Kron- 
ecker, then put for

cos = 7sin
-?(«) = { »?„(«)}•

The operation F(a>) is defined in Co, assumes values of Co, 
and satisfies the condition of Lipschitz. In fact, write k={yn}^ 
then

I »72V(®+ ^)—’72„(®) | = | Vv cos vdvyv)\ < | yj < \\h ||

and similarly

hence ||F(®+A) ■— . Put now

f2>,/0 = -yvsin^p, ^2v+1^,h)=yvecs v£v, 

&(a>,h)=={?v(x,h)}.
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The function 0(»,A) is obviously additive and homogeneous 
in A, and continuous in both yariables. We shall proye that 
dF(x,~h)=^>(x,h). By the mean yalue theorem

- [V® + = 7ptSin Sin 5'(^+ 7

where 0<#<l. The element h={y„} being fixed we first choose 
N for e>0 so that \yv j <e for v>N, then we choose a <5>0 
so that |r|<<5, v =1,...,N implies

| sin sin r(^+dvT7v)|< p^.
Then

for |r|<d.

A similar result holds for the functions »?2v+1(®,A); hence

— [F(x + t A) — F(x)~\—0 (x, A) < e

if |t|<<5'.
In order to proye that F(x) is nowhere Fróchet-differen- 

tiable denote by en the element {<5nł,}v=12 and let x—{£v} 
be an arbitrary element. Consider two cases:

1° lim |n sin £j >0. Put hn~ 2nn~1e2n-, then ||An||->0 and 
n->oo

P(® + AJ — F<x} — óF{x,hJ = ein2jcn-1 sin w£n = ||Aj<?2n sin n£n ;
hence

(1)
EH '|F(a?+ k o. ■

n->oo 11^'njJ

2° lim In cos £ 1=1. Put A = 2nn—1 e, ,.; then ||A II—>0 and. i n1 n zn-j-i ' h n'1n->oo

-F(a?+ ^„) —F(x) — dF(x, AJ = e2„+1||A„|| cos n|n;
hence the ineguality (4) holds in this case too.
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ON VECTOR-VALUED ALMOST PERIODIC 
FUNCTIONS

By J. Kopeć (Poznań)

Let X be a complex Banach space. Any function «(/) de­
fined for —oo <t< + oo with values in X will be called a vector- 
valued function.

In 1933 Bochner [2] developed a theory of vector-valued 
almost periodic functions. He established the validity of the 
main theorems of Bohr, in this morę generał case. The pur- 
pose of this notę is to prove some of Bochner’s results by 
ąuite differeut and simpler methods. Unlike in the proofs of 
Bochner an extended use is madę of the results of Bohr con- 
cerning the numeric case.

The function x(t) is said to be almost periodic or briefly 
to be a. p. if it is continuous and if for every e > 0 there is 
a relatively dense set T(e) of numbers, such that for every 
rei and every t

||a?(«+ t) — ®(Z)|| <£.

The elements of T(e) are called the e-translation numbers 
of The numeric almost periodic functions will be denoted 
in the sequel by <p(t),y)(t). We shall use the following theo­
rems concerning the numeric case:

(a) For er ery <p(t) there eocists

i
= Hm f<p(t)dt;

r->oo 7 J
o

(b) The set of the numbers z for which = 
is at most denumerable.
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The 2’s for which «>(/)=)= 0 are called the Fourier exponents of <p.
Denote by {/?/} the basis of the exponents ([3]) of the func­

tion <p and put P=ą- ql = ą-Q and
/V1 Vn \-W(qA+-+q^) 

e >

(1)

Then

v,=—P vq=—P

N

sq (0)=^ak eiAP = M {<?(«+0)Kq(0)}.

1

(c) sn(t) is a seąuenee of trigonometric polynomials and 

sn(t) for — oo <t< + oo,

(d) 7£’(0)>O, M»{Kq(0)} =1,

(e) |s„(#)|< max |ę>(i)|.

In the formulae defining the polynomials of Bochner some 
/3,’s which do not belong to the basis may be added without 
any influence on the statements (c), (d) and (e).

The following theorems concerning the vector-valned a. p. 
functions either are trivial or can be proved in the same way 
as for the numeric functions:

(A) x(t) being an a. p. function and ^x being any functional 
linear over X, the function ^x(t) is a numeric a. p. function, 
and every e-translation number for ®(Z) is an e-translation number 
for £x(t).

(B) Every a. p. function is uniformily continuous and uni- 
formly bounded.

(C) For enery a. p. function there exists the mean value
7

SDlt{®(/)} = lim i- Cx(t)dt,
T-+oo -L J

0

the integral being tahen in the Riemann sense [4].
(D) For every a. p. function and enery linear functional £

nJlt{x(t)}=JHt{^x(t)}.

We pass now to the three principal theorems of the theory-
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(E) Theorem. For every a. p. function x(t) the set of the 
ealues A for which A(A) = S)b{a?(/)e_MZ}=|=0 is at most denumerable.

Proof. The function a?(t) being separably valued we may 
suppose that the space X is separable. Hence, by a theorem 
of Banach ([1], p. 124), there exists such a sequence of linear 
functionals {£„} that for every linear functional £ there exists 
a subsequence {£„z} such that

(2) lim = *(®)
z->oo

for every x.\ The set E„==E{fnA(A)=|=0}=E{lff{e_Wzfn®(t)}=]=0} 

being at most denumerable, by (A), (D), and (b), the set 
oo

E=£En is so, too. We shall prove that Ae (—oo, +oo)— E 
71=1

implies A(A) = 0. In fact, £ being any linear functional, pick 
out the functionals gni so as to have (2). Since

£A(A) = lim £„zA(A) = 0
1->OO

for arbitrary functional £, we get A(A) = 0.
The series J£A(A)ew< is called the Fourier series of x(t). 

z
Since, given aDy linear functional £, the series ^f^A(A)eat is 

z,
the Fourier series of the function we get immediately
the theorem of unicity:

(F) Two a. p. functions with the same Fourier series are 
identical.

ST) Theorem. For every a. p. function x(t) there exists a se- 
guence of trigonometric polynomials connerging uniformly to x(t).

Proof. The polynomials of Bochner for numeric functions 
are eąui-uniformly continuous and equi-almost-periodic. De- 
fine the Bochner polynomials Sn(t) for x(t) by the same for- 
mulae as for numeric functions. Then for every linear func­
tional £
(3) £Sn(t) £x(t),

sińce every a(A)=)=0 for £j?(t) is equal to £A(A); moreoyer 
are equi-almost-periodic and equi-uniformly continuous.
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In fact

and. by almost-periodicity, s e T(e) implies

(4) ||O + s) - Sn(t)\\ < MĄ£KQW} = = e;
we have also shown that every e-translation number of oo(t) 
is an e-translation number for By uniform continuity
of x(t), the ineąuality (4) holds also for every |s|<<5(e), <5(e) 
being independent of n. This implies eąui-uniform continuity 
of the &n’s.

Let the seąuence {tt} be dense in (— oo, +oo) and denote 
by X" the Cartesian product XxXx ...XX (n-times); let the 
norm in X" be defined as

|] «|| == ||(a?1,o?2, ...,a?„)|| == mas (||a?1||,...,||®„||).

The generał form of linear functional in Xn is

■Śt being a linear functional in X. Put

« = Gr(Ą),...,«(/„)).

By (3) the seąuence {zk} concerges weakly to a; by a theorem 
of Mazur ([5], p. 81) there are non negative numbers 

amn such that

(5) «ln + ••• + amn —1

and ll^ln^l + a2n^2~i~ 4“ amn^m — Z || < ~ ■

Hence, writing
m

1=1
we get

||Fn(«) —®(t)|| < - for t=ti) k=l,...,n.



304 J. KOPEĆ

By (4) the trigonometric polynomials are equi-uniformly 
continuous and every e-translation number for x(t) has the 
same property relatively to Vn(t). By the theorem of Arzel& 
in every finite interval

x(t).

To prove the convergence to be uniform in (— oo, + oo) 
denote by L an e/3-inclusion interval for x(t). Then choose 
an interval <—a, a> of a length greater than L. Every number 
i is of the form with Ze <—a,a>, r being common e/3-trans-
lation number for a?(Z) and all the Vn(t). Hence,

||7n(Z)= ||7„(Z+ T)-x(l+ T)|| = ||rr„(Z + T) - 7(Z)] +
+ [®(Z) — r)] + [7„(Z) — ®(Z)]|| = e

for n>_V(s/3).
The polynomials SnW are not uniąuely determined, sińce- 

they depend on the arrangement of the elements of the basis 
into a seąuenee. If we add to the basis some new elements 
and form the polynomials Sn(-&) with respect to this extended 
basis the statements (c) and (d) hołd likewise.

We shall prove, besides, that the Bochner polynomials 
/8„(t) defined in the proof of the above theorem converge uni- 
formly to x(t).

Denote by E the space of the a. p. functions y=y(t} with 
the same basis of exponents as the function ®(Z); linear ope- 
rations being defined as usual and the norm by formula

I]?/1|= sup \\y(t)\\,

E is a Banach space. From theorem (ć?) it follows that the 
finite trigonometric polynomials are dense in E. For every 'ij 
in E form the operation

Sn = Sa(y,t)

by formula (1); this operation is linear from E to E-, moreover
KIKhll-

For every finite trigonometric polynomial
k

y = aveavt
V=1
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belonging to E we have 
k 

^n(yy^) == £vn^v 
v=l

with limet,„=l; hence S„(y-,t) By the theorem of Ba­
nach and Steinhaus ([1], p. 79)

Sn(y,t) ^y(t)

for every y e E-, hence the same holds for the element x = x(t)..

BIBLIOGBAPHY

[1] S. Banach, Theorie des opórations linóaires, Monografie Matema­
tyczne, Warszawa 1932.

[2] S. Bochner, Abstrakte fastperiodische Funktionen, Acta Mathe- 
matica 61 (1933), p. 149-184.

[3] H. Bohr, Fast/periodische Funktionen, Ergebnisse der Mathematik 
und ilirer Grenzgebiete, Berlin 1932.

[4] L. M. G rayes, Biemann integration and Taylor's theorem in generał 
analysis, Transactions of the American Mathematical Society 44 (1938),. 
p. 305-356.

[5] S. Mazur, U ber konvexe Alengen in linearen normierten B^dumen, 
Studia Mathematica 4 (1933), p. 70-84.

Zakład Matematyki Uniwersytetu Poznańskiego.



GENERALIZED LIMITS AND MEANS
By R. Sikorski (Warszawa)

A semigroup G is said to be solrable x) if there is a seąuence
G0GG1<L...C.Gn=G

of sub-semigroups {Gt} such that, for 1=1,...,n,
(a) if <peGi, tpeGi-i, then there is a y>* e Gi_i such that

(b) if tp,y> e Gt, then there is a e (?,_! such that tpy>=ip*ip<p-, 
fc) Go contains only the unit element of G.

In the seąuel the letter / with indices will exclusively denote 
mappings of an abstract set T into linear topological spaces. 
The symbol A(/) will denote the least closed convex set con­
taining the image /(T) of T. If ft (i=l,...,j) is a mapping of T 
into a linear topological space Xt, then [/H...,//] will denote 
the mapping <7(f) = (/iU),...,//(*)) of T into the Cartesian pro­
duct XxX ... x Xj. The superposition /(</>(/)) of mappings /, <p will 
he denoted by f<p.

Tlieorem. Let G be a solnable semigroup of transformations 
of an abstract set T into itself. With en ery mapping f of T into 
any linear topological space, such that the set K(f) is compact 
( = bicompact), one can associate a mapping ib(f,t) (f e T) in such 
a way that

(i) 0(/,i) = 0(/,ę?(f)) = 0(/9>,f) for every teT, <p e G-,
(ii) &(f,t) e K(f<p) for erery ęp e G;
(iii) if F is a continuous linear transformation of Xr'X,... xX/ 

into X (X1,...,Xj,Y — linear topological spaces) and if K(ft) is 
compact (i=l,...,j), then

0(JF[/J,...,//],t)=r(0(/1,/),...,0(/y,t)).

x) If G is a group, the above definition is equivalent to the usual one.
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Conseąuently, if G has the property
(d) for every pair tr,t2 e T there are transformations e G 

with ę’(«i) = ę’«2),
then 0(/) = 0(/,t) does not depend on t. Then 0(/) is a func­
tional defined on the class of all mappings / of T into linear 
topological spaces with compact K(f), such that

(i') 0(/ę>)=0(/) for each <p e G;
(ii') 0(/) e Ktfrp) for each <p e G;
(iii') 0(J,[/1,...,/;])=J'(0(/1),...,0(/y)) for each linear continu­

ous transformationF; in particular 0([/i,.->,/f]) = (^(/i)ł-”,^(//));
(iv') 0(a/+a'/')=a0(/) + a'0(/') («,«' —real numbers);
(vz) if / maps T into a partly ordered space2), and /(f)>0 

for all t e T, then 0(/)>O.

2) A linear topological space is said to be partly ordered if there is
defined an ordering relation such that: 1° if x^-y, then x + z^>y + z;
2° if and « is a positiye number, then a,x^0; 3° the set of all is 
closed.

3) Studia Mathematica 12 (1951), p. 117-124.
4) See [GL], p. 124.
6) [GL], p. 123.

The above Theorem is a generalization of Theorem II in 
my paper On the existence on the generalized limit3 4), which 
will be referred to as [GL]. The existence of the functional 
0(/), which should be called the generalized limit or the gene­
ralized mean*) of f, was proyed in [GL] under the morę re- 
strictive hypothesis that G is abelian. It follows from the above 
Theorem that in [GL], Corollary 5), the assumption that the 
semigroup under consideration is abelian may be replaced by 
the weaker condition that it is solvable.

Proof. Notice first that the Theorem is true if the semi- 
group is abelian. This fact follows immediately from the proof 
of [GL], Theorem II.

Let {(?/} (i==0,l,...,n) be the seąuence of semigroups satis- 
fying (a), (b) and (c). We shall show by induction on i that 
there is a functional 0/(/,tf) (i=0,l,...,w) satisfying the con­
ditions (i), (ii), and (iii), where 0 and G are replaced by 0/ and Gt 
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respectively. Obviously the functional 0(/,i) = 0„(/,t) is the- 
reąuired one.

The case i=0 is trivial. Since Go contains only the iden- 
tical transformation, we put 0o(/,t) = /(i). In order to prove 
the Theorem it is sufficient to show that the existence of 0I_t 
implies the existence of 0(- (!<7<w).

Write t = t' if there exist transformations <pr, ...,cpm, 
e Gt_i, and elements Ą,...,tm+1 e T such that t=tr, 

= and The relation = is an
A

equivalence relation. For every t e T, let t be the set of all 
t' e T such that t == t', and let T be the set of all t (t e T).

If t==t' and (p e Gt, then ę?(i) In fact, by (a) there
are (p*, y>* e Gt—i such that <pk<p=<p<Pk, ’lp*V=rp'l/’k, lc=l,...,m. 
Hence

which gives tp(t) =<p(t’). Conseąuently the formula

V (*) = ^) (te T, <pe Gt)

A A A
defines a transformation <p of T into itself. The class G of all 
transformations (q> e Gt) is obviously a semigroup. Moreover, 
A
G is an abelian semigroup. In fact, if <p,tp e Gt, there is a e Gt-t 
such that <py>-=^>*ip(p by (b). Conseąuently Since
y* e Gt—i, we have y>*(£)=£, i. e. q>* is the identical mapping.

A A A AHence (py)=ip(p.
A A A A
G being abelian, there is a functional 0(/,i) defined for all 

A A ‘
mappings / of T into linear topological spaces with compact 

A
7f(/) and satisfying (i), (ii), and (iii), where 0, T, and G are 

AA A
replaced by 0, T, and G respectively.

By (i), 0,-_i(/,i) = 0;_i(/,t') if i = t'. Conseąuently the 
formula

(e) /(«) =
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AA A
•defines a mapping / on T. The set 7f(/) is compact sińce it is 
a closed subset of 7f(/) (see (ii)).

It is easy to verify that the functional <l>i defined by the 
■eąuation

</>,(/, t)=0(/,t),
A

where / is determined by (e), has the reąuired properties.

Państwowy Instytut Matematyczny
State Institute of Mathematics



UBER DIE ABSTANDE VON PUNKTEN nf 
AUF DER KREISPERIPHERIE

Von S. Hartman (Wrocław)

Auf dem Kreise vom Umfang 1 wird ein irrationaler Bo- 
gen £ von einem beliebig gewahlten Nullpunkt Po aus in einer 
ais positiv festgesetzten Richtung w-mal hintereinander ab- 
gelegt. Es seien die so erhaltenen Endpunkte. Der
kleinste Abstand von zwei benachbarten Punkten Pt (i= 
= 0,1,sei mit mn und der gróBte mit Jfn bezeichnet.

Die nachstehend bewiesenen Satze bestatigen die von 
H. Steinhaus geauBerte Vermutung, nach welcher

lim 0, lim 7m„=lim nJfn=l, lim%Jfn=oo
n->°° "-*00

fur fast jedes £.
Die Beweise bestehen gróBtenteils in einer einfachen Zu- 

ruckfuhrung auf bekannte Ergebnisse iiber die diophantischen 
Approsimationen, so daB vor allem die Anschaulichkeit und 
Symmetrie der Steinhausschen Fórmulierung ausschlaggebend 
fur das Erscheinen dieser Arbeit waren.

Fur fast jede Zahl £ ist bekanntlich die Folgę ihrer Teil- 
nenner bt in der Kettenbruchentwickhing 1=^ 4-777+••• un-

Pi Pa 
beschrankt. Wegen der fur die Nenner der Naherungsbruche 

geltenden Farmel g7+1 = fe,4.i(h4-<Zf-i ist die Re­
lation lim&t=oo mit

i->oo

(1) limg</gt+1 = 0
z->oo

gleichbedeutend.
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Lemina. Ist fur ein irrationales £ und naturlićhes n^qt 
der Index i aus der Ungleichung qt^.n<ql+i bestimmt, so gili

(2) mn=\qt^—pt\.

Beweis. Zuerst bemerken wir, daB mn gleich dem (langs 
der Kreisperipherie gemessenen) Abstand von Po bis zum 
nachstliegenden Ph (fc=l,...,%) ist. In der Tat: ist mn=PrPs 
und etwa r>s, so ist 0<r—s = t<n und mn^£(mod 1) oder 
mn=—H (mod 1), daher mn=PaPt. Man hat also mn—\t^—u\ 
bei geeignetem ganzen u. Daraus folgt mit Eiicksicht auf die 
Irrationalitat von daB ftir jedes natiirliche q<t (ja sogar 
fur q^n, q^t) und jedes ganze p die Ungleichung |g£— p\> 
>\tl-—u\ besteht, daB also der Bruch u/t eine „beste Naherung 
zweiter Art” der Zahl £ ist. Demnach muB bekanntlich t mit 
einem g, identisch sein1). Da aber fur j<i immer \gt^—pĄ< 
<\Qj^—Pj\ giW, so hat man endlich t=qt, woraus (2) folgt.

Satz I. Hat £ unbeschrdnkte Teilnenner, so ist limrmn==0.. 
n->oo

Beweis. Auf Grund des Lemmas hat man

(3) mqi=\o^—Pi\, 

also gimy^gi/gi+i, daher wegen (1)

lim qimg.— 0
<->oo

und umsomehr die Behauptung des Satzes.

Bpmerkung. Die Anwendung des Lemmas war in diesem 
Beweise unwesentlich, weil anstatt (3) die (augenscheinliche) 
Ungleichung mqi^.\qi^—pi\ geniigt hatte.

Satz II. Hat £ unbeschrdnkte Teilnenner, so ist lim nmn=l. 
n-^oo

Beweis. Es sei {qkl} eine Teilfolge von qt, welche den Be- 
dingungen
(*)  lim gki/gk.+1=O,

(*) SAi+^2^,-
f->oo 

>) A. J. Khintchine, Cepwye Drobi, Moskva-Leningrad 1949, izd. 2,
S. 36.
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geniigt. Wir setzen gAz+1— g>z=cfund beweisen, daB lim C/mei—l.
i->OQ

Da wegen (*) die Ungleichungen qhi<ct<qh{+i bestehen, so 
liefert das Lemma mc=\qhi^— plti\, daher

1
wC/>-------- ;-----

qjtl+i+qki

Demnach schheBt man mit Riicksicht auf (*), daB lim cpnic^l.
i-^oo

Da offenbar immer nmn<l, so ergibt sich tatsachlich lim e,mc =1 
z->oo

und lim nmn=l.
n-^oo

Es liegt die Frage nalie, was man iiber lim qtmq. aussagen 
z->oo

kann. Ich beweise nur, daB fiir fast jedes £ die Ungleichung 
lim qrmq.^1/2 besteht.

Es sei namlich ein f gegeben, fiir welches

(4) lim qtlqi+i=l.
z->oo

DaB fast jede Zahl diese Eigenschaft hat, folgt z. B. aus dem 
viel allgemeineren Satze, nach welchem fast immer die Werte 

(i=1,2,...) im Intervall (0,1) dicht liegen2) (offenbar 
folgt daraus auch, daB die in den vorigen Beweisen benutzte 
Relation (1) fast immer besteht). Aus dem Lemma schlieBt 
man (3), und so gilt

f/t . 

Qi + Qi+i

■es ist nun lim qtl(qi+ qt+i)=1/2 infolge von (4).
f->oo

Satz III. Hat £ unbeschrankte Teilnenner, so ist lim nMn—l. 
n->oo

Beweis. Es wird sogar lim ^Jfęf=l bewiesen, was schar-
1->OO

fer ist, weil offenbar immer nJfn>l. Wir setzen wieder (1) 
voraus und halten yorlaufig ein i fest, fiir welches
(5)

2) P. Levy, Theorie de Taddition des mriables aleatoires, Monographies
des proba.bilites I, Paris 1937, S. 314.
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AuBer den Punkten Po, Pn ...,P,;/ betrachten wir das System 
Ro—Po, von qt in positiyer Kichtung numerierten
aąuidistanten Punkten auf der Kreisperipherie. Fur Jc— 
= 0,1,—3 ordnen wir jedem Punkte Pk den Punkt Rlk mit 
ZA==A;pf(mod gf) zu. Da (p/,g/)=l, werden auf diese Weise 
verschiedenen Plt verschiedene Pt zugeordnet und demnach 
alle Pi erschópft. Man hat

(6)
fcp,-
9/ Qt Qt+i

Jl.
Si+l

Nun zeigen wir
(i) Sind die Punkte Pr und Ps benachbart (d. h. liegt kein P* 

zwischen ihnen), so sind es Pir und Pis aucli, d. h. es ist 

(7) 

(und dann offenbar |(r—Zs|=l).
In der Tat: lagę etwa zwischen Rlr und Plg ein Punkt PZ/, 

go wiirde man zuerst aus (6)

und daraus weiter
1

<7f+i> o •

schlieBen; wegen (5) widerspricht das aber (6).
Es ist Mqi^Mgri. Ist Mg.-i von einem Punktepaar Pr, Ps 

(0<r<s<Qi- 1) realisiert, d. h. Mgi-1=PrPs, so sind Pr und Ps 
jedenfalls benachbarte Punkte und deslialb gilt auf Grand 
von (i) auBer (8) auch noch (7). Aus (7) und (8) folgt

2
%i+l ■

LaBt man jetzt i unbeschrankt wachsen, so erhalt man

lim gtMq.^ lim (1 + 2

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 8
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Satz IV. Hat S unbeschrankte Teilnenner, so ist Jim nMn = oo. 
n-y<x>

Das ist eine Folgerung aus cinem Satz von Khintchine8) 
uber sogenannte normale Formen. Die Form Lfi(^) = q^—p—fi 
mit ganzzahligen Variablen p, q heiBt normal, wenn es ein 
y = und ein t0=t0(£, fi) gibt, so daB zu jedem t^t0 we-
nigstens ein Wertepaar (p, q) mit

l^|ę|<Z, \qi;-p—fi\<vfi 
zu finden ist.

Der hier benotigte Spezialfall des Khintchineschen Satzes 
lautet nun3 4): damit L^) bei gegebenem irrationalen £ fiir 
jedes fi normal sei, ist notwendig und hinreichend, daB f be­
schrankte Teilnenner habe. Fiir unseren Zweck bedarf es mir 
der ersten Halfte dieses Satzes. Ist namlich ftir ein | immer 
nJHn<0<oo, so ist jeder Punkt fi der Kreisperipherie von dem 
nachstbenachbarten Punkte Pq (l^q — q(fi,n)^.n) weniger, ais 
C/n entfernt, also gilt fiir geeignetes p

3) A. J. Khintchine, Uber die angendherte Auflósung linearer (łleiehun- 
gen in ganzen Zahlen, Matematićeskij Sbornik 32 (1925), S. 203-218..

4) A. J. Khintchine, loc. cit.1), S. 58.

Państwowy Instytut Matematyczny 
Staatliches Mathema.tisches Institut

\ql-—p—fi\<C/n.

Die Form Lp{S) erweist sich somit fiir jedes fi ais normal, und 
zwar mit y(l-,fi)=C+ e (e>0), dann hat aber g beschrankte 
Teilnenner und Satz IV ist bewiesen.

Wird die Voraussetzung (5) im Beweise des Satzes III fal- 
len gelassen, so ergibt die dort angewandte SchluBweise an- 

3 2statt der Formel (9) die schwachere Abschatzung
' ~ (li ii+i 

dereń man ohne weiteres

Hm </,• fiir jedes £

entnimmt.



UBER DEN AUFBAU EINES ERWEITERTEN 
GREENSCHEN TENSORS KANONISCHER 

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN AUS ASSOZIERTEN 
LOSUNGSSYSTEMEN x)

Von E. Hólder (Leipzig)

1. Anfangs- und Endbedingung und die zugehbrigen feld- 
artigen Scharen. Es liege ein positiv regulares kanonisches 
System
(1) ń‘-H„t = 0, y. + Hxi = O, i=l,...,n-, 

mit der Hamilton-Funktion
(2) 2H(t, xl, = c<J(t)ylyJ+ 2bi(t)xlyJ+a{J(t)xixJ

’) Die vorliegende Notę ist der Auszug eines Vortrags, den ich auf 
der Tagung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung in Wurzburg im 
September 1943 gehalten habe. Das im Anschluss daran fiir den Jahres- 
bericht der DMV eingesandte Manuskript ist verloren gegangen. Es ist 
hier — abgesehen von einigen Bezeichnungsanderungen — in unveranderter- 

Form wiederhergestellt.
2) Diese Trennung kbnte auch bei der allgemeinsten selbstadjungierten. 

Randbedingung durch Hinzufugen weiterer unabhangiger Variablenpaare 
®n+A", erreicht werden, vgl. Hestenes, Amer. M. S. Trans. 3fi

8*

fiir die Variablen xi(t), y.(t) vor, ferner fiir die Anfangs- und 
Endwerte x/‘ = xt(t°),y°.-, xil,y* eine selbstadjungierte Randbe- 
dingung, die aus zwei gettennten Endbedingungen 2)

(2) U^, y]) - ^"°= 0, analog y\) = 0,

Uh"(x>°, y') - y°ky",-y°h, - Uh,,{x^ = O

= //', fc' = r0+l,A",7c"=l,...,r0; und ana­
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log fur den Endpunkt) bestehend angenommen wird; jede 
von ihnen definiert einzeln ein lineares feldartiges Extremalen- 
gebilde (Jf°) bzw. (Jf1 * *)8).

(1934), Auch ein ganz beliegiges lineares Randwertproblem irgend- welcher 
linearer Differentialgleichungen liesse sich behandehi, indem es durch 
Hinzufiigen des adjungierten System zu einem selbstadjungierten Gesamt-
system erganzt wird.

•) Vgl. M. Morse, The Calculus of rariations in the large, New York 
1934, S. 64 ff., 102 ff.

4) Vgl. J. Radon, Zwm problem von Lagrange, Hamb. Abh. 6 (1928),
3. 293.

2. Assoziierte Liisungssystenie. Fur (3P) bilden wir eine 
Basi s

(mit Matrizenschreibweise und Transpositionsakzent), x'y = y'x, 
dereń erste Spaltengruppe

WA

die (Jf°) und (Jf]) gemeinsam angehbrenden Nullósungen des 
Systems (1), (2) sind.

Die Basis
xli\

erganzen wir zu einem (im Sinne von v. Escherich) asso- 
ziierten Fundamentalsystem

gegebene Transformation (Q',P/)->(JT/, I\) kanonischist, somit4 *)

u'v=v'u, x'y — y'x, u'y — v'x — e.
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3. Normierung der Basis einer felbartigen Schar in Bezug 
auf die zweite. Vermóge dieser Assoziiertheit ergeben geeignete 
Elementartransformationen (Multiplikation einer Spalte mit 
einer Zahl, bzw. Addition des Vielfaclien einer Spalte zu einer 
anderen) fur die Basis des feldartiges G-ebildes, (Jf°) dieselbe 
Normalform der Koeffizienten matrix, wie sie Carathe- 
odory5) bei seinem speziellen assoziierten Fundamental- 
system erb alt; wir kbnnen uns begniigen mit der (etwas 
weniger weitgehenden) Reduktion

jii 0 /

bei der nur die Spal ten der ersten Gruppe unt.er sich elemen- 
tar transformiert zu werden brauchten.

4. Erg^nzung zu einem beiden feldartigen Scharen nibg- 
liclist angepassten assoziierten Ldsungssystem. Durch Ergan- 
zung der in (3) rechts stehenden Koeffizientenmatrix zu

(±)

mit den Grbssen 8y>j'=8j>f> und dennoch willkurlichen ^łn(m+l) 
Gróssen welche die symmetrische Matrix 

ergeben, erhalt man ein neues assoziiertes System 6)

(a x\ lu x\ le 0\ lu + scs x\>) ■

5) C. Caratheodory, Variationsrechnung, Leipzig und Berlin 1935,
S. 265-269.

•) Vgl. L. Siegel, Matli. Ann. 116,
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tait den ursprunglichen zu (JM1) gehórigen dritten und vierten 
Spaltengruppen

mit Uh'i(x1', = O,

und obendrein mit einer zweiten Spaltengruppe

die zu (Jf°) gehort und

Uh>(<p^,,, p°lJlr) = o, U „ty,, P°tj„) = o
erfiillt. Die erste, zu den Nullbsungen assoziierte Spaltengruppe

tut dies aber nicht, sondern es sind die Gróssen

Uhwr, P°ir)=^;,
o

U h" —
bei jedem /=!,... ,m nicht alle Nuli.

5. Der erweiterte Greensche Tensor. Nuninehr erklaren wir 
wie im einfachsten von Burkhardt behandelten Fali durch

GiJ(t,t) qy’\ bzw Iw' W'\
■Jji(t, t) KtJ(t, t)J \px' py') ypj

fiir t<t bzw. t<t, wobei z. B. ąoc' = (g'as'1; bedeutet, einen offen- 
bar symmetrischen Greenschen Tensor im erweiterten Sinn’):

Gij(t, t) = (?"(*, 0, = t),

Hj(t,t) — Jj(t, t).

’) Fiir den Fali, dass die Spaltengruppe

(f=l....... m),

der Nullbsungen fehlt, ha.be ich den (gewohnlichsten) Greenschen Tensor 
angegeben in den Abh. Math. Seminar Hamburg 13 (1939), S. 276 f.
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Seine Spalten
x‘(t) = GiJ(t,t), bzw

geniigen der Differentialglęichung (1), der (vou den wilJkurli- 
chen Sfj, nicht mehr abhangigen) Randbedingung

(8)

und

Uh" = —Z ^h" l’ X?1
bzw.

L'V,?/1) = O,
= 0

fur beide Spaltengruppen, und der Sprungrelation 

da die Assoziiertheit statt durch

q'p—p'q, x'y—y'x, q'y—p'x= — s

aucli durch
qx' = xq', py'=yp', qy'—xp' = n

beschrieben werden kann.

6. Aufldsuiig der Randwertaufgabę fur das riiclitliueare 
kanonische System. Fiir das nichtlineare kanonische System

(10) = 0J,P yl+Hj = — 0xi

zusammen mit der Randbedingung (2), wobei 0xt, 0g. Glieder 
zweiten und hoheren Grades in xi, y. oder mit einem kleinen 
Parameter multiplizierte Glieder sind, findet man auf Grund 
der Greenschen Formel

t'
f {[xiRi(q,p)—ylL\q,p)'\—[qllłt(x,y) -ptL‘(x,y)]}dtS 

= —?/<?'■ l'»
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die Lósungen unter denen des nichtlinearen Integralgleichun^s- 
systems

ę
x‘=2 ''rxij'+/<Gij &xj+aj(it ,ż°

z*
a, =2 rr^+ fWi+W*

mit

(12) 7= [?/z£>-®%,]°.

Letzteres, (11), lasst sich unter geeigneten Voraussetzungen 
mit zunachst willkiirlichen Parametern rji, wofern diese genii- 
gend klein gehalten werden, durch sukzesSive Approximatio- 
nen auflosen 8).

Die Lósungen

von (11) geniigen der Differentialgleichung (1), ferner der 
Endbedingung

C7?' = 0
1
U h" — o

und haben die vorgegebenen Parameter (12):

[9^z-Pzz,®p]°=V

Der Anfangsbedingung

Uh' = 0,
o

TJa" = 0
geniigen die

8) Vgl. Erhardt Schmidt, Math. Ann. 65 (1908), S. 370-399 und
Lichtensteins in Lwów gehaltene Vorlesungen uber einige Klassen
nichtlinearer Integralgleiehungen und Integro-Dijferentialgleichungen, Berlin
1931.
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jedoch dann und nur dann, wenn die Linearkombinationen 
von Anfangswerten bzw. die akzessorischen Extremalen 

bzw.
2r'.,c'

dem Gebilde (Jf°) angehóren; das ist der Fali nur fur Cf=0, 
also wenn die Parameter rj>, zum Scliluss durcli 

die Verzweigungsgleichungen
r

(13) f(0xiXir+0uiyf)dt = O

bestinimt werden.



AN APPLICATION OF PROBABILITY THEORY
TO THE STUDY OF LAPLACE’S EQUATION

By M. Kac (Ithaca, U. S. A.)

1. The main purpose of this paper is to construct explicitly 
the Green’s function of the eąuation dw=O, considered in 
a bounded closed three-dimensional region Q, which vanishes 
on the boundary of the region. Only minor modifications will 
be needed to extend the results to higher dimensions but the 
method breaks down for the piane.

The construction will be accomplished by a method based 
on the theory of Brownian moticn, as developed some thirty 
years ago by N. Wiener, and will follow rather closely the 
last two sections of the author’s paper “On some connections 
between probability theory and differential and integral eąua­
tions” soon to appear in the Proceedings of the Second Ber­
keley Symposium on Mathematical Statistics and Probability.

The author is particularly happy to offer this paper to 
the volume honoring Professor H. Steinhaus. It was as 
a student of Professor Steinhaus that the author first be- 
came interested in the Theory of Probability and in the theory 
of Brownian motion, and it was from Professor Steinhaus 
that the author also learned to seek connections between Pro­
bability Theory and seemingly unrelated problems in other 
branches of Mathematics.

2. Let £? be a bounded closed three-dimensional region 
and £20 the set of its interior points. Let K be a closed sphere 
(interior4-boundary) containing Q in its interior and set

B—K—&.
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and

Finally, let AC£J0 be a sphere.
In his researches on Brownian motion N. Wiener has 

shown that it is possible to introduce a completely additiye 
measure in the space C of all continuous functions ®(t), 0 <t<oo, 
«r(0) = 0, subject to the condition that, for Ą<t2<...<t„,

Prób. {ax < , a„<x(tn)<p„}

Here we use the word “probability” synonymously with 
“measure”. If we consider the product space CxCxC with 
an appropriately induced product measure, we are led to 

a measure in the space of all three-dimensional paths r(Z), 

r(0)=0. (The measure of the wdiole space is easily seen to be 1).

Let now y e £?0 and consider, for «>0, the integral

™ —"J vB(v+r(T))ar _>
J ^{e ” , y + r(t) e A}dt,
o

where
—UJ VB'y+rr))dt

E{e « , ?/ + r(l)e A}

denotes the Wiener integral of

—u j VB(y+r(r))dt 

e 0

over the set of those paths whieh satisfy the condition 

y + r(t) e A.
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Using (2.1) and following the computations of the last two 
sections of my paper cited in § 1, we arrive at the formula

(2.2)

oo —uf VB(ff+r(r))di:

E{e 0 , y -f-r(t) e A}dt

00 ->
c + 1 1 V 1 1 f do 1 f ¥-Xe) Zi (a/ -> -> 1 J -> o- aQ 1

A 2n |r—y\ j=o - + /.ij2tcb I2—y 2w£ | o — r\

where the /ijS are the eigenvalues and the tpfs the normalized 
eigenfunctions of the integral eąuation

(2.3)’ =
27t B |o---**|

-> ->
It is not difficult to show that the kernel |g—r| is com- 

pletely continuous and positive definite. In particular, it fol­
lows that the eigenfunctions form a complete set.

Assuming that A is a sphere of radius Ó about the point 
and letting <5->0, we obtain

(2.4)

\y+r(t) — r0\<ó}dt

2w|r0— »/| j=i - + w27tB |o — y\ 2tzb |o—r0|

The series on the right hand side of (2.4) converges absolutely 
and uniformly (in y) in every closed subset of _Q0. This fol­
lows from Schwarz’s and Bessel’s ineąualities. Set

oo
-> -» x, 1 1 /•

(2.5) 2f„(0,ro) =------ ---- /
->

-> ->12—y I
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and notę that (2.3) may now be rewritten in the form

(2.6)

|?/+ Ht)—r0| <ó}dt

3. Let ns now notę that

0</°° ~uf vB,y+rfT'>'>dT
E{e ó \y + r(t)— r0| <ó}dt

OO
O

Prób. {|?/ + r(t)—r0| <d}dt

i J^-4, 
le—y\|p—foK^

and, conseąuently,
1 1 1

o - Jiu{yt ro) ‘C »
^ko—'H\ ^|r0—y\

or
(3.1) 0<jETu(J,?0)<-^A_.

2711 r— y |
->■ “>

If y and r0 are close to each other a better upper estimate
•>

can be obtained. Let S^8(y,a) be the sphere with center 

at y and radius a and assume that 8C£20. Let roeS and let 

T==T(y,R) be the sphere with center at y and radius R chosen 
in such a way that TDB. Let T—8—B1 and notę that B^DB.
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Clearly, FFb(f) .and hence the analogue of Hu{y,r0J for

/Ą which we denote by H’u{y,r0) satisfies the ineąuality
(3-2)

—u
> Ó

r

From the formula
oo

lim - C E{e 
d-M>

0

X1

and tlie elementary properties of Brownian motion if tollows 

that B„z?/,r0) is of spherical symmetry (i. e. a function of 

lro—H)- Writing the analogue of (2.5), we notę that H'u(y,r0} 

is a harmonie function of r0 as long as r0« &. Being harmonie 

and of spherical symmetry H'u(y,r0) must be a constant (de- 
pending on w)
(3.3) H'„(^rt)=«(w),

Since
-> -*■ 1 1

H u( ?/,' 0 ) < ,
2% ko—y\

we have
1 1a(w)<---- for every r0 e »S’,

2-rc |r0— y\
and, conseąuently,
(3.4) .

From (3.1), (3.2), (3.3) and (3.4) it follows that the positiye 

functions Hu(y,r0) are uniformly bounded from above. From

(2.5),  it moreoyer follows that the functions Hu(y,r0) are har- 

monie in y e £?0 (also in r0 e£?0, but we prefer to keep r0 fixed 

and consider Uu as functions of y).
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From (2.4) it follows immediately that w1<«2 implies

HUl(y,r0)^HUt(y,r0),

and, conseąuently, if u—>oo, increasingly (wfoo) the func- 

tions Hu(y,r0) form a non-decreasing family of harmonie func- 
tions. Since these functions are uniformly bounded, from abover 
it follows from Harnack’s Second Theorem that

(3.5) lim Hu(y,r0)= H(y,r0),
ufoo

and H(y,r0) is harmonie in y e Qo. Finally, from (2.6) and (3.5> 
it follows that

(3.6) o
|.?/+r(t)—r0|«5}dt

3/1
S(y,r)Jdr.

4. It shall now be demonstrated that

(4.1) G(y,r) = -^^-H(y,r)
2k | r—y |

* -> ->
is the desired Green’s functions. ćr(y,r) has already the proper 
form (except that the usual 1/4n factor is replaced by 1/2tc) 

so that it remains to show that as y approaches a boundary 

point of 120, G(y,r) approaches 0. This however, need not be 
true and we must impose regularity conditions on the boun- 

dary points. We shall Cali a point y0 of the boundary of _Q0 
regular1) if, for every t>0,

(4.2) Prób. {y0+r(T) e B, 0<r^t}=0.

’) An analogous condition for regularity for the “outside” Dirichlet
problem is discussed briefly in our paper cited in § 1. A. Dvoretzky
proved that the analogue of (4.2) is also a necessary condition for regularity.
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In other words, a point is called regular if a Brownian par­
ticie starting from it must, with probability 1, find itself out- 

side £?0, no matter how short the time interval is. Let y0 be 
such that (4.2) holds and notę that

r—uJ VB(ff„+r(r))dr

limjEfe 0 , |^0+ 'W—’"oi«*}

*) Added in. proof: This is incorrect as it stands but becomes correct 

if the statement “?/0=f=r(t) non efi, {<;/.“ is replaced by the statement 
-> ■>

"the curve y0+r(r), spends 0 time in y". If S2 is star-shaped
both statements are probabilistically equivalent, i. e. the probabilities 
are the same.

Except for this modification, which somewhat narrows the generality 
of the finał result, the reasoning is unaffected.

u-f00

= Prob. {y0~H'(r) e B, li/o+^O—L>l«*}  *)

Prób. {.y0+ r(r) e B,

Thus

(4.3)

Set

and

|r—r„| <<5

----- r)pr=o.
P-3/o!

| ->Hu{y,r^dr

We have Fu(yY^F(y) and from (2.5) we see that Fu(y) is a con­
tinuous function in the closed region L> (in fact, it is conti- 

nuous in K). From (4.3) it follows that F(yo)=O. Let now 

{yn}i yn e Qo, be a seąuence of points such that yn~*~  y0 ■ Sup- 
pose that F(yn)-^>-[}>0, then, for nearly all n,F{yn')>pl'2 and 
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hence Fu(yn) >fi/2. Since Fu(y) is continuous at y0, Fu{y0)^Pl2 

and lience F(y0)= lim Fu(y0) ^/?/2 contrary to the assumption 

that F(y0)— 0. Thus
“> -> ->

F(y)^i) as y^y0.

If <5 is sufficiently smali, and y is outside the sphere |r— 
we have, by the well known property of harmonie functions,

-Z'W = |^ G(J,r0) 

and, conseąuently,

(4.4) <?(2/oP'o)->° as y-^yo-

The condition (4.2) of regularity can be replaced by a much 
stronger condition of an entirely classical naturę. Let us as- 

sumę that y0 is such that there exists a sphere through it 
which is in B and is outside Qo (Poincare’s regularity eon- 

dition) then y0 is regular in the sense of (4.2). In fact, denote 
the sphere by & and sińce SCB it follows that

Prób. {2/0+/(r) e B,

< Prób. {y0+r(r) e &,

The latter probability is known to be 0.

5. In summary our principal result is as follows:

The Green’s function G(y,r) of Zlw = 0 which vanish.es at 
every regular point of the boundary of Qo is given by the 
formula

->-> 1 1
G(y,r) = —

2tc |r—y j
(5.1)

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 9

vanish.es
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and eąuivalently, in purely probabilistic terms,

oo -> ->
->-> i r ~uJ vB<ff+r<^d’: -> -> ->

(5.2) G(y,r)= limlim —/ E{e 0 , |y + r(t) —r |<d}df.
u-f-oo <5->0 fTIO j

0

The first of these expressions (5.1) is entirely classical in 
naturę and it is rather likely that a proof circumventing the 
use of the theory of Wiener’s measure can be found. The cu- 
rious feature of (5.1) is the arbitrariness of B. This is entirely 
elear on probabilistic ground, because, roughly speaking, we- 
are dealing only with the event of the Brownian particie not 
leaving £ł0 and this event is eąuivalent to the event of not 
entering B. The former event is clearly independent of B and 
the fact that our formulas contain B is morę or less accidentak

Yet, the appearance of B is of great technical convenience 
because it allows us to dispose with a good many tedious con­
siderations involving the boundary of _Q0. It is elear, of course,. 
that the integrals over B in (5.1) should be replaced by inte- 
grals over the boundary of l?0. But it is morę efficient not 
to use surface integrals and to thus avoid all the complicated 
pathology of surface area whieh for the problem in ąuestion 
is only of secondary importance.



RECHERCHES ALGEBRIQUES SUR LES OPŹRATIONS 
ANALYTIQUES ET Q_UASI-ANALYTIQUES')

Par J. Łoś (Wrocław)

Soit X une classe de sous-ensembles d’un ensemble fixś E 
et 0 une operation dans X de type a (a est un nombre ordi- 
nal), c’est-a-dire telle ąue, pour chaąue suitę Xx,X2, ...,Xj,... 
(£<a) d’ensembles de X, 0(X1,X2,...,Xj,...) soit un ensemble 
de X. D’apres L. Kantorovitch et E. Livenson* 2), l’ope- 
ration 0 est dite quasi-analytique si p e 0(X1,X2,...,X$,...) et 
p non-e 0( Tg,..., F$,...) entraine l’existence d’un nombre

1) Presentó a la Societe Polonaise de Matłiómatiąue, Section de Wroc­

ław, le 16 Octobre 1951.
2) L. Kantoroyitcli and E. Livenson, Memoir on the Analytical 

Operations and Projectire Sets I, Fundamenta, Mathematicae 18 (1932),. 

p. 214-279.

£0<a pour leąuel on ait
P e X?o, p non-e Yfo,

ou bien
p non-e peY^,

et analytigue si

p e0(X1,X2,...,X&,...), gnon-e 0(Y1,E2,...,E&,...)

entraine l’existence d’un nombre £0<a pour leąuel on ait

jnon-el&,
ou bien

p non-e Xio,

9*
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E. Marczewski3 4) a remarquś ąue les operations quasi-ana- 
lytigues peuvent etre dśfinies par la formule

3) E. Marczewski, Concerning the symmetrio difference in the theory 
of sets and in Boolean algebr as, Colloąuium Mathematicum 1 (1948), 
p. 197-202.

4) Par — est dśsignś 1’operation de la difference symśtriąue X—T=
= (X—F) + (F—X).

6) Je vais publier proehainement les autres applications de ce thśoreme 
(a la thśorie des groupes abśliens).

(M) 0(X1,Xa,...,Xr,...)^0(T1,Ta,...,rs,...)C £(XS-U?)<). 
J<«

Nous ferons plus loin usage de cette remarąue.
Je me propose d’examiner dans cette Notę la Structure des 

operations analytiąues et ąuasi-analytiąues a un isomorphisme 
pres, ce qui mene a une dśfinition abstraite de ces opśrations 
a l’aide des notions de la thśorie gśnśrale des opśrations, 
c’est-a-dire a l’aide des notions de sous-algebre, de congruence 
et de produit direct des opśrations.

Le § 2 contient un thśoreme de la thśorie gśnśrale des 
opśrations qui sera utilisś dans ce qui suit5 6).

§ 1. Notions de la theorie gśnśrale des opśrations. A śtant 
un ensemble fixś, p est dite operation de type a sur A si a cha­
ąue suitę eą,^,...,^,... (£<a) d’ślśments de A correspond un 
ślement </>(«!,a2,...,«$,...) de A. Un couple est dit algebre
si p est une opśration sur A. Nous allons dśsigner les algebres 
par la majuscule grecque F. Dans la suitę, nous n’envisagerons 
que des algebres r=(A,p>, ou p est une opśration d’un type 
fixś a.

Une algebre est dite sous-algebre de 1’algebre
r=(A,p} si A±CA et p1(a1,a2,...,ag,...) = p(a1,a2,...,a^,...) pour 

e Evidemment, si est une sous-algśbre de U, on peut 
identifier les opśrations p et p± sur A± et poser

Une relation binaire dśfinie dans 1’ensemble A de 1’al­
gebre r, est dite congruence de cette algebre si elle est une re­
lation d’śquivalence sur M, et, si

(1.1) a§~b§, pour tous les £<a, entraine
p(a1,a2,...,uh...)r^p(b1,b2,...,b^,...).
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Chaąue congruence ~ de 1’algebre T permet de definir 
une nouvelle algebre qui sera designće par r/~=<AI~,<p/~)>,. 
et appelóe algebre-ąuotient. L’ensemble A/~ est celui de toutes 
les classes d’abstraction de la relation ~ sur A (1’element 
de Af~ ąui consiste en tous les x e A pour lesąuels a<~^x sera 
designe par a/~), et 1’operation tpj^ est dófinie par la formule

II resulte de (1.1) ąue <p/— est une operation sur A/~.
Si T={rt = <^At, <pty]te7 est une familie d’algebres, nous 

comprenons par produit direct des algebres de la familie r 
une algebre <PAt,(py, ou P At est le produit cartósien des 

teT teT
ensembles At, t e At (PAt se compose alors de toutes les 

teT 
fonctions f, dófinies pour teT, et telles que /(Z) e J.f), et ou 
l’opóration cp est definie par l’óquivalence

(1.3) /2,/

si /W=?X/i(*),/2W, •••,/$(*), •••) Pour chaąue teT.
Dans le cas, ou T est un ensemble fini, par exemple T— 

=<l,2,...,w>, le produit cartósien PAt peut dtre enyisage 
teT

comme ensemble de toutes les suites finies <«<’),«(2>, 
ou a^ e Ak. On peut alors simplifier la dófinition (1.3):

(1.4) ę>(<aO,a<2>,...,a<n>>,<aO«(2),...,«(*)>,af,...,«<")>,...) =

•■•)>-

Le produit direct des algebres de. la familie r sera designe 
par S?rt. Si, pour chaąue t e T, on a Tt=r, le produit S?Tt 

teT teł
est appele puissance directe de 1’algebre T; elle ne depend śvi- 
demment ąue de T et de la puissance (dans le sens de la thóorie 
des ensembles) de T-, nous posons alors Sfrt=Tm, ou m = T. 

teł

Exemples. Soient li 1’ensemble des nombres róels, I 1’en­
semble des nombres entiers, et N 1’ensemble des nombres na­
turels. r,1=<7?, +>, r2=<I, +>, J73=<1V, +> sont des algebres. 
P3 est une sous-algebre de T2, T2 en est une de Tt, evidem- 
ment T3 est alors une sous-algebre de r±.
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La relation a^b, qui a lieu entre deux nombres róels si 
a—b el, est une congruence de 1’algebre Ą; l’algebre-quotient 
J\/~ est 1’algebre d’addition mod 1. L’algebre-puissance Fj 
est isomorphe a 1’algebre F0=<C, +>, ou C est 1’ensemble 
des nombres complexes.

§ 2. Un tlióoróme de la tlićorie gónórale des opórations. 
Nous dirons que la congruence de 1’algebre F=<JL,ę?> sś- 
pare les elements a,b e A si a~b n’a pas lieu, ou, ce qui re- 
vient au meme, si a/~4=fe/—. Une familie {^t}te7 de con- 
gruences de r sópare toute 1’algebre F si, pour chaque couple 
d’ólóments a,b e A, il existe un t e T tel que la congruence 
separe a et b.

Thóor^nie 1. Si la familie de congruences de F
separe toute V algebro r, alors F est isomorphe a une sous-algebre 
du produit direct

teT

Dśmonstration. Posons £?(F/~<) = ro=<fP\A/~t),(p0>, et, 
teT t<=T

pour a e A,

(2.1) h(a)=f eP(A/~t)
teT

si f(t)=a/~t pour chaque te T. Nous avons, pour

ana2,...,af,... e A et /i(«.1)=/1, /;(a2) = /2,...,=

) = 9’o(/1>/2,-,/^-") = A
-ou, d’apres (1.3),

/(<) = 9?/~z(/1(/),/2(i),...,/i(O,--)-
Mais, d’apres (2.1), f^t) — a^,—z, alors

/(i) = 9?/_z(a1/_f,a2/—«,•••,
De la formule (1.2), nous obtenons

/(/) , <i2 ? •••> ;••■)/ •~O
et, puisque c’est valable pour tout t e T, il rósulte de (2.1) 
que f=h(<p(a1,a2,...,as,

Finalement, nous avons

(2.2) <p0(h{a1),h(a2),...,h(as),...) = h(<p(a1,a.2,...,ai,...)).



OPERATIONS ANALYTIQUES ET QUASI-ANALYTIQUES 135

Mais la fonction h est biunivoque, ce ąui rósulte facilement 
de la separation de T par la familie On tire alors
de la formule (2.2), ąue <7i(A),<p0> est une sous-algebre de To, 
somorphe a r c. q. f. d.

§ 3. Queląues propriótós des algóbres ąuasi-analytiąues et 
analytiąues. L’algebre r=^A,(p)> est dite analytiąue, ou ąuasi- 
analytiąue, s’il existe un ensemble E, une familie X de sous- 
ensembles de E et une opóration analytiąue, ou ąuasi-analy- 
tiąue, 0 sur X, tels ąue 1’algebre <(X,<%>")> soit isomorphe a 1’al­
gebre r.

Lemme 1. Toute algebre analytiąue est ąuasi-analytiąue.

La demonstration est óvidente.

Lemme 2. Toute sous-algebre Tune algebre analytiąue, ou 
ąuasi-analytiąue, est analytiąue, ou ąuasi-analytiąue.

La dómonstration est óyidente.

Lemme 3. Si {Et}teT est une familie d'algebr es ąuasi-analy- 
liąues, le produit 3?rt est aussi une algebre ąuasi-analytiąue. 

teT

Dómonstration. Pour chaąue teT, soit Xt une familie 
de sous-ensembles de 1’ensemble Et, T>t une opóration ąuasi- 
analytiąue sur Xt telle ąue 1’algebre <$3Tf,0£> soit isomorphe 
a rt. Nous pouvons supposer que les ensembles de la familie 
{Et}ter soient disjoints deux a deux; considórons la familie X 
des sous-ensembles de £Et ąui sont de la formę £Xt, ou 

tel teT
XteXt. Pour 21 v x(?, ...,SX^, ...eX, posons

On verifie facilement que 0 est une opóration ąuasi-analytiąue 
sur X, et ąue <X,0> est isomorphe a S?Tt, c. ą. f. d.

Lemme 4. Si r est une algebre analytiąue, la puissance Fm 
(ou m est un nombre cardinal arbitraire) est aussi une algebre 
analytiąue.

La dómonstration est semblable a celle du Lemme 3.
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Lemme 5. Si X se compose de deux ensembles 0 et E (0= 
ensemble vide), toute operation 0 sur X est analytigue.

La demonstration se fait par simple verification.

Lemme 6. Si Pensemble A se compose de deux points, cihague 
algebre r=<fA,(p> est analytigue.

Ce lemme rósulte du Lemme 5.

§ 4. Congruence des opórations^ analytiąues et ąuasi-ana- 
lytląues.

Lemme 7. Soit <P une operation guasi-analytigue sur la 
familie X de sous-ensembles de Vensemble E, et p un point de E. 
La relation X^pY, gui a lieu entre deux ensembles X, Y e X 
seulement lorsgue p non-e X—Y, est une congruence de Val­
gebrę <fX,<I>>.

Ce lemme rósulte de la formule (M).

Lemme 8. Si & est une operation guasi-analytigue sur la 
familie X de sous-ensembles de E, Vensemble Xf~p, oii p e E, 
contient deux elements au plus. La familie composee des
congruences ~p pour lesguelles f ensemble X/~p contient exacte- 
ment deux elements, separe toute V algebre <fX,<J>').

La demonstration est óvidente. Les deux elements de Xf~p 
sont la classe des ensembles X e X pour lesąuels p e X, et la 
classe des ensembles X e X pour lesąuels p non-e X (l’une 
d’elles peut etre vide).

Lemme 9. Si (1> est une operation analytigue sur une familie X 
de sous-ensembles de E, p, g e E, Xf—p et Xf ~q contiennent 
chacun exactement deux elements, alors les algebres-guotients 
(X,d>')>l~p et <fX,<P>! sont isomorphes.

Demonstration. Soit X± (ou YJ un ensemble conte- 
nant p (ou g), et Xo (ou Yo) un ensemble ne contenant pas p 
(ou ą); la classe X/~p ne se compose ąue des ensembles X-J~p 
et X.ol~p, la classe X/~g ne ąue des ensembles YJ—q et
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Posons h(Xs/~p) = Ys/~q (s=O,l), et supposons que la 
formule

h(<PI~p)(XsJ—p,XgJ.—p, —p, ...))=

=0/-,^-,), h (XJ~J, ...,h(Xs^p),...) =

— — ę( '—<7! YsJ—q > — q >■••),

ou «£=0,l, pour £<a, soit en dćfaut. Alors

fy1 ~p\XsJ~P,XSJ~p, ...,XSę/~p, ...) = xsi~p,

Supposons s=l (puisąue la situation est symetriąue); il re- 
sulte ą-ae p e0(XS1,XS2,...,X^,...) et q non-€0(T^Y^,...,!^,...). 
0 ótant une operation analytique, il existe un £0<ct tel que 
p e Xs^ et q non-e Ys^, ou bien, p non-e Xs^ et q e Ys&. 
Mais, si s$.=l, nous avcns p e Xs^ et q e Ys&;[ si <■?£,= 0, nous 
savons p non-e Xs^ et q non-e YSf., ce qui donnę contradic- 
tion en chaque cas.

§ 5. Structure des operations quasi-analytiques. Considó- 
rons la suivante condition de 1’algebre r={A,<p>:

(Q) II existe une familie de congruences de 1’alge­
bre r sćparant toute 1’algebre P, et telle que A/~t contienne 
exactement deux elóments pour chacpie t e T.

Tlieorfeme 2. Pour que P soit une algebre quasi-analytique,. 
il faut et il suffit qu’elle satisfasse a la condition (Q).

Demonstration. En vertu du Lemme 8, chaąue algebre 
<Jl,0>, ou 0 est une opśration quasi-analytique sur X, satis- 
fait a la condition (Q). Puisqu’śvidemment, avec une algebrę, 
toute algebre isomorphe a elle satisfait a la condition (Q), 
cette condition est nścśssaire pour que P soit quasi-analy- 
tique.

Supposons maintenant que P satisfasse a la condition (Q), 
et soit {~t}ter la familie de congruences, mentionnóe dans 
cette condition. Chaque algebre-quotient Pl~t (i e T) est alors 
analytique (Lemme 6), l’algebre-produit S\P/~t) est quasi- 

7e7 
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analytiąue (Lemme 3). En vertu du Thóoreme 1, 1’algóbre r 
ótant isomorphe a une sous-algebre du produit 3FJ1!~t'}, Fest 

teT
a une algebre ąuasi-analytiąue (Lemme 2), ce ąui prouve 
ąue r est une algebre ąuasi-analytiąue.

§ 6. Structure des opórations analytiąues. Considerons 
maintenant une condition plus forte ąue (Q):

(A) II existe une familie congruences de 1’al­
gebre r separant toute 1’algebre F, telle que, pour t,treT, 
1’ensemble A/~t contienne exactement deux elements, et les 
algebres-ąuotients rj~t, soient isomorphes.

Thóorbme 3. Pour ąue r soit une algebre analytigue, il 
faut et il suffit ąPelle satisjasse a la condition (A).

Demonstration. La condition (A) est śvidemment nóces- 
saire, vu les Lemmes 8 et 9. Nous dómontrerons qu’elle est 
aussi suffisante. Puisąue toutes les algebres-ąuotients ri~t 
(t e T) sont isomorphes, 1’algebre-produit <2 r/~t) est iso- 

teT
morphe a 1’algebre-puissance (r/^()m=P0, ou m=T, et ItT. 
D’apres les Lemmes 4 et 6, 1’algebre I'o etant analytiąue, 1’al­
gebre-produit l’est aussi. Mais f, d’apres le Thćo-

reme 1, est isomorphe a une sous-algebre de £?(77—f); il re- 
teT 

suitę du Lemme 2 qu’elle est analytiąue c. q. f. d.

§ 7. Relation entre les algóbres analytiąues et quasi-ana- 
lytiąues. Une operation 0 sur une familie d’ensembles sera dite 
proprement guasi-analytigue si elle y est ąuasi-analytiąue sans 
etre analytiąue. De meme, 1’algebre F sera dite proprement 
ąuasi-analytiąue, si elle est ąuasi-analytiąue sans etre ana­
lytiąue.

U faut remarąuer ąue les notions d’operation et d’algebre 
proprement ąuasi-analytiąue ne coincident pas, c’est-a-dire, 
ąu’il existe des opórations proprement ąuasi-analytiąues 0 
sur X, telles ąue 1’algebre <AT,0> soit analytiąue. Comme 
exemple, considerons deux ensembles non vides, disjoints
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et soit X la classe de tous les sous-ensembles de leur somme 
-®i+-®2- Posons, pour X1,X2tX,

^(X,^2) = (Tx+Ą) E1+X1 • X2 ■ E2,
=-^l + -^2-

L’operation 0X est proprement quasi-analytique, 1’operation 02 
est analytique, et on verifie facilement que les algśbres <JT,0x> 
et <X,02> sont isomorphes ®).

6) Apres ąue ma notę a etait composee j’ai constate ąue le theoreme 1 

est demontre par M. Gar ret Birkhoff dans son travail: Subdirect unions 
in uniwersał algebra, Bulletin of the Amer. Math. Soc. 50 (1944), p. 764. 
Les applications de ce theoreme a la theorie des groupes (annoneees dans 
le renvoi 5) se trouvent aussi dans le travail de M. Birkhoff.

Państwowy Instytut Matematyczny.
Institut Mathematiąue de l’Etat.



SUR UNE CONDITION NÓCESSAIRE ET SUFFISANTE 
D’OMBILICITÓ D’UN POINT DE SURFACE

Par S. Gołąb (Kraków)

Le but de cette notę est de donner une nouvelle condition 
analytiąue pour ąu’un point d’une surfaee reguliere a deux 
dimensions soit ombiliąue.

La condition classiąue connue est ąue le tenseur de la 
deuxieme formę ąuadratiąue soit proportionnel au tenseur 
metr i ąue, c’est-a-dire au tenseur de la premiere formę ąua­
dratiąue fondamentale.

La nouvelle condition, nócessaire et suffisante, qui est dó- 
duite plus bas concerne les courbures normales des lignes de 
courbure passant par le point envisagó.

Soit V2 une surfaee reguliere plongóe dans 1’espace a trois 
dimensions J?3, et
(1) £c=ac(?i1,«2)

l’óąuation vectorielle de cette surfaee, ou ac designe le vec- 
teur dont 1’origine se trouve a l’origine du systeme des co­
ordonnóes et l’extrómitó dócrit prócisóment la surfaee V2.

Nous supposons que le champ yectoriel (1) ait les deuxie- 
mes dóriyóes partielles continues. En posant

(2) (i=l,2), 

nous obtenons, en chaąue point p de la surfaee U2, deux champs 
de yecteurs tangents a cette surfaee.

Nous supposons que ces champs soient lineairement inde­
pendants entre eux, ce ąui óąuiyaut a la supposition que la 
premiere formę ąuadratiąue fondamentale de la surfaee soit
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positivement definie. En dćsignant par un point la multipli- 
cation scalaire des vecteurs, nous poserons

<3) gik=^i-^k (i,lc=l,2).

Les gtk sont precisement les composantes du tenseur me- 
triąue. En raison de notre supposition, nous avons

(4) 4=^11^22—^2 >°-
En vertu de ces suppositions, la surfaee aura, en chaąue point, 
un plan tangent determine, et, a chacun de ses points, nous 
pourrons associer, a cóte des vecteurs un troisieme vec-
teur sc3, normal a la surfaee, en posant, par exemple,

(5) ^=[^,^1, 

ou les crochets rectangulaires designent le produit vectoriel. 
Eemarąuons ąue le vecteur ac3 n’est pas nul en raison de la 
supposition (4).

En normalisant les vecteurs au (A=l,2,3), dśsignons par 
le ąuotient

(6)

ou est la longueur du vecteur v.
Nous admettons, dans ce qui suit, ąue le róseau des co- 

ordonnśes uł sur la surfaee V2 soit orthogcnal.
Puisąu’en vertu de nos sąppositions, les lignes de courbure 

existent, nous pouvons admettre ąue le róseau des coordon- 
necs soit celui des lignes de courbures. Introduisons les abre- 
viations

(7) (ŚŁ=1,2).

En dśsignant par
(8) Lik=oCik* y3 (7,7c=l,2),

nous obtenons les composantes de la deuxieme formę ąuadra- 
tiąue fondamentale.

La supposition que le róseau des lignes parametriąues soit 
formę par les lignes de courbure conduit aux conclusions

(9) SFi2=0, L'i2=^-
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Fixons maintenant le point p sur la surface en ąuestion, 
et designons par (\ et C2 deux lignes de courbure passant 
par ce point. Pour la ligne Cx, nous avons w2= const, et, pour 
la ligne C2 — w1 = const.

Designons par le triedre de Darboux attachó a Cx, et 
par t* le triedre attache a C2. Nous appelons triedre de Dar- boux, celui dont le premier vecteur est le vecteur-unitó tan- 
gent a la ligne, le troisieme vecteur (unitę) est normal a la 
surface et le deuxieme vecteur (unitę) est situó dans le plan 
tangent a la surface et est normal a la eourbe.

On aura, en faisant usage de nos dósignations,

<1 = 2/1, <2=2/2, ^3 = V3i
( I <1=2/2, <a*=2/i, <3=2/3-

Dósignons par sx 1’arc de la eourbe Clr et par s2 1’arc de 
la eourbe <72. La premiere des óąuations de Bonnet-Kowa­
lewski donnę

(11) ^r = ai<->+ 71 <3

(12) ^=a2/2*+y2<3*.

Les coefficients scalaires «x,a2 (de meme que y^y^) reprć- 
sentent respectivement les courbures góodósiąues et les cour- 
bures normales des courbes C1 et C2.

Des designations et suppositions faites plus liaut rśsulte 
la suivante

Proposition. La condition necessaire et suffisante pour qu’un point p d'une surface soit ombiliąue est que les courbures normales des lignes de courbure C± et C2 passant par le point p soient dgales
(13) ' 71=72-

Dómonstration Nous allons calculer les courbures yt 
et y2, ne nous bornant qu’au calcul de y2 et la-issant au lec- 
teur un calcul analogue pour y2. L’óquation (11) peut etre 
rócrite, en raison de (10), sous la formę

<<2/i _ di 2/2+ 7i 2/a-(14)
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Multiplions scalairement par y3 les membres de l’equa- 
tion (14), en ayant egard a ce que les trois vecteurs y^ fer­
ment un systeme orthogonal (vecteurs-unitós mutuellement 
orthogonaux). Nous obtenons alors

dy1(15)
Calculons ensuite

(16) <?3/i_ 
dsx

d / 
ds-S kTb

dxY 
dsx

1 dla?,! r l x • _ zy»
| acA |2 dsx 1

Mais

(17)
da\ d 22sc du1 32asx du2
ds± £1

ydu1) (Sw1)2 dsx du1 du2 ds1 '

u2 etant constant le long de la courbe Cx, nous avons

du2 
ds±(18)

et la formule (17) se róduit a

(19)
da?x du1 
dsx ds±

En multipliant scalairement par y3 les deux membres de (16)„ 
nous obtenons 

(20)

Puisque
(21) 

1

-3/3=0,

nous avons, en tenant compte de (19), (21) et (8) dans la re­
lation (20),

1(22) 3/3
dy!
dsx

du1 
ds±

du1
-(«!11- 3/3)

Nous avons ensuite

(23) ki 1=^1

1
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D’autre part, il vient

(24) ds2=^ gikduidu1‘= g11(du1)2+ g22(du2)2,
i,k

ce ąui, en raison de (18), conduit a la conclusion

(25) d8}= g^du1)2.

Comme l’arc sx croit avec la croissance du parametre u1, nous
avons

(26) dUy 1

En substituant (23) et (26) dans (22), nous obtenons finale- 
ment, en tenant compte de (15), 

(27) in
9ii '

En calcul tout a fait analogue conduit a la formule 

(28)

Le fait ąue la matrice

(29) Al il2 L^2
9ii 912 922

est du premier ordre śąuivaut, en raison de (9), a la relation 

(30) in

9n

En vertu de (27) et (28), la relation (30) est eąuivalente a 1’ćgalite

(31) 911922(7'2 7i)'—0’
La proposition ąue nous voulions dómontrer resulte de (31) 
et de 1’inćgalite
(32) 9u922

qui est une consśąuence de 1’inógalitó (4).



SUR LA MESURABILITE DES FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES *)

Par E. Marczewski et C. Ryll-Nabdzewski (Wrocław)

1. Introduction. Lebesgue a demontre ąue
(i) Si une fonction y — f(x,t) est mesurable B par rapport 

a a; et continue par rapport a t, elle est mesurable B super- 
ficiellementT).

On demontre d’une faęon analogue ąue
. (ii) Si une fonction y = f(x,t) est mesurable L par rapport 

a x et continue par rapport a t, elle est mesurable L super- 
ficiellement* 2).

*) Presente a la Societó Polonaise de Mathematiąue (Section de Var- 
sovie), le 19 octobre 1951.

x) Voir par esemple C. Kuratowski, Topologie I, Warszawa-Wrocław 
1948, p. 285.

2) Voir par exemple H. D. Ursell, Some methods of proving measurabi- 
lity, Fund. Math. 32 (1939), p. 311-330, en particulier p. 326, Theorem 8.

3) Voir Ursell, 1. c., p. 328-329, Theorem 11 et Theorem 13.

4) C’est un ensemble plan non mesurable L, qui possede deux et seule- 
ment deux points communs avec chaąue droite. Voir W. Sierpiński, 

Sur un probleme concernant les ensembles mesurables superficiellement, Fund. 
Math. 1 (1920), p. 112-115.

Rappelons encore le theoreme suivant de Ursell:
(iii) Si une fonction y—f(x,t') est mesurable L par rapport 

a x et monotone par rapport a t, elle est mesurable super- 
ficiellement3).

L’hypothese de continuitś dans les theoremes (i) et (ii) est 
essentielle. En effet, il suffit de considerer la fonction carac- 
teristiąue d’un ensemble singulier plan de W. Sierpiński4) 
pour prouyer que

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 10
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(iv) II existe une fonction de deux yariables semi-continues- 
supórieurement par rapport a chaąue yariable et non mesu­
rable L superficiellement.

Nóanmoins, il est possible d’affaiblir les hypothóses des- 
theorenies (i) et (ii). Nous allons dómontrer d’abord que 1’hy­
pothese de continuite peut etre remplacee par celle de con­
tinuite d^un cóte dótermine (Thóoreme 1).

Un exemple de S. Hartman montre ąue, dans le theo­
reme (i), cette hypothese ne peut pas etre remplacóe par Za 
continuite du cóte yariable (3, Remarąue 3)B), mais nous allons 
dómontrer un theoreme, d’apres leąuel cette derniere hypo­
these (ainsi ąue certaines hypotheses plus gónórales) suffisent 
pour la proposition (ii) (Thóoreme 2). Ce thóoreme embrasse 
le theoreme (iii) de Ursell (cf. 4, 2°).

Ces rósultats semblent etre utiles par exemple dans la 
thóorie des processus stochastiąues, ou on considere justement 
les fonctions continues d’un cótó (par exemple dans les pro­
cessus du type de Poisson).

Nos thóorómes sont enoncós non seulement pour le cas de 
yariables róelles, mais sous des hypotheses plus gónórales. Par 
consóąuent ils concernent aussi le cas de plusieurs yariables 
róelles (Thóorómes 1" et 2).

Indiąuons enfin un resultat negatif concernant les fonc­
tions (Punę infinite de yariables, a savoir nous allons dómon­
trer ąu’iZ emste une fonction f^t^,...) constante par rapport 
a chaąue yariable separóment et non mesurable par rapport a la 
yariable (Ą,t2,...) (voir 7).

Les resultats pour le cas de deux yariables róelles sont 
recueillis dans une table.

2. Notations. Nous considerons dans ce travail les fonctions 
y=f{x,t), ou la yariable x parcourt un espace abstrait X, la 
yariable t — un espace mótriąue sóparable T et les yaleurs y 
appartiennent a un espace mótriąue T. Dans certains cas 
nous ferons des hypotheses supplómentaires.

K designera toujours un a-corps (c’est-a-dire une classe 
complementatiye et denombrablement additiye) de scus-en- 

6) Le meme exemple montre que la mesurabilitó L dans le theoreme (iii)
ne peut pas etre remplacee pas la mesurabilitó B.
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sembles de X, JB — le corps des ensembles boreliens dans T 
et J£—le plus petit a-corps de sous-ensembles du produit 
cartesien X X T, contenant tous les ensembles de la formę 
J x B, ou A e K et B(B.

Q etant un cr-corps de sous-ensembles d’un ensemble Z et 
y=f{z) une fonction definie sur Z dont les valeurs appartien- 
nent a Y, nous appelons / mesurable (Q) si e Q pour
tout ensemble ouvert GCY.

Nous adoptons le sens usuel des termes: fonction mesu­
rable L, fonction mesurable B et fonction a propriete de Baire *).

3. Mesurabilitć (Jf). Supposons que T soit un ensemble 
de nombres reels.

Theoreme 1. Soit y — f(x,t) une fonction definie dans XxT 
telle que la fonction f(x,t0) soit mesurable (X) (pour tout toe T) 
et que la fonction f(x0,t) soit partont continue a droite (pour 
tout xoeX). La fonction f(x,t) de deux rariables est alors me­
surable

Demonstration. Dósignons par If 1’ensemble des points 
d’accumulation de T du cótś droit et posons T0=T— Tr. 
L’ensemble To est au plus denombrable: T0=(t1,<2,...).

Dśsignons par F un ensemble ferme dans Y, par G1,G2!... 
une suitę d’ensembles ouverts tels que F=G1-G2-... et par 

une suitę dense dans T.
En vertu de la continuite a droite de f par rapport a 

on a pour OTp
(1) eF]=tfeGnJ.

71 k
On a donc

(XxT1)-/-‘(J’) =
oo oo

= (Z x TG ■ JJ^2’{-Y x ę\^ <’•*<«+ y} • {El[/(»,rn) e G„] X T}, 
n—1 k=l X

d’ou
(IxT1)-/-1(J) eM-

Par conseąuent
oo

/"W E EUM e F\ X (U + (X X TG ■ j-\F) e M,
71=1 a

ce qui exprime la these du thdoreme.
•) Voir C. Kuratowski, 1. e., p. 280, 54 et 306.

10*
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Remarąues. 1. Dans le cas, ou X est un espace metriąue 
et T un ensemble de nombres reels, comme auparavant, le 
meme raisonnement donnę le resultat suivant pour la classi- 
fication de Baire et Borel:

Theoreme T. Soit f(x,t} une fonction telle ąue f(x,t0) soit 
■de classe a (pour tout t0 e T) et f(x0,t) — continue d droite (pour 
tout xoeX). La fonction de dem rariables f(x,t) est alors de 
classe a 4-1.

2. Le theoreme 1 peut etre generalise pour le cas ou T 
est un sous-ensemble d’un espace euclidien JE a lc dimensions 
(ou, plus generalement, d’un groupe metriąue separable).

Pour tout VCE et, p e E designons par Vp 1’ensemble des 
points v+p, ou v e V. Nous dirons ąue f est continue au point p 
du cote de V ensemble V, lorsąue la fonction partielle f\Vp+(p) 
est continue dans p.

D’une faęon analogue p est point d’accumulation de Z du 
cote de V lorsąue p est point d’accumulation de 1’ensemble 
Z-Vp.

Thćoreme 1". Soit V un sous-ensemble our er t de E tel 
ąue la fermeture de V contienne le point 0. Soit T un sous-en­
semble borelien de E tel ąue chaąue point de T soit point d^accu- 
mulation de T du cóte de V. Soit enfin y = f(x,t) une fonction 
definie dans XxT telle ąue pour tout t0 e T la fonction ffx,t0) 
soit mesurable (JEJ) et pour tout x0 e X la fonction f(x0,t) soit 
partout continue du cóte de V. La fonction f(x,t) est alors me­
surable (JKT).

Pour la demonstration il suffit de considórer une suitę {»■„} 
dense dans T et de remarąuer ąue

n k '

3. Considerons encore l’exemple suivant du a S. Hartman. 
Soit sur le plan euclidien X X T un ensemble non-borelien A 
situe sur la droite ®-|-t=0. Designons par B 1’ensemble des 
points (x,t), ou ®+t>0, et par h(x,t) la fonction caracteri- 
stiąue de 1’ensemble H=A4-J3. La fonction h possede les pro­
prietes suieantes:
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1° Les fonctions (Tune variable h(x0,t) et h(x,t0) (pour tout 
xoe X et tout t0 e T) sont non-decroissantes 'et continues partout 
(Lun cóte (a gauche dans certains points et a droite dans les 
autres).

2° La fonction de deux oariables h(x,t) est non mesurable B.
Cet exemple montre ąue 1’hypothese du thóoreme 1, exi- 

geant que f{x0,t') soit continue d’un cóte dótermine est essen- 
tielle.

4. Proprićt^s (N), (P) et (B). Soit Ił un ensemble au plus 
dśnombrable, dense dans T. Pour toute fonction reelle ę>(t) 
definie sur T, designons par ę>fl(t) et g>R(t) les bornes locales 
(infśrieure et superieure) de la fonction partielle g>\R au point t. 
Par consóąuent

(*) Pour toute suitę d’ensembles ouverts {7„} contenant t, 
a diametres tendant vers 0, on a

9?JJ(t) = lim inf cp(r).
n-ł-ca reRVn

Dśsignons par JDV 1’ensemble des points de discontinuite 
de q> et par A une u-mesure dans B (c’est-a-dire une fonction 
d’ensemble, denombrablement additive et telle ąue <X2(_Ł’X 
< + oo) et considerons les conditions suivantes:
(N) 2(D„) = 0,
(P) Dv est un ensemble de premiere categorie,
(B) q>R(t} ^(p(t) ^.(pR(t) pour chaąue teT.

II est a remarąuer ąue pour les fonctions satisfaisant 
a (R), on a

Dans le cas, ou T est 1’ensemble des nombres reels et I est 
la mesure de Lebesgue, les fonctions suivantes satisfont a (N), 
(P) et (R):

1° Les fonctions continues dans chaąue point d’un cótó 
(a gauche dans les uns, a droite dans les autres).

2° Les fonctions p(t} ąui possedent pour tout t les deux 
limites unilateres <p(t— 0) et </)(/+0) et satisfont toujours aux 
inegalitśs tp(t—0)<ę)(iXę>(t+0) ou bien 
(en particulier tous les fonctions monotones).
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L’ensemble Dv est dans ces cas au plus dónombrable et 
par conseąuent les conditions (N) et (P) sont satisfaites. Evi- 
demment, (R) est satisfaite aussi.

5. Mesurabilitó (Jf). Soit h une a-mesure u-finie dans JK 
(c’est-a-dire telle que X=X1-\-X2fo... ou x(Z7)<oo) et 2 une 
c-mesure u-finie dans JB. Dósignons par /z le produit direct 

dans M. Dófinissons la classe M en posant Jf e Jf 
lorsqu’il existe deux ensembles Mr, M2eM tels que JĄOfCJL, 
et foM2—Jlfj).

Si, par exemple, X=T= 1’ensemble des nombres róels, si 
J5l = ZJ= le corps des ensembles boróliens dans T et si x=2= 
la mesure de Lebesgue dans B, le corps M est celui des 
ensembles plans mesurables B-, dans le meme cas ainsi ąue 
dans le cas od. K= le corps des ensembles mesurables L, le 
corps est celui des ensembles mesurables L superficiellement.

Thóoreme 2. Soit f{x,t) une fonction reelle definie dans 
XxT telle ąue la fonction f(a>,t0) soit mesurable (JK) (pour tout 
t'o e T) et ąue la fonction f(x0,t) satisfasse a (R) et a (N) (pour 
tout xoe X). La fonction f{x, t) de deux rariables est alors me­
surable (Jf).

Demonstration. Dósignons par Gm,n des ensembles ouyerts 
dans T a diametres plus petits que Ifm et tels que

T=Gm’1+t;",’2+...
Posons encore
= et ^^„..„-1) pourH>1; 

on a donc

(1) et Hm’1 ■pour i^=j.

Finalement, designons par r™-n,la suitę de tous 
r e RGm’n et posons pour t e Hm'n

(2) Fm(x,t) = inf f(x,r)— lim min f(x,r^‘n).
reRGm’n «t-Xx> 1<K*

La fonction Fm(x,t) est donc dófinie dans tout 1’ensemble 
XxT. II rósulte de l’hypothóse et de (2) qu’elle est mesurable
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{JH) dans XxHm,n pour n—1,2,..., donc aussi dans XxT 
■en vertu de (1).

Considerons pour chaąue x0 e X la fonction ę?(t) = /(a;0,t) et 
appliąuons la dófiniticn de q>R et q>R. Nous obtenons ainsi les 
fonctions fR(x0,t) et fR(x0,tj.

En vertu de 4(*) on a

fR(x,t)=lhn.Fm(x,t) pour x e X, teT,

d’ou il resulte ąue la fonction fR est mesurable (Jf). La fonc- 
tion fR l’est óvidemment aussi.

Posons

(x,0 t

Les fonctions fR et fR etant mesurables (Jf), on a N e J£, 
■et, la fonction f(x0,t) satisfaisant a (N) pour tout x0 e X, on a 
i(NXo) = 0 pour tout a;0 e X. Par consćąuent, en vertu des pro- 
prietes bien ccnnues des produits directs des mesures, p(N) — O.

Puisąue f(x0,t) satisfait a la condition (R) pour tout 
4i?o e X, on a

U,0

d’ou il resulte aisement la mesurabilite (Jf) de /.

6. La proprićtć de Baire. Supposons maintenant ąue X 
soit un espace mśtriąue.

Thóoreme 3. Soit f(x,t) une fonction reelle definie dans 
XxT telle ąue la fonction f(x,t0) possede la propriete de Baire 
(pour chaąue toeT) et ąue la fonction f(x0,t) satisfasse a (R) 
et a, (P) (pour tout xoeX). La fonction f(x,t) de deux rariables 
possede alors la propriete de Baire (dans XxT).

La demonstration est tout a fait analogue a celle du thśo- 
reme 2. Elle est basśe sur le theoreme, d’apres leąuel si 1’en­
semble PCX x T possede la proprietó de Baire et si 1’ensemble 
P-[(a?0)x2’] est de premiere categorie dans {xb)xT pour tout 
&oeX, 1’ensemble P est de premiere catśgorie dans XxT1).

’) Voir R. Sikorski, On the cartesian product oj metric spaces, Fund.
Math. 34 (1947), p. 288-292, en particulier p. 291, Theorem 3.
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7. Fonctions d’une infinite de yariables. Dósignons par I 
l’intervalle <0,l> et considórons le cube de Hilbert ff=lxlx ... 
Si t=(tnt2,...) e# et u= (ux,u2,...) e H, nous posons t=u lors- 
qu’on a tj—Uj, a l’exception d’un nombre fini d’indices. Un 
ensemble ąuelconąue UCH sera dit inyariant lorsąue les rela­
tions t e E et t = tt entrainent u e E. Eyidemment

(i) Pour que la fonction caractóristiąue d’un en­
semble ECH soit constante par rapport a chaąue yariable, il 
faut et il suffit que E soit inyariant.

Dósignons par <p(Z) pour' tout i e H 1’ensemble de tous les 
ueH tels ąue t = u. La classe de tous les ę>(t), pour t parcou- 
rant II, sera dósignóe par H*. Eyidemment

(ii) Pour tout 1’ensemble <p~1(0) est inyariant, en
particulier on a 90—pour tout teH.

Par consóąuent, H* ótant de puissance du continu,
(iii) La classe des sous-ensembles inyariants de H est de 

puissance de 1’hypercontinu,
d’ou il rósulte, en yertu de (i), qu’ZZ eańste des fonctions f(ty,t2,...f 
non mesurables B, constantes par rapport a chaąue yariable.

Nous allons maintenant fortifier ce resultat: nous rempla- 
cerons la non mesurabilitó B par la non mesurabilitó L, ce 
ąui exigera certaines remarąues próliminaires.

Considórons la mesure A de Lebesgue dans I et le produit 
direct 2x ... dans H. Un ensemble MCH s’appelle me­
surable L lorsqu’il existe deux ensembles boreliens Bt et B2 
tels ąue et [ĄB2— B^ — 0.

Voici le thóoreme dit sur la probabilite zero ou un-.

(iv) Pour tout sous-ensemble Z de H, inyariant et mesu­
rable L, on a /z(Z) = 0 ou bien p(Z) = la).

L’ensemble ę?(Z) est, pour tout teH, dn F„ inyariant et 
on demontre aisóment ąue pour t',t" eH on& //[^(Z')] = p [y(Z")]- 
Donc, en vertu de (iv), on a

(v) p[<p(t)]= 0 pour tout teH.

8) Voir par esemple P. R. Halmos, Measure theory, New York 1950,
p. 201, (3).
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Nous allons demontrer que
(vi) II existe dans II un ensemble invariant et non mesu- 

rable L.
Supposons par contrę que tout ensemble invariant soit me- 

surable L. Par consóquent, en se basant sur (ii), nous pouvons 
poser

r(0) = /f[^-1(0)], pour tout 0CH*.

Ainsi, v est une o-mesure dans la classe des sous-ensem- 
bles de H*. En vertu de (ii) et de (iv) on a toujours v(0) = O 
ou bien v(0)=l. En particulier on a r(ZT*)=l et, en vertu 
de (ii) et de (v), r(d>) = 0 pour tout 0 composó d’un seul element'.

Nous arrivons ainsi a une contradiction, car dans la classe 
des sous-ensembles d’un ensemble de puissance du continu 
toute u-mesure a valeurs 0 et 1, s’annulant pour les ensembles 
composćs d’un seul point, s’annule identiquement9). La pro- 
position (vi) est donc demontree.

II en resulte, en vertu de (i), qu’iZ eooiste une fonction ...)
non mesurable L, constcmte par rapport a chaąue rariable.

Państwowy Instytut Matematyczny
Institut Mathematiąue de 1’Etat

’) Theoróme de Ułam. Voir S. Ułam, Zur Masstheorie in der allgemeinen
Mengenlehre, Fund. Math. 16 (1930), p. 140-150, en particulier p. 146 et
147, et E. Marczewski, Iwo valued measures and prime ideals in fields
of sets, C. R. Soc. Sc. Varsovie, Annee 1947, p. 11-17, en particulier p. 14,
Theorem 3.



ON A TRIGONOMETRICAL SUM
By P. Tukan (Budapest)

1. This paper contains a modest contribution to the theory 
of trigonometrical series, a subject enriched by many remark- 
able discoveries of H. Steinhaus. The trigonometrical sum 
in ąuestion is
/1 i \ \ V s^n vX \ 1
(1.1) Sn{x) = £ n>l.

v<n

The fact that they are bounded uniformly in oo and n is clas- 
sical; it was known perhaps to Dirichlet. Fejór stated first, 
as a conjecture, in 1910, the theorem that

(1.2) Sn(x) > 0 for n^l, 0<a;<Tt.

The conjecture has been proved by Gronwall [1], Dunham- 
Jackson [2], Fejór himself [3] and [8], Landau [4], Hyl- 
tón-Cavallius [5] and by the present author [6], The signi- 
ficance of (1.2) has turned lip many times sińce. E. g. if

/(®) -2 (a„ cos vx + b„ sin vx)
v=l

and F(x) denotes its indefinite integral, i. e.

v
COS vx

then the representation

o v=l
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sin vt 2Mdt =-----
7C

sin vt\ n\dt=M-,
V V

gives immediately that supposing

we have — using (1.2) —

7C n 7Z n

0 V=1 U V=1

which gives the well-known theorem of H. Bohr for an 
important part of the periodical case.

So far as I know nonę of the methods of the proofs of (1.2) 
can be plunged into a generał theorem except that of [6]. 
In the sequel I shall give two generalizations of (1.2). This 
will give rise to some further ąuestions esposed in sections 6 
and 7.

2. The first generalization runs as follows:
Theorem I. If for a fixed n the real numbers bx,b2,... ,b„ 

are such that

(2.1) /(#)=&! sin x-\-b2 sin 3x-\- b3 sin 5®+ ..• + &„ sin (2n—1)®>0 

for 0<x<tz, then we have for the same n and for 0<x<tc

(2.2) «(«;) = sin rcsin 2x + •..+ — sin nx> 0.1 2 n

lf wTe ehoose, in particular,

5i= 52 = ... = 5n — 1;
then (2.1) is fulfilled by the well-known non-negativity pro- 
perty of the Fejśr-kernel; thus in this form (1.2) appears as 
a conseąuence of the non-negativity of the Fejór-kernel.

The second generalization is contained in
Theorem II. If

n

(2.3) J£«v = 0
v=0

and
n

(2.4) J.(®) cos vx >0 for ^2tc,
j*=O

(av real}
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then
n

B(x) = a°~ł~ U1 av— sin vx > 0 for 0<x<n.

V=1

If we choose
J.(®)=1— cos nx

we get Fejer’s ineąuality (1.2) again.

3. In order to deduce Theorem I from Theorem II we 
write (2.1) in the form

sin - + &2 sin — + &3 sin — +... + bn sin —-— x>0

X valid for 0<®<2n. Multiplying by 2 sin -we obtain — again 

for 0< x<2tz—

Ml—cos®)+&a(cos®— cos 2a>)-j-... + bn(cos(n — 1)®— cos«®)>0, 
i. e.

&i+ (&2 —&i) cos (b3 — b2) cos 2® + ...
• •• + (M—M-i) cos (n — 1)® — bn cos nx > 0.

Thus (2.3)-(2.4) is satisfied for

u-j— b2 br, ..., un—i== bn bn—ij dn = bn.

Hence, the application of Theorem II gives at once Theorem I.
It would be of interest to deduce Theorem I by applying 

the parametric representation of Fejer-F. Biesz of non-negative 
trigonometrical polynomials.

4. In order to prove Theorem II we consider the function

F(z) = ^avzv.
v=Q

By hypothesis
7ł

(4.1) = (ao+ai+ ••• + av—
V=1
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Fixing x in 0<®<% we form that are Z of the circle
|i-«|=|i-e^|=e

which lies in the unit-circle. Integrating bothsides of (4.1 > 
along Z we obtain

values for conjugate complex «’s. Thus we have

n
V1 a o 4“ «i+ ••• 4“ ^v—i • J- C

v MJ 1—z
(0

7C—X
2

= - F(1—oe~ia)da.
TT—X

2

Since the ajs are real, F(z) assumes conjugate complex

• 7C—X
n 2

(4.2) + ffr.-zł sin vx= y R3F(l-ee-'“)<Za.
v=l o

Since H>eF(z) is non-negative on the periphery of the unit-circle, 
the same holds, owing to the well-known property of har­
monie functions, for the whole disc |:z|<l. But the values

1 — ee~la

are obviously absolutely <1, which means that the integrand 
in (4.2) is non-negative; this proves Theorem II.

5. In the case of (1.1) this representation takes the form 
7T—X

2

(5.1) Sn(x)= = J Re{l-(l-ee-te)«}<Za
><n 0

stated in [6]. It may be remarked that this enables us to give 
a simple positive minorant to Fejer’s polynomials Sn(x). Fory 
from (5.1) we have

n—x
2

V1 sin va /* i

v<n 0
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and, sińce 
|1— oe~!a\ <1,

we get further
* 7T—X

2
X' Sin rar f* ; iox i> / (1 —11 — oe~ta|2)da for n>2.

Using
«<« 0

= 4 sin2 | (tg

we have obtained the ineąuąlity

(5-2) > 4 sin2

valid for 0<a?<K and n>2.

6. The ineąuąlity [6]

, > V sin vx(b.l) ^7 -------< 7t—n^l, 0<x<n,

admits a generalization similar to Theorem 11. The represen­
tation (4.2) gives immediately the following

Theorem III. If for real aSs we ha/ve

n

av= 0
p==0

and for 0 < a? <
n

|/(®)| = | av cos vx | ,
v=0

then for 0 < x < 7t we have

sin vx
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7. It is possible to drop the restriction

av = 0

v=0

from theorems II and III. Then we are led to theorems whieh 
are deeper then the above ones and from certain properties 
of the series

(7.1) Av cos vx
v=0

we infer some properties of the series

These theorems can be compared with a theorem of Hardy [7] 
according to whieh some conclusions can be drawn from cer­
tain properties of the series (7.1) to those of the series

oo
^0+^-1 + ••• ~h-Av—i

> —- -------- i------------------------COS VX .

v=l

I shall return to this subject at another occasion.

8. In [6] I have proved, starting from the ineąuality (6.1), 
the theorem that having a function /($) odd in [0, 2tc] and 
convex from above in [0, tc]

oo

/w-2* b„ sin v&

»=i
we have
(8.1) =^bv sin v& ^2f(&).

*<n

This enables us to obtain a result in the theory of functions 
harmonie for rcl.

Theorem IV. If /(■&) is odd in [0, 2n] and convex for [0, w]
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then for the corresponding harmonie function
oo

bvrv sin v&
i

in the upper-half circle we liave the estimation
n

sn{r,&) bvrv sin ?■& ^.2f(r,&) (n=l,2,...).
V=1

The proof follows immediately from two facts: 1° That 
s„(r,#)—2/(r,tf)

owing to (8.1) is non-positive on the periphery of the upper- 
half circle and is identically zero on the segments

{# = 0, 0<r<l}, (#=7t, 0<r<l};’
2° That a harmonie function assumes its maximum on the 
periphery. On the other hand the harmonie polynomials men- 
tioned above are non-negative on the upper-half of the unit- 
circle as preyiously remarked Fejśr and Pólya.
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ON THE UNIFORM BUT NOT ABSOLUTE
CONVERGENCE OF POWER SERIES WITH GAPS

By P. Erdos (London)

Hardy1) was the first to give an example of a power 
oo

series ^akznk which converges uniformly in but for
A=1

oo
which Piranian asked me (in a letter) for what

*=i
seąuences of integers n1<n,<... does there exist a power 

oo
series ^akznh which converges uniformly in |»|^1 but for 

A=1
oo

which la* I diverges. In the present paper I shall prove the
A=1

following

Theorem 1. Let n1<n2<... be a seąuenee of integers satisfyiną 
oo

lim inf n1/*=l. Then there eooists a power series Tf akz"k which
" *=1

oo
conuerges uniformly in |a| <(1 but for which P|a*j = oo.

k=\
The condition lim inf n1/*=l can certainly not be weakened 

a great deal. In fact Zygmund 2) proved that if ■n*+i/n*>c >1,. 
oo oo

and if £ akznk converges for all k|=l then Jj/la*|<oo. On the
*=i *=i

other hand both Piranian and I observed that lim inf
is not a necessary condition. In fact I shall prove that the 
following somewhat stronger result, holds:

ł) E. Landau, Jieuere Ergebnisse der Eunktionentheorie, p. 68.
2) Studia Math. 3 (1931), p. 77-91.
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Theorem 2. Let n1<n2<... satisfy

(1) lim inf (%y—z = 1, where j—i-+oa.
OO

Then there ewists a power series ^,ahznk which connerges uni~ 
k=\

oo
forrnly for k| = l but J/|a*| = oo.

*=i
It is elear that Theorem 2 is stronger than Theorem 1,. 

since if lim infn|/*==l holds then lim inf (n;- — t= 1 also 
holds (put and let

It is not impossible that (1) is the necessary and sufficient 
oo 

condition for the existence of a power series ^akznk which
A=1

oo
converges uniformly for |d<l but |a*l = oo.

A=1

We will prove Theorem 2 since the proof of Theorem 1 is 
not easier. The proof will use methods of probability theory 
and for this reason I am glad that the paper appears in a volume 
dedicated to Professor Steinhaus who has contributed so 
much to this subject.

It easily follows from (1) that there exists a sequence of 
indices satisfying
(2) 3<w/2—n0<exp(^—iz/2'), fa— ii=2At—1, 

exp z denoting e*. The condition that j/—ii is odd is assumed 
only to make some of the łater computations simpler. From (2) 
we have
(3) 2Aj —jt — ii+lś-nĄ—ntl-\-l<2(njl—nif).

Further by (2)

(4) j1—ii>2t or Ai>21~1.

Define ak—0 if lc is not in any of the intervals (ii, ji), 
1=1,2,..., and a*=(ZJ.z/2)-1 if iiśAcśiji. Denote by r*(Z) the 
A-th liademaclier function.

Jl oo oo
We have J/«A=1/Z hence a/,=^l/l=oo. Therefore Theo- 

k=ii A=1 Z—1

rem 2 follows from
11*
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Theorem 3. For almost all t

ft{^=SrMak^nk
k=l

converges uniformly for |a| <1.
Tn other words if e* = ±l and the e-s are independent 

oo
of each other, then ekakznk converges uniformly for almost 

i=l
oo

all choices of the e-s (sińce £ak=oo Theorem 3 includes 
*=i

Theorem 2).
To prove Theorem 3 we need a few lemmas. First of all put

(5) ^) = iZrA(0/A""'>
*=/; k=it

By (5)
f‘z) =S (^l2lAr

The degree of Q<t)(z) is nj—n^ and it has 2At terms.

Lemma 1. Suppose and let e1,e2,...,em take on
the walues ±1 in all possible ways (thus there are 2m possible 
choices for the e-s). Denote by g(m,r) the number of choices of 
the e-s for whieh

ni
(6) Etbi\<m—2r+l (if r> m/2, g(m,r) = 0) 

1=1

(min g(m,r) denotes the smallest possible value of g(m,r)). Then

<7) min g(m,r) = + ... + .

The Lemma means that g(m,r} is minima! if &/=l, 
4=1,2,..., m.

The lemma and its proof are due to Szekeres3). We use 
induction for m and r. We can assume without loss of gene- 
rality that ^<62^...<Z>m=l (for if bm<l, we replace bt by 
btfbm, i—l,2,...,m, and g(m,r) is clearly not inereased). If 

in—1
| % et < m — 2r+1

3) Written communication.
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and em = +l we obtain
m—1

(8) —(m— 2r-}-2)< \ eibi\<m — 2r.
f=i

If em=—1 then
Dl—1

(9) —(m—2r) <\£ Sibt] <m-2r-]-2.
i=i

From (8) and (9) we obtain that
(10) min gr(w,r)^min r)] + min [g(m—l, r—1)].

Lemma 1 clearly holds for r=0 and any m, also it holds 
for m=l and any n. Thus by (10) and a simple induction 
argument it holds for all m and r, which proves Lemma 1.

Lemma 2. Let z1,z2,...,Z2m be 2m complao numbers, |^|=1, 
i=l,2,...,m. Then the nuuiber of choices of the s-s for which

I21 eiZi|>(2s+l)|/2
1=1

is less than
Sm • 22m exp (—s2/2m).

Put zj = aj + i bj. If
2mIJT £j~j\^^s +1)1^2

J=i
then either

*2zn 2m
\Ż ejOj\>2s+l or \Ś ejbj\^2s+l.

By lemma 1 the number of solutions of
2m 1

\£ ejaj\^2s+l 
i=i

is less than or equal to

min [9(2,»,»mH=2!"-(^s)-...-();“8) =
Dl—S—1

(11) i=1
— m>(m—l)...(m—s+1) <

\ m ) (m+l)(w+2)...(w+»)

<4m • exP (—$2/2m).
z=i '
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Similarly the number of solutions in tlie e-s of
2ni

IŚ sj M/=i

satisfies (11), which proves Lemma 2.

Lemma 3. For l>l0

Prób [max |$°(z)| > ((2 JLZ+1) J/2/Z+ tt)] < 1/2'.
1*1=1

In other words the measure in t of the set for which 

max |Q^)|>(2A;+l)|/2/H^
1*1=1

is less than 1/2Z. Or in still other words: The number of choices 
of e1,e2,...,e2A[ for which

(12) max |ę(<')(2)| = max |^£* z *1 > (2J./+1) |^2/Z-(- n
1*1=1 |»|=1 *=Z,

2<4j—Z
is less than 2

Put
fr = exp [2%n/(n7z— n,-z)2, 1 <(n/z — n,z)2.

Thus £r mns through the (n^—nfz)2-th roots of unity. Qt\^r) is
24 j

of the form ^etzt, |«z|=l. Thus lemma 2 can be applied and 

we obtain from Lemma 2 on putting At = m, s=Ai/l that 
the number of choices of the e-s for which

|^')(lr)|>(2^/+l)|/2/Z
is less than

2A,
(13) 4j.z-2 exp (—J.z/2Z2).-

Therefore for l>l0 by (12), (2), (3) and (4) the number of e-s 
for which

(U) max |$'>(fr)|>(22L+l)|/2/l
l<r«ny(- n,z)e
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is less than

4Ar22X'(n/z—nZ/)2 exp(—Az/2Z2)<

(15) < 22Al+\nh- ntl)3 exp (-^z/2Z2) <

<2m'+2 exp (3AZ/2Z_1) exp (-Az/2Z2) < 22 4;+2 exp (-^łz/4Z2) <224f-z.

In the last two ineąualities of (15) we used the facts that for 
l>l0 3/2l~1<l/Al2, and that for l>l0 by (4)

Ai> 2z_ł>4Z2(Z + 2).

Now let z0 be any point on the circumference of the unit 
circle. Clearly

(16) min |20—f |<^/(ny —mz)2.
i<r<(njl-nil)‘

Eurther

(17) max |( Q(z°(2))' | < 21 («a—«/z) < {nj—ntj)2.
1*1=1 k=it

Erom (16) and (17) we see that if

max |^')(^[<(2A,+l)|/2/Z 
l<r<(ny—

then

(18) max|^ (»)| <(2^+1)^/?+^.
bl=i

The forinulae (15) and (18) imply that the number of 
choices of the e-s for which (12) is not satisfied is less than 
22Xf-z, which proves Lemma 3.

Now we can prove Theorem 3. Since _2'l/2z<oo it follows 
from Lemma 3 and the Borel-Cantelli lemma that for almost 
all t

(19) max |Qj(2)| ^(2Jlz+1)|/2/Z+:t
1*1=1

except possibly for a finite number of Z-s (these Z-s of course 
may depend on Z). Let Zo be any real number for which (19) 
is false for only a finite number of Z-s, and let Z1=Z1(Z) be such 
that (19) holds for We shall prove that /Zo(2) converges
uniformly for kl<i.
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Let lcx > ■nJl, 
that for |«| <1

assume that wZx< k^n^. We shall show

(20)

(20) clearly implies the uniform conyergence of ft\z).
We evidently have for | z | 1

Jl;
oo oo

(21) | J^(«o)aA«"A| < •
A=*t *=*, z=;.4-i

But (19) holds for l>l1j hence from (21) and the definition 
of a* and fto(z)

<-1 j_ v/(2-4z+Dl/2 , ™ \
2AlPi=t+i ' '

But by (4) Ai>2,1 1|. Thus

oo

rk(t0)akz"k 

k=kl

Thus Theorem 3 and therefore Theorems 1 and 2 are proved.
This method can also be applied to entire functions. We 

ean prove the following
Theorem 4. Put

oo
/K«) =2r^t)zk/kl 

k=0

Then for r>rQ(t) and almost all t

Mr(ft) < 51 (lo8' ł-'C1 W = max IA(«)|] 
rli bl<r

and for a seąuenee >oo and almost all t

Mr„ (ft(z)) > (log r)%

where 0<c2<cx are suitable constants.
We do not give the details of the proof.

University College, London.



ON JANISZEWSKIE PROPERTY 
OF TOPOLOGICAL SPACES

By A. Grzegorczyk and C. Kuratowski (Warszawa)

Let us cali J aniszewski’s property of a topological space 
(denoted by 1) the following property:

(O) if Fo and F± are connected and closed sets such that the 
set 1—(Jo+^i) is connected, then their common part Fo-F1 
is connected1 2).

b In tlie case where 1 denotes the surface S2 of a three-dimensional 
sphere, (O) is the well-known second theorem of Janiszewski. See S. Ja­

niszewski, Sur les coupures du plan, Prace Mat. Piz. 26 (1913), p. 55.
2) A space is called locally connected, if every open set is a sum of open 

connected sets.

3) Theorem of Kuratowski. See C. Kuratowski, Une caractórisation 
topólogigue de la surface de la sphere, Fund. Math. 13 (1929), p. 307, or 
C. Kuratowski, Topologie II, Monogr. Matemat. XXI, Warszawa- 
Wrocław 1950, p. 374.

4) See Topologie II, p. 379.
b Ibid, § 54, I.

It is well known that, if a locally connected continuuma) 
(containing morę than one point) has Janiszewski’s property 
and contains no separating point, then it is homeomorphic 
to the surface S, of a tliree-dimensional sphere3).

If we do not reąuire the continuum not to contain separating 
points, it may be characterized as such a continuum that 
each of its cyclic elements is homeomorphic to <^2 (or to 
a single point) 4). Such continua are called J aniszewski’s spaces. 
A number of theorems has been established for those spaces 5).

Now, it seems to be int.eresting that some of those theorems 
can be established (in quite a different way) without assuming 
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either compactness or separability of the space. The purpose 
of this paper is to supply such proofs.

In fact, the proofs will hołd for every normal locally connected 
space having Janiszewski^ property.

Throughout sections 1 and 2 of this paper we shall denote 
by 1 a space of the above kind.

Remarks. 1°. There exist (in the three-dimensional Euclidean 
space) connected and locally connected, but not compact, 
sets having Janiszewski^ property. Such is the space of all 
real numbers.

A morę instructive example is the following (due to B. Kna- 
ster)6): set on the upper side of a cube an infinite seąuence 
of cones of eąual height; suppose the bases of the cones con- 
verge to a single point. The surface of the figurę thus obtained 
is a (non-compact) locally connected set having Janiszewskie 
property.

2°. A space is called unicoherent, if it is connected, and 
■whenever Fo and Fx are connected and closed sets such that 
1=J'O+J'1, then the set Fo-F1 is connected.

Obviously, J aniszewski’s property (of a connected space) 
implies unicoherence.

Moreover: suppose F, and 1—F are connected subsets of 
a space 1 haring Janiszewski’s property, then, if F is closed, 
F is unicoherent.

Proof. Put F=F0-\-Fx where Fo and F, are connected 
and closed sets. Since 1 — (F0-JrF1') is connected, Fo-F1 is con­
nected because of (O).

1. We are going to show that the hypothesis of the pro­
position (O) may be replaced by a morę generał one:

Theorem 1. Let Fo and F, be two closed sets such that

(1) 1 — (FnJ-F,) is connected.

6) See C. Kuratowski, tjn systeme d’axiomes pour la topologie de la
surface de la sphire, Atti del Congr. Int. dei Matematici, Bologna 1928,
p. 241.
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Let 8j be a component7 8) o/ Fj (for j = O,l). Then is

7) S is said to be a component of A if S is a connected subset of A 
and of no otlier connected subset of A.

It is to be noted that a component of a closed set is closed and —■ in 
a locdlly connected space — a component of an open set is open.

8) The boundary of X is Fr(A’)==A-l—-X.
8) This is due to the conneetedness of the space.

10) Aćcording to the following formula

Fr (2AX) cSFr (Ax)
X z

valid for any collection of subsets Ax of a locally connected space. See 
e. g. Topologie II, p. 168 (see also Appendis, theorem (i)).

connected.

Proof. Let {Px} denote the set of components of 1—(&0+$i): 

<2) i-(^0+^)=2;-Rx,
X

where the sets Iix are connected, open and disjoint.
Consider first the case where there is at most one index x 

(cali it 0) satisfying the double ineąuality:

(3) Fr(2?x)-^o^O^Fr(7?x)-^8).

Denote by Ko the set of all x’s such that Fr(Px)C$0, 
and by the set of all remaining indices except, perhaps 0 
(if 0 satifies condition (3)). It follows that, if x e K1} then 
Fr (Rx)—and therefore Fr (Px)—$1=0, for otherwise 

would satisfy condition (3). Thus we have

(4) Fr(Px)C$; if seKj (7=0,1).
Put

8*= 8j-(- Rx.
'''■cKj

Since Fr (Rx)^L09), it follows from (4) that 8* is con­
nected. It follows from (4) too that S* is closed, for10)

Fr(^2?x)C jFr(2?^CĄ.
zeTfy ncKj

Thus, the sets 8* and 8* are connected, closed, and the 
set 1—(SS + 8*) is connected (it coincides indeed with Ro 
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or with 0). Since the space has Janiszewski^ property, it 
follows that So-S* is connected. But obviously S* • ST = So • Si •

This completes the proof in the case of at most one index n 
satisfying condition (3).

It remains to show that, if we assume that there exist 
two values of x, say x=0 and x=l, satisfying the formula (3), 
we are led to a contradiction.

Since Fr (FX)CSO+ Sxu), it follows by (3):

(5) S0-Fr (F/y=0^S1-Fr (Fy) for j=0,1,

and as Fr (FM) is connected 12),

u) Owing to the following theorem: if Ił is a component of a subset A 
of a locally connected space, then Fr (i?) c Fr (A). See Topologie II, p. 169 
(see also Appendis, theorem (ii)).

la) Owing to the following theorem: let 1 be a unicoherent space; if R 
is a component of a set G such that 1—G is connected, then Fr (B) is connected.

(6) the sets S0+Fr(F/) and S1+Fr(F/ are connected.

Since 1—(FO+F1)C1—(S0+Sx), we have, by (2),

X
As 1—(F0+Fx) is connected (by (1)) and the sets £x are 

open and disjoint, it follows, for allindices % except possibly one:

[l_(F04-F1)]-F!<=0, i. e. ĄCFo+F!.

We may therefore assume that

(7) F0CF0+F1.

We shall show that

(8) Fr(Ą)^#0 for j=0,l.

Indeed, supposing that Fr(F0)CF0, we have by (6) 
804-Fr (F0)CS0 (for, So is a component of Fo), i. e. Fr (F0)CS0, 
contrary to (3).

As 1—Fi is open, it follows from (8) that

(9)
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Let {Qx} be the set of components of JR0—F1. We shall 
show that there exists a A, say 2=0, such that
(10) Fy^-F^I.

Indeed, otherwise we should have13)

13) See footnote 10.

14) For Fr (X + E) cFr (X) + Fr (E). See Topologie 1, second edition
<1948), p. 29, II (8).

16) See footnote 11.
16) Ibid.

17) For Fr (XY) cFr (X) + Fr (E). See Topologie I, p. 29, II (9).

Fr (Fo-F1)= Fr (J^) C Fr(Qx) C Fx2 2
and therefore14)

Fr(J?0)CFr(JR0.J’1) + Fr(2?0-F’1)C^yi+F1CJ’1, 
contrary to (8).

As Qo is a component of Fo—Fx, we have15)

(11) Fr(Q0)CFr(A0-F1).

Now, as Ro is a component of 1— (&„+$!), we get16) 
Fr(2?0)CxS'0+*S'1. Thus we have17)

Fr(J?0-F'1)CFr(2?0)+ACĄ+^1+J’1=^0+J’1;
hence Fr (Sg—F^—F^ 80 and by (10) and (11)

Fr(Qo).So#=O.

It follows that Qo+So is connected.
On the other hand

(12) Q0CI?0-F1C(F’0 + F’1)-F1

by (7), i. e. Q0CF0-, hence Qo+ 8qCF0. It follows that Q0+S0CS0 
(for So is a component of Fo), i. e. Q0C80. But this is impos- 
sible sińce QOGROC1-SO
by (12) and (2).

2. In this section we shall show that, if the space 1 has 
Janiszewski^ property, then the sets Fo and Ft in (O) and 
in theorem 1 may be supposed open (instead of being supposed 
closed).



174 A. GRZEGORCZYK AND C. KURATOWSKI

Theorem 2. 1/ Go and Gx are connected and open sets such 
that

(1) 1—(Gę-ł-GJ is connected,

then the set G(,-Gx is connected.

Proof. Suppose that Go-G1 is not connected. Let Qo and Qt 
be two open sets such that

(2) ^o-»i = Qo + Qi, (3) ^o Qi=0, (4) Qrf=O for y = 0,l.

Owing to the local connectedness of the space, there exists 
a connected and open set ~Wj (for j=0,l) such that

(5) Wp^O, (6) TF/Cę/8).

For the same reason, there exists a collection {T7Z} of 
connected and open sets (the index n running over a set con­
taining the numbers 0 and 1) such that.

(7) G0=%W*, (8) WXCG,.
X

It is easy to see that there exists a finite system of indices 
where «o=O and xn=l, such that

wXl-w^,...,wKn^wKn^^.

Put K0=WX()+ ... + WXn. Hence Ko is closed, connected 
and we have by (8):

(9) WjCK0CG0.

Similarly, let Kx be a closed, connected set such that

(10) WjCK^G,.

By (9) and (10) we have

(11) K0-[-K1CG0-\-G1, i. e. !-((?„+G1)C1-(KO+^1).

18) Let F be any closed non-void subset of Qj and let (owing to the

normality of the space) G denote an open set such that F cG and GcQj-
We denote by Wj any component of Qj.

10) See Topologie II, p. 86.
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The set 1—(GO+G1) being connected by (1), let R denote 
its component in 1— (Ko+ KJ. Put

(12) C=l—R.

Formulae (9) and (10) involve

(13) •
and (5), (6), and (13), involve

(U) Ko-^.^0.

It follows that Ko-Hence is connected.
Therefore C is connected20) and closed (for, 1 being locally 
connected, R is open).

20) According to the following theorem: if A is connected and R is 
a component of 1—A, then 1—R is connected. See Topologie II, p. 88, theorem 5„

By definition of R,

l-^+G^CRCl-ęK.+ K,),

i. e. (using (12)):
(15) K.+K^CCG^G,-,

hence
(16) (7=C(7O+(7G1.

The space being normal, so is C. It follows from (16) that 
there exist two closed sets Ho and jHj such that

(17) C=H0+H1, (18) HjCGj (forj=0,l).
Put

(19) Fj=Hi+Kj.

Thus Fj is a closed set satisfying (by virtue of (18), (9); 
and (10)) the formula
(20) . FjCGj.

Kj being a connected subset of Fj (see (19)), denote by 
Sj its component in Ff, thus
(21) KjCSjCFj.
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We shall see that the hypotheses of theorem 1 are fulfilled. 
Indeed, we have by (19), (17) and (15):

J’0+J’1=H0+H1+K0+K1= C+K.+K^ C;

hence 1—(F0+J\) = l—(7=.K (by (12)), which means that 
the set 1— (Fo+F±) is connected.

Thus, by theorem 1, is connected.
On the other hand, by (21) and (20), S/CGj. Therefore 

by (2), i. e.

Thus, we get a decomposition of the set 80-81 into two 
separated sets neither of which is void, for (by (14) and (21))

But this contradicts the connectedness of 8^8^

Corollary. If G is a connected open set such that 1 — G is 
connected, then G is unicoherent.

Proof. As G is locally connected, we have to show21) 
that wheneyer Go and Gx are connected and open sets such 
that Gt=(70+G£1, the set Go-G1 is connected. But this follows 
at once from theorem 2.

Theorem 3. Let Go and G± be two open sets such that

(1) 1—(Go-]-G1) is connected.

Let 8/ be a component of Gj. Then 80-81 is connected.

Proof. Obyiously we may assume that Thus,
*80+$! is connected. Denote by G the component of >S'0 + 
in Go+G1.

It follows that 8/ is a component of G-Gj. For, T being 
a connected set such that SjCTCG-Gj, we have SjCTCGj, 
hence T= 8j.

al) According to a theorem of Stone. See A. H. Stone, Incidence
relations in unicoherent spaces, Trans. Amer. Math. Soc. 65 (1949), p. 427-
447, theorem 3. See Appendix, theorem (iii).
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According to the theorem quoted in footnote 20 and to (1), 
1—G is connected. Hence, owing to the corollary, G is uni-t 
coherent.

Now we have G=G-G0+G-G1, and Sj is a component 
of G-Gj. It follows 22) that is connected.

22) See Appendix, theorem (v).
23) See S. Janiszewski, 1. c. (footnote 1).
24) F is said to separate the sets A and B if 1-—F= where A cM,

BcN, and Jf and N are separated, i. e. M-N= 0— M-N.
If A and B reduce to single points a and b and F is closed, this means 

that a and b belong to different components of 1—F (1 being assumed locally 
connected).

Remark. Theorem 3 is equivalent to the following statement 
called first theorem of Janiszewski23): Zet Fo and F, be two 
closed sets such that Fo-F1 is connected-, if neither of these sets 
separates the points a and b, then the set Fo-}-F1 does not separate 
these points24).

Proof. Let us assume that the hypotheses of the first 
theorem of Janiszewski are fulfilled. Put Gj=l—Fj and 
denote by Sj the component of Gj whieh contains a and b. 
The set 1—(6!0+(?1)=P0-J,1 being connected, it follows by 
theorem 3 that the set 80-8i (containing a and b) is connected. 
As 80-81CGO-G1=1—(FO+F1), it follows that F0J(-F1 does 
not separate a and b.

Thus theorem 3 implies the first theorem of Janiszewski.

In order to prove the converse implication, assume the 
hypotheses of theorem 3 to be fulfilled. Denote by a and b 
two arbitrary points of 80-81. Putting Fj=1—Gj, we see 
at once that the hypotheses of the first theorem of Janiszewski 
are fulfilled. It follows that the set 1—Go-G1—Fo-\-F1 does 
not separate a and b. Thus there exists a connected set C 
such that a,b e GCGg-G^, hence a,b e CC80-81.

This mea-ns that the set is connected.

Problem. The following problem remains unsolved:
Let 1 be a connected and locally connected space satisfying 

theorem 3. Does the space possess Janiszewski’s property 1

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 12
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3. Appendix. All arguments troughout this paper (except 
Bemark in section 2) hołd for any generał closure algebra25) 
satisfying the conditions of normality, connectedness, local 
connectedness, and the following condition:

(+) Every open set is a sum of closed connected subsets.

Some of the theorems on which our arguments were based 
reąuire proofs in terms of closure algebra. Such proofs will 
be now supplied.

(i) In any locally connected space the following formula kolds:

(1)
Proof. Put

(2) (7=l-^Fr(X).
X

It follows that
(3) G!-Fr(Ax) = 0 for each %.

Let us suppose that (1) is false, i. e. that putting S=^fAK, 
X 

we have
(4) G!-Fr(^)^0.

The space being locally connected, we have
(5) G=JfGjt,

where the sets Ga are connected and open.
According to (4) and (5) there exists an index z such that 

Ga-Fr(/S')y=0. The set Ga being open, this means that 
Ga-S^O^AGa—S. Hence there exists an index x such that

Ga-Ax^0^Ga-Ak.
But, Ga being connected, this contradicts (3).
(ii) If Ii is a component of a subset A of a locally connected 

space, then

(6) Fr(A)CFr(A).
25) For the notion of generał closure algebra see R. Sikorski, Closure

algebras, Fund. Math. 36 (1949), p. 165-206.
The axioms assumed are the following:

b+B = J+B, Tol, A = A, 0=0.
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Proof. Let us suppose that (6) is false. As

Fr(JR)=J.l-fiCi;
it follows that

(7) 0^Fr(7f)-Fr(A)CFr(P) —l^A.

Put
(8) l-T=A=2?ć?z,z
where the sets G'z are connected and open.

By (7) and (8) there exists a 2 such that ć?z- Fr(P)^AO; 
hence (Gn being open):

(9) GnB=£0, (10) G^-B^O.

G^ and B being connected, it follows from (9) that Gn-\-B 
is connected. Since G^CA (by (8)), we have G^+PCA, and 
since B is a component of A, we get

Gz+BCB, i.e. G^CB.

But this contradicts (10).
(iii) Let 1 be a connected and locally connected space satisfying 

the following condition: whenever Go and Gr are open connected 
sets such that 1=G!O+<?1, then Go-G1 is connected. Then 1 is 
unicoherent.

Proof. Suppose it is not. Then there exist two closed 
connected sets Fo and such that

(11) i=^0+A
and that F^-F^ is disconnected. There exist therefore two 
closed sets and satisfying the following conditions:

(12) F.-F^M.+M,, (13) Jf^O, (14) >0-^=0.

Owing to the normality of the space, there exist by (14) 
two open sets Ho and JĄ such that:

(15) JLLjCHj, (16) Ho-P^O.
Put

(17) Qy=i;+P0+H1.
12*
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According to (12) and (15) we have

(18) J’0I’1CH0+H1

and according to (11):
(19) F0-Ft^(F0-\ F^-F^l-F,-,

hence
F0 + H0 + H1=F0-F1+(F0-F1) + H0+H1=(l-F1) + H0 + H1.

Thus the sets Qj (2 = 0,1) are open and so are the compo- 
nents Gj of Fj in Qj. Furthermore we have by (11):

1 = •

Hence, by hypothesis, G^-G^ is connected.
But (17) and (18) give

2oQi = J’o--^i + iIo+ ^1 =

2ł) See footnote 24.
27) See footnote 12.

and, sińce G0-GlCQ0-Ql, we get

(20) G!0-(71 = (70-Gt1-Br0+G0-6!1-JT1.

Finally by (13), (12) and (15) we obtain

(21) 0 y= Mj =F0 ■ ł\ • MjC GOGV Hj.

The formulae (20), (21) and (16) contradict the connected- 
ness of Go-G1.

The following statement will be used in proying (v).
(iv) Let 1 be a locally connected unicoherent space. If 80 

and S1 are two different components of an open set G, then there 
exists a component K of 1—G which separates 26) 80 and 8t.

Proof. Since 80 • >Si= 0, we have £OC1— Sx. Denote by T the 
component of 1—8’j which contains 80. The set 8r being con­
nected, Fr (T) is connected27).

Now we have Fr(T)Cl—G. For, by (ii),

Fr (7’)CFr(l—#1) = Fr(£1)CFr(łS'1)CFr(Cr)Cl—ćr.
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Denote by K the component of 1 — G which contains Fr 
and put

M=T—K and N=l—T—K.
We have

(22) 1-K=M+N,

for
(23) Fr(T)CiC, i. e. 1—K= 1— Fr(T)-K,

and 1—Fr(T) = l—(J—T) = /r+(l—J7).

28) According to the following theorem (valid for any space): if Sj is 
a component of Aj (j= 0,1) and Q is a component of So-S1, then Q is a com­
ponent of A0-Aj.

For, let T be a connected set such that (JcTcAo-Aj. We have to 
show that Q= T.

As T-Sj^Q, T + Sj is a connected subset of Aj. Since Sj is a com­
ponent of Aj, we get T + SjcSj, i. e. TcSj. Thus QcTcS0-S1. As Q is 
a component of So-S^ it follows that Q=T.

Since T and 1 — T are separated, so are Jf and A.
Finally

(24) S0CM and S^N.

Indeed S^CT-GCT—K, and as S1-T=0 and 81 is open, 
we get S1-T=0-, hence S^CG-TCN.

According to (22)—(24), K separates 80 and 8r.

(v) Let 1 be a locally connected unicoherent space. 1/ Ga 
and Gr are open and such that

(25) . 1 = ^+^,
and Sj is a component of Gj, then So-S1 is connected.

Proof. Suppose it is not. Let Qo and Qx be two different 
components of It follows28) that Qo and Qx are com­
ponents of G^-Gj. Let K be a component of 1—Go-G1 whicłL 
separates Qo and Qr (according to (iv)).

As KC1—Go-(J1=(l—ć?0)+(l—@1), follows that
(26) K=(K-G0)+(K-G1),

and, by (25), (K—Go)-(K—G1)=O. This implies that the sets 
K—Go and K—G1 are separated. Since K is connected, one 
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of these sets is void. We may assume that K—Go=O. Hence 
by (26) ECl-ć?!, i. e. KGX—O. As ^Cć^, it follows that

(27) A-^1 = 0.

On the other hand
(28) ^o + ^rC^.

The formulae (27) and (28) contradict the assumption 
that I£ separates Qo and Qr.

Państwowy Instytut Matematyczny



SUR LES SOMMES DE FONCTIONS ORTHOGONALES
Par G. Alekits (Budapest)

1. Soit {ę>„(®)} 1111 systeme de fonctions orthogonales et 
normśes dans l’intervalle arbitraire (a,&). Nous designerons 
dans les suiyants par e un nombre positif fixe, arbitrairement 
petit, par p un entier positif fixe, arbitrairement choisi, par 
logpW le logarithme p-fois itere de n, et par L„{p,e) le nombre

’) S. Kaczmarz et H. Steinhaus, Theorie der Orthogonalreihen, 
Warszawa-Lwów 1935, p. 165.

2) I. S. Gal, Sur les moyennes arithmetigues des suites de fonctions 
■orthogonales, Ann. Inst. Fourier Univ. Grenoble 1 (1948), p. 218-224.

Ln(p, e) = log n • log, n •... • logp n (logp+1 n)‘+e.
II est connu]) que, les coefficients cn śtant des nombres 

róels arbitraires, l’evaluation
n / / n \ 1 -i-c

O) 2;c|)
A=0 \ \*=0 /

a lieu presąue partout; si Ct—1 pour &=0,l,..., l’ordre de 
grandeur de cette evaluation peut etre abaissó jusqu’a

(2) 2''j’*(®) = o(logn|/nZn(p,e))
A=0

presque partout. En prenant les moyennes arithmetiąues des 
sommes (2), l’ordre de grandeur obtenu peut etre prócise, 
parce qu’il est, dans ce cas, o(|/nZ„(p,e)) presąue partout* 2).

2. Notre but est de generaliser ces resultats en demontrant 
les deux theoremes suiyants:

Thćorfeme I. Les moyennes de Ces aro des sommes (1)
possedent, pour a > 1, presgue partout l’ordre de grandeur
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Thóoróme II. Les sommes (1) possedent presąue partout 
1’ordre de grandeur

2ck(Pk^ = 0 (10Sn-\/Ln(P’s'>tcl)-
i=o \ r a=o /*=o

Les rósultats mentionnes auparayant sont óvidemment des 
cas speciaux de nos theorenies.

3. Dómontrons d’abord le lemme suiyant:

Lemme. L’eraluation
2m \ 

2m(P,e)2'cH 
*=o /

tient presąue partout pour tout a>0.
Vu gue

et, pour a>0
In— k-\- a\2
1 n —fc / <2

^?>4-a\2

on obtient d’abord '

2 f
m^Na Lm(p,s)£c?

k=0

II en rósulte ąue la

1’inegalitó

oo

< oo..

sórie
ooy 2m

- m=NLm(p,S)£c2k
*=0

conyerge presąue partout, par suitę

1

=o 
2m' ’

a lieu presąue partout.

([/Lim(p,£)2o<Ą
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4. Pour demontrer le theoreme I, il suffit, d’apres notre 
lemme, d’envisager le cas 2m<n<2m+1 et a=l. On voit 
facilement que

J

A=1
c’est-a-dire que

OO X(' T

'__ 1__ ) <oo.
j=n

La serie
oo

2 i
J=N

oj1’(®) —- (®)’2

est donc presgue partout convergente, ce qui entraine

H)

2n*+1

2 >
*=2m+l

= 0(1)

presque partout. Or, on obtient de l’inśgalite de Schwarz.

2">+l

IWI la(1> (w)
I 2m 1

F A-O

1 / 2m „

j=2OT+l
j-1

l<4-i (®)l

|/a(p^)Ź
F A—0 F A=0

2 2m4"l

y=2m+l

t
2
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Et, puisąue
2m+1

2 7<los2’
;=2m+l

il en resulte, en vertu de (4),

Wl l^»l
1/ " ■ 1/ 2ml/z„(p,e)JC2

k=Q |/
presąue partout. Ici, le second ternie du premier membre 
tend, d’apres (3), presąue partout vers zero; il s’ensuit donc 

et le thóoreme I est demontre.

5. Quant au theoreme II, posons
n

*=0

D’apres notre lemme, la proposition du theoreme est exacte, 
si n=2m. En vertu du theoreme I, nous n’avons donc qu’a 
evaluer l’ordre de grandeur des differences

(5) k=i
n-\-1

lorsąue 2m<n<2m+1. Or, il est connu3) qu’il existe une 
fonction ó2m(®)>0 telle ąue

n

et, de plus

s) S. Kaczinarz et H. Steinhaus, loc. cit.1), p. 162.
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Cette deuxieme relation conduit a l’ćvaluation
oo b 9 oo

---------------- — dn=2 0 ■)<oo,

d’ou il resulte, presgue partout

^2m
,(®)=o((2m+l)log2m.

9/nVu que 2m<n<2m+1, on en obtient, d’aprós (5) et (6),

(logw |/Ln{p,e)^clj 
(®) an l®)— O

presque partout, c. q. f. d.

Budapest, 31. VIII, 1951.
Universitó des Sciences Tecłiniąues.



A NOTĘ ON THE TOTAL MATRIX RING OVER 
A NON-COMMUTATIVE FIELD

By Loo-Keng Htja (Peking)

Let K be a field, not necessarily commutative, and Kn 
be the n x n total matrix ring over K.

Definition. Let R be a ring. The module generated by 
elements of the form

[a,b~\ = ab—ba,

where a,b, belong to R is called the derired Lie module of R.

We use L and Ln to denote the derived Lie module of K 
and Kn, respectively. In this paper we shall use freąuently 
the following theorem which was proved previously by the 
author2):

Theorem 1. A matrioc AL belongs to Ln if and only if its tracę 
belongs to L.

Practically, the theorem can be extended to the case of K 
being a ring with unity element.

Theorem 2. Any normal submodule of K is either contained 
in the centre of K or contains Ln, except when n—2 and K 
contains only 2 elements. In that case the set

!(")■ (::)• «• mi
is a normal submodule of K.

*) Hua, Jour. of Chinese Math. Soc. 1, p. 109-163, in particular

p. 144.
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Proof. Let J be a normal submodule of K which is not 
eontained in the centre of Kn. Let be the matrix with 
zero everywhere except the element at i,j position equal to 1.

1. If N contains E12, then it contains also

1 0\ /(> żl/l 0\ 
p V \° o/\/‘ 1/

Let
P ij=I -\-Eij-\-Ejt—Eu—Ejj (f=f=7)

we can easily verify that Py=Z. For «4=1 and 2, we have
P,1®i2=P/2=P.-2P,i,

and for i^=j and 2

PyEa= (I + P2/+ Eji—E22—Ejj\Eft= Et>=EijP^fi

therefore N contains /.Ey for all i 4= i and ż belonging to K.
Furthermore, sińce

1
—2.E^2~\~ ^^•P,E2i'== —k[iEn~\~ pAE22,

we deduce that

lu2)Z?11 = 2/z P1X [iEE22 ~ {(/<^)Pn (a<^-)-®22} 

belongs to N. Conseąuently, Ln is eontained in N.
2. Suppose that K contains morę than two elements, tliat 

is, in K we have an element Z 4=0, 4=1-
Let A be any non-central element of N. Without loss of 

generality we may assume that a124=0. We write

-C X„)
and we use [^...^„Jto denote a diagonal matrix with 21,...,2n 
on its diagonal. Then

_ /Aa JE1—a (Z—1)/A
-W"1-!) 0<"-0 Z’



A NOTĘ ON THE TOTAL MATRIX RING OVER 
A NON-COMMUTATIVE FIELD

By Loo-Keng Hua (Peking)

Let K be a field, not necessarily commutative, and Kn 
be the n x n total matrix ring over K.

Definition. Let R be a ring. The module generated by 
elements of the form

[a,b] = ab—ba,

where a,b, belong to R is called the derwed Lie module of R.

We use L and L„ to denote the derived Lie module of K 
and Kn, respectively. In this paper we shall use freąuently 
the following theorem which was proved previously by the 
authorx):

Theorem 1. A matria; M belongs to Ln if and only if its tracę 
belongs to L.

Practically, the theorem can be extended to the case of K 
being a ring with unity element.

Theorem 2. Any normal submodule of K is either contained 
in the centre of K or contains Ln, eacept wlien n=2 and K 
contains only 2 elements. In that case the set

is a normal submodule of K.

*) Hua, Jour. of Chinese Math. Soc. I, p. 109-163, in particular

p. 144.
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Proof. Let N be a normal submodule of K which is not 
contained in the centre of Kn. Let Ey be the matrix with 
zero everywhere except the element at i,j position equal to 1.

1. If N contains E12, then it contains also

A Ol-1
0 1J

Let
PIJ=I+Ey+EJi-Eil-EiJ (*=M)

we can easily verify that Py=I. For i=4=l and 2, we have

Pii Fi? — Ea — Ea Pa,

and for ż=j=7 and 2

PijEa — Ezj-\- Eji—E&—Ejj)Ea — E&— EyPij-,

therefore N contains AF,y for all i 4= j and A belonging to K. 
Furthermore, sińce

—i
—AFX2 H— /iA(w£12i = —AjWF^id- [jAE229

we deduce that

(A/z—/< A)FX1 = A/z Fn—/d E22—{(/z A )EU—(/«A )F22}

belongs to N. Conseąuently, Ln is contained in N.
2. Suppose that K contains morę than two elements, that 

is, in K we have an element A=|=0, =f=l-
Let A be any non-central element of N. Without loss of 

generality we may assume that aX24=0. We write 

and we use [Ax,..., An] t o denote a diagonal matrix with Ax,...,An 
on its diagonal. Then

_ /Aa A-1—a (A—1)M
~V(A_1—1) 0(n-1) )
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We denote the last matrix by B. Furthermore

A]B[1,A,...,A]-1-B= / °
\(A-1) y(A_1—1)

(A-l) /3(A-1—1)'
O(n-D

Therefore N contains an element of the form 

with
We have a matrix P such that /?P=(l,0,...,0) = «1. Then

11 OH /O /3\ Z1 0\ _/0 <
\0 P] \y o) \0 pj 0 t

Furthermore sińce
/I 0 0 \ /O 1 0 \ /I 0 0\-‘ /Ol 0 \ /—1 0 O\
111 0 j I c2 0 0 I 11 1 0 j — I c2 0 0 I = I —1 1 0 I
\o o j(n-2)/ \?1 o o(n_1)/ \o o i' \n o o(n_27 \ o o o/

and
/I 0\ /—1 0\ il 0 \ /—1 0\ _ / 0 0\
\0 A/ 1 1/ \0 A-1/ 1 1/ \1—A 0/

which is similar to F12, the theorem follows from 1.
3. Suppose that K contains only two elements, 0 and 1, 

and n>2. We may assume that a12=j=0, that is, alg=l.
Then

/i 0 0 \
(IAB21)A (/+l?2i) '—A —E21A-\-AE21-\-E21AE21 = l a 1 fi I

V o 
Furthermore

/1 0 0\ /1 0 0\ /1 0 0\~‘ /1 0 0\ 
01/i Lid ou = bio ,

\0 0 1/ V 0 0/ \0 0 1/ V 0 0/

which is similar to E12. The theorem again follows from 1.
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4. Suppose that K has only two elements and n—2. Let 
SL2 (2) be the group of nonsingular two-rowed matrices; it 
is a group of order 6

(::)■'cici ci cici
it contains a normal subgroup

Therefore the four elements in the theorem form a normal 
submodule. It is not contained in the centre and it does not 
contain L2, which is

Cl (:::)■ Cl ci Cl ci ci Cl
The theorem is now completely proved.

Theorem 3. The ring Kn contains no proper normal subring 
which is not contained in the centre, eeccept when n=2 and K 
has only two elements.

Proof. Let R be the subring under consideration. By 
Theorem 2, it contains Ln. In particular, it contains

(0 1 0 \ /O a 0 \
10 Ol, B=IOO 0 .

0 o 0(n-a)/ \0 0 0(n_2)/
Therefore, it contains

BA = aEu.

Since every matrix can be expressed as

a£/u+Jf
where M e Ln, we have

Theorem 4. Every element A of Kn can be eospressed as 
a finite sum of commutators, that is

(1) A=s±BiciBf~1(,r1
i=l

eoccept when n=2 and K has only two elements.
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Proof. Evidently, the elements of the form (1) form 
.a normal module of K„, by Theorem 2, it contains Ln.

Let
/l 0 0 \ /O b 0 \

jB = I 1 1 0 , o=( 10 0 ).
\() 0 7(n~2)/ \o 0 I<"-27

Then, for &=J=0, we have

=n—b.

Furthermore
tr I=n.

Therefore tr (ZBCBC) may be any element of K. The theorem 
follows from Theorem 2.

Now we consider Kn as a Jordan ring, i. e. it is closed 
with respect to the operation

{A,B}=AB-\- BA.

Tlieoreni 5. For a field K with characteristic different 
from 2, K„ contains no proper normal Jordan subring which 
is not contained in the centre. Or, morę precisely, erery element 
of Kn can be expressed as a finite sum of {At,Bt}.

Proof. Let R be such a module generated by {At,Bff, 
which is evidently a normal submodule of K. Therefore it 
contains L„-, in particular

Thus it contains

and
l2a 01 I2a 0 1 /la 01
\ 0 2a/+\0 —2af \0 0/'

Therefore P J belongs to R for all X. Therefore R=Kn.
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Theorem 6. Any Lie subring oj Kn not contained in the 
centre contains Ln eoccept when n—2 and K has only two elements. 
Morę generally, erery triple Lie system not contained in the centre 
contains Ln.

Theorem 7. Eoery normal submodule oj Kn closed with 
respect to the operation ABA either is K or is contained in the 
centre, except when n—2 and K is commutatire.

Proof. 1. n>2. The proof follows immediately from

/I 0 0 \ /a 0 01 /l 0 0\ /« 0 0\
00 0 ) ( 0 —a 0 I I 0 0 0 I = 1 0 0 0 ].

\0 0 —1/ \0 0 0/ 10 —0 1./ \0 0 0/

2. n — 2 and K is not commutative. From the identities 

and 

lab 0 1 /O 11 lab 0 1 labc —ab2a\
\ c —baj \0 0/ \ c —baj \ c2 —oba j

we have the theorem.

Remark. For the case n = 2 and K being commutative, 
the theorem is not true. In fact, let

.< (“A.\o —aj
Then

A = AA~~l, a2-\-bc.

If trJL = trB=O, then tr(ABA) = 0.
Therefore Theorem 7 is in this case false.
Henceforth we assume that the characteristic of the 

field K is different from 2.

Definition. A subset $ of a ring R is called weak normal 
if AL belonging to $ implies

belonging to £ for all invertible A.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 1$ 
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Evidently every normal submodule is a weak normal. 
Now we have an improvement of Theorem 2.

Theorem 8. Erery weak normal submodule T of K either 
is contained in the centre or contains Ln.

Proof. 1. First let us assume that T contains jE12. Since

and
/ 0 21_Z 0 2\ = Z 0 01

2u2 0/ 2(w+l)2 0/ \lw + 2 0/

T contains AjE21 for all ź. Let P,y denote the permutation matrix 
as in the proof of Theorem 2; we have Py=I and

PVXP^+P^ XPV= 2PilXPtj

the set contains AE# for all and all z belonging to Zv.
Next, from

Z0 11 Z0 cl Z0 1\—1 /O 1\_1 /o cl Z0 11 
\1 b) \o 0/ \1 b) +\1 b) \o 0/ \1

l—bc 0 1= ( o

we deduce that T contains an element of the form

Conseguently, T contains 
\ 0 cbf

the theorem follows.
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2. Let A be a non-central element of T. Suppose that 
there is a non-diagonal element different from zero; we may 
assume without loss of generality that a12=f=0. Since

J0 -4A
\-4y O'"-1*/ ’

the set T contains an element of the form

Co)’ a=ł=0’
Moreover, T contains

. /I 0 0 \ /O a \ /I 0 0 X-1
111 0 j I b 0 0 II 1 1 0 I
\0 0 Z(n’2)/ \yi 0 0("-2)/ \0 0 Z("-27

/I 0 0 \ /O a \ /L 0 0 \ / 0 2a 2łS1\
+ [11 0 I p 0 0 |(11 0 ]= 2(&-a) 0 0 I

\0 0 \71 0 0(n_2)/ \0 o I(n~2)/ \ 2yx 0 0 /
and

/O a \ / 0 2a 2& \ / 0 0 0\
21* 0 0 j + (2(&—a) 0 0 ] = [2a0 0j

\7i 0 0(n-2)/ \ 2?1 0 0(n_2)/ \0 0 0/

which is 2aE21. Since

/O 11/0 01/0 i\-‘ /O 11-/0 01/0 11 
\la 0/ \2a 0/ \4« 0/ ^\4a 0/ \2a 0/ \4a 0/ 12’

the theorem follows from 1.
Finally, if «y=0 for all »+/ then from the identity

/O 11 /A 01 l-b 11 /-* 11 /A ol /O 11/ 2/( -&A+^\
\1*/VM\1 0/ + \l 0/\01a/\16/ \-M)Ab/j. 22 /

we deduce that we may assume A being not diagonal. The 
result follows from the previous consideration.

From Theorem 8 we can deduce the corresponding conse- 
ąuences of Theorem 2. Bat, besides of these we have several 
new interesting conseąuences:

13*
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Theorem 9. If we regard Kn as a Jordan ring with the 
operation {A,B}, it has no proper ideał.

Proof. An ideał of Z is a module T of elements M,..., 
of K„ such that {A,M} belongs to T for all A of Kn and M of T. 
Evidently a Jordan ideał can not be contained in the centre. 
Since

{A-1, {A,JM’}}=A_1(A +JfA) + (AJf+>A)A_1
=AM A-1+A-1 MA + 2 M,

T is a weak normal submodule of Kn. By Theorem 8, T con­
tains Ln. The proof is completed by the same method as in 
Theorem 5.

Theorem 10. If we regard K„ as Lie ring with the opera­
tion [A,B], every ideał which is not contained in the centre of Kn 
contains Ln-

Since
[[A,M],A_1] = (A M—MA )A~l—A~\A M—MA)

=AlfA“1+A“1AZA -2 M,

every ideał of the Lie ring Kn is a weak normal submodule 
of Kn. The theorem follows immediately from Theorem 8. 
Finally, the same method establishes also

Theorem 11. The Lie ring L„ has no proper ideał which 
is not contained in the centre.

Proof. 1. If the ideał T contains E12, then from 

whw a

we deduce that T contains u'EM for all y. Next, sińce

[Eii, 1-^12] = Ifor i4=1 and 2,
and

[IEi2, E2j] = IEij for i=f=j,

T contains LEy for all f=(=y and 2 belongmg to K. Since 

we have the theorem.
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2. Suppose that the characteristic of the field does not 
divide n. If T contains a non-diagonal 2L = (atf) we may assume 
that a12=|=0.

Let 
[-(n-l),l,...,lU-A[-(n-l),l, 

and

Then T contains
/ 0 n2a12 0\C— I n2a21 0 Oj.
\ 0 0 0/

Since
/O 0\ /O a\ /O a\ /O 0\ /—a 0\
Uo/V?oA V*oHioH o J 

and

<2>

the set T contains J012. The theorem follows from 1. Since

/O 1A /A 0\ /A 0\ /O iA /O vu—Ar\
\o oHo J \OtzHo oOo 0 )’

we may assume thet T always contains a non-central element 
except when T is contained in the centre.

3. Suppose that the characteristic of K divides n. Since

and the characteristic of the field does not divide n—1, the 
set T contains an element of the form

provided that T contains a matrix with a non-central Aif 
but the latter can always be fulfilled.
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Moreover,

/ 0 ' a12 tt13

0]A—-4[0,l,--1,0,.. .,01 = “21 0 2
1 -«31 0 0
\ 0 0 0

If the characteristic of the field is different from 3, we 
apply 2, to

/ ^12 fl13\

I a21 0 j ’
\ ®31 h /

the theorem follows. Therefore we shall complete the proof 
if we can prove our theorem for the field with characteristic 3 
and n=3, and T contains

(0 a ZA
c 0 1 I.

d 0 0/
But now

/O a 0\
[0,l,-l]A-A[0,l,-l]-A = (0 0 1 =B (say),

\d 0 0/
and

/O 0 0\ /O 0 0\ /O 0 0\
I 0 0 0 j B — B I 0 0 0 ) = l 0 —1 oj,
\0 1 0/ \0 1 0/ \() 0 1/

and the identity (2), in conclusion, T has JE12. Conseąuently
the theorem follows.



THE MEASURE-THEORETIC SETTING 
OF PROBABILITY THEORY

By J. L. IJoob (Urbana, U. S. A.)

It is now generally accepted that the mathematical theory 
of probability is siniply the theory of measure, with special 
emphasis on certain aspects of that theory. In spite of this 
generał agreement, however, no completely satisfactory account 
of the measure theoretic foundations of probability theory 
has been given, that is an account of the definitions peculiar 
to probability theory, with enough development to show that 
the definitions are adeąuate to the subject. The nearest approach 
to this is Kolmogorov’s fundamental Ergebnisse der Mathe- 
matik paper of 1934, but this paper does not go very far into 
the subject, and it is significant that a recent book by Gne- 
denko and Kolmogoeov (Limiting Distributions of Sums of 
Independent Random Yariables, Moscow-Leningrad 1949) adopts 
a slightly morę restrictive point of view, to be discussed below. 
The absence of an adeąuate basie text is undoubtedly the 
reason why mathematicians who are not specialists in pro­
bability theory find it almost impossible to understand pro­
bability books and technical papers. Writers in the subject 
have now become used to taking for granted a large amount 
of basie materiał which has never been adeąuately discussed.

In an as yet unpublished book on stochastic processes, 
the writer wished to take the ordinary mathematics of proba­
bility for granted, but soon found out that in the absence 
of a standard text the book was thereby rendered ąuite un- 
readable. He was thus forced to give a fairly complete outline 
of the basie ideas, with various modifications and extensions 
of existing treatments to avoid awkwardness in later de- 
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velopments. Since the publication of the book has been delayed, 
and since there has been so much confusion on the subject 
(in part inspired by the writer’s ingenious proofs of incorreet 
theorems), the following account is offered as a simple expo- 
sition with a minimum of technical details.

Let 12 be any abstract space of points a>. Let Q be a Borel 
field of co sets and let Pr be a measure of Q sets, with Pr{Q} ==1. 
The mathematical theory of probability is the study of triples 
{£,{/,Pr}. In the following we shall cali any measure function 
with inaximum value 1 a probability measure. In the appli- 
cations of the theory of probability, Q is usually called the 
space of elementary erents and the ć? sets are called erents.

Given a triple {Q, S,Pr}, a real valued co function x, 
measurable with respect to Q, is called a random rariable, 
and its integral over Q with respect to the given probability 
measure is denoted by E(x). Let the rangę of values of x be Rx, 
and let Pr' be the probability measure of linear Borel sets A 
defined by

Pr '{A} = f dFW, P( A) = Pr{a?(co) < A}.
A

The relation between Bx, Pr’, and Pr plays an important 
although indirect role in many considerations, as we shall 
see below. In many cases it is true that if a linear set ACB,X 
has as inyerseimage the co set AeQ under the map co->a?(co), 
then

Prfzl} — inf Pr’{B} (B Borel).
ACB

The truth of this for every a? is a definite restriction on the triple 
{£?, S,Pr}, which is called perfect by Gnedenko and Kolmogorov 
if the condition is satisfied. The latter authors accept as part 
of their generał definition of probability that a probability 
triple is perfect, but we shall not make this assumption, because 
it seems unnatural, unnecessary, and in some applications 
embarassing.

Let Q and T be abstract spaces, and let {xt,t e T} be any 
family of co functions indexed by the parameter t. We shall 
denote by (xt, t e T) the smallest Borel field of co sets with 
respect to which the xt’s are all measurable. In particular 
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if {12. Q,Pr} is a probability triple, and if tlie xfs, are random 
variables, that is functions measurable with respect to Q, 
the family of random variables is called a stochastic process. 
In this case evidently śB(xt,t e T)Cff and we define śB*(xf,t e T) 
as the smallest Borel field of co sets including those in Ś8(xt,t e T) 
and also all subsets of those of the latter sets whieh have Pr 
measure 0. Finally we define £8**(xt,t e T) as the smallest 
Borel field of co sets including those of śB(xt,t e T) and also 
all co sets of Pr measure 0. The sets in £B**(xtlt e T) and the 
random variables measurable with respect to this field will 
be said to be defined in terms of conditions on the a?/s. For 
each co the random variable xt has the function value xt(a>), 
and for each co this function value thereby determines a function 
of t, called a sample function of the stochastic process, or 
sample seguence if T is a seąuence. Corresponding to this 
terminology, an co set or function determined by conditions 
on the a?/s is sometimes called a set or function measurable 
on the sample space of the a?/s. If xx,... ,x„ are random variables, 
a function x is measurable on their sample space if and only 
if it is eąual for almost co to a Baire function of these n 
yariables.

The simplest type of stochastic process from some points 
of view is one in whieh the point co itself is a sample function 
of the process. Morę precisely, let T be any aggregate, and 
let Q be the class of all real valued functions of teT. Then 
each point of 12 is a t function, and Q is simply a coordinate 
space, of dimensionality thd cardinal number of T. Let xs be 
the s-th coordinate function, that is xs is the co function whieh 
for co the t function f takes on the value /(s), and denote the 
function value of xs at co by xs(a>), as usual. Let Cf = C8(xt,t e T), 
and suppose that {12, Q, Pr} is a probability triple, with these 
definitions of 12 and Q. Then the stochastic process {xt,t e T} 
determined by the coordinate functions will be called a sto­
chastic process of function space type. Given Q and Q as described, 
the Pr measure of the triple is usually obtained constructively 
as follows. It is supposed that for each finite t set ą,...,^ 
a finite (n) dimensional distribution, that is a probability 
measure of n dimensional Borel sets, has been assigned, and 
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the problem is to define Pr measure in sucli a way that 
•••,»<„ have this distribution, that is in such a way that 

if A is an n dimensional Borel set,

Pr{[a^(co),...,a?/n(ft»)] e A} = $tl..... t„(A).

Bor this to be possible, the measures {0^.... t„} must satisfy
obvious consistency conditions, and if these are satisfied 
Kolmogoroy showed that the Pr measure can be defined as 
desired. In other words he has giyen a systematic method 
of defining probability measures in spaces of arbitrary dimen- 
sionality in terms of finite dimensional distributions assigned 
to finite aggregates of coordinate functions.

In particular, when one considers an n dimensional 
probability distribution, that is a probability measure of n di­
mensional Borel sets, one can consider the distribution as 
determined by the n dimensional distribution of the coordinate 
functions Xi,...,xn, in fact this is how the Pr measure is usually 
defined, and the process is then a process of function
space type.

Let {Q, Q, Pr} be a probability triple, and let {xt,t e T} 
be a stochastic process whose functions are random yariables 
defined on Q. Then for many purposes this process can be 
replaced by one of function space type. This is done as follows. 
Let Q' be the space of functions of t e T, let x's be the s-th co­
ordinate function on Q' and let Q'= S$(x't,l e T). We define 
a Pr' measure of Q' sets in such a way that if «i,is any 
finite t set, and if A is any n dimensional Borel set,

Pr^^co'),...,^^')] e A} = Pr{[xtl(M),...,Xtn(co)} e A}.

This can be done trivially, in the light of Kolmogoroy’s method 
of constructing probability measures in coordinate space. In 
fact the right side of this eąuation defines a measure of n di­
mensional Borel sets for each finite I set Ą,and the 
class of these measures is precisely what is needed for Kolmo- 
gorov’s method. It is then easily proyed that there is a cor- 
respondence between the £? random yariables x which are 
measurable on the sample space of the ®/s and the £?' random 
yariables x', with the following properties:
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(a) To each x corresponds a unique x' (disregarding values 
of x' on sets of Pr' measure 0) and conversely. Moreover for 
each t, x’t corresponds to xt.

(b) If for almost all co, and if x' corresponds to x,
then for almost all co', and conversely.

(c) If xi,...,xn correspond to x'1,...,x'n, and if 0 is a Baire 
function of n variables, then 0(a?i,...,®n), corresponds to 
&(xi,...,x'n).

(d) If yj corresponds to j/j, and if limi/n=® esists for
Jl->OO

almost all co, then lim y'n exists for almost all co' and the limits 
n->oo

correspond, and conversely.
(e.) If x corresponds to x', then E{x} exists if and only 

if E'{x'} exists, and if these expectations exist they are equal.
(Obviously these properties are not independent.) In par- 

ticular, taking x as the characteristic function of a point set, 
to each £B*(xt)t e T) set corresponds a unique Q' set, and 
conversely, neglecting sets of measure 0, and the corresponding 
sets have the same measures in tlieir respective spaces. Moreover 
finite and enumerably infinite unions and intersections are 
invariant under this correspondence.

If the x't process is defined as described above, it will be 
called a function space representation of the xt process. By 
going to this process, if the xt process probabilities not defined 
in terms of conditions on the xt’s are not of interest, that is 
if one is only interested in sets and functions measurable with 
respect to £B(xt,teT), or at least measurable with respect 
to £B**(xt)t e T), one can reduce probłems to those involving 
processes of function space type. The advantages of this sub- 
stitution will be exhibited below. However it is neither necessary 
nor convenient to assume that all stocliastic processes are 
of function space type. A stochastic process is siniply a family 
of measurable functions, and it would be clumsy every time 
a new function, say the square of one already considered, 
must be added to the list of those under consideration, to 
adjoin it to the process, and accordingly replace 12 by a 
space with an additional coordinate.
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Given a probability triple (12, Q,Pr}, let 9CQ be a Borel 
field of a> sets, and let be the smallest Borel field including 
all the 9- sets and also all co sets of Pr measure 0. Then an 
co function is measurable with respect to 9* if and only if it 
is eąual almost everywhere to a function measurable with 
respect to 9-. Let x be a random variable with .E{|®|}<oo. 
The conditional expectation of x relatwe to 9, E{x\9’}, is defined 
as any integrable random variable which is measurable with 
respect to 9-* and which satisfies the eąuation

yxdPr = f E{x\9} dPr, A e 9.
A A

(The eąuation is then also true for Ae9*.) There always 
is such a random variable, any random variable eąual almost 
everywhere to such a random variable satisfies the same con­
ditions, and any two random variables satisfying these con­
ditions are eąual almost eyerywhere. In particular if x is the 
characteristic function of a set Jf, E{al9} is also written Pr{.M \9}, and is described as the conditional probability of M relative to 9. The symbols for conditional expectation and 
probability will always denote some particular choice of the 
random yariables satisfying the stated conditions. If (xt,t e T} 
is any family of random variables, E{x\9ł(xt,t e T)} is also 
written as E{x]xt)t e T}, and is picturesąuely described as the 
conditional expectation of x for giyen values of the xt’s. It 
is a random variable defined in terms of conditions on the xt’s,. 
in the technical sense given earlier in this paper.

Let {xt,t e T} be a stochastic process, based on the pro­
bability triple {12, Q, Pr}, with function space representation {x't,t e T}. If 9 C 9ł*(xt,t e T) is a Borel field of 12 sets, if 9' is 
the Borel field of corresponding 12' sets, and if x is an 12 random 
variable, corresponding to the 12' random variable x', then 
if < oo we have defined E{x}9} as an 12 random variable
and E'{x'l9'} as an 12' random variable. These two random 
yariables can be shown to correSpond in the 12 <—>12' corres- 
pondence, so that in considering conditional expectations and 
probabilities we can for many purposes assume that the given 
process is of function space type. Applications of this idea 
will be indicated below.
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Let {Q, Q, Pr} be a probability triple, and suppose that 
3 is a Borel field of Q sets. Then it is natural to ask whether 
Pr{A]źf} can be defined in some specific way for each A to 
yield a single-valued function of A, m which is a probability 
measure in A. Morę carefully formulated, the question is 
whether for each A e Q and point m one can find a value p(A, co), 
defining a single-valued function with the following properties:

(a) for fixed co,p(A,co) defines a probability measure in A;
(b) for fixed A e Q,

Pr{A\&} = p(A,cjo)

for almost all co (where the exceptional Q set may depend 
on A).

If there is a function p with these properties, we say that 
there is a conditional probability distribution relatiwe to S-. In 
this case P{xl&'} can be defined for each co as the integral 
of ® with respect to the measure p(-,co). Unfortunately it is 
not true that there is always such a conditional probability 
distribution. Although there is such a conditional probability 
distribution if the Gnedenko-Kolmogorov hypothesis that the 
basie probability triple is perfect is satisfied, we have not 
adopted this hypothesis. The following remarks show how the 
convenience of a conditional probability distribution can be 
obtained even in the generał case. Suppose that 
are n random variables such that the rangę of the point 
[®i(w),...,a?n(co)] in n dimensional space as co varies is an n di- 
mensional Borel set, and define St=^8(a;1,...,ocn). Then it can 
be shown that there is a conditional distribution of sets A e Qr, 
so that the conditional expectation of any Baire function 
of these ®/s, for example, is its integral with respect to the 
corresponding conditional distribution. Since one can go to 
the function space representation of any collection of random 
variables, and sińce conditional distributions are available in 
this representation, because, for example, the ranges of the 
random variables are Borel sets (the whole number space), 
it follows that the desired results can be proved using con­
ditional distributions. As an example we take a somewhat 
trivial case. It is well known that
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with probability 1. (Since neither side is uniąuely defined, 
the ąualifying phrase “with probability 1” is always necessary 
in relations of this type.) The ineąuality can be proved directly 
from the definition of conditional expectation, but it is in- 
structive to give a proof with morę generał implications. We 
first remark that if y and z are defined by

y=E{x\tf}, z = E{xi\9:},

we have, sińce every set defined by conditions on y and z 
differs by at most a set of probability 0 from an & set,

with probability 1, and on the other hand the right side of 
this eąuation is simply

E{y\y,z} = y,

with probability 1. In other words
E{x\y,z} =

with probability 1, and similarly
E{x2ly,z}=E{x2l&}

with probability 1. Hence the ineąuality to be proved reduces to 
E2{xiy,z}^E{x2ly,z}

(with probability 1). Now the triple of variables x, y, z can be 
represented by a triple of function space type, that is by 
a distribution of three dimensional Borel sets, in which case 
there is a conditional probability distribution. However in 
this case the corresponding ineąuality is simply an application 
of Schwarz’s ineąuality, for each a>‘. Since the ineąuality is 
true in the representation, it is true for the original random 
variables, with probability 1. The introduction of the random 
variables y,z is somewhat artificial here. A morę direct 
approach would be to introduce a family of random variables 
{yt,teT}, where it is supposed that each yt is measurable 
with respect to and that e T}. For example
the yZs could be taken as the characteristie functions of the 
sets of &. The ineąuality to be proved is then obviously

E2{x\yt,t e T} ^E{x2\yt,t e T}
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(with probability 1), and the proof is given by going to the 
representation of the family consisting of x together with 
all the y/s. The only advantage of the first proof is that it 
only involves three random yariables, whereas T will in generał 
be infinite.

Let {xt,t e T} be a stochastic process based on some pro­
bability triple {12, p, Pr}. Then for many purposes one is 
only interested in the probabilities derived from the distributions 
of finite aggregates of xt’s. Let {yt,t e T} be another stochastie 
process, defined on the same 12 space, and suppose that

Pr{xt(a>) = yt(a>)}=l, teT.

Then for the reason just given, the two processes can be con- 
sidered equivalent for many purposes, and setting up an 
ecpiivalence relation we describe each process as a standard 
modification of the other. Notę that the eąuation

Pr{xt(a)) = yt(M), teT}=l

is necessarily true for equivalent processes if and only if the 
parameter space T is at most enumerable.

Let {xt,t e T} be a stochastic process based on some pro­
bability triple, and consider the 12 function sup xt. If T is 

non-denumerable, this 12 function is not necessarily measurable, 
that is the function is not necessarily a random yariable, and 
the difficulties involved in questions of boundedness and 
continuity of sample functions of the process caused by this 
fact are well known. It is easily seen that there is a random 
yariable x, nniąuely determined neglecting yalues on sets. 
of probability 0, and satisfying the following conditions:

(a) Pr{a?(ft>) >»,(«>)}=1, < «

(b) if y is a random yariable satisfying (a), then

Pr{y(co) Js a;(<u)}=l.

We write x = ess sup xt. It can be shown that there is an ąfe 

most enumerable T set {<„} such that

Pr {ess sup xt — sup xtA—l.
ttT n
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It would be natura! to replace sup by ess sup everywhere, 
to avoid the measurability difficulties just described. However 
it is morę useful as weil as intuitively clearer to avoid generalized 
boundedness, continuity, and so on, and to restrict one’s 
attention to stochastic processes for whieh such a substitution 
isunnecessary, because sup turns out to be measurable and eąual 
with probability 1 to ess sup in the cases of interest. This 
is no real restriction, because it can be shown that if the original 
process does not already have this property, an equivalent 
one does. To make elear the principle involved, the following 
discussion is put into a generał setting whieh makes it obvious 
how to generalize the treatment to abstract valued random 
variables. Les 3 be a class of T sets, and let 31 be a class of 
linear Borel sets with the property that for each 8 e 3 and 
each A e3l, there corresponds a finite or enumerable subset {tn} of 8 such that the £2 set

{xtj(a))eA, j^l}

(whieh is necessarily measurable) and the £2 set

{®(ft>) e A, t e 8}
(whieh is necessarily Pr measurable only if >S' is at most enume­
rable) differ by at most a set of Pr measure 0. In this case 
the stochastic process {xt,t e T} will be said to be separable relative to 3, 31. (If the random yariables are abstract valued 
the 31 sets would of course be sets used in the definition 
of measurability of the random variables.) It can be shown 
that in the numerical case. we are considering in this paper, 
if T is a linear set, if 3 is the class of intersections of open 
intervals with 1, and if 31 is the class of closed linear sets, 
then to a stochastic process corresponds a standard modifi- 
cation {yt)t e T} whieh is separable relative to 3, 31. For this 
separable process, ess sup yt for t in the intersection of T with 
any interval coincides with sup yt for t in this same domain, 
neglecting values on sets of Pr measure 0. It is easily shown 
that the classes of bounded sample functions, continuous 
sample functions, and so on, have probabilities, that is corres- 
pond to Pr measurable £2 sets. (In this development it is ne­
cessary to allow the y/s to take on infinite values.)
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Finally, if {xt,t e T} is a stochastic process, and if T is a linear 
Lebesgue measurable set, it is sometimes necessary to discuss 
the Lebesgue measurability and integrability of sample functions, 
for example in the law of large numbers with T a half-line. 
The function value »>(<?>) defines a function of t, w. Define 
t, co measure as the direct product of Lebesgue t measure and 
the given oj measure. Then the process is called (Lebesgue) 
measurable if the above t, co function is t, co measurable. Under 
very generał conditions there is a measurable stochastic process 
which is a standard modification of a given process. The con­
dition that such a process exist is a condition on the distribu- 
tions of finite aggregates of the a?/s. Moreover there is 
a measurable and separable (relative to the classes <S, 31 descri- 
bed above) standard modification of a stochastic process whe- 
never there is a measurable one. If a process is measurable 
almost all its sample functions (that is the sample functions 
corresponding to almost all co) are Lebesgue measurable, and 
simple conditions can be given sufficient for their integrability.

Rocznik Poi. Tow. Matem. T. XXV. 14



UNE PROPRIETE DES SUITES DE POLYNÓMES 
HOMOGENES DE DEUX VARIABLES COMPLEXES 

BORNEES SUR UNE COURBE

Par C. Loster (Kraków)

Soit {P„(®,t/)} une suitę de polynómes homogenes de la 
formę

(1) Pn(x, y) = anfiocn + ar,~iy+... + «o,n y",

ou les coefficients et les yariables a> et y sont complexes. 
D’autre part, soit C une courbe donnóe par les óąuations

(2) x = x(t), y=y(t),

ou x(t) et y(t) sont des fonctions complexes, continues dans 
l’intervalle [0,1], F. Leja a introduit une fonction d’ensemble 
dófinie pour les ensembles fermós et bornós de points de 1’espace 
de deux yariables complexes, dite ecart de telles ensembles1). 
Nous supposerons ąue 1’ecart de tout are partiel de la courbe (2) 
est positif. Dans ces hypothóses nous allons dómontrer le

Thóoróme. Lorsąue la suitę (1) est bornee en tout point de 
la courbe (2), a tout e>0 et tout point poe C dont les coordon­
nees x0, y0 ne s’annullent pas a la fois on peut faire correspondre 
un yoisinage V=V(e,p0) du point p0 dans leąuel

n
(3) limsup |/|P„(®,^)| <l + e.

n->co

x) I'. Leja, Sur l’existenee du domaine de conrergenee des series de 
polynómes homogenes, Bullet. de 1’Aead. Polon., serie A, 1933, p. 453-461.
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L’enoncó de ce thóoreme est du a M. F. Leja qui a demontrd 
un theoróme analogue pour les suites de polynómes a une 
variable complexe 2).

2) F. Leja, Sur les suites de polynómes hornees presyue partout sur la 
frontiire d’un domaine, Math. Ann. 108 (1933), p. 517-524.

Nous aurons a nous appuyer sur deux lemmes suiyants 
dont la dśmonstration se trouye dans le trayail citó2):

Lemme 1. Etant donnee une fonction positire If, de r de- 
finie presgue partout dans l’intervalle [0,d], ou d>0, il eańste, 
pour tout y>0, un ensemble E des points r de [O,cZ] et un nombre 
M > 0 tel qu’on a

1° pour tout r appartenant a E,

2° m\E)>d — ^, oii E=E-\-les points limites de E.

Lemme 2. Etant donnę un ensemble E des points de l’inter- 

oalle [0,d] remplissant la condition m(E) > d-^- on peut tromer, 

pour tout nombre naturel n, un systeme de n+1 points r0,T1,T2,...,Tn 
appartenant d E et remplissant les conditions suwantes

0 t0 < ?! < t2 < ... < rn d,
__ ]c2

rj— —(d — p) pour j>Jc = 0,l,2,...,n.

Demonstration du theoreme. Soit p0 un point de G 
des coordonnees x0,y0 qui ne s’annulent pas a la fois, s un 
nombre positif fixó arbitrairement et e'>0 un nombre tel 
que (l + e')2<l+e. D’autre part, soit e0 un nombre satisfaisant 
a 1’inógalitó

(4) 0 < e0 < min m.

ou m0 = max

La sphere K de centre poe G et de rayon e0 ne contient pas 
le point (0,0), car si p{x,y) eK et, par exemple I 011 a

et k|>|a?0|—eo>la?o|-^ = ^>°-

14*



212 C. LOSTER

Designons par Co l’arc partiel de la eourbe O contenue dans 
la sphere K et passant par p0. I/ócart de Co est, par hypothese, 
positif. Donc il existe sur Co un point p1 = p(®1, yj tel ąue

ko3/i —3/o®il = Z>0-
Soit

#0 = ^0), = ^=00(1), y1 = y(T)-,

on peut supposer ąue t0 < T.
Dósignons par C± 1’arc partiel de Co aux extremites p0 et 

■on a donc
C1{x = x(t), y = y(t), t0^t^T}.

Le segment pop1 est situe a 1’intórieur de la sphere K. La re­
presentation parametriąue de ce segment

f = ®0 + «'T, y = y0-{-bT, O^r^Z,

peut etre choisie de faęon que les coefficients a et b satis- 
faissent a 1’ćgalitć

<5) |.a>0& —?/oa| = 1.

Un calcul simple montre ąue (5) impliąue

|a?i — = 1.

Considerons la fonction

r(t) = yax(t)—xoy(t)
bx(t)—ay(t)

□Elle est non-negative et continue au sens large dans [Zo, T], 
■c’est-a-dire elle peut atteindre la valeur 4~oo d’une faęon 
■continue. En effet, le numerateur et le dónominateur dans 
la formule (6) sont des fonctions continues ne s’annulant pas 
a la fois pour t e [Zo, i1], car si Fon avait

—<roy(Z') = 0 et bx(t')—ay{t')=0

ou C e [t0,ZF], alors, en vertu de 1’inegalitó

k(OI+k(*')| >0,



SUITES DE POLYNÓMES HOMOGŻNES 213

on aurait
IM~ 2/o.«l = °

contrairement a (5). Nous avons en outre

t(Zo) = 0 et r(2') = Z>0,

d’ou il suit ąue 1’ensemble de valeurs de la fonction (6) con­
tient l’intervalle [0,?]. Par consśąuent, a toute valeur r e [O,ZJ 
correspond une valeur (pas necessairement uniąue) t e [Zo, T] 
satisfaisant a la formule (6). Faisons correspondre a tout 
nombre r e [0, Z] un nombre uniąue t e [Zo, T] tel ąue

(6» y0^(z)-^0?/(z)
bx(t) — ay(t)

Ce nombre t sera designe par tT. Definissons ensuite dans l’in- 
tervalle [0, Z] la fonction

(7) F(r) =sup |P„(a;(Zd,Z/(ZT))|.
n

En vertu de nos hypotheses, la fonction (7) est non-nóga- 
tive et finie dans [0,Z], Selon le lemme 1, pour chaąue nombre 
/z, ou 0<y<l, il existe un ensemble PC[0,Z], ou 0 e E, et un 
nombre M> 0, tels ąue

F(r) <M pour tout t e E,

m(Ey>l — ~.
■4

L’ensemble E et le nombre M > 0 etant choisis pour y donnę,, 
on peut dóterminer, d’apres le lemme 2, pour chaąue n naturel,, 
n-f-1 nombres contenus dans E et tels que

O = To<Ti<...< T„,

(8) . j2—Ł2
tj—----—(Z—/.«) pour y >Zc= 0,1,2,...,n.

Nous alfons dśterminer, a l’aide des nombres (8), un systeme- 
de w-J-l points de la sphóre K. Posons a cet effet

xj=x{ tTj\ y] = y(Ej), j=0,l,2,...,n.
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D’apres (6) on a

donc

yox] — xoyJ 
bxl—ayl , j = 0,1,2,..., n,

yo®j-v0yj = — Oj Tj{bxj~ayj),

ou 0/|=l, j=Q,l,2,...,n, et, par suitę,

(9) (Vo+ bOjTj)a>j—(<r0+ aOjTj)yj=0.

Soit (fo, Si,--, un systóme de n+1 points aux coordon- 
nóes

(10) ^j = x0 + adJTJ, yj=y0 + bOjTj, j=0,l,2,...,n.

Les points q0>Q.n-"> Qn sont situós a 1’intórieur de la sphóre K, 
car leurs distances au centre p0 satisfont a 1’inógalitó

FI |a +1 I2 = F I « I2 r] + | b |2 r? = Tj F|a|2+|&|2 <

<L|/|a|2 + |0|2 = |pop1|,

D’autre part, les distances triangulaires de ces points sont 
positives, car

y 2_ ^»2
I »7*—yjf*| = | OjTj — 0AT*|>|ry —f*| > —— (Z—y)

pour j>fc = 0,l,2,...,n.
D’apres les relations (9), les points (10) sont situós respecti- 

vement dans les plans analytiques

z»yy = O, |a?y| + |yy|>0, j=0,l,2,..., n,

dóterminós par les points p{xJ,y1') e j=0,l,2,...,n.
En employant la formule d’interpolation de Lagrange pour 

le polynóme Pn(x,y) et le systóme de points (10), nous aurons

(11) ■Pn{x,y) — Pn^ji ??/) '
*=O
*47

xyk^y^k
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Remarąuons maintenant que les egalites (9) sont remplies 
par les points SoiSn—Par conseąuent, on peut faire cor­
respondre au point qj un nombre z7-=(=0 tel ąue

= W *b=W, j=0,l,2,...,n.

Nous affirmons ąue

|2y|<l + e', y = 0,1,2,

En effet, en vertu de (4), lorsąue Ju?0] >|i/ol on a

1 fyl ,
kl

car |u,| >|®0|—e0 et 11 en resulte, ąue

I Pn( £ W H P*( W, Wl = I l"lPn'XJ

D’autre part, comme f0=®0, ^0=y0 on a

nyk—yśk < 1^ (ź/ 3/o) I —i~ | j~o ?7a ^0^*1 <

< e+ko^—>?o^|"" \SJVk—TIJ^\ ’ 7=ł=fc,

ou e=iV(|«’—®0| + |2/—2/0|) et X= max[|a?(Z)|+|i/(«)|].
(0,11

L’inegalite
n2__ J.2

Tfl Tk 9 ” ( = Oylj-2y...y Tl)
n

entraine 1’inegalite

«t puisąue
7j|/2-fc8| 1 frW_

11 n2 2 11 n2 ’
k=0 *=i
*+/
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on en deduit la limitation
k n o + ,« H—5 (l—,11 ) " «2 + 5

11
A=0

<-n
A=1

n2 -11
*=1-2 n2

k2
n2

ou a2 e+p-

donc

(12) |Pn(^)|<(l+ e')«-23I(W + l)/J-^—.
*=i -5n2

La suitę de la demonstration est analogue a celle donnee 
dans le travail cite plus liaut3). Dósignons par Jn{a) l’expres- 
sion suiyante

Si n tend vers 1’infini, la suitę Jn(a), n=l,2,..., tend vers la 
limite suiyante

(13) J„(a)-><7(a) = e° ° .

Mais, comme d’apres (12),
n___________ n___________________________

(11) |/|P„(®,2/)|^ (H-e')|/2(n+l)JfJ„(a)
et comme

n f. a2 + «2 o. (1+«)*+“0 < I ln-------— du <2 ln----- -----
J u1 aa
o

on a
n_______ rn _i_ ap+«|2(15) limsup jqp„(a., 2,)] < (1 + 0 ---- ]

et cette inegalite a lieu uniformement dans le yoisinage du 
point p0.

3) Cf. la remarąue 2.
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Notre theoreme est une conseąuence immediate de cette 
derniere inógalitó. En effet, lorsąue o + le nombre a tend 
vers zóro et l’expression

|'(l + a)1+nj2

tend vers l’unite, donc, dans un yoisinage suffisament petit 
du point p0, on a

n
lim sup |/|P„(a?, y)| < (1 + e')2 < 1 + e.

n

Remarąue 1. II est probable ąue ce thóoreme peut etre 
gónóralisó en remplaęant dans son ónonce la courbe G par 
un continu satisfaisant a la meme condition ąue la courbe G.

Remarąue 2. Cette derniere condition est essentielle. En 
effet, soit G un segment ne contenant pas le point (0,0) et situó 
dans le plan analytiąue ax-\-by=Q, hl+IN >0. Soit {p(xn,yn)} 
une suitę de points sur G. Posons

n
Pn{x, y) = nn I] (xyk — yxk).

*=i

On voit ąue P„(aąy) = 0 sur C. D’autre part, si p(x,y) est un 
point remplissant la condition

ax + Z>y4=0, 
alors

n_________
lim sup |/|Pn(®, y)| = lim sup nd(x, y)—Ą-oo, 

n n
OU

d(®, y) = inf \xy — y%\ > 0.

On en conclut ąue la propriete (3) n’est remplie dans aucun 
yoisinage d’un point ąuelconąue de G.



TAUBERIAN SERIES AND THEIR ABEL 
POWER SERIES TRANSFORMS

By R. P. Agnew (Ithaca, U. S. A.)

1. Introduction. Starting with efforts to obtain relations 
between the set of limit points of the sequence sn of partial 
sums of a series Lun satisfying the Tauberian condition 
lim sup lnun] <oo and the set of limit points of the Abel power 
series transform

(1.1) oW = ^tkUk,
A=0

several investigations culminate in the following two theorems.

Theorem 1.2. \Let q'>0. Then the relation
°° [<7/a-f)l

(1.21) lim sup | £tkUi,— £ uk | SŚA(g) lim sup \nun\
— A=0 A=0 n~*oo

holds for each series Sun of real or compleas terms for which 
lim sup |n«n|<oo when A(q) is the constant defined by

oo

(1.22) A(gf) = y4-log q-\-2ja)-1e~xdx.iMoreorer A(q) is the best constant in the following sense. There is a real series Sun such that Oclim sup |mt„|<oo and the members of (1.21) are equal.
Theorem 1.3. Let q>0. Then the relation

<1-31) lim sup 
n~>oo



TAUBERIAN SERIES 219

holds for each series 2Jun of real or complea) terms for which 
lim sup |nwn|<oo when A(q) is the constant defined by (1.22). 
Moreoeer A(q) is the best constant in the sense specified in Theo­
rem 1.2.

Here and hereafter, y is Euler’s constant, the logarithms 
have base e, and [a?] denotes the greatest integer less than 
or equal to x. It is known that the theorem, obtained by 
replacing (1.21) by

oo [ę/log t~ 1]
(1.4) lim sup | £tkuk — % uk |«gA(g) lim sup | »w„|

t~>1 A=0 A=0 ii—>oo

in Theorem 1.2, is true. It is likewise known that the theorem, 
obtained by replacing (1.31) by

oo oo
(1.5) lim sup | £(e~<iln)k uk — ^A(q) lim sup \nun\

n-+oa A=0 k=0

in Theorem 1.3, is true. For proofs of these facts and references 
to earlier work on the subject, see Agnew [1] and references 
given there. Theorems of this type have been generalized to 
cover a class of transformations, including that of Abel, by 
Delange [3]. For the case of the Abel transformation, 
Delange’s Theoreme 4 reduces to the formulation in Theorem 1.2, 
except that (1.21) is replaced by (1.4) and A(q) takes the form

q oo

o Q

which can be shown to be in agreement with (1.22) with the 
aid of the useful formula

q oo

(1.7) y==J'L±^.dx-J'^-dx-logq.

0 q

One object of this notę is' to show that the unpleasantr 
ęuantities [g/log i-1] and e~^ln in (1.4) and (1.5) can be replaced 
respectively by the simpler quantities [q/(l— t)] and l—q/t in 
(1.21) and (1.31) and thus to prove Theorems 1.2 and 1.3. 
These theorems are then generalized and supplemented by 
theorems and remarks. Some unsolved problems are noted.
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2. Proof of Theorem 1.2. One can take the view that 
Theorem 1.2 gives a partial answer to the following ąuestion. 
A series £un for which lim sup |nw„|<oo being given and 

oo 
the parameter t, being fixed between 0 and 1 so that uk

*=o 
is determined, how shall we choose n to make the partial

Zł
sum a good approximation to c(t), and how good is the 

*=o
approximation? We now show that the 
given in (1.4) can be replaced by g/(l—t)

answer [g/log i-1] 
as in (1.21). Let

<2J>

Putting h = l—t gives 

9

1 )lim P(/,) = lim
Z-+1 h->0 \A log(l—h)~\

= limg10g(1~ft)~łT-^g.
A->oa klog(l-A)-1 2

It follows that for yalues of t near 1

(2.3) +1+2-
When Zun satisfies the Tauberian condition lim sup |łmn|<oor 
we have limwn=0 and hence

(2.4)

It follows that Theorem 1.2 is implied by the similar theorem 
containing (1.4) in place of (1.21).

3. Proof of Theorem 1.3. One can take the view that Theo* 
rem 1.3 gives a partial answer to the following question. 
A series Sun for which lim sup (>?,»„ |<oo being given and 

n
a positive integer n being fixed so that sn=%Uk is determined r 

A=0
oo 

how shall we choose t to make the Abel transform a(t)=^tkuk 



TAUBĘRIAN SERIES 221

a good approximation to s„, and how good is the approximation? 
We now show that the answer e~«/n given in (1.5) can be 
replaced by 1—q/n as in (1.31). Let 27un be a series for which 
lim sup |%Mn|<oo and choose C such that |nwn|^(7 for each n.

Let a(t)=Then
k=0

(3.2)

Let 6n be the bounded seąuence of positiye numbers de­
fined by the eąuations

<3.3) e-gln=i_l + ^
n n1

(3.4) Bn

By the mean value theorem, there is a number £ between 
l—q/n and 1—q/n-ł-On/n2 such that B„— (6nln2)a'(^). Hence

(3.5)

(3.6) lim
n->oo

= 0.

It follows that Theorem (1.3) is implied by the similar theorem 
containing (1.5) in place of (1.31).

Before passing to generalizations of Theorems 1.2 and 1.3, 
we remark that, sińce g/(l—t) 
q upwards as t increases from 
.For if

takes all integer values from
0 to 1, (1.21) implies (1.31).

oo
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and we set tn—l —q/n so that g/(l — tn)—n, then
°° n

lim su.p | — S uk | ff;n—>00 k=0 k=0

but of course lim sup \F(tn)\ — H implies only lim sup \F(t) 
n—>00 f->l

unless further information about_F(i) is available. The connection 
between the generalizations of Theorems 1.2 and 1.3 is less 
close because the functions n(t) which we shall introduce need 
not be increasing functions taking all sufficiently great integer 
values.

4. Generalization of Theorem 1.2. We now prove the fol­
lowing theorem which reduces to Theorem 1.2 when n(t) is 
taken to be the function [<?/(l —<)]•

(4.11) 0 <g'1=hminf (1—A)n(i)5Slim sup (1—t)n(t)=q2<oo.

Theorem 4.1. Let n(t) be a function, defined for 0<i<l 
and taking non-negative integer values, such that

/-»1

Then the relation

00 n(t)
(4.12) lim sup I f£tkuh — ^uk | lim sup \nun\

ł-»i k=0 k=0 n-*oo

holds for each series Bun of real or compleoc terms for which
lim siip |nun| <00 when B is the mawimum of the two positire 
numbers A(q±) and A(q2). Moreorer B is the best constant in the 
sense of Theorem 1.2.

Let
00 n(0

(4-2) y(<)=Ż^«* — 2'»k,
A=0 A=0

and let xn=nun and lim sup |#n|<oo. Then
n(t) co 00

(4.21) y(t)= — -y— xh-\- akWa;k,
k=l A=n(/)4-l A=1

where

(4.22) (1S^»(*)), 
(k >n(t)).
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Writing n for n(t) at some times to simplify formulae, we
obtain

oo n oo

A=1 A=1 A=n-ł-l

Tl 1 OO t

(4.23)
*=1 t k=n+l 0

t 0

Transforming the integrals by the substitution /9=e—xln gives

(4.25) n(t) (1—t)—n(t) log t~x=n(t) (1—i) {1—(1—1)_1 log t~1},

and the last factor in braces converges to 0 as <->1, it follows 
from (4.11), that

(4.26) lim {»(<) (1— t)—- n(t) log t-1}=0,

(4.27) ^^lim inf n(t) log t~xSlim sup n(t) log
/->! n~>oo

For each x>0, the ąuantity (i»/n)/(ei/n—1) lies between 0 
and 1 and converges to 1 as %->oo and hence as 4->l. Therefore, 
even though the limits of integration in (4.24) are functions 
of t, (4.27) enables us to employ a modification of the Le­
besgue criterion of dominated convergence for taking limits 
under integral signs to obtain

oo n log t 1

(4.3) ^’|aA(i)| = ei(<)+ f
h=l 0

oo
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where as t->l. Using (4.26) and (4.11), we find from
(4.3),  that

(4.31)

Thus,

(4.32)

oo (1—i) n(f) oo
J/’1 ak't} 1=£a(i) + f dx + J(~T 

k=l 0 (1—0 n(0

oo
^\ak{t)‘[=e2(t)+A((l—t)n(t)), 
*=i

where A(g) is the function in (1.6) and (1.22). We interrupt 
the argument to remark that we could have written (4.23) 
in the form

oo n oo oo

k=l A=1 A=1 *=nfl

Using the fact that
(4.5) l + ^ + ... + i- = 7„+logłi

then gives
oo oo

(4.5) ^’|aA(/)| = y„+logn+log(l—i) + 2
k=l A=/i4-l

Transforming the last sum into an integral exactly as we did, 
beginning with (4.23), leads directly to (4.32) with A(q) given 
by the expression in (1.22). Combining the two procedures 
gives an indirect proof of the formula (1.7) for Euler’s constant.

The derivative A'(q)—q~1e—«(e«—2) shows that A(q) is 
decreasing when r/<log2 and increasing when q>\og2. This 
implies that if and B is the maximum of A(g1) and
^(®2) as in the statement of Theorem 4.1, then 
This fact, (4.11), and (4.32) imply that

(4.6) lim snp J/|a*(t)| = B.
/—a—i

Moreoyer
(4.61) lima*(t) = 0 (jfc=l,2,3,...).

<->■1
Because of (4.2) and (4.21), Theorem 4.1 now follows from 
the following lemma which was proyed by Agnew [2]:
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Lemma 4.7. If a^t), a2(t),... is a seguence of real or complew 
functions, defined over Q<t<l, such that

OO

(4.71) lim sup
t-+i *=i

(4.72) lima*(t)=0 (fc= 1,2,3,...)
f->l

then each bounded real or compleoc seguence xn has a transform

oo

(4.73) ?/(«)=^«*W®a
A=1

such that

(4.74) lim sup |i/(i)|^Jf lim sup |a?n|.
/->1 71—>oo

Moreoner there is a seguence xn, which is real if the functions ak(V) 
are real, such that Oclim sup |®n|<oo and th6 members of (4.74) 
are egual.

5. A supplement to Theorems 1.2 and 4.1. The function A(g) 
in (1.22) and (1.6) becomes infinite as g-+0 and as g-+co. 
Hence, Theorems 1.2 and 4.1 would lead one to expect the 
following theorem to be true, except that one might perhaps 
expect only the weaker condition lim sup |nMn|<oo.

Theorem 5.1. Let n(t) be a function defined for 0<t<l 
and taking non-negatwe integer values, such that one or both of

(5.11) liminf("l—t)łi(t) = O,
/-►i

(5.12) lim sup (1 — t)%(t) = oo
<->i

holds. Then there is a real series Sun such that lim sup |min| = 0 
and

oo n(/)
(5.13) lim sup | ^tkłtk— J/wft| = oo.

*=o A=O

Suppose first that (5.12) holds and choose a seąuence 
tlft2,... such that 0<tp<l, tp-+l, and

(5.21) lim (1— tp)n(tp)=oo.
P~+GQ

Rocznik Pol. Tow. Matem, T. XXV 15
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We proceed precisely as in the proof of Theorem 4.1 until
(4.24) is reached, and then obtain

oo n log t 1
y - 

A=1 0

Since (5.21) implies that lim n(/p) log ^==00, we conclude 
that, if H is a positive constant, then

oo H

(5.22)
A—1 0

for each sufficiently great p. As p->oo, n = n(tp)—>oo and we 
obtain

oo H

(5.23) lim mf |aA(/p) |^i: —-—da?.
p—>oo J X

k=t o
Since the right side of (5.23) becomes infinite with H, it fol­
lows that

oo
(5.24) lim sup |a*(f)| = oo.

t-+i a=i

In case (5.12) does not hołd but (5.11) does, we can modify 
the argument, keeping the second instead of the first integral 
of (4.24) in the right member of (5.22), to obtain (5.24).

Theorem 5.1 is now implied by the following lemma which 
is well known in the theory of linear transformations.

Lemma 5.3. If a^t), is a seąuence of real or complete-
functions, defined over Ociel, such that

(5.31)

(5.32)

(5.33)

A=1

oo
lim sup J?|a*(i)| = oo, 

z-»-i a=i

lim ak(t)=O
z-»i

(Ociel),

(*=1,2,3,...),

then there is a seąuence xn, which is real if the functions ak't\ 
are real, such that lima?„=0 and

(5.34)
OO

lim sup | ak{t}xk\ = oo.
Z->1 A=1
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6. Generalization of Theorem 1.3. The following theorem 
reduces to Theorem 1.3 when the seąuence t„ is taken to be 
tn=l —ąjn.

Theorem 6.1. Let tn be a seąuence of numbers such that 
()<t„<l and

(6.11) 0<^x=lim inf (l—/n)n^lim sap (1— tn)n=q2<oo.
zz—>oo /z~>oo

Then the relation
ca n

(6.12) lim sup | ^t„uh — ^ffuĄ^B lim sup |nw„|
n-^-ca k=0 A=0 n->oo

holds for each series Lun of real or complex terms for which 
lim sup |mtn| <oo when B is the mammwn of the two positire 
numbers A^p) and Alfa). Aloreorer B is the best constant in the 
sense of Theorem 1.2.

It is possible to prove Theorem 6.1 by the procedurę used 
to prove Theorem 4.1; only details in the formulae are changed. 
Instead of starting with (4.2), we now start with

(6.2)

and obtain

(6.3)

OO II oo

yn~^j InUk A 'U'k =
k=0 A=0 k=l

oo
lim sup £\ak(tn)\ = B. 

n~>oa k=l

The conclusion then follows 'from a modification of Lemma 4.7 
in which the uA(t) are defined for t=Ą,t2,ts,... instead of 
0<t<l.

7. A supplement to Theorems 1.3 and 6.1. The following 
theorem supplements Theorems 1.3 and 6.1 as Theorem 5.1 
supplements Theorems 1.2 and 4.1.

Theorem 7.1. Let tn be a seąuence such that Q<tn<l and 
one or both of

(7.11) liminf (1 — t„)n= 0,
n-*oo

(7..12) lim sup (1 — tn)n — oo
!l~>00

15*
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holds. Then there is a real series Tun such that lim sup |mtn| = O 
and

oo n
(7.13) lim sup | £tnuk — £uk\=oo.

n~+oo A=0 k=0

The proof of Theorem 7.1 is a modification of the proof 
of Theorem 5.1 just as the proof of Theorem 6.1 is a modifi­
cation of the proof of Theorem 4.1. We omit details.

8. Bemarks on Abel transforms. To save repeated state- 
ments, we understand that Tu.n always represents a series 
for which
(8.1) lim sup \nun\^L,

n~>oo

L being a fixed positive number. As we have already remarked, 
the function A(q) appearing in our theorems has the derivative 
A'(s) = 2_1e_9'(e?—2). Therefore A(q) has a uniąue absolute 
minimum when q=q0=łog 2. This minimum of A(q) is known, 
see Agnew [1], p. 28, to be

(8.2) A0=A(2o)=A(log 2) = .9680448.

It is possible to choose a seąuenee tn, independent of the 
series Sun such that]

°° n
(8.3) lim sup | £tnUk—£ wa|^A0_L.

n~>oo k=0 k=0

Theorem 1.3 shows that the seąuenee t„—l—(log2)/n will 
serve, and Theorem 6.1 shows that any seąuenee for which 
lim (1—fn)n=log2 will serve sińce in this case we have, in 
Theorem 6.1, q1=qi= log 2 and B=g,(log2). Theorems 6.1 
and 7.1 imply that Ao is the least constant with the following 
property. It is possible to choose a seąuenee tn, independent 
of the series Tun, such that (8.3) holds. This of course does 
not preclude the possibility that for some constant A1<A0 
one may be able to choose a seąuenee tn depending upon Tun 
such that

(8.4) lim sup | £tnuk — £ Uk^AjL.
n->oo A=0 k—0

There are of course many series Zun for which such a possibi­
lity can be realized, but there are others for which it cannot be. 
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In fact, it was shown by Agnew [1] that if A1<A0, then 
there is a real series Bun with bounded partial sums and with 
lim sup |nwn|=.Ł=l such that

(n co \
—(0<i<l). 

k=0 k=0 /

For this series we have
oo n

lim sup | J? f*»A — 2 «a | A XL 
n~>oo A=0 k=0

for every seąuence tn such that 0 </„<!. It follows that Ao is 
the least constant with the following property. It is possible 
to determine a seąuence tn, whieh may depend upon the 
series Zun, such that 8.3 holds.

9. Unsolved problems. Let Xun continue to stand for 
a series Bun for whieh lim sup \nun\=L. It is possible to choose 
a function n(i) independent of Aun such that

oo [n(0]
(9.1) lim sup | %thuh— 2

Z->1 A—') A—0

Theorem 1.2 shows that the function n(t)= (log 2)/(l —t) will 
serve, and Theorem 4.1 shows that any function for whieh 
lim (1—f)«.(#) =log 2 will serve. Theorems 4.1 and 5.1 imply 
that Ao is the least constant with the following property. 
It is possible to choose a seąuence tn, independent of £u„, 
such that 9.1 holds.

Here, the analogy with the preceding section ends. It is 
not known whether there is a constant B less than Ao with 
the following property. It is possible to determine a function n(t), 
whieh may depend upon the series Sun, such that

oo [„(/)]

lim sup | 2tkuk — 2 ma\^BL.
;->l A=0 A—0

Calculations of Hadwiger [4], and very similar calculations 
of Agnew [1] involving series Aun for whieh Sn= nie= eielogn, 
show that B fails to have the property if B is a certain constant 
with approsimate value .4858. It is easy to show that if our 
attention were confined to real series, then the assertion in- 
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volving B would liold with B=0. It is not known whether 
confining attention to series with bounded partial sums would 
influence the results.

Cornell Uniyersity,
Ithaca, New York, USA.
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SUR LES DEFORMATIONS DE L’ESPACE BASE SUR
LE GROUPE a? =hx-\-a, = Aw4-/t&

Par W. Ślebodziński (Wrocław)

1. Designons par (?4 le groupe de transformations linóaires 
a ąuatre parametres «, &, h, k

x=kx-\-a, y — kxĄ-hmy-\-b,

et par E2 l’espace affine a deux dimensions dont la geomótrie 
est dśterminće par Gt. Les eąuations de definition du groupe Gt 
peuyent s’ócrire
(1) w2=«>2, ft>!=ćy3, (ói=wi,

ou Fon a posś
,, , dx „ vdx , dy , du . vdu , dv1 ) «A =—, co‘s=---- + a>— —«> —------- —rrd U ’ Um+' Um Um Um+i Um

les lettres affectees d’une barie dósignant ce que deviennent 
respectivement les formes a>h, si l’on y remplace les variables 
x, y, u, v par x, y, u, v. Des (eąuations (!'), on deduit les óqua- 
tions de Structure du groupe C?4
(2) (Zco1^- 0, ć?co24- [cAo1] + ot[co3co2] = 0.

On appelle ddformation de Vespace E2 une transformation 
ponctuelle I telle ąue deux morceaux infiniment petits, ąui 
se eorrespondent par T, puissent se dóduire l’un de l’autre, 
aux infiniment petits d’ordre deux pres, par une transformation 
du groupe 6t41). Les deformations de l’espace E2 sont deter- 
rninees par le systeme tronąue dóduit des óąuations (1)

Ct)l=Ct>1, CO2=(Z>2.

ł) [2]. Voir l’index place a la fiu de la Notę.
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II est facile de montrer, au moyen des relations (2), ąue 
ce systeme de Pfaff est en involution, et ąue sa solution ge­
nerale est donnee par les formules

(3) x=<p(®), y=v^)+<p'm^')y,

ou <p(a>) et tplye) sont deux fonctions arbitraires. On voit ainsi 
que les dóformations de 1’espace E2 constituent un groupe 
infini de transformations a deux variables dópendantes de 
deux fonctions arbitraires d’un argument. Nous 1’appellerons 
groupe de deformations de 1’espace E2, et nous le dósignerons 
par F. Les invariants, par rapport a r, des objets góometriąues 
de l’espace E2 seront appelśs leurs imariants de deformation.

2. II est clair ąu’une ligne eourbe d’admet pas d’invariants 
de deformation, toute eourbe de 1’eąuation y—f(x') pouvant 
etre dśformóe en une autre eourbe arbitraire par une trans­
formation du groupe (3). En gśneral, il n’en est pas de meme 
d’une familie (J1) de courbes, definie par 1’eąuation

w
Pour trouver les invariants de la familie (E) supposons 

ąue 1’óąuation

soit la transformee de 1’eąuation (4) par la substitution (3). 
Si Fon y porte les expressions

(6) dx=tp'dx, dy=(yp'-\-mxp'm~1cp"y)dx-\-(p'mdy,

deduites de (3), et ąue Fon tient compte de Fhypothese ąue 
les śąuations (4) et (5) soient śquivalentes, on trouve

(7) / = ?/m~7+W'm-2ę3'b/ + ^.

En calculant la diffórentielle df au moyen de cette formulę, 
on aura

+ (m—l)(p'm~2<p''fdx+

+m(m—2)(p’m-3q>"2ydx+mp,m~\"dy+ dx.
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Si l’on y remplace les differentielles dx et dy par leurs 
expressions (6), et qne Fon egale les coefficients de dy, on 
obtient
(9)

1ou Fon a pose <t= —. La dórivation de cette egalitó par rapport 

a y conduit a une suitę illimitee de relations

(10)

II faut dans les raisonnements suivants, distinguer deux 
cas: m+1^0 et m+l = 0. Nous nous bornons ici a considerer 
seulement le premier, le second pouvant etre traitó de la meme 
maniere. Nous pouvons donc constater, en nous seryant des 
relations (10), ąue l’expression 

est un inyariant de deformation du troisieme ordre de la familie (F). 
II est óyident ąue les memes relations permettent aussi de 
former une suitę infinie d’invariants d’ordres 4,5,...

On a supposó ici ąue la derivee n’est pas identiąuement 
nulle. Si Fon avait /"2 = 0, 1’eąuation (4) serait linóaire, 
(fil 
~-=Pu4-Q-. il est facile de ce conraincre, au moven de la 
dx u ’
formule (7), que cette óąuation peut etre transformóe en la

pas d’invariants, ses courbes intógrales pouvant etre deformees 
en droites parallóles a l’axe x. Nous excluons ce cas de nos 
considórations ąui suivent.

Beprenons maintenant 1’óąuation (8). Si, apres y avoir 
remplacó les diffórentielles dx, dy par les expressions (6), Fon 
compare les coefficients de doc de deux membres, il vient

£ + (^ + W'
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Cette relation, jointe aux formules (7) et (9), conduit a Fegalite

En la dórivant deux fois par rapport a y, et en posant

on trouve

9y2(p = <P
Remplaęons, dans cette ćgalite, <p" par l’expression

tirśe de la relation (9); si Fon tient encore conrpte de la pre­
mierę des egalitós (10), il viendra

— 7'-7"2 = o m+2( ~ f f",) ■u2 ’y’y2 ' y2 ’y’y2'

En comparant cette óąuation a la premiere des relations (10), 
on s’aperęoit immódiatement que Vexpression

T

(/''2)-+1

est un second invariant de dśformation du troisieme ordre 
de la familie (J1). Les formules, donnśes plus haut, montrent 
aussi que Ą et Iz sont les seules invariant du troisieme ordre, 
et que la familie de courbes (F) n’a pas d’invariants d’ordres 
infórieurs a trois.

3. Avec la familie (F), definie par 1’śąuation (4), sont aussi 
liees, d’une maniere invariante, deux formes differentielles line­
aires. II est facile de se convaincre, au moyen des formules (6),
(7),  et de la premiere des relations (10.), ąue ce sont les formes

1 m
(11) T1 = (/;;2)m+Ma?, T2=(/"2)m+1(dy—/<te).

Considerons maintenant un invariant arbitraire I de la 
familie (J1); si, dans la formule

dl=l’x dx + ly dy,
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Fon substitue aux differentielles dx, dy leurs expressions tirśes 
des śquations (11), on aura
(12) dI=D1(I)Ti+P2(I)r2, 
ou Fon a posś

(13) !I>zW=(fy4~^Iy.
Les deux formes r1 et r2 etant śvidemment independantes, 
on conclut de la relation (12), que les expressions (13) sont 
aussi invariantes vis-a-vis du groupe r. Nous yoyons ainsi 
que les deux opśrations differentielles D1 et Z>2 permettent 
de deduire, de chacun des invariants de dśformation de la 
familie (F), une suitę illimitee de nouveaux inyariants.

4. La methode employee dans le numero prścśdent permet 
de former tous les invariants d’un ordre donnę. Nous allons 
considśrer le cas gśnśral, ou, parmi les inyariants de la fa­
milie (F), il y en a deux indśpendants; nous les designerons 
par et J2. D’apres la formule (12), on. aura
(14) dJl=D1(Jt)T^+D2(J,)Ti (*=1,2).

Les inyariants Jx, J2 etant par hypothese indśpendants, on 
peut poser
(15) DA(Ji) = 0w(J1,d2) (h,i=l,2).
Les śquations (14) peuyent donc s’ścriredJt^fKuF+^iT2 (*=1,2).

Ces relations permettent de rśsoudre le probleme de l’śqui- 
yalence par rapport au groupe r de deux familles de courbes 
de 1’espace En effet, supposons que Fon se donnę une 
seconde familie (F) de courbes, dśfinie au moyen de Fśquation 

^ = 7(®,y)» dśsignons par Jx, J2 ceux de ses inyariants
qui correspondent aux inyariants Jx, J2. Pour que les famil­
les (F) et (E) soient dśformables 1’une dans Fautre, il faut 
d’abord que les fonctions Jx, J2 soient indśpendantes. II rś- 
sulte aussi de ce qui prścede qu’il doit etre
(16) = J2) (h,i=l,2),
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les fonctions ótant les memes que dans les formules (15). 
Nous allons montrer que ces conditions sont aussi suffisantes 
et que la transformation qui change la familie (F) en la fa­
milie (F) est donnóe par les relations

(17) A(®,^)=d’A(®,y) (fc=l,2).

En effet, en diffórentiant les equations (17), en appliquant 
les formules (14) et les formules analogues pour les diffóren- 
tielles dJfi, on trouve, en vertu des formules (15) et (16), les 
relations

^2'('71> 11^

Si l’on tient compte des equations (17) et de l’hypothóse que 
le dóterminant |'?w(<7'1,J2)| soit diffórent de zóro, les fonctions 

JX,J2 ótant indópendantes, il rósulte de ces dernieres óquations

Ti=r1, f2=r2.

D’apres les formules (11) ces óquations peuvent s’ecrire

(A)ffi+W = (/" )m+Ma?,
(18) 9
' ’ m m

(7^)m+1 (dy—fdx} = (f",)m+1(d,y— fdx).

II rósulte de la premiere d’entre-elles que la variable x doit 
s’exprimer au moyen de la seule variable od

(19) x=(p(x),
et que, par suitę, on aura

(/^)m+1?’'(«)=(/"2 m+1-

Si l’on tient compte de ces relations, la deuxieme des óqua- 
tions (18) deviendra

dy—fcp'dx=q>,n\dy — -jd(F),
ou

dy= (fcp'—f<p'm)dx-\-<p'mdy.
On en deduit les óquations

3y_
3x

3y_
3y



SUR LES DŹFORMATIONS DE L*ESPACE 237

La seconde d’entre-elles donnę

(20) y=y>(®) + 9?'m(<»)y;

si l’on substitue cette expression dans la premiere eąuation, 
il viendra

7=v ,m_17+m<P ,m~2<p "2/+^7,

conformóment a la relation (7). La transformation, composee 
des formules (19) et (20), appartenant au groupe r, notre 
proposition est ainsi dćmontrśe.

Remarąue 1. Le cas m+l = 0 peut etre traitó de la meme 
maniere que m+l^O; remarąuons seulement ąue dans ce cas 
la familie (F) admet un invariant du second ordre.

Remarąue 2. Le probleme de l’śąuivalence des eąuations (4) 
et (5) dans le cas particulier m=0 a ćtó rśsolu par K. Żo- 
rawski [3].

Remarąue 3. II serait facile de montrer ąue tout groupe 
infini de transformations a deux variables peut etre enyisage 
comme le groupe de deformations d’un espace affine spócial 
convenablement choisi; les óąuations de tous ces groupes ont 
óte dóterminees par E. Cartan [1],

BIBLIOGĄAPHIE

[1] E. Cartan, Sur la Structure des groupes infinis de transformations, 
Ann. Ecole Nonnale (3) 21 (1904), p. 153-206.

[2] E. Cartan, Probleme generał de la deformation, CR Congres Inter. 
Math., Strasbourg 1920, p. 397-406.

[3] K. Żorawski, Przyczynek do teorii zmiany zmiennych w równaniach 
różniczkowych, rzędu pierwszego, Rozprawy Akad. Um. Wydz. Mat.-Przyr. 
(2) 26 (1893), p. 67-99.



ON THE THEOREM OF GELFAND-MAZUR
By M. H. Stone (Chicago, Illinois)

Let A be a topological linear algebra over the complex 
field r. The theorem of Gelfand-Mazurx) states that, if A 
is a Banach space and a division algebra, then A is isomor- 
phic to r. Arens* 2) has estended this result to the case where 
A is a convex linear space, not necessarily complete, and a di- 
vision algebra with continuous inversion. The proofs given by 
Gelfand and Arens are simple applications of the theorem 
of Liouyille for entire functions. In Arens’s version the proof 
runs as follows: if A contains some element a which is not 
a complex multiple of its unit e, then the complex function h 
defined by h(2.) = g[(a—źle)-*], where ż.d' and g is a linear 
functional such that </(a—1)=)=0, is differentiable and hence 
entire; as k vanishes at infinity Liouville’s theorem shows 
that h vanishes identically, contradicting the fact that 7ł(0) = 
= g(a~ 1)4=0; and thus A consists of the elements Ae, GL 
alone. Mazur’s proof, which appears to rest much morę upon 
algebraic reasoning, is not available in fuli.

*) See I. Gelfand, Mat. Sbornik 9 (1941), p. 3-24, and S. Mazur, 
C. R. Paris 207 (1938), p. 1025-1027.

2) See R. Arens, Bulletin of the American Mathematical Society 53 
(1947), p. 623-630. Arens gives a concise account of the principal elemen- 
tary applications of the result ąuoted, including those to the characterization. 

of ąuaternions.

Our purpose here is to offer a proof which, though in es- 
sence a variant of the Gelfand-Arens proof, avoids any 
direct appeal to complex function theory and thus has a morę 
algebraic character. Our discussion falls. short of the generality 
attained by Arens, sińce we add to his requirements by as- 
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suming that A is complete. It would be of interest, perhaps, 
to modify our method so as to eliminate this additional as- 
sumption.

If A contains an element a which is not a complex mul- 
tiple of the unit e, the function f which carries ź e P into 
a(a—le)-1 e A is continuous and vanishes at infinity, in the 
sense that lim /(2) = 0. A function g of two real variables |2| —>oo
r and t, where 0<r<-j-oo and is defined by putting
(?(r,i) = /(re2TCtt); this function is jointly continuous in its argu­
ments and lim <j(r, t) = 0 uniformly in t. The algebraic part 

r->-j-oo
of our proof ests upon the identity

n—1 71—1
(1) gir, ^\,

k=o *=o ' '

where the numbers <wft= e2Tti(*/n) (fc= 0,1 1) are the ntb
roots of unity arranged in the order of increasing arguments. 
The analytic part consists essentially in the observation that 
because A is a complete convex linear space the identity (1), 
in which the last term is clearly a Biemann sum involving g 
as a function of t, implies the existence and continuity of the 
function h given by fe(r)= lim an(an—rn)~1, r^O. The standard 

n-*oo
methods for treating Biemann sums easily yield a direct de- 
monstraticn of this observation. While we shall omit the de- 
tails, it is suggestive to obsei*ve that h(r) is in fact the 

i
Biemann integral j g(r,t)dt and is expressible for r>0 as 

o
/(A)<U/A. We need to take notę of the relations A(0) = e-

|2|=r
and lim fe(r)=0, the first of which is evident and the second 

r->4-°o
of which will be discussed briefly in order to illustrate the- 
kind of argument reąuired to carry through the analytic part 
of our proof. If U is any neighborhood of 0 in A, then there 
is a closecl convex neighborhood V of 0 such that VCU. For 
all sufficiently large values of r we have g(r,t)eV,
Because V is convex, it contains the Biemann sum above„
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and lience an(a"—rn)~1 cV. Since V was taken to be closed, 
passage to the limit yields h(r) e V, for all sufficiently large 
values of r; in other words, lim h(r) — 0. We now show that, 

r->-f-oo

if 7i(ro)M=O, then h(r)=e for r<r0. From (1) and the assump- 
tion that inversion is continuous in A we see that r”a~n=
— e—[a"(an—rj)-1]—1 tends (as n becomes infinite) to the 

limit e—[^(r0)]'^1. If r<r0, we therefore have lim rna~n=
n~+oo

— lim (r/r0)n lim "= 0 and hence J(r) = lim (e—rna—n)—1=e.
n~>oo n~>oo n—>oo

The properties which we have verified for h are clearly in- 
consistent: they show that the set where fe(r) = 0 is a closed 
interval r0<r<4-oo with r0>0 and that 7i(r) = e on the com- 
plementary interval 0^r<ro; but sińce h is continuous, the 
set where A(r) = e is closed. This contradiction shows that A con­
sists of complex multiples of e alone, as we wished to prove.

It is easy to derive from this result a treatment of the 
case where the topology of A is given by a norm such that 
II^II^WIM but A is not assumed to be complete. The com- 
pletion of 1 is a Banach algebra A in which A is an every- 
where dense <livision subalgebra. If M is an arbitrary maximal 
ideał in A the ąuotient-algebra AfM is a Banach division 
algebra3) and by the result above consists of complex multi­
ples of its unit e. The natural homomorphism A->-AjM car- 

ries A isomorphicaUy into AfM sińce the difference of distinct 
elements in A has an inverse and therefore cannot be an ele­
ment of Jf. It is then easy to see that A consists of complex 
multiples of its unit, sińce if a e A is carried into źe e A[M, 
then ag e A is carried into źe and hence a= źe.

3) See Gelfand, loc. cit., for the now familiar details.



QUELQUES NOUVEAUX THEOREMES DE FERMETURE
Par S. Mandelbrojt (Paris).

Soit / une fonction indófiniment deriyable sur la droite 
entiere R dont toutes les deriyóes appartiennent, sur R, a L:

||/(n)||= J'\f<'nKx)\dx<oo (n>0);
OO

(nous ócriyons J pour etant une suitę positiye, l’en-
—oo

semble de toutes les fonctions / telles ąue

(7i>o) 

sera appele classe L{Mn}. Soit, d’autre part, g une fonction 
appartenant, sur R, a L. Dans un travail recent [3] nous avons 
indiąuś des conditions portant, a la fois, sur la suitę {Mn} 
et sur les ensembles respectifs des zeros des transformees de 
Fourier de / et de g (j appartenant a Z{ Jf„}) pour que toute 
translatóe de / soit une limite,' dans la topologie de L, des 
combinaisons lineaires finies des deriyees successiyes de / et 
des translatóes de g.

Si 92 e Z (au cours de tout ce travail L dósignera la classe 
des fonctions de module integrable sur R), nous dósignerons 
par S(<p) la transformee de Fourier de <p, c’est-a-dire

S(<p)= <?(-«) = pLr ftp(x)e~iuxdx.
J

Nous dósignerons par £>(92) 1’ensemble des zeros de $(92), c’est- 
a-dire 1’ensemble des nombres reels u' tels ąue 0(w')= 0. Si donc 
nos conditions, portant sur £?(/), £?(</) (/eZ[Jf„}, geL),
sont satisfaites, a tout a > 0 et a tout e > 0 correspondent 

16 Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV
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un entier n, des constantes reelles f0,...,fn et des constantes 
rśelles ou compleses a0,...,an, b0,...,bn, tels ąue:

n
\\f(x-\-a) — j(v')(x') + bvg(x+^v))\\

O
n

= / !/(■'»+«)— (a„fv\x)+bvg(x+^v))\dx<e.
o

Designons par r(/) la fermeture, dans la topologie de LT 
des combinaisons lineaires des translatóes de /. t(/) est donc 
1’ensemble de toutes les fonctions <p de L telles ąue la pro- 
prióte suivante est satisfaite: a tout e>0 correspondent un 
entier m, des constantes reelles a1,a2,...,am et des constantes 
reelles ou complexes tels que

mIM®)—J/ M(®+ MM «•i
II est clair que les conditions mentionnees sont aussi suf­

fisantes pour que toute fonction <p de r(/) appartienne a la 
fermeture des combinaisons linśaires de la formę

21 (M(v)(®) + b*g(®+ £<))■

Les theoremes fournissant ces conditions nous ont permis, 
en particulier, de resoudre le probleme d’approximation poly- 
nómiale (avec un „poids”) sur un ensemble ferme ąuelconąue, 
situe sur R, ainsi ąue le probleme d’unicite des moments lors­
ąue le spectre de la distribution est place sur un ensemble 
ferme ąuelconąue, situe sur R.

Le but de ce travail est de generaliser les resultats preeó- 
demment obtenus en remplaęant la suitę de toutes les deri- 
vees de / par une śuite partielle de ces derivees. Avant de 
pouyoir enoncer notre theoreme principal, il nous faut intro- 
duire ąueląues notations prśliminaires.

{i'n} etant une suitę d’entiers positifs, designons par 

N(t) (OO) le nombre de vn inferieurs a t

W=£i,
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et posons D(t)=N(t)/t. Les fonctions

D*(t) = borne D(,r), £>.(<)= borne D(a?)
-V>(

seront appelees respectivement fonction de densite superieure 
et fonction de densite infdrieure de {r„}, et les ąuantites

1)*= lim Z>*(0 = lim D(t), D,= lim _D,(() = lim D(i)
/=oo t=OO t=oo t=oo

seront appelees respectiyement densite superieure et densite 
injerieure de {vn}-

{Jf„} (w^sO) etant une suitę de nombres positifs, la fonction

C(cd) = borne (na — log Jf„)
n>0

caractórise d’une maniere assez precise la classe L{Mn} (voir 
[1] et [3]). Cette fonction sera appelśe la ddrirabilite de L{Mn}.

U etant un ensemble situe sur R et Ji une constante po- 
sitiye, posons

E = U [ooe~h, oceh'], 
h xeE

ou [a,Z>] designe un interyalle fermę, positif ou negatif 
(si a>b).

Nous dósignerons par Fj la classe des fonctions u(x) (oo e R) 
bornees superieurement, bornees inferieurement par un nombre 
positif (les fonctions u sont donc en particulier positives) et 
a yariation bornee. V2 est la classe de toutes les fonctions u(x) 
bornees superieurement, bornśes inferieurement par un nombre 
positif, possedant une derivee continue u’(x) telles que xu'(x) 
soit a yariation bornee et telles que ^\x\[u'(xf]idx<oo. Si donc 

u e V2, les fonctions

tri(ff) = w(e°), r72(<;) = u(—e»)

sont a yariation bornee, et Fon a

oo oo

I [Ui(<j)]2dcr<oo, J[Ui(o)~\2da<oo.
ó o

' 16*
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OO
<p(x) ótant une fonction positive, l’ógalite j'g>(x)dx=oo 

indique que, pour a suffisamment grand et A>a, 1’intśgrale 
A

J(p(af)dx existe, et

zz

designe
a

Le symbole
a

j<p(x)dx, ou a est suffisamment
a

grand et independant de a.
Nous pouvons maintenant enoncer le tlieoreme suivant:

Thćorfeme I (principal). Soient feL{Mn}, geL, et soit 
{rn} (n^l) une suitę d’entiers positifs dont la fonction de densite 
inferieure est D,(t) et dont la densite inferieure P, est superieure 
d 1/2. Posons

(1)

■et soit <p(x) la fonction caracteristigue de Vensemble C(E), ou h est 
h

une constante superieure d 1—P,. Soit, enfin, la derira-
bilite de la classe L{Mn}-

S’il existe une fonction u(x) appartenant soit d soit d V2, 
nerifiant, lorsgue Vun des points x, —x appartient d E,

h
(2)

et telle gue

<3)

w(«)<ę>(a?)+P,[C(log |®|)]—

alors, guelle gue soit la constante a, f(x-\-a) est une limite, dans L, 
des expressions de la formę

(4) a0/(«)+ bkg (x + £*)).•

’) CA designe 1’ensemble cpmplementaire, par rapport a Ii, de l’en-

semble A. A dćsigne la fermeture de A.
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J. etant un ensemble ferme, decomposons le selon le theo­
reme de Cantor: A = RA{JPA, ou RA est un ensemble de- 
nombrable et ou PA est un ensemble parfait (ou vide), PA 
śtant, par consóęuent, 1’intersection des ensembles dórivees 

de A de tous les ordres finis ou transfinis.
On peut ajouter au theoreme precedent le suivant:

Theoreme IT. Si REC.Q{f), on peut remplaeer, dans l’enonc& 
du theoreme principal, Vensemble E par l’ensemble

(5) Et = E(~>\C{RE').

Les theoremes I et II sont essentiellement basós sur le- 
lemme ci-dessous:

Leninie I. Si les hypotheses du theoreme I sont satisfaites, 
toute fonction h(y) essentiellement bornec sur R qui vdrifie les 
relations

(6) ff(—y')h{y)dy=O,
(7) ft(Vn\—y}b(y')dy=O (w>l),.

(«) fg(x—y)h(y)dy = O,

oerifie aussi la relation

(9) ff{x—y)h{y)dy = O.

Cette conclusion reste encore rraie si, au lieu de supposer 
les hypotheses du theoreme I satisfaites, l’on suppose que REGQ{f} 
et que les hypotheses du theoreme I soient modifiees par le fait 
que E est remplacd par E, {donnę par (5)).

Un lemme semblable, ou vn=n, a óte demontró dans notre 
Memoire cite [3]; mais, dans le cas prśsent, la dśmonstration 
est plus difficile car elle nścessite non seulement un principe 
de Watson, bien generalise (comme c’est le cas dans [3],. 
voir aussi [4]), mais encore quelques considerations sur les 
sóries asymptotiąues, semblables a celles que j’ai utilisóes dans 
mes travaux recents sur les tli^oremes d’unicitó ([1], [2]).

Posons
(10) p{x)=ff(a>—y)h{y)dy-
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On voit immódiatement, d’aprós les hypotheses du lemme, ąue

(11) p(0) —^(O^O (•»>!),

(12) |p<n>(a?)|< A M„

De meme, d’aprós (8),

,(13) fg(x—y)p(y)dy = Q.

Introduisons maintenant la fonction

o
>'(14) <H^)=J'e-i^p(x)dx (C=£+^).

Cette integrale definit 0(C) pour y>0. Si E n’est pas la droite 
entiere, il resulte, d’un theoróme de Carl eman et d’un thóo­
reme ótabli par 1’auteur en collaboration avec Agmon (pour 
la bibliographie, voir la demonstration du lemme III dans [3]) 
ąue le prolongement analytiąue de 0(C) est une fonction holo- 
morphe et uniforme dans le domaine AE obtenu en enlevant 
du plan 1’ensemble E. Dans le demi-plan inferieur, ??<0, on 
a alors

oo

(15) 0(C) =—Je—^p^dK.
o

En integrant (14) m fois par parties, on obtient, pour 77 >0

(16)

0(C) = ip(o)C-ł+p'(O)C-2+...—(—f)mp(m-D(o)C-m
o

+ (—ix?p^m\x)dx,
—00

et une egalite analogue (en intógrant. par parties (15)) pour 
7?<0.

C’est ici ąu’apparait la difference essentielle entre la dó- 
monstration actuelle et celle du thóoreme plus simple de [3]. 
Dans le second membre de la relation (20) de [3] (ąui cor- 
respond a la relation (16) que nous venons d’ócrire) n’inter- 
vient ąu’une intógrale. C’est donc ici ąue commencent les 
difficultós propres aux hypotheses. actuelles.
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Soit {qn} (n>l) la suitę d’entiers positifs, complómentaire 

a la suitę {rn} par rapport a celle de tous les entiers positifs. 
D’apres (11) et (1.6), on a, pour qn<q^q„+v

n 0
(17) 0(0 =^,p(?*)(0)C9A_1 + (—[ e~‘xtp^(a;) dx,

1 —oo

et une egalite analogue pour t?<0.
On a ainsi, dans AE et en vertu de (12) (nous eliminons 

le cas, ou E=R, car alors la demonstration du tlieoreme s’ob- 
tient facilement en simplifiant plusieurs points du raison- 

nement ąui suit et en operant separóment pour q >0 et ^<0),

" 1 11
(is) ^(o)r’*-1 <

Soit un nombre positif suffisamment petit pour ąue
1’ensemble, obtenu en enlevant du plan £ 1’ensemble U d(£,h'), 

ou est le carre de cótes paralleles aux axes et egaux a h’,
soit un domaine. Designons par Ae(E) ce domaine. Si 1’origine 

n’appartient pas a E, hypothese ąui ne restreint pas la geuć- 
ralite (car on se ramene a ce cas-ci en remplaęant eventuel- 
lement / et g respectivement par /(a?)e—ix“, g(x)e~txa, ou a e CE), 
on voit, par un raisonnement analogue a celui qui a servi 
a demontrer 1’inógalitó (35) d,e [3], ąu’il existe une constante 
B=B(h') telle ąu’on ait, dans la partie de zlg(fe') pour la- 
ąuelle |C|^A'

n BM

Posons f=—ies, s=a-\-it, et soit

H(s)=d>(—ies) —p(<h\0)i<h+1 e~^s.

Soit D(fe',a) le domaine du plan s, obtenu en excluant de ce 
dernier les points s=ct4-$ suivants (a>7d):

e° e E, 2kn< are cos (e~a~a)^t < are cos (—e_a_<r)< (2A-(-1)tc,

— ta e E, (2fc—-l)7t< are cos (—e~are cos (e~a“ff)< 27ctc. 
h'
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II est śvident, d’apres (18) et (19), ąu’on a dans D(h',a), pour a 
assez grand et

| #(s)—Ź /'*’( O) t9*+1e_9*s | < CgMq e-(f,-i)a+a,
2

ou C est une constante ne dśpendant ąue de fe'. Nous ćcri- 
rons encore cette inegalite sous la formę

(20) |Jff(s)-J^e-x*s|«79Jfęe-(<?-1)ff+a (A„<2<^+i).
1

ou Fon a pose 2n= qn+1 (to>1), dft=p(9*+\0)i9*+1+1.

Nous supposons d’ailleurs ąue la suitę {qn} (donc la suitę 

{An}) est infinie, car, dans le cas contraire, nous serons faci­
lement conduits au theoreme dój a etabli dans [3] (rn=n). 
Posons

oo 

=n(i+Q =2 
k=\=m p=0

oo
Lm(r)=f er-^Am(r)dr.

0
En posant

H„(s)=JI(s) — Sdke~^s,
1

et

5n,m(s) = f (-1)%^2P)(S)
p=0

pour on voit facilement (voir, par exemple [1]) que

Hntm(s)=Hm(s) dmAm(i,Am)e ^mS 
ou

)p<4m)/f(2p)(s).

La fonction Hn,m{s) est donc indópendante de n pour n^m.
Soit DJ(t) la fonction de densite superieure de {/„}, et D£ 

la densite superieure de cette suitę. II est clair ąue =1,
DJ(t)+D,(0<l. Posons

J.m(s)=D* (s)—dm.lm( ?:;„,) e-2"18.
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En appliąuant le theoreme de Cauchy pour eyaluer A®p\s} 
d’apres les yaleurs ąue prend A(s) sur la circonference du 
cercie G(s, nR) — cercie de centre s et de rayon nR — on yoit 
ąue, si R>D* et C(s,u:R')CI)(h',a), alors

I Am(s)| <7tRZm(7tE) CgMq
avec q^Am.

Ainsi, si C'(s,7r£>5(C'(or)))CZ)(A',a), avec o>o0, ou % est 

suffisamment grand, on a

I Am(s) |<7rEZm[7rZ>l( C(a))] ea ea~nR ,

d etant une constante. Or, logZm[7tZ>J(O'(a))]=o(C(a)) (u—>oo> 
(yoir [1]); 1’inśgalitś precedente permet donc d’ecrire:

(21) |Am(s)|^eae_^c<<7—d),

ou A± est une constante positiye, et od o est grand.
Posons

(?<a)(cr) = M(e°)—7t_1 are sin (e~a~e),

<3^a)(tf) —w(—e°)—7t-1 are sin (e-a_er),

et designons par Pa le domaine defini par — ■KG^(a)<t<TzG(^{a')r 
ou est choisi suffisamment grand.

On peut alors affirmer que Am(s) est une fonction holo- 
morphe dans P„; dans ce domaine, on a 1’indgalitó (21), et 
(d’apres les hypotheses)

a
co C dr

C (a—d)e G^da=oo,

ou G(o)=G<f\u)-\-G<f\a). Etant donnees les proprietes des 
fonctions G(“>(o), G^(a) (semblables a celles de R(e°), u(—e°)), 
on voit, d’apres un theoreme etabli dans [4] (ąui gónśralise 
aux domaines non symótriąues et aux frońtieres moins regu- 
lieres un thćoreme etabli par 1’auteur et O. Mac-Lane, voir 
par exemple [1], et aussi un trayail de Eeiter, non publićr 
citó dans [4]) ąue Am(s)=0, c’est-a-dire ąue

Hm(8) = dmAm(f;m)6-XmS.



250 S. MANDELBROJT

On constate aussi, en partant de (19), avec n=l, qu’il 
existe une constante R >D* telle que, dans le domaine P°a 
formę par les cercles C(a, tcT?) (centre a, rayon nR) avec —a, 
on ait

|H*(s)|<ęZm(KR)e'’-<ł-i)e)

ou Q est une constante.
On peut donc ecrire aussi

| dm /lm( i>-m )| e^ma ^QLm(ytIł}e^a (m> 1),

•et, en faisant tendre a vers +oo, on obtient dm= 0 (car 2m > qt). 
Ainsi donc p(n)(0) = 0 pour n^g^. C’est-a-dire que les rela­
tions (7) peuvent etre remplacees par 1’ensemble des relations

y)h{y)dy=o (n+gj.

Le theoreme etabli dans [3] (avec un leger changement, 
facile a effectuer) prouve alors que (9) a lieu. Notre lemme 
est ainsi demont.re en supposant que <p(x) est la fonction ca- 
ractóristique de C(E). Le passage du cas E au cas E± se fait 

h
d’une maniere parfaitement analogue a celle utilisśe dans [3],

On passe facilement du lemme aux theoremes I et II en 
utilisant un thśoreme classique de Banach-Riesz.

En calquant un raisonnement que nous avons fait dans
[3] et [4], le lecteur trouvera facilement des conditions por- 
tant sur la fonction F et sur 1’ensemble ferme E pour que 
toute fonction H(u), continue sur R et vórifiant la condition 
lim IT(u) = 0 puisse etre approchee sur E par des expressions Ju|=CO
de la formę P(k)E(w), ou P(u) est un polynóme de la formę 
a0+»!«•'* + ... + anuvn, c’est-a-dire, pour qu’a tout e>0 cor- 
responde un polynóme P(u), de la formę mentionnśe, tel qu’on 
ait |£T(m)—P(u')F(u)\<e sur E. On retrouvera d’ailleurs un 
theoreme classique de S. Bernstein si l’on pose E—R, 
vn — n (w ^1).

On pourra aussi indiąuer des conditions (toujours en cal- 
quant les mśthodes de [4]) pour que, si le probleme des mo- 
ments E (le spectre de la distribution 7 est sur E)

j' tVndV = mn f dV = »i0 (n>l)

admet une solution, celle-ci soit (substantiellement) unique.
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Les deux problemes ont śtś resolus dans notre Memoire [3] 
pour le cas vn—n (n^l).
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UN THŹOREME SUR LA COMPACTIFICATION

Par B. Knasteb (Wrocław)

1. Genóralites. D’apres un theoreme de compactification, 
du a Hurewicz1), tout espace mśtrięue sśp arabie X de di- 
mension n>0 se laisse compactifier sans altórer sa dimension. 
Plus precisement, X se laisse loger topologiąuement dans le 
cube-unite d’un espace euclidien a r dimensions2) de faęon 
que la fermeture X y soit de la nieme dimension que X 1’etait:

1) W. Hurewicz, Proceedings K. Nederlandse Akademie van Weten- 
schappen te Amsterdam 30 (1927), p. 425.

2) ou r=2n + l d’apres le theoreme de Menger et Nóbeling (voir 
K. Menger, ibidem, Amsterdam 29 (1926), p. 1125 et G-. Nóbeling, 
Mathematische Annalen 104 (1930), p. 71).

3) Pour w = 0 par exemple, voir B. Knaster et M. Reiclibach, Sur 
la caracterisation topologiąue de l’ensemble des bouts d’une eourbe. Fundamenta 
Mathematicae 40 (a paraitre).

(1) dim (X) = dim (Z).

Quant aus points de X—X, 1’ensemble X y est de dimen­
sion n au plus:

(2) dimp(Z) sC dim (X) pour tout peX—X.

11 y a cependant des considerations 3) qui esigent 1’esistence 
d’un sur-ensemble compact X* de X ayant, comme X, la 
proprietś

(1*) dimp(Z*) = dim (Z) pour tout p e X,

mais associee a la suivante, juste opposóe a (2): 

(2*) dimp(Z*) >• dim (Z) pour tout p e X*—X.
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La condition necessaire pour qu’un tel X* existe est ąue 
X soit un Gt absolu (c’est-a-dire homeomorphe a un espace 
complet).

En effet, 1’ensemble X de tous les points en lesąuels un 
espace est de dimension n au plus est un Ga dans lui4 5) et tout 
Ga dans un espace complet separable, donc en particulier 
dans X* (compact par hypothese), est un Ga absolu.

4) K. Menger, Monatshefte fur Mathemathik und Physik 34 (1924), 

p. 141.
5) Les hypotheses (5) et (6) equivalent respectivement a celles que 

OO
A'= IJ ff. ou H. sont des ensembles ouyerts dans X et que Fon 

z=l
a ditnfFr (ff,)]^u— 1; voir C. Kuratowski, Topologie, Monografie Mate­
matyczne, Warszawa-Wrocław, yolume I (1948) et II (1950). Presque toutes 
les notations sont ici empruntees a cette oeuyre. Elle sera eitee dans 
la suitę par numeros de yolume et pagę, sans le nom d’auteur. Ainsi, pour 

le theoreme ei-dessus, yoir I, p. 25 et 122.

II est facile de yoir ąue cette condition est suffisante lors­
ąue w = 0. La construction ąui suit montre qu’elle Fest encore 
pour n=l,2,... lorsąue X est compactifie de faęon qu’il est 
partie commune d’une suitę de sous-ensembles ouyerts de X 
aux frontieres de dimension n—1 au plus. Sinon, la meme 
condition est en tout cas necessaire et suffisante pour l’exis- 
tence d’un X* compact ayant la propriótó (2*) augmentee 
des mots „excepte tout au plus un ensemble frontiere FaGa 
de dimension 0”.

La construction dont il s’agit consiste essentiellement a rem- 
placer les points de X~X par des segments rectilignes (ąui, 
bien entendu, ne forment pas simplement un cylindre) ou, au 
besoin, par des polyedres convenables a plusieurs dimensions. 
Elle exige des precautions.

2. Le Cr<5 • Soit X un Ga de dimension n en tout point et 
dont la fermeture X est un ensemble compact situe a l’inte- 
rieur du cube-unitó ŹT de l’espace euclidien <Sr a r dimensions 

(r^2n+l):

(3) X CInt (f7r), (4) dimp(X) = % pour tout peZ,
oo

(5) X= [] Gt, ot. Gt sont des ensembles ouyerts dans <Sr,
i=l

(6) dim [Fr((z,-)X] < n—1 pour tout i=l,2,... 6).
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On peut śvidemment poser (?0 = Int(f7r) et admettre 
dans(5) que
(7) G0DGiDG.,D... ou G^G? pour 
en y remplaęant les facteurs par leurs produits partiels et en 
óliminant ceux qui se repetent.

3. Base dimensionnelle. Subdivisons 1’ensemble compact G± 
en un nombre fini de domaines fermes (c’est-a-dire fermetures 
<l’ensembles ouverts) de diametre infórieur a 1/2, de faęon que 
leurs interieurs soient disjoints deux a deux et que les parties 
communes de leurs frontieres soient de dimension r— 1 au 
plus, celles de r-\-2 frontieres etant vides; on peut exiger en 
outre que ces frontieres n’aient avec X que des parties com­
munes de dimension n—1 au plus 6).

Appelons cellules de le approximation ou 1-cellules tout 
court les domaines fermós en ąuestion et 1-mailles les parties. 
communes de leurs intśrieurs avec Gv _____

Subdivisons de-meme le domaine fermś Gn—Gr s’il n’est 
pas vide.

Gq se trouve decomposó de cette maniere en un nombre- 
fini, soit ?x, de 1-mailles disjointes Jfxx, Jf12, ..., et en au- 
tant de leurs frontieres, dont la somme contient Fr^Gj et n’a 
avec X qu’une partie commune de dimension n—1 au plus.

Les fermetures Jfy des 1-mailles sont les 1-cellules, mais 
les frontieres des 1-cellules ne sont, en gónóral, que des parties 
de celles des 1-mailles:

Fr(Jfy) ==Fr(Jfv) + Fr(G!i)Jfy 
dim [Fr(Jfy)X] < n—1

pour tout j =1,2, ...Jx.

Aucun point situe a la frontiere d’une maille n’appartient 
a la fois a plus de 2r+2 1-cellules, car il appartient tout au 
plus a r-f-1 cellules de ć?x et a autant de cellules de Go—G1.

Reprenons le meme procede avec toute maille JHy de Go. 
(au lieu de Go lui-meme), en remplaęant Gx par (?2 Hy et 1/2 
par l/2a (pour avoir une subdivision plus fine), et ainsi de suitę. 
On a de cette maniere une subdivision du cube Sfr, devenue 
infiniment fine par itóration, en mailles et leurs fron­
tieres, qui a les propriótós suiyantes7):

6) II, p. 59. ’) II, p. 8 (J) et 58-59.
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(i) Le cube est, pour tout entier positif i, somme finie de 
i-cellules:

b
Ź7'= 6'0 =2?^// pour i=l,2,...

j=i

(ii) Leur diametre est inferieur a 1/2':

d(Jftf)<l/2/ pour i—1,2,...

(iii) Les (i4-l)-mailles resultent par subdivision des i-cellu- 

les par rapport a Gi+1 tout comme les 1-mailles par celle 
du cube entier par rapport a Gx. En conseąuence, toute 
(i+l)-maille est contenue dans une i-maille et

(8) tout Gi est composó d’un nombre fini de i-mailles (et de 
parties de leurs frontieres),

(9) Int(>liyi)Int(<272)=0 _ | si 0

(10) Jf/2y2CFr(J/,^) Fr(Jf,2y2) | et J/,-2y2—0,

(11) Fr(Jlfv) = Fr(>zy) + Fr((7/)Jf</l pour i=l,2,...

(12) dim[Fr( Jf,y) 1 j et j =1,2,...,lt.

(iv) Toutes les mailles et cellules sont de dimension r et 
leur frontieres sont de dimension r—1.

(v) 8) La partie commune de deux cellules quelconques dont 
aucune ne contient 1’autre est de dimension r —1 au plus:

dim (J/(]j12lf,-2y2)^r 1 si

et celle de r+2 cellules d’un meme Gt — ou de 2r+2 cellules 
quelconques — dont aucune ne contient aucune autre est vide 
(on n’aura d’ailleurs a faire intervenir que la premiere de ces 
conditions et, au lieu de la derniere, l’existence d’un nombre 
fini fixe s tel qu’il n’existe pas de point commun a s cellules).

(vi) L’ensemble denombrable B de toutes les mailles con- 
stitue une base dimensionnelle9) de 1’ensemble X dans Ź7r, en 
ce sens que pour tout point p e X il existe des i aussi grands 
que Fon veut pour lesquels p est point interieur d’une somme £ 
de 2r+2 i-cellules (fermetures de mailles) au plus dont la 

frontiere n’a avec X qu’un ensemble de points communs de 
dimension ne depassant pas n—1:

8) Cf. I, p. 182, condition Dn. 9 ) I, p. 165.
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(13) dim[Fr(S)X]<«—1.
En effet, si p e Int (My), on n’a qu’a poser 8=Mtj- et si 

le point p est situó, a partir d’une yaleur de i, a la frontiere 
de toute i-cellule ąui le contient, il appartient, comme point 
intórieur de 3r, au moins a 2, et en yertu de (y) au plus a s 
cellules distinctes; £ dósignant leur somme, le point p n’ap- 
partient pas a Fr(<8), car il appartiendrait alors a la frontiere de 
Go—8, donc a une (sH-l)-eme ż-cellnle HftjCG0—S, contraire- 
ment a la definition de 8. On a donc p elnt(£) et, la frontiere 
de & eta-nt contenue dans la somme de celles de ses i-cellules, 
(12) entraine (13), e’est-a-dire la propriótó (vi) de B.

Les propriótós (i)-(vi) ne sont pas independantes et se re- 
duisent notoirement a des propriótós plus simples, yalables 
dans des conditions beaucoup plus gónórales. Cependant, meme 
dans le cas spócial dont il s’agit, leur realisation peut ne pas 
etre simple. On sait par exemple (1’arc d’Antoine!) ąue les 
cellules JLy ne peuyent pas toujours etre choisies parmi les 
ensembles łiomóomorphes a des spheres (fermees de dimension 
conyenable), a moins de renoncer a (vi).

Notons que si B est une base dimensionnelle pour 1’en­
semble E de dimension n, elle Fest aussi pour tout ensemble 
YCE de meme dimension.

4. Le Fa. Considerons a son tour 1’ensemble X~X. Cet 
Ec est en yertu de (o) et (7) somme d’ensembles compacts 
croissants:
(11) X-X=£ X—Gi ou Z-tĄCZ-^C.'.,

i=l
On a X<8.Gt, donc XG.Git c’est-a-dire XCGiĄ-Y't{Gi). Ces 

deux sommandes ótant disjoints (car Gt est ouyert), il vient 
(15) X — GiCFr (Gt) pour i—1,2,...

Comme Gt est d’apres (8) somme finie de i-mailles, Fr((?<) 
est contenu dans la somme de leurs frontieres (en tant que 
frontiere d’une somme finie), donc a plus forte raison dans 
celle des frontieres de toutes les i-mailles. On a donc 

h
X— Gt C^Fr(4f,y) d’apres (15), d’ou en yertu de (14) 

Z-AcJ £Fr(Jftf).
z=i j=i

(16)
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U en resulte en particulier que

(17) X-£ iFr(l¥,y)CX-(X-T) = X
<=i j=i

Nous allons representer X—X comme somme d’une suitę 
d’ensembles compacts ayant la propriete, essentielle pour la 
suitę, d’etre contenus dans toute maille sur laąuelle ils em- 
pietent. Eangeons a ce but toutes les mailles de la base jB en 
une suitę simple de maniere ąue les ż-mailles y precedent les 
(id-l)-mailles pour tout i=l,2,... Les ensembles deus a deux 
disjoints
(18) Fy= (X-X) [Fr( V Fr(2l7„/)-§IFr(M,„)]

U=1 J=1 1>=1

sont donc des Fa comme parties communes de deux Fa.
Or, tout Fa dans un espace metriąue compact est somme 

d’une suitę d’ensembles compacts de diametre tendant vers 0. 
U suffit en effet de reprśsenter son 7c-ieme sommande com­
pact comme somme finie d’ensembles compacts de diametre 
infśrieur a 1/2* par exemple et de transformer en une suitę 
simple la suitę double ainsi formee. On peut donc admettre que

(19) Ftj=2Fijk,
k=i

ou FiJk sont des ensembles compacts, et en appliąuant (ii) 
a (18) pour i ->oo, ąue

(20) <5(_F,yA)-> 0 lorsąue i->oo ou Ze—>co.

On conclut de (19) et (20) ąue pour tout fc=l,2,...

(21) Fr( Jffj-z) = 0 lorsąue i'<i ou j'<j,

ce ąui permet de montrer ąue

(22) F^M^^O entraine F^GM^.

En effet, cette inegalite entraine la suiyante:

(23) Fr(Jf,y)Jf,v^O,

puisąue Ezy*CFr( dfy) d’apres (18) et (19). Les mailles etant 
des ensembles ouyerts par dśfinition, on conclut de (23) que 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV 17
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My Mfji t^O. 11 s’ensuit en vertu de (9) que Jf/yCJfzy ou 
et comme la seeonde alternative entraine Jf//y,Fr( Jf/y) = 0 con- 
trairement a (23), c’est la premiere qui se prśsente, ce qui 
n’est possible d’apres (iii) que si i'<i. On a doncF;yAFr( Jf/y) = 0 
d’apres (21) et la meme alternative entraine d’ou
j?/y*CFr( Jftf) Fr( Jffj/), donc La propriete
(22) est ainsi etablie.

5. Les pyramides. Plaęons a prśsent AC£7rdans le cube 
fondamental de Hilbert et designons par {^} ou 2=1,2,... 
la suitę des coordonnśes de points de cet espace. Chacune 
d’elles dśtermine dans 9*° un axe orthogonal a tous les autresj 
appelons-le axe Admettons que c’est 1’hyperplan
(24) £i = 0 pour tout 2>r
qui contient 9r et partageons la suitę des entiers 2 > r en sy- 
stómes finis, composós chacun de n+1 nombres successifs:

(25) Am = {r+(m—l)(n+l)+l, r+(m— l)(n+l) + 2, ...
..., rd-m(n+l)}.

Eangeons les indices w =1,2,... en une suitę triple

{ijlc} ou i=l,2,..., j =1,2,...,et fc=l,2,...

Les systemes Am (pour de demi-axes positifs
oii 2 e Nm se trouvent donc ranges de meme en une suitę 

triple {Aijk}. Deux systemes Aijh et A'/*' sont donc identi- 
ques ou disjoints; ils sont disjoints lorsqu’ils different par la 
valeur de l’un quelconque de leurs trois indices.

Faisons correspondre a tout F^ le systeme Z,yA et rem- 
plaęons tout point peFijh par la pyramide P,y* a %4-l di- 
mensions, ayant p pour sommet et les «+l aretes, de lon- 
gueur d(Ftjk) respectivement, paralleles aux axes f^Ay*. 
L’ensemble F*lk ainsi formó est donc le produit cartesien
(26) F,% = FVixP0*
et on a śvidemment

X27) < Ó(PO-A) ^2 ;

comme F/yACF/yCFr(Jf,y) d’apres (18) et (19), on conclut- 
de,(27) en vertu de (ii) que
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(28) <5(^*X|/2/2i

et en vertu de (20) que

(29) d(F*Jk)^>-0 lorsąue i->oo ou k->oo.

De plus

(30) dimp(.Fz**)>?i-|-l pour tout peF*jk,

puisąue deja P*Jk est de dimension n-f-1 en ce point.
Les sommandes de la dócomposition (19) n’ótant pas dis- 

joints, il y a des points communs a, des produits (26) diffó­
rents, a savoir les sommets communs des pyramides de divers 
diametres. Mais ce ąui importe c’est ąue, grace a la diversitó 
des directions d’axes et vu (25), aucune pyramide n’a avec 
1’hyperplan (24) d’autre point commun que son sommet:

(31)

et deux pyramides ąuelconąues aux sommets appartenant 
a des FiJk diffórents sont disjointes, de sorte que la partie 
commune de deux F*Jk distincts coincide avec celle des en­
sembles de leurs sommets, c’est-a-dire des FtJk correspondants:

(32) Ftjk I7'*'yh’= FijhFi'yąuels ąue soient i, j, lc, i', j' et lc'.

Soit 1’ensemble MtJX augmente de toutes les pyrami­
des dont les sommets sont situes dans lui. Le diametre d’une 
figurę ąuelconąue formee de pyramides au sommet commun p 
situóes dans de la maniere dócrite, ne dópasse śvidemment 

pas celui de la plus grandę, donc le nombre |^2/2Z pour p e My, 
puisąue les Fyk ąui contiennent ce sommet sont en vertu 
de (22) et (ii) de diametre inferieur a 1/2*. La consóąuence 

en est ąue

(33) d(M5)<ó(Jf,y)|/2<|/2/2' pour 4 = 1,2,... et j = l,2, ...,Zz.

6. Le tlieorónie. II rósulte de (29) ąue

(34) toute suitę convergente de points extraits d’une infinitó 
des F*]k diffórents a pour limite un point de X, a savoir 
celui qui est point-limite de sommets des pyramides con- 
tenant les points de cette suitę.

17*
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En effet, le diametre des pyramides contenues dans des 
F*]k differents tendant vers 0 en vertu de (29), il en est de 
meme de la distance entre les points ąuelconąues de ces pyra­
mides et leurs sommets, d’ou l’identitó des points-limites en 

ąuestion.
Etant donnę un ensemble E, dósignons d’une faęon gene­

rale par E* 1’ensemble compose de points de EX et de ceux 
de toutes les pyramides aux sommets p eFtjkE pour i=l,2,..., 

et &=1,2,... Les definitions de F*Jk et M*j en sont 
donc des cas particuliers et il en est encore de meme de la 
suivante:

(35) X* = Z+2'^*.

La conseąuence facile de (34) est ąue

(36) si 1’ensemble E est compact, il en est de meme de E* 
(et róciproąuement).

II en resulte en particulier ąue

(37) X* est compact

et ąue 1’ensemble (X—MiJ)*=X*—M*j est compact, d’ou

(38) M*j est ouvert dans X*.

Considerons 1’ensemble M*j (ne pas confondre avec M*j). 
En vertu de (34), tout point-limite de Mfi—Mij ąui n’est pas 
ólóment de cette diffórence est situó dans M*jX. On a donc

d’ou M*j=MijX^-M*j—Mt]CM*j-FX[iJX, et il vient d’apres (38)

Fr (M ?;) X*=S^( X* - M tj) C (?,+>tfX) (X* - Mtj) C 
C^zyX(X*-M5)=(^-Mfj)X= (Mff-><,)X=Fr(>//)X, 

c’est-a-dire

<39) Fr(>?z)X*=Fr(34zy)X.

II en rósulte d’apres (12) que

(40) dim[Fr(3f?y)X*]<n-l

et il en est donc de meme de toute somme finie d’ensembles Mtj.
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II est facile de deduire pour les ensembles munis d’aste- 
risque les proprietśs (i*)-(vi*) en lesquelles se transforment 
(i)-(vi). (Test ainsi que (i) devient en vertu de (35)

‘i _
(i*) pour i=l,2,...

l=i

et on conclut de (33) d’apres (ii) que

(ii*) d(jjĘ)<|/2/2' pour i=l,2,„.

Les proprietós (iii*)-(v*) ne mer i tent pas d’interet, sauf la 
formule (40), qui remplace (12). Enfin, on a au lieu de (vi) 
la propriete importante, qui est une consequence directe de
(vi) et (39), a savoir:

(vi*) L’eDsemble Ii* de tous les M*j constitue une base di- 
mensionnelle de X dans X* en ce sens que pour tout p e X 
il existe des i aussi grands que Fon veut et tels que p est un 
point interieur d’une somme X de tout au plus 2r-\-2 ensem­

bles HI*j pour laquelle

(41) dim[Fr(2?) X*]<n—1.

On conclut aussitót de (41) que dimp(X*)<w pour tout peX, 
d’ou la propriete (1*) en yertu de (4). D’autre part, (18) implique 

que J;F,7=(Z—.X)JFr(Jftf),'d’ou ^.Fijk=(X—X)^Fi'(Jiftj) en 
ij tj _ ijk ij

vertu de (19) et comme (X—X)C£'Fr(My) en vertu de (16), il 
‘j

vient £ Ftjk= X—X, d’ou X—XC£F*]k, puisque tout F*Jk 
ijh ijh

contient Ftjk par dśfinition. On a donc X* = X-\-]?F*jk en 
_ 'ik

vertu de (35), d’ou X*—XC£F*jk, ce qui entraine la pro- 

priete (2*) en vertu de (4) et (30).

Le theoreme suivant se trouve donc etabli:

Thćoreme. Ftant donnę un espace mdtriąue separable X 
de dimension n, la condition necessaire pour qu’il eociste un X* 
compact ayant les proprietes (1*) et (2*) est que X soit un G& 
absolu-, la m&me condition est suffisante lorsque X est compac- 
tifie de faęon qu’il constitue la partie commune d’une suitę d’en­
sembles ouverts dans X aux frontieres de dimension n—1 au plus.
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7. Reniarąues. Enyisageons a present le cas ou 1’ensemble X 
de dimension n est partie commune d’une suitę d’ensembles 
ouyerts dans X, supposó metriąue compact de dimension n, mais 
dont les frontieres sont de dimension n au moins. Les ensembles 
ouyerts dans X, plongó au prealable dans l’intórieur de 3r 
par homóomorphie, ótant alors remplaęables par des ensem­
bles ouyerts dans <Sr (voir le renyoi 5), p. 253), on a (3), (4) 
et (5), mais pas (6):

(42) dim[Fr(Gy.Z]=n pour tout i=l,2,...

La construction de la base dimensionnelle de X dans 3r 
doit alors etre modifiee de maniere ąue les ensembles Fr(G!<)X 
n’entrent pas en constitution des frontieres de cellules. Les 
ensembles Gt perdent leur róle: il ne reste ąue le procśdó banał 
consistant a subdiyiser cube 3r en un nombre fini de cellules 
de diametre 1/2, puis chacune de celles-ci en un nombre fini 
de cellules de diametre 1/23 et ainsi de suitę, bien entendu de 
fdęon ąue les frontieres des cellules n’aient ayec X ąue des 
parties communes de dimension n—1 au plus — mais sans ąue 
les ensembles Gt y soient pour ąueląue chose. Cependant, 
ayant alors róalise les proprietes analogues a (i)-(vi), on voit 
etre en defaut (8) ou (12). L’effet en est ąue (16) ne rósulte plus 
de (14) et (15); aussi, contrairement a (16), y a-t-il alors des 
points de X—X dans des mailles infiniment dócroissantes. 
II se comportent donc a cet egard comme des points analo­
gues de X, de sorte ąue la dimension de X en eux ne se laisse 
pas augmenter par la construction des pyramides sans abolir 
1’ógalite (39), donc sans eleyer la dimension de Fr(Jfy)X*, 
•ce ąui eleyerait en meme temps celle de Z* aux points de X.

Or, 1’ensemble de ces points de X — X est partie commune 
oo

de deux ensembles suiyants: de £T?r(Gi)X, ąui est un F„ 
i—1

frontiere dans X (comme contenu d’apres (5) dans X—X), 
et de 3r—qui est un Gt de dimension O10). L’en- 

U
semble des points de X—X non affectes par la construction 
ąui augmente en eux la dimension est donc un ensemble fron- 

10) I, p. 165, 4.
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tiere de dimension 0 et de la formę FaGt, ce ąui demontre 
la variante du theoreme ónoncee au debut (voir p. 253) pour 
le cas ąui yient d’etre enyisage.

Autre remarąue: la circonstance ąue X—X est un ensemble 
frontiere n’est pas essentielle dans la dómonstration du theo­
reme. Une legere modification de la construction primitive 
permet de remplacer d’emblóe X par son sur-ensemble com­
pact ąuelconąue, en particulier par X*, en vue d’iterer le 
procódó, par exemple.

Le probleme s’impose: X etant un Gs absolu de dimen­
sion n, est-il possible de le compactifier de faęon qu’il soit 
partie commune d’une suitę d’ensembles ouverts dans X aux 
frontieres de dimension n—1 au plus?

Si oui, la variante enyisagee dans la premiere remarąue 
serait superflue.

Cependant elle ne l’est pas, la reponse au probleme etant 
negative. C’est eyident pour n=0. En effet11), en supposant 
que les ensembles ouverts en ąuestion aient les frontieres 
vides, donc qu’ils soient a la fois ouyerts et fermes dans X, 
1’ensemble X serait nócessairement compact (comme partie 
commune d’une familie d’ensembles compacts); il y a cepen­
dant des Gt absolus (de toute dimension) ąui ne sont pas des 
ensembles compacts. Tel est, pour en donner l’exemple le plus 
banał (de dimension 0), 1’ensemble SV des nombres irrationnels 
du segment U de l’axe d’abscisses.

Considerons, pour n=l, 1’ensemble plan X formę de tous 
les segments verticaux Ex de longueur 1 dont les bouts infe- 
rieurs sont les points de 9V. On a eyidemment dimp(X)=l 
en tout point p e X et 1’ensemble X est un Gt absolu sans 
etre un F„, meme localement en aucun de ses points. Ces pro­
priótós ótant des inyariants de 1’homeomorphie, il s’ensuit 
ąue, de ąuelle faęon ąu’on ne compactifie X dans Ź7S* (les X 
non sóparables n’ótant pas pris ici en considóration, comme 
donnant lieu a des problemes d’ordre diffórent), X resultera 
un ensemble-frontiere dans X: en effet, si X contenait un 
ensemble ouyert G, il serait localement ouyert, donc Fa, en 
tout point de G.

n) Je dois cette remarąue a C. Eyll-Nardzewski.
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Designons 1’image homóomorphe de X dans par la 
OO 

meme lettre X; on peut eyidemment admettre que X=[JGi 
;=i 

ou Gi y sont des ensembles ouyerts dans X et que X—X= 
co

= J£Fr(ć?i), ces frontieres y etant entendues comme relatives 
i—1

a 1’ensemble compact X.
Si Fon suppose que dim[Fr(G!/)]<0 pour tout i=l,2,..., 

les composantes des Fr((7I-), donc de X—X, se rśduiraient 
a des points, tandis que celles de X, comme images homeo- 
morph.es des Vx, sont des continus de diametre positif. Soit Ht 
1’ensemble-somme de toutes les composantes de X de diametre 

oo
au moins egal a l/ó. On a donc X=£Ht et il existe evidem- 

1=1
ment une valeur de i a partir de laquelle les ensembles H 
ne sont pas vides. L’ensemble-limite d’une suitę de compo­
santes de diametre non inferieur a 1/i etant un continu de 
diametre non inferieur au meme nombre, il yient H[CX. d’ou 
Hi=Hi. En meme temps, X etant un ensemble-frontiere 
dans X, il en serait de meme des IIComme ensembles-fron- 
tieres et fermós, les IIt seraient non-denses, donc X de Ire ca- 
tegorie, contrairement au theoreme de Baire. Ainsi, la repre- 
sentation supposee de X est impossible.

Appelons Gd de I genre tout Gd absolu qui est homeomorpke 
a un ensemble reprósentable comme partie commune d’une 
suitę d’ensembles ouyerts dans sa fermeture aux frontieres de 
dimension inferieure a la sienne; entendons par II genre la 
negation du I.

Nous pouvons donc enoncer la troisieme remarque, qui 
suit, en ces termesriZ y a deux genres -des Gs absolus (parmi 
les ensembles de dimension nulle et parmi ceux de dimension 
positiye).

En effet, 1’ensemble SV (de dimension 0), de meme que 
celui de la formę 9Vxź7 (de dimension 1), qui yient d’etre en- 
yisage, sont des Gd de II genre.

Bemettons aux problemes ouyerts la question s’il existe 
des Gd de II genre de toute dimension n>0 (voir plus parti- 
culierement le probleme 3°, p. 267) et passons a la quatrieme 
remarque, qui est la suiyante:

morph.es
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On. peut etre porte a chercher la difference entre les deux 
genres des Gt dans le degre de complexitó de leur Structure. 
On peut montrer toutefois, en profitant de la remarąue pre- 
citóe de Byll-Nardzewski, qu’i? eaoiste parmi les Gt de cha­
cun de ces genres des ensembles aussi compliguós qu’on le veut.

Soient en effet Xr un Gt de dimension positive et 
la suitę d’ensembles ouverts dans Xr dont Xx est la partie 
commune. Soient d’autre part X2 un Gt guelcongue situó dans 
1’ensemble de Cantor et {Gi2} la suitę d’ensembles ouverts 
respectifs, donc d’ensembles aux frontieres de dimension 0 ou 1.

OO
Alors 1’ensemble X1-\-Xi=[J(Gii-\-Gl2) se comporte óvidem- 1=1
ment comme X2 ąuant a la complexite — a moins ąue celle 
de Xz ne próvale — et comme X1 ąuant a son genre — car 
on a dim[Fr((?H+G£f2)] = dim[Fr(GJI-i)] dans le cas en ąuestion.

Oonsidórons en particulier les Gt ąui sont des ensembles 
des points en lesąuels les ensembles compacts sont tout au 
plus d’une dimension n donnee (noyauat dimensionnels) et de- 
mandons-nous si, meme parmi ces Gt, il y a ąui appartien- 
nent aux deux genres. Le thóoreme etabli (p. 261) et l’exemple 
qui suit montrent que la reponse est affirmatiye. C’est la cin- 
quieme remarque:

Soient C 1’ensemble de Cantor sur le segment 
de l’axe d’abscisses et SVe 1’ensemble de tous les points de C 
qui ne sont pas les bouts des intervalles contigus a lui. L’en- 
semble est homeomorphe a £V. Posons X=SVeX£7; c’est 
donc l’image homeomorphe de SV X 3 formóe de segments ver- 
ticaux Vx d’ordonnóes dont les bouts infórieurs (®,0)
sont des points de SVe- L’ensemble X est donc un Gt de II 
genre.

On a evidemment X=CxSl—Cx 3—X et dimp(X) = 
= dimp(X)=l en tout point p e X. Rempłaęons toute com- 
posante de Cx$—X, c’est-a-dire segment vertical de lon­
gueur 1 au bout inferieur (®,0) appartenant a C-SVe, par 
la suitę de 2J disques (tangente chacun au suivant)
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lorsgue x est le bont de l’intervalle contigu a C de longueur 1/3^ 

Soit D la somme de tous les disąues pour x eC—£Ne- Alors 
D=DĄ-X, DX=0 et

2 pour tout p e D,
1 pour tout p e X,

de sorte que X est bien 1’ensemble des points en lesąuels l’en- 
semble compact D est de dimension au plus egale a n=l.

Soit en effet p — (xo,yo)eX, c’est-a-dire x0 e £NC et 0<y0<l. 
Btant donnę un e>0, il esiste sur l’axe d’abscisses, de part 
et d’autre de x0, deux intervalles contigus a C de longueur 
moindre que 1/3J et situes a la distance moindre que 1/31 de x0, 
le nombre j ótant choisi de faęon a avoir l/2J<e/6. Alors, en 
dśsignant par x± et x2 les centres respectifs de ces intervalles, 
les plans verticaux x=xr et x=x2 sont distants l’un de l’autre 
de \xr—a?a|<e/2 et ils sont disjoints de D. II en est de meme 
des parties des plans horizontaux z=e/2 et z——e/2 comprises 
entre eux, puisąue les plus grands disąues qui s’y trouvent 
sont de diametre d<l/2l par dófinition. Soient enfin ylf y2 et y3 
trois ordonnees successives de leurs points de tangence, telles 

que yx<y^<y3- Alors les plans verticaux y — y1 et y — ys ne 
sont distants Lun de l’autre que de 2d<2/27'<e/3 et ne ren- 

contrent D qu’en des points de tangence situes sur D et des 
points de memes ordonnóes situós sur X,~ a savoir au total 
en deux ensembles compacts de dimension 0 superposables 
par projection avec le partie de C comprise entre les plans 
x—xx et x—x2. Ainsi, le parallólepipede contenant le point p 
et dólimitó par les six plans considśrós est de diametre infe- 

rieur a |/3(s/2)2<e et sa surface n’a a-vec D qu’un ensemble 

de points communs de dimension nulle. La dimension 1 de D 
au point p se trouve ainsi ótablie.

Voici enfin la sixieme remarąue. On sait que tout ensemble 
ouvert d’un espace compact est homeomorphe a un ensemble 
compact prive d’nn point; c’est en effet, plus genćralement, 
la propridte de toute diffćrence de deux ensembles compacts 
ou —ce ąui revient au meme12) — de tout ensemble localement

u) II, p. 50; voir aussi P. Alesandroff und II. Hopf, Topo­
logie I, p. 93.
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compact. La ąuestion s’impose si tout Gt absolu est homeo- 
morphe a un ensemble compact prive de N'o points au plus. 
L’exemple ^=SVx£7, envisagś p. 263-264, montre ąue la ró- 
ponse est negatine, 1’ensemble X —X śtant nścessairement de 
dimension positive, donc indenombrable, ąuel ąue soit le 

plongement topologiąue de X dans SrN’.

8. Problemes. Les problemes suivants restent ouyerts:

1° La notion de genre d’un Gt etant topologiąue par defi­
nition (comme invariante par rapport aux homeomorphies), 
caractśriser les ensembles de I ou II genre par leurs proprietes 
topologiąues intrinseąues.

2° Caracteriser par les proprietes topologiąues intrinseąues 
les Gt homó.omorphes a ceux ąui sont des ensembles des points 
en lesąuels les ensembles compacts sont tout au plus d’une 
dimension n>l donnśe.

3° Les Gt de la formę SV X £7" sont-ils de II genre pour 
tout

4° X śtant un Gt absolu de dimensions diffórentes en ses 
divers points, existe-t-il un X* compact tel que13)

dimp(X*) = dimp(T) pour tout p e X, 
dimp(X*—JQ>dim(.X) pour tout p e X*—X^.

5° La derniere condition se laisse-t-elle remplacer par la 
plus prócise suivante:

dimp(X* — X) = dim(X)+.1 ?

Państwowy Instytut Matematyczny.
Institut Matliematiąue de 1’Źtat.

8) Cf. C. Kuratowski, Fundamenta Mathematicae 30 (1938), p. 13.



ON CERTAIN MAPPING OF THE 2-SPHERE 
ONTO ITSELF

By K. Borsuk (Warszawa)

Let X be a metric separable space, En the %-dimensional 
Euelidean space and Sn the n-dimensional sphere defined in 
E„+i by the eąuation

^+'''2+"- + źZ'n+l = 1-

We denote the set of all continuous mappings of X in Sn 
by S„ and we define a metric topology in the functional space 

by setting
e(/,9') = suP e(/(®),/7(®)) for every f,g e S„.

xeX

A mapping / e S„ is said to be inessential if there is a map- 
ping F e Sn*1, where I denotes the interval such that

J>,0) = /W
E(®,l) = constant for every x e X.

In particular, the analysis of the space S\ yields a power- 
ful tool in the study of topological Structure of the space X. 
The following theorem1)plays an important rolein this analysis:

A mapping f e Si is inessential if and only if there exist 
two mappings cp e Fi , ip e &f‘ such that

f(x)=yxp(x) for every xeX.

x) S. Eilenberg, Transformations continues en circonfórence et la 
topologie du plan, Fund. Math. 26 (1936), p. 68.
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The purpose of this paper is to show that an analogous 
theorem for inessential mappings into S2 is not true. Morę 
precisely, we shall prove the following

Theorem. There eocists an inessential mapping / e £2* which 
is not representable in the form yxp(x), where <p e and tp e S22.

First we establish the following

Łemma. Let A be a compact, locally connected subset of E., 
and G±, G2 two different bounded components of E2—A. Then 
A—GVG2A^.

Proof. Let us choose two points e Gx and a2 e G2. Since 
the locally connected compaetum A cuts E2 between and a2 
there exists 2) a simple closed curve LC A which also cuts E2 
between ax and a2. By the Jordan curve theorem L cuts E2 
into just two regions T± containing ax and T2 containing a2. 
Then GjCT^ and G2CT2. Consequently

G^G^LCA.

But 12=|= A, since E2—A contains two different bounded 
components Gr and G2. Hence

A-G^G^O.

Proof of the theorem. Every point p e S2 is of the form

p = p(a, fi) —(cos a, sina-cos/3, sina-sin/9),

where a and fi are arbitrary real numbers. We obtain all points 
of S2 even if we restrict the rangę of the parameters a and fi 
to the intervals

0^.fi<z2n.

Consider the mapping f e S%2 defined by the formula

f(p(a,fi)) = p(2a,fi) for every 0<a<7r, 0^fi<2n.

2) C. Kuratowski, Topologie II, Monografie Matematyczne XXI,
Warszawa-Wrocław 1950, p. 405.
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Setting

ft(p(a,P)) = p(2a,p) for 0<a<^, 0</?<2rc, 0<f<|, 

ft(p(a,f)}) = p(2ą,(}+ 2tn) for 0^/?<2?r, 0<Z<i,

A(p(a,i8)) = p(4a(l-f),/S) for 0<«<^,

/f(p(«,j3)) = p(4(7c—ct)(l—•/),/?) for 0</3<2tt,

we can easily verify that /<(p) is a continuous mapping of 
S2 X I into S2. In fact, it suffices to observe that

A(p(0,/?)) = (1,0,0) for 0<i<l,

A(p^,^ = P(-^/5) = p(7r,/S+2i7r)=(-1,0,0) for

= for

ft(p(n,p)) =p(27t,p+2t7t)=(l,0,0) for 0<f<|,

A(p(:M)) =P(O,^ = (1,0,0) for

Moreover we have

/o(?(<b£)) = p(2a,£) = /(p(a,£)) 
and

/,(?(«,£)) = p(0,/?) = (l,0,0)

for every O^a^rc and 0<(8<2?i. Conseguently the mapping 

/ e /$2! is inessential.
Let us suppose now that / is representable in the form yup, 

where <p is a continuous mapping of S2 into E2 and y> a con­
tinuous mapping of E2 into S2. The set $ of all points of the 

form 0</?<2?r, is a circle cutting S2 into two regions

ff1 = ^p = p(a,/?),0<a<^, 

H2=jB[p = p(a,/?),
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The transformation / maps £T, topologically onto the set 

&2— (p(—1,0,0)) for £=1,2. If follows easily that cp maps H 
topologically onto a region GiCE2 and ip maps Gt topologically 
onto >82 — (p(—1,0,0)).. Moreover, the set <p(S) constitutes the 
common boundary of G± and G2. But <p(S) is a locally con­
nected compactom. Hence we infer by the lemrna that

(1) Ćrx= G2.

Now we shall show that there exists a number such that

(2) 0</?0<7r and

In fact, if /?o=O does not satisfy (2), then <p 

HM)

on 8Z, the point p(0,0) with the points £>(7,0)

= 9’!

(<»))=
. Let Lv and L2 denote two geodetic arcs joining,

and p

respectively. Then tp maps Zx-)-Z2 onto a simple closed curve 
121CGt1 + (c), where c=<p^p^~,ojj = 9’(?^,e<p(8). The curve 

Q± cuts Gx into just two regions Giti and ć?i,2- The boundary 
of one of them (for instance the boundary of <r1(i) lies, except 
for the point c, in Gv The region Gi,i is the image by the map- 
ping <p of a region on the sphere S2 lying in and bounded 
by T1+-Ł2 an<l by an arcig of the circle 8. We infer that

<p(p)= c for every peL3.

Let d be an arbitrary point of <p(S)—(c). Then there exists 
a point p0 e 8—L3 such that <p{p0) = d. Denoting by q0 the point 
antipodal on S2 to p0 we infer that q0 e L3 and that

9’(?o) = ^=l=9’(So) = c-
But the points p0 and q0 belong to >8 and are antipodal.. 

Hence there exists a number /30 such that and that

one of the points p0, q0 is of the form p 

is of the form 

satisfying (2) is proyed.

and the other

. Thus the existence of a number
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TT
Now we observe that for every number 0<2< —,

f[p (2 + 4,/Q) = ?(?I+22,/?0) =

= (—cos 22, —sin 22-cos /30, —sin 22-sin /?0), 

f[p (77 —2,/S0+7rjj = 2?(7r—22,/90+?r) = 

= (—cos 22, —sin 22-cos /?0, —sin 22-sin /So).

Hence

(3) /(z>(^ + 2,/?0)) =/(p(|+ for every 0<2<|.

But (1) and (2) imply that for every sufficiently smali 2 

<p^(y+2,Ą^j and — -U?oj) are different points of Gt.

We infer from (3) that y> maps them on the same point of S2. 
But this is impossible, because y maps the region GT topolo- 
gically. Thus the proof of the theorem is completed.

Problems. 1. Does there exist for every n>2 an inessential 

mapping / e 8„n whieh is not of the form y><p, where <p e 
and y> e S„nl!i.

2. Does there exist a space X such that the set of all in­
essential mappings / e S®2 is identical with the set of all map­

pings of the form where q e -Z®2-and y e



SUR UN PROBLEME DE F. LEJA

Par J. Górski (Kraków)

1. F. Leja a pose le probleme suivant *):
Soient F un ensemble ferme et borne de points de 1’espace 

euclidien Jł3 a 3 dimensions, P1P2 la distance cartesienne entre 
les points Px et P2 de P3, n un nombre naturel fixe, et

(1) Pln,P2n,---,Pnn

un systeme de n points de F tels ąue la somme

Pin Pkn

soit la plus petite. Prouver que la suitę de fonctions du point 
variable P

converge partout en dehors de F (ou dómontrer ąue cette 
proposition est fausse).

H. Teresaka2) a donnę une reponse nógative a ce pro- 
bleme pour le cas ou 1’ensemble F ne contient ąue deux 
points d’accumulation. F. Leja a remarąue-) ąue lorsąue le 
diametre transfini d(P) de 1’ensemble F au sens de G. Polya 
et G. Szegó est positif le probleme reste ouvert. On verra ąue 

pourd(P)>0, la. reponse est positire.

ł) Ann. Soc. Polon, de Math. 19 (1946), p. 252.
2) Ibid. 23 (1950), p. 201.
3) Ibid. 23 (1950), p. 205.

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV IS,
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2. Soient un domaine non borne dans P3, contenant 
le point oo, F sa frontiere, et (1) un systeme de points de F 
tels qu’on ait

(4) 21
l<Z<A<n

1 

Fin Pkn

pour chaąue systeme P1,P2,...,Pn de n points de F. Tout sy­
stóme (1) satisfaisant a la condition (4) est dit n-ieme systeme 
de points extremaux de F. Supposons ąue le diamótre trans­
fini d(F) soit >0. En m’appuyant sur certains rósultats de 
O. Frostman, je vais dómontrer le

Thóoróme 1. La suitę (3) tend en dehors de F vers une 
limite finie

u(P) = lim m„(P),Tl
la conyergence etant uniforme dans le yoisinage de chague point P 
n’appartenant pas a F.

La limite u(P) est une fonction harmoniąue du point P en 
dehors de F et satisfait a 1’inegalite

Si 1’ensemble complementaire CDK n’est pas vide, on a

pour P e CDoo.

Demonstration. La fonction (3) reprósente la valeur, au 
point P, du potentiel electrostatiąue engendre par les mas­
ses 1/n situóes aux points Pin(i=l,2,...,n). Dósignons cette 
rópartition discontinue de la masse unitó sur F par Mn=1t/n(zl), 
ou A est un ensemble borelien ąuelconąue contenu dans F-, 
fin(A) est une fonction non negatiye, completement additive 
de A. On a /zn(F)=l, /z„(Zl) = O si P-zl = 0, et /z„(dXl quel 
ąue soit AGF pour n—1,2,... Le potentiel (3) peut etre repró­
sente par 1’intógrale suiyante

Q<F.(5)
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D’apres un thóoreme de de la Vallśe Poussin4), on 
peut, de chaąue suitę illimitee de fonctions additives unifor- 
mement bornees, extraire une suitę partielle convergente. Con- 
sidórons la suitę {j«n} = {/zn(zl)}; soient {/z„A} une suitę partielle 

convergente, et /z la limite de {/z„A}.

4) De la Vallee Poussin, Ewtension de la methode du balayage de 
Poincare et probleme de Dirichlet, Ann. de 1’Inst. II. Poincare 2 (1932), 
p. 223.

5) O. Frostman, Potentiel d’equilibre et capacite des ensembles avec 
quelques applications a la theorie des fonctions, Meddel. f. Lunds Univ. Mat. 
Sein. 3, p. 46.

6) Cf. le travail cite de Frostman, p. 16.
’) Cf. le trayail cite de Frostman, p. 56.

O. Frostman a demontrś5) que la limite /.z fournit la 
borne inferieure de 1’integrale <!’energie, c’est-a-dire qu’on a

(6) infff da(Ap)d<j{AQ')
PQ

1

W
<r=cr(d) ótant une rśpartition ąuelconąue de la masse unitę 
sur F. D’autre part, il a prouvó qu’il n’existe ąu’une seule 
fonction /z realisant la borne (6).

II rśsulte de ces deux theoremes ąue la suitę {/z„} est con- 
vergente et que, pour chaąue point P n’appartenant pas a F, 
on a 6)

limM (P)= C Iim d/i^Ag) _ Cd/Ą/W
5“ n( } J „ PQ J PQ ■

F F

L’integrale

f

represente la valeur du potentiel en- 

gendre par la masse unitó dont la distribution sur F est don- 
nće par donc la limite u(P) = lim un(P) est une fonction 

n
harmoniąue en dehors de F.

On a7) dans R3, et = eu chaąue

point de CD^ sauf, au plus, dans un ensemble de capacite 
nulle contenu dans F.

Remarąue. La fonction u(P) est la solution du probleme 
de Dirichlet generał i se pour le domaine Doo et la valeur con- 

18*
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stante ógale a -7--=^ sur la frontiere F, la valeur de cette so-
& d(F) ’

lution a 1’infini etant supposee egale a 0.

3. Theoróme 2. La condition necessaire et suffisante pour 
qu’un point Q de la frontiere F du domaine D soit regulier pour 
le probleme de Dirićhlet, est qu’a tout nombre e>0, on puisse 
faire correspondre deux nombres <5(e)>0 et N{e)>0 tels gid on 
ait, pour chague n>N(e),

(7)
1 y 1 1
n -3 PPtn >d(F)

i—1

lorsgue PQ<b(e) et P e D^.

Demonstration. La condition est necessaire car, lorsąue 

le point Q est regulier, la limite lim «.(P)=—i—- existe, donc 
P->Q (PeBoo) d(±)

1 £ 
,ł(P)><F)~2 lorsąae 

theoreme 1, on a

PQ<d(e) et PeDx. Mais, d’apres le

pour n>P(e),

d’ou rósulte 1’inegalitó (7).
La condition est suffisante. En effet, il en rósulte d’apres 

le thóoreme 1 que

pour PQ<ó(e) et P e

■et, par suitę,

lim

Mais, lorsąue P e D„ on a u(P)
1

d(P)
donc

lim «(P)< 
(PeDoo)

1
d(P)'

II s’ensuit que la limite lim w(P) = -j-=- existe et, par suitę,
P-+Q (PsDoo) d(J!)

Q est regulier.
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Remarąue. On (lit que le point Q de la frontiere F satis- 
fait d la condition de Poincare s’il existe un cóne de sommet Q, 
contenu entierement (a l’exception du seul point Q) dans le 
domaine CD^. Je dis qu’en particulier, la condition (7) est 
satisfaite au point Q lorsąue Q satisfait a la condition de Poincaró.

En effet, soient P un point de et $ un point de 
D = (JDOO. Alors PPin^.SPin-\-SP^SPin+SQ+QP, donc

1 1 1 SQ + QP
PPin^SPtn+SQ + QP SPin SPin[_SPin+SQ + QP^

SPin

SQ+QP
SPl '

et, par suitę,
n n n

(8) 1 >’ 1 >' y 1
n PPin n SPin <*■+<*>; 2

Soient Pin,Pin, ■■■,Pnn les points extrśmaux de F. Puisąue SeF 
et ąue 1//SA2 (R. etant un point de F) est une fonction con­
tinue de R, on a

n
dp(AR)---------- <oo,

SB.2

En faisant tendre n vers oo, on dśduit de (8) 1’inegalite 

(9)
■ F

Soit K une sphere de centre au point Q. On a

1 Cd/ĄAji) fdp(As) fdp(Aji) 
d(F)J SB J SR SR ‘

F F—KF KF

Puisąue Q satisfait a la condition de Poincare, on peut choisir 
le point Se D de maniere qu’on ait q(S,F)ISQ^ 2. >0, oii 
q(S,F) est la distance du point $ a la frontiere F.

Supposons que la position du point P e 1)K soit telle ąu’on 
ait PQ=SQ. Alors

(se+<2P)/^=2se/®^.
F F

(10)
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2SQ rd^As) 2 rd^AR) 
(S,KF)J SR^/.J SR '

KF KF

Mais, puisąue Q est le sommet d’un cóne appartenant a D, on a

KF

Choisissons

(U)

Pour cette

et, lorsąue

(12)

le rayon de la sphere K si petit qu’on ait

O on r 2 f d,u(zlfi) s
2SQJ -^£-<2-

KF KF 

sphere, on a

ęd^K) 2SQ
SR2 q2(S,F-KF) K—KF

SQ=PQ est suffisamment petit,

O on Cd,u(AR) E
SR2 <2-

F—KF

Les inegalites (9), (10), (11) et (12) prouvent ąue, lorsąue 
la distance PQ est suffisamment petite, on a 1’inógalitś

E.



ON A CONJECTURE OF H. STEINHAUS

By Alfred Renyi (Budapest)

Introduction. In a lecture [1] in 1937 H. Steinhaus for- 
niulated the following conjecture: if a system

(1) {/»(«)} (n=l,2,...)

consisting of a finite or enumerably infinite number of sto- 
chastically independentx) measurable functions defined in a fi­
nite interval (a,b), is saturated with respect to independence, 
i. e. if there exists no measurable function g(x), which is not 
eonstant almost everywliere, and which could be added to 
the system (1) without violating the independence of the sy­
stem, then the system of functions

<2)

where run independently over all non-negative
integers, and n=l,2,3,..., is complete in the interval (a,b). 
He mentioned some suggestive examples, in which the above

’) In wliat follows the term "stochastieally" will be generally omittecl; 
when we speak of independence we always mean stochastic independence. 
The independence of measurable functions was defined first by Stein­
haus [2], the equivalence of his definition with the definition of A. N. Kol- 

mogoroff (Uber die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Ergebnisse 
d. Math. (1933)), in answer to a ąuestion of E. Marczewski, for the case 
of Lebesgue measure has recently been proved by S. Hartman (Collo- 
quium Math. I, 1948, p. 19-22). ln the generał case the two definitions 
do not agree (see J. L. Doob, ibidem, p. 216-217). By the assertion 
that (1) is a system of independent functions, we mean that these functions 
are independent in their totality, i. e. not only every pair of these functions, 
but also every 3, every 4,...., every n-tuple of functions of the systems 

are independent of one another.
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assertion is valid, for instance when (1) is the system of Rade- 
macher functions

(3) -Rn(®) = sg sin(2" lnx) (71=1,2,3,...)
in which case (2) is the well known Walsh system which is 
known to be complete in the interval (0,1). Another example 
is as follows: a function which itself forms a system, saturated 
with respect to independence, will be called a uniwersał function. 
Clearly fi(x) = x is a universal function; in this case (2) is the 
system l,x,x2,...,xn,... which is known to be complete.

In spite of these suggestive examples, the conjecture is not 
true in generał. Let us consider for instance the function

x if
1 if

As h(x) is monotonie in (0,|) and outside this interval 
it does not again take on the values which it takes on in (0,|), 
according to a theorem of Ottaviani [3], A(a?) is a uni­
wersał function. On the other hand it is easy to see that the 
system {h,n(x)} is not complete, as hn(x) is for every value of n 
orthogonal to the function g(x), which is defined as follows:

if
if
if | <®<1.

Nevertheless, the conjecture of Steinhaus is valid for a very 
generał class of saturated systems of independent functions.

The purpose of the present paper is to prove the above 
mentioned conjecture of Steinhaus under very generał con­
ditions. In a lecture [4] held at the First Hungarian Mathe- 
matical Congress in 1950 at Budapest, I proved the same 
conjecture under morę restrictive conditions; in the meantime 
I succeeded in eliminating some of these conditions. In § 1 
I shall prove a generał theorem which makes it possible to 
establish the completeness of system (2) under a condition 
in which the notion of independence does not figurę at all; 
this is a theorem of the theory of real functions, nevertheless 
it contains all known cases in which the conjecture of Stein­
haus is valid. We introduce the notion of maximal systems*
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the system (1) of real measurable functions defined in (a,b) 
is called maximal, if for different values of x the seguences 
{/„(#)} are different (except for a set of measure 0 of values 

of x). Thus we cali the system (1) maximal if there exists a set Z 
of measure 0, such that if a?x and a?2 do not belong to Z and 
/n(®i) = /n(®2) f°r walues of n=l,2,3,..., then a?x=.-r2. The 
content of the theorem is that if system (1) is maximal, sy­
stem (2) is complete. All examples of systems (1) of indepen­
dent functions, for which system (2) is complete, are maximal 
systems. It is also interesting to notę that a maximal system 
of independent functions is always saturated with respect to 
independence (Lemma 3). An interesting example of a ma- 
ximal system in the interval (0,2ar), is the system consisting 
of the two functions sina?, cos a?; in this case system (2) — 
after omitting those functions which are linearly dependent 
on the others—is the system {cos"a;, sina?-cos"a;; n=0,l,2,...} 

which is eguivalent2) to the system {cos nx, sin (w+l)a?; n — 
= 0,1,2,...}, i. e. to the well known trigonometrical system, 
which is known to be complete. Further cos x in itself forms 
a maximal system in (O,tt) and thus the system {cos" a?}, — or, 
which is the same, the system {cos na;} — is complete in (0,%) 
(see [5]).

The example of the system {sin a>, cos a?} may be generalized 
as follows: if n = /(a?) and v=g(x) (a^oc^b) are the para- 
metric eguations of a curve in the (w,»)-plane, which does 
not intersect itself (or the set of multiple points of which cor­
responds to a set of measure zero of values of a?) then the 
system {/"(a?)-gm(a?); n,m= 0,1,2,...} is complete (we suppose 
/(a?) and g(x) to be bounded and measurable). The case in 
which system (1) consists only of a single function, is not 
completely triyial either: in this case the theorem asserts that 

if /(a?) is bounded and measurable in (a,b), further if y=-f<x} 
establishes a one-to-one mapping of the interval (a,&) onto 
a set on the i/-axis, then the system {/"(a?)} is complete; this 
is Lemma 2 of the present paper; it is stated in the form of 
a Lemma, though it is a special case of our theorem, because- 

2) We cali two systems of functions equivalent, if the sets of linear
combinations of the two systems are identical. Clearly if a system is complete,.

any system equivalent to it is also complete.
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the proof of the generał case is based on this special case. 
A function which forms a maximal system in itself, will be 
called a maximal function.

The most important step which leads from Lemma 2 to 
our theorem is the application of an idea of A. N. Kolmo- 
goroff; he used this idea to proye a theorem on conditional 
mean values in [6] in which he generalizes an earlier theorem 
of minę [7] on the invariance of the central limit theorem 
of probability theory, with respect to the change of measure 
on the underlying field of probability3).

§ 1. Proof of the theorem on complete systems. We begin 
by proying the following

Łennna 1. Let f(x) denotc a measurable, bounded function, 
defined in the interwal (0,1) 4), with walues belonging to the same 
interwal. If g(x) is any bounded, Baire function in (0,1) and 
A^l, for any e>0 a polynomial P(x) can be found such that 

i
(1.1) y |y(/(o:))—P(/(a?))pd®<e.

o
Proof. First we prove (1.1) for the case in which g{x)=I 

if 0<®<u<l and ^(®) = 0 for u<a?<l. Giyen e>0, we 
can find a polynomial P(®) with the following properties: 
1. 0<P(a?)<l, 2. \g(x)-—P(x)\<s if 0<®<w and if «4*e<a?<l.

For instance, the polynomial

u+l/fn
f (l—-(x—t)2)ndt 

<1.2) P(®) = rf----------------
f (l—t2')ndt

—i
if n is chosen sufficiently large, has all the reęuired proper­
ties. It follows, that

i
(1-3) f |f/(/(o?))— P(f(x))\Adx^eA + \E(B')\ ■ C,

o

8) I am thankful to A. Csaszar for a valuable remark, which help ed
me to simplify my proof.

4) Throughout this paper we consider the interval (0,1), hut eyidently
all our theorems are valid for any finite interval.
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where E(e) denotes the set of those points for which 
■u<f(uo)<u+ e and |J5?(e)| its Lebesgue measure, and C is a po- 
sitive constant. As evidently limJE?(e) —0, (1) is proved for 

6->0
the functions mentioned. Applying the well known inequality 
of H. Minkowski:

i ilil
(1.4) y" + \a(x)\A dx}A+(/ |Z>(<r)|4 daj'4]'’

o oo

it follows that if Lemma 1 holds for g(a>)=gk(x), k=l,2,...,m, 
Tli

it also holds for g(x)=f>f c.g.{x). Thus Lemma 1 holds for any 
k=l R

step function. Using the same inequality it follows that if 
Lemma 1 holds for g(x) = gn(®), n=l,2,..., and

i
(1.5) lim f \gn(f(a;))—g*(f(x))lAdx=O 

n^°° ii

it holds for g*(x) also. But as for any continuous function, 
and therefore for any bounded Baire function g*(x), a se- 
guence of step-functions gn(x) can be found such that (1.5) 
holds, it follows that Lemma 1 holds for any bounded Baire 
function g(x).

Now we can prove

Lemma 2. If f(x) is a measurable, bounded and maximal 
function in the interwal (0,1) and 0</(®)<l, the set of functions

(1-6) {/»} (n= 0,1,2,...)

is closed in the space L2.
Proof. Let us suppose first that /(®) is a Baire function. 

Let G(x) denote any bounded Baire function, in the inter­
wal (0,1). Since f(x) is maximal, it follows that f~l(y) and thus 

G(r\y)) = g{y') are also bounded Baire functions5), and apply­
ing Lemma 1 with A = 2 to g(x), sińce g(f(x))—G(x), it follows 
that for any e>0 a polynomial P(x) can be found such that

i
(1.7) f \G(x)—P(f(x)')\2 dx<e.

o

6) For those valu.es of y which do not helong to the set of values of f(x),
we define 1(y)=0.

valu.es
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As to any measurable function of the class L2
a bounded Baire function G(x) can be found such that 

i
j\F(x)—G(x))2dx<£, Theorem 1 holds if f(x) is a Baire function. 
o
But as the integral Cl.7) is not changed if the value of f(x) is 
ehanged on a set of measure zero, Theorem 1 is proved.

Now we prove our

Theorem. Let {fn(®)} be a finite or enumerably infinite 
maximal system of bounded measurable functions in the internat 
(0,1), then the set of functions

(1-8) /i'1(a?)./J,2(a?)-...-/^(a;)

(m*=0,l,2,.„; fc=l,2,...,%; n = l,2,...)

is complete in L2.
Proof. We may evidently suppose that 0</n(®)^l, fur- 

ther that all fn{x} are Baire functions. Let us put

(1-9) where x= ‘>n ’
n=l ""

is the dyadic expansion of x, i. e.

1 if |<(2n~1a;)<l,

0 if 0<(2n_1 .'»)<!,

where («) denotes the fractional part of z.
Further let us define ę?A(x»)=<pA_t for /c=2,3,..., and

(1-10)
*=1

As ^(a?) is a Baire function, ę>(/i(a?)) and thus /(a?) is also a Baire 
function. It is easy to see further that /(«) is a maximal func­
tion 8). As a matter of fact, if Ar=2r-1(2s—1) we have e2V-(/(a?))= 

= es(/r(a?)); thus if x1^x2, there exists (except when a?, or x2

’) The introduction of a single function of one real yariable, which
is maximal if and only if system (1) is maximal, is the idea of A. N. Kol-
mogoroff referred to in the introduction.
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belongs to a certain set Z of measure 0) at least one value of r 
for whicli /r(«i)=|=/r(a?2), and thus at least one value of s 

for which ^(/(a^)) = es(/r(%)) 4= e«(/r(®2)) = ejv(/(^2)), where 
A=2r~1(2s—1); thus we obtain /(®i) =t=/(^2)- It follows by 

Lemma 2, that for an arbitrary F{x) eZa for any e>0 a po- 
lynomial P(a?) can be found such that

(1.11)

... Let us put

i
/ (P(óc)—P(/(a?)))2(to<e.

ó

N
SN(x)=J>

k=l 22A—1

As we liave 0 </(«)<!, 0<fijy(®Xl and 

\f(x)—SN(x)\ _1_
‘)2n

for all values of x, it follows, that for any e>0 a polynomial 
P(a?) and an integer N can be found, such that

1
(1.13) f (F(x)—P(8N{x)))2dx<4:e.

0
But again using Lemma 1, we can find for any Jl >0 and ó >0 
poJynomials P*(#) (&=l,2,...,n) such that

i
(1.14) f \(pk(fk(x'))—Pk(fk[x))\Adx<dA for fc=l,2,...,A

0
and thus

i
(1.15) f \(pk(fk(a>))—Pk(fk(x))\rdx<d for r^A (lc=l,2,...,N).

0

Choosing for A the degree of P(#), after some calculation by
putting

N

(1.16)

we obtain:

(1.17) f I P(sN{x))—P( <JN(x)) \*dx < Cd, 
0



286 A. RENYI

where G is a constant which depends only on P(#). Choosing 
d — e/c we obtain

i
(1.18) f \F(a>)—P(aN{x))\idx<9e.

0

As P(aN(w)) is of the form

(1.19) 2 S
ni2=0 mN=Q

i. e. is a finite linear combination of the functions (1.8) it fol 
lows that the system (1.8) is closed, and thus complete in Z2.

§ 2. Some remarks on independent functions. We first 
prove

Lemma 3. If the system of independent f unctions {fn(x)} 
is maooimal, it is saturated with respect to independence.

Proof. We may suppose here also that the functions /„(®) 
are Baire functions. Let us suppose, that there exists a func­
tion g(a;) of the class Z2 such that the system (g(a?) ;/„(«)} is 
a system of independent functions. Then the function g(a)') is 
independent of <pk(jk(a})) for k=l,2,... (notę that g>k(a>) is a mono­
tonie function!) and thus g(a>) is independent of

(2.1)
A=1

22*-!—1

also.

dent

Thus the functions /"(a?) (n= 0,1,2,...) are all indepen- 
i

of g(x), and we have (see [2]) putting y =fg(x)doc
u

1 l 1

for n= 0,1,2,... Olearly /(a?) is a maximal function and there­
fore the system {/"(«)} is closed, and thus complete. This im­
plies that g(a>)—y is almost everywhere eąual to 0, and thus 
</(a?)^=y almost eyerywhere. This proves Lemma 3.

Thus we have deduced the completeness of system (2) from 
an assumption (that of maximality) regarding system (1), 
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whieh in the case of independent functions is somewhat stron- 
ger than the assumpt-ion that (1) is saturated whith respect 
to independence.

The following problem still remains unsolved:

What are the necessary and sufficient conditions regarding 
the system (1) of independent functions, whieh ensure the 
completeness of system (2)?
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ON THE LOCALIZATION OF YALUES OF VECTOR 
VALUED FUNCTIONS

By A. Alexiewicz (Poznań)

In the theory of analytic functions we often observe a piane 
analogy between the theorems of uniqueness and the theorems 
of the Vitali type concerning the conyergence of seąuences of 
analytic functions. Examples of such analogous theorems are 
the classical theorem of uniqueness and the theorem of Vitali, 
or Blaschke’s theorem of unicjueness and the theorem of con­
yergence of the same author [2], or the theorem of uniąueness 
of Riesz [9] and the theorem of Khintchine [5].

The purpose of this paper is to show that these analogies 
have a common source in a theorem dealing with yector va- 
lued functions. Then we proye as applications a series of theo­
rems concerning yector yalued analytic functions, in particular 
we give a new proof of the theorem of Vitali for yector yalued 
functions x).

1. Let AT be a real or complex Banach space. Every closed 
set which can be obtained from a linear set by a translation 
is called a linear variety.

We will denote by ®(£),«?(£),yector yalued functions, 
i. e. with values in X, by ę2(f),ę<(C),y(C) the complex or real 
yalued functions which will be termed in the seąuel the nu- 
merical functions.

Let 91 denote a class of numerical functions <p(t) defined 
in a set T, such that ę?(t) — const belongs to 91 wheneyer <p(t)

b Sec section 2.1 of this paper; for an alternatiye proof see Ilille [4], 
p. 61.
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belongs to 91. The set A will be c-alled U-set relative to the 
class 91 or, briefly, the U-set if every function <p{t) <=91 vanish- 
ing in A vanishes identically.

Theorem 1. Suppose that the function x(t) is such that for 
enery functional £x linear in X the function l-x(t) belongs to 91. 
Let L be a linear rariety in X. If x(t) eL for er ery t in a U-set A, 
then all the values of x(t) belong to L.

Proof. Suppose that there is a Zo such that x(t0)noneL, 
then we can choose a linear functional £ such that

^x — a for xeL,

But this is impossible sińce the numerical function £r(i) is 
in 91 and £»(£) = « for t e A.

Remark. Theorem 1 is valid also in the case when X is 
a convex linear topological space (Wehausen [10]).

2. Now we shall supply some applications of Theorem 1 
to holomorphic vector valued functions.

A function a?(£) defined in a domain D of the complex 
piane (with Yalues in a complex Banach space) is said to be 
holomorphic in D if it is everywhere differentiable in I). It is 
well known that the chief theorems concerning the numerical 
holomorphic functions still hołd in this morę generał case; in 
particular every holomorphic function is representable by 
Cauchy’s integral and developable in Taylor’s series. The func­
tion a>(£) is holomorphic in D if and only if for every linear 
functional £x the numerical function £®(£) is holomorphic in D 
(Dunford [3], p. 354).

The function ®(£) is said to be almost bounded in D if it 
is bounded in every compact subset of JD. A set r of linear 
functionals will be termed fundamental if there are two posi- 
tive constants K and k such that for every x

sup I $xl > fc||a?||.
śer.HśllCi-

The following criterion is important in applications:

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV 19
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Criterion of Dunford2). The function x(C) is holomorphic 
in D if it is almost bounded in D and if for enery £ in a fun- 
damental set F the function Sx(£) is holomorphic in D.

In view of the classical theorem and the theorem of Bla- 
schke of uniąueness one gets from Theorem 1 the following 
theorems of uniąueness for vector valued functions:

If the function ®(C) is holomorphic in D and nanishes in 
a set haoing a limit point interior to D, then «(c) nanishes iden- 
tically.

If the function x(£) is holomorphic in the unit circle, if 

sup flog+ \^x(re,'P)\d<p<oo for erery linear functional l- and 
<<r<lg

oo
if a?(Cn) = O, {£„} being a seguence such that J/(l — |f„|) = ooy 

n=l
then a?(£) ranishes identically.

To deduce from Theorem 1 theorems of the Vitali type 
we must first introduce some functional spaces.

2.1. Let m(X} denote the Banach space composed of the 
bounded seąuences ?/ = {a’n} of elements of the space X, the 
norm being defined as ||y||= sup ||a?„||. The subset L of m,{X} n
composed of these y = {a?n} for which xn converges forms a li­
near variety. If we take as T the set of functionals linear on m{X} of the form py = ^x„, where £ is any linear func­
tional in X and n is any positive integer we get a funda- 
mental set.

Every seąuence {xn(£)} of functions defined in D, bounded 
for every £ gives rise to the function 2/(C) = {a?n(C)} from D to m,{X}. If moreover the functions a?n(C) are holomorphic in TJ 
and almost uniformly bounded (i. e. uniformly in every com­
pact subset of D), then by the criterion of Dunford the func­
tion y(£) is holomorphic in D.

Choose now as 5IX the class of the numerical holomorphic 
functions, as A a set with a limit point interior to D; this 
set is a Lf-set. Hence Theorem 1 gives the

2) Pi’oved implicitely in [3], p. 354.
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Theorem of Vitali for vector value<l functions. // the 
seguence (a?n(C)} of functions holomorphic iń D is almost 
uniformly bounded in D and conrerges in a set lianing a limit 
point interior to D, then the seguence cowoerges almost uni­
formly 3) in I).

3) i. e. uniformly in every compact subset of D.
4) The seąuence xn conyerges weakly if there exists an element 

such that lim Sxn = ^x0 for every linear functional §x. The element xt is-
n—>oo

then written (w) lim x .
n->oo

Proof. Theorem 1 implies the conyergence everywhere of 
the seąuence {a?n(C)}. Almost uniform boundedness implies 
eąuicontinuity of the seąuence in every compact subset of D 
and this in tura implies almost uniform convergence.

Denote now by L± the set of elements y = {xn} of m{X} 
such that the seąuence {a>„} converges weakly 4). It is easy to 
prove that the set L1 is closed and linear. Hence Theorem 1 
yields

Theorem 2. Let the seguence {#„(£)} of functions holomor­
phic in D be almost uniformly bounded there and conoerge weakly 
in a set whieh has a limit point interior to D. Then this seguence 
cowoerges weakly at any point of D to a holomorphic function 
moreoner there exist non-negative numbers ain (i=l,2, ...,n) such 
that «in+... + «,in=l and the functions

1=0.

cowoerge almost uniformly in D to ®(f).

Proof. The first part of the theorem results from Theo­
rem 1. To prove the second part suppose that the seąuence 
{»«(£)} converges weakly at and that the £) conyerge to
an inner point of D. By a theorem of Mazur ([7], p. 81) we 
can choose numbers aln such that a/n^0, ain+...+ann=l and 
Ikn(fz)—®(Ci)||<l/w for i=l,2,...,n. Since the seąuence {#„(£)} 
is (obviously) almost uniformly bounded, it conyerges almost 
uniformly in D. The identity of its limit with ®(C) follows by 
the uniąueness theorem.

19*=



292 A. ALEXIEWICZ

2.2. Denote by sll2 the class of functions holomorphic 
in the unit circle K and such that

sup / log+ |y>(re'5")| d<f><oo.
0<r<l

Every set containing a seąuenee {£„} such that |Cn|<l and

5/(1 —|Cn|) = °° is a 17-set for the class <H2].
n=l

Let a(C) be a non-negative function defined in K such 
that

sup / log+ | a(rei5’) | (kp — C<_ oo,
0<r<l g

and let {^(C)} be a seąuenee of functions holomorphic in K 
such that

K(O||<«(C).

These functions are almost uniformly bounded in K. For, 
given any linear functional l-x, the function log+| £«?(£)] being 
.subharmonic, we get for r<_R<l

2n

0
2/r 2nf log+[||f|[a(2?^)]^ 

o o

Hence
| ^(re^)|< 1 + exp (iog+1|£||+

Choosing £ so that f®i(rei5'>) = ||a?*(re/5D)||, ||f||<|/2 we get

< exp [|^(F2 + ^)] +1 < exp [|±T(|/2 + £)] +1.
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Yet, we can consider the function y(C) = {a’n(C)} as a holo- 

morphic function from K to tn{X}, as in the case 2.1. Since 
for every functional rjy linear in m{X}

lw(£)|<MII^(£)ll<lhlla(£),
the function is in ?l2. Hence similarly as in 2.1 we
deduce

Theorem 3. Let {#«(£)} be a seąuence of functions holo­
morphic in K and such that |i|a7„(C)||<a(C')

2zt
sup / log+ |a(re/#)| dd<_oQ.

°<r<l

OO
If |C*|<1, ^(l —|£*|)=oo and the seąuence {«„(£)} eon- 

*=i
rerges for Ę-Ck, then this seąuence connerges almost uniformly 
in K.

2.3. Denote by iH the space of complex valued functions 
<p(p) defined on a topological space P and bounded there. 
With the usual definitions of addition and multiplication by 
numbers and with the norm defined as ||ę?|| = sup |ę’(p)|r 

pe P
M is a Banach space. The set L composed of the functionś 
ą>{p) which are continuous is closed and linear in M.

D being any domain in the complex piane, every numer- 
ical function defined in DxP and bounded for fixed C
may be considered as a function ®(£) from D to P. The func­
tion will be said to be almost uniformly bounded in DxP
f it is bounded in every set FxP where F is a compact sub­
set of D. Choosing an appropriate fundamental set of linear 
functionals one can easily show that a>(£) is holomorphic in D 
if the function is almost uniformly bounded in DxP
and holomorphic in £ for fixed p.

Theorem 4. Let the function (p(C,p) be almost uniformly 
bounded in D xP and holomorphic for fixed p. If q>(£,p) is con­
tinuous in p for fixed £ belonging to a set with a limit point in­
terior to D, then the function ą>(£,p) is continuous in DxP.
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Proof. Applying Theorem 1 as in the case 2.1 we see that 
the function ę>(£,p) is continuous in p for fixed £. The formula

<?>(£',p) — <p(C",p) . r-r r y(g,p) 
2%?: J

do

implies that for eyery compact set FGD

K\F) depending only on F. The continuity of p(C,p) now fol­
lows immediately.

Now take as P a domain A of the complex piane; then 
the class Lx composed of the functions <p(p) which are holo- 
morphic in A forms a linear variety in FL. By an argument 
similar to the above we can prove

Theorem 5. Let tlie function <p(£,o) of two complex rariables 
■o and £ be bounded in D x A and let it be holomorphic for fixed o. 
If for every £ belonging to a set haning a limit point interior 
to D the function a) is holomorphic as a function of a alone, 
then cp(£,<y) is holomorphic in the two rariables jointly.

3. We give now a theorem of localization of yalues of 
a vector yalued function dealing with the boundary values 
of the function.

If for a (yector yalued or numerical) function x(£) defined 
in the unit circle K there exists the limit as C tends to e'’’ in 
such a manner that the ratio |e'5°—£|/|ć'5° — |f|| remains bounded, 
this limit will be denoted by lim* ®(£). The weak limit under 

J -+ e'9c
the same conditions will be written (w) lim*a?(£).

Theorem 6. Let the function a?(C) be holomorphic in the unit 
circle K and suppose there exists the limit

(2) (w) lim* a?(C) = y(<p)

for every <p in a set C of positiue measure. If for every <p e C the 
element y(<p) belongs to a linear nariety L, then all the ralues 
of a?(C) lie in L.
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Proof. Let ?l3 denote the class of numerical functions y(£) 
holomorphic in K for which lim* y(f) exists for every <p e G.

Let 8 be the set of the points e*’’ with tp e C. Let us consider 
the functions of the class 3l3 as defined in K+8. By a theorem 
of Lusin and Privaloff ([6], p. 159) the set 8 is a 17-set 
for the class 2I3. Since &»(£) belongs to 2I3 for every linear func­
tional £x, we can apply Theorem 1.

Similarly, dealing with the class <2l1 of bounded and holo­
morphic functions in K we get

Theorem 7. The thesis of Theorem 6 remains true if we 
suppose the functions to be holomorphic and bounded in K and 
replace the limit (2) by the radial limit

(w) lim x(relf) = y((p).
r-+1-

The following theorem shows that the hypothesis of exis- 
tence of the limit (2) is equivalent to a stronger one

Theorem 8. Let the function x(£) be holomorphic in K and 
suppose that for any rp e O there eooists the weak limit (2). Then 
the strong limit

lim* ®(C)

exists for almost every <p e O.

Proof. We prove the theorem first under the hypothesis 
that ®(C) is bounded, and |0| = 2?r. Then the function

y(ę>) = (w) lim* .-»(;) = (w) lim x(rei’f)
■ę->e'r r->l—

is measurable by a theorem of Pettis ([8], p. 278), and the 
boundedness of y(<p) implies integrability in the sense of Boch­
ner. Hence there exists the integral

2 TT

o

and sińce ^v(rei&) — Sx(re19) for every linear functional f, we 
get ®(C) = .'»(C). It remains to prove that for the Poisson inte-
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grał ®(J) the limit lim*®(C) exists and is ecpial almost every- 

where to y(<pY, this may be shown exactly as for numerical 
functions.

Passing now to the generał case5), denote by dn(ę>) the 
closed eąuilateral triangle with axis on the segment [0,^], 
one vertex at e'^ and two eąual sides of length 1/n forming 

the angle %—2/n. It is suffieient to prove that, given any 
e>0, there exists a set DCC such that |C—Z>|<e and that 
for any cpeD ®(C) tends to a limit as Ęs-ehp through the set 
^nizW- For every <p e G there exists the weak limit of the 
function a?(£) as varying in the set zJn(ę?), hence y(q>)=
= sup ||®(C)||<oo. Since the function y(ip) is measurable, 

SeA„(?p)
there exists a closed set DCC such that |<7—D\<s and 
sup y(ę?) = fc<oo. We now form a domain G composed of 
<peD

the circle |f|<

boundary B of G is a rectifiable curve. The function ®(£) is 
bounded in G and for every a e B there exists the limit 
(w)lima?(C). We finish the proof by mapping conformally 

the domain G into K and using the well known properties 
of conformal mappings on the boundary of the domains.

Theorem 7 applied to the space m{X} and the linear va- 
riety introduced in 2.1 gives the following extension to the 
case of vector valued functions of a theorem of Khint- 

chine [5]:

Let the functions be holomorphic and uniformly bounded 
in the unit circle K and suppose that

(w) lim* .r„(C)== ?/n(ę>)6)

exists for any cp in a measurable set G of positwe measure. If the 
seguence {y^tp)} concerges almost ecerywhere in G, then the se­
guence {»«(£)} concerges almost uniformly in K.

6) The argument used below is due to Lusin and Priyaloff [6].
6) In the case of vector valued functions boundednęss does not in

generał imply the eyistence of tliis limit.
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Proof. By Theorem 8 there exists the strong limit

lim*®n(C) = j'n(?>)

almost everywhere in C. Hence by a theorem of Banach 
([1], P- 122) ^(C) = {«„(£)} conyerges weakly to y{<p') = {yn(<p)} as 
C->e^in such manner that the ratio |ez’>—C|/|eZł>—|C| | remains 
bounded. Now we can apply Theorem 6.

Państwowy Instytut Matematyczny.
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COURT EXPOSE DES PROPREETES PRINCIPALES 
DE LA MESURE DE LEBESGUE

Par M. Eiesz (Lund)

Je suis heureux que le Comite de Ródaction du volume 
jubilaire dedie h M. Steinhaus ait bien voulu accepter cette 
modeste contribution qui n’est qu’un expo.se destine primi- 
tivement a l’usage de mes eleves.

Introduction. Lebesgue part de la mesure exterieure et de 
la mesure intórieure d’un ensemble JE, cette dertiicre etant 
definie a l’aide de la mesure extćrieure de 1’ensemble comple- 
mentaire CE de E. Ces deux especes de mesures figurent aussi 
dans la version de la thóorie de Lebesgue qui est due 
aW.H. Young et a C. de la Vallóe Poussin et Rui se trouve 
exposóe d’une maniere magistrale dans un livre trós connu 
de ce dernier auteur1).

Dans la suitę, nous intrdouisons la notion de mesurabilite 
et celle de mesure uniguement au moyen de la mesure exte- 
rieure, celle-ci ótant dófinie, comme d’habitude, a 1’aide des 
ensembles ouverts.- Notre procódó a, entre autres, l’avantage 
d’etre immśdiatement applicable meme aux ensembles non’ 
bornós. L’equivalence de notre definition avec les dśfinitions 
usuelles peut etre etablie en quelques lignes.

Nous nous restreignons ici au cas lineaire et n’indiquerons 
ąu’a la fin l’extension au cas de plusieurs dimensions. D’ailleurs 
le lecteur initió trouvera sans peine que la móthode peut 
s’etendre a des mesures beaucoup plus generales ąue celle 
de Lebesgue.

*) Integrale de Lebesgue. Fonctions d’ensembles. Classes de Baire, Paris 
1916.

expo.se
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Notations. Pour la róunion d’ensembles, ąui peuvent avoir 
des points communs, nous utilisons le signe U (par exemple 

oo
UEk, UEk). Pour 1’intersection d’ensembles, nous 

utilisons, comme on l’a fait autrefois, les signes de multipli- 
n

cation (par exemple E1E2, J]Ek, []Ek). Etant donnę que 1’usage 

des ensembles complementaires sera evite, nous eviterons aussi 
1’emploi du signe O, dual de U. lei il ne ferait ąu’encombrer 
les formules. Pour la reunion = somme d’ensembles disjoints 

nous employons les signes + et E (par exemple Er+E2, 
OO
2Ek, £Ei,). Dans le cas ou E1~)E2, nous designons par Et—E2 

1’ensemble des points ąui sont compris dans Et sans etre compris 
dans E2.

Ensembles ouverts. Un ensemble ouvert O peut, d’une ma­
nierę uniąue a l’ordre prtłs, s’ecrire comme la somme d’un 
nombre fini ou d’une infinite denombrable d’intervalles ou- 
verts disjoints In=(an,bn); on definit la mesure mO de O 
par la formule

md(i„ - .

Cette definition est univoąue, car la somme d’une serie 
a termes positifs est indćpendante de l’ordre des termes et 
cela dans le cas d’une somme finie ou d’une somme infinie.

Pour arriver a la decomposition indiąuee, on remarąue 
d’abord ąue tout point de O est compris dans un intervalle 
ouyert maximum dótermine, faisant partie de O. Dans le cas 
oti O est borne, ces intervalles peuvent etre enumeres par ordre 
de grandeur, car il n’y en aura qu’un nombre fini >e. Le cas 
oii O n’est pas borne se reduit au prócedent par une application 
biuniyoąue et continue de l’intervalle (—00, -j-oo) sur un in- 
teryalle fini (par exemple </ = arctg®).

Tlióoróme 1. Si O' et O sont cl/CS OUVertS tels
ąue O'DO", on a

En effet, la construction par laąuelle on a decompose un 
ensemble ouvert ąuelconąue en une somme d’intervalles met 
en eviden.ce ąue, dans la condition posee, chaąue intervalle 
I'ń est contenu dans un interyalle I'm. La longueur totale des 



300 MARCEL RIESZ

intervalles disjoints 1„ situós dans le menie interyalle l'm ne 
peut etre superieure a la longueur de ce dernier.

Les róunions d’un nombre fini ou infini d’ensembles ouverts 
Ot sont manifestement des ensembles ouverts. G’est aussi 
le eas pour 1’intersection d’un nombre fini d’ensembles ouverts.

Tlińorfeme 2. Pour un nombre f ini ou une infinite denombrable 
d’ensembles disjoints Ok on a

(2) m(^0n)=^m0it,

ce qui implique que les deux membres ont en mime temps des 
va,leurs finies ou infinies.

Le fait śnonce resulte du theoreme sur les series doubles 
a termes positifs.

ThćorAnie 3. On a

(3) m01-\-m02 = m(01'<-)02)-\-m(0102).

Ce theoreme decoule de considśrations geometriąues ele- 
mentaires ąuand les ensembles 01 et O2 sont composós chacun 
d’un nombre fini d’intervalles. Le thśoreme generał en rósulte 
alors par un passage a la limite.

On deduit de ce ąui prócede 1’enonce assez grossier ąue 
voici

Tlićorćme 4. Pour un nombre fini ou une infinite denombrable 
d’ensembles Ok on a

(4) m(\-)0k\^.Xm0k-

Mesure exterieure. Nous definissons la mesure eseterieure mb 
d’un ensemble arbitraire E par la formule

(5) mE = inf {mO; O D E}.

On dóduit du theoreme 1 ąue, pour un ensemble ouvert O, 
on a mO — mO. Du meme theoreme on dśduit aussi

Thóorfenie 5. Si E' et E" sont des ensembles tels que E'DE"t 
o n a .

Le theoreme suivant est une conseąuence immediate du 
theoreme 4.
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Theoróme 6. Pour un nombre fini ou une infinite ddnom- 
brable d’ensembles Ek on a

(6) mtfJEk^^mEk.

Ensembles mesurables. Mesure. Un ensemble E est dit 
mesurable si, pour tout e > 0, il existe un ensemble ouvert 
ODE tel ąue m(O—E)<e. On dśfinit la mesure mE d’un tel 
ensemble E par mE=mE. L’hypothese ci-dessus peut aussi 
s’exprimer par les formules

(7) O = E-\-e, Ee = <P, oii 0 est 1’enseble vide, me<e.

Remarąue. Pendant la redaction de cette Notę, j’ai appris 
que la definition ci-dessus se trouve dśja dans le livre du re- 
grette S. Saks, Theorie de 1’intdgrale, Warszawa 1933. Ce- 
pendant notre exposó est tres different de celui de Saks. Seules 
les.demonstrations de la mesurabilitó de la reiinion d’ensembles 
mesurables sont identiąues. Dans 1’edition anglaise (1937) du 
livre de Saks, la definition dont il s’agit ici est abandonnee 
et remplacee par celle de Caratlidodory.

La definition donnóe met en evideii.ce ąue tout ensemble E 
dont la mesure extórieure mE=0 est mesurable avec mE=0. 
Ces ensembles sont prścisśment ce ąu’on appelle ensembles 
de mesure nulle. On conclut aussi ąue tout ensemble faisant 
partie d’un ensemble de mesure nulle est lui-meme de me­
sure nulle.

Theoreme 7. Pour un nombre fini d’ensembles mesurables 
Ek, les ensembles ^Ek et f]Ek sont mesurables.

On formę des ensembles ouverts OkDEk, on pose Ok=Ek-\-ek 
et on ścrit U0A=U£’A-|-e', ri°s=nEk+e" respectivement. 
Tl est des lors clair que e'CUeA et e"CUrA. On peut choisir 
les Ok de faęon que £mek< e, ce ąui donnę me'< e, me"< e. 
Comme les ensembles et J~[Ok sont ouverts, notre thóoróme 
se trouve demontre.

Theoróme 7bis. Le tlieoreme 7 subsiste pour une infinite 
ddnombrable d’ensembles Ek.

oo
Pour U Ek la demonstration ci-dessus subsiste aussi puis-

oo
que 1’ensemble UOA est ouvert dans cette hypothese plus gó- 
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nórale, et on aura encore eh<e, si Fon choisit par esemple 
i

oo
mek<2~ke. Pour la mesurabilitó de [JEk, la dómonstration 

i
sera donnóe plus loin.

Thóoróme 8 (Thóoróme d’additivitó restreinte). Elf E2,...,En 
etant des ensembles mesurables disjoints, on a

(8) i i
On sait dój a par le thóoreme 4 ąue 1’ensemble £Ek est 

mesurable. II suffit de dómontrer (8) pour n=2. II rósulte 
d’abord de (6) que

(9) m(E1-j-E2)^mE1-]-mE2.

Ensuite on formę O1=E1+e1, O2—E2+e2, avec me1< e, me2<s. 
II en rósulte d’une part, O1UO2=E1+®2+e, avec eCe/Jcg et 
par consóąuent:

(10) m(01U02)^m(E1 + E2) + 2s.

D’autre part — puisąue Et et E2 sont disjoints — O^— 
— (Ei + e-i) (jE2+ e2) = E1EzkJE1e2UE2e1De1e2Ce1Ue2, et des lors

(11) m(0102)<2e.

L’identitó (3) et les inógalitós (10) et (11)! fournissent alors

mOx+mO^m^E^ E2) + ie

et, a plus forte raison,

mE, + mE^rnlE, + E2) + 4e.
Cette derniere inógalitó et 1’inógalitó (9) donnent le theoreme 
a dómontrer.

Thóoróme 8bis (Thóoróme d’additivitó complóte). E^E^... 
etant des ensembles mesurables disjoints en nombre fini ou in­
fini denombrable, on a

CG OC

(8biB) m(J/EJk)=2'mE*.
1 1
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On a d’apres les thóorómes 8 et 5
N N oo

1 1 1

II en resulte
oo oo

£En).
i i

Cette inógalitó et 1’indgalite (6) de caractere opposś four- 
nissent notre thśoreme.

Notre prochain but est de dómontrer ąue la diffórence 
E1~E2 de deux ensembles mesurables Ej et E2 tels que EjDE* 
est mesurable. Ce fait dócoulera de la mesurabilitś de la ditfć- 
rence symetriąue de deux ensembles mesurables quelconques. 
Voici la dśfinition de cette derniere notion extremement utile.

On dśfinit la difference symśtrique A£±B= B&A de deux 
ensembles arbitraires A et B par l’une des deux formule® 
óquivalentes

(12) A/\B=B^A=AUB-AB=(A—AB)+(B—AB).

On a toujours: A£jB=A—B, quand ADB-, A£\,B=A-\- Br 
si AB est vide.

La difference symśtrique, manifestement commutatiee, est 
aussi associatwe, ce qui s’ecrit (A/\B)£\C=A/\(B£\C). En 
effet, chacun de ces deux ensembles est constitue par les points 
qui appartiennent a un ou a trois des ensembles A, B, C. La 
notation abrógee A£\B£\C est donc legitime. Dans le meme 
ordre d’idśes, 1’ensemble ne sera que 1’en­
semble des points qui font partie d’un nombre impair des 
ensembles Ah, et des lors il sera invariant par rapport a toute 
permutation de ces derniers ensembles.

Lemme. Si l’ ensemble E est tel que pour tout e>0 il existe 
un ensemble mesurable A de sorte que m(E£±A)<e, 1’ensemble E 
sera mesurable.

Posons d’abord, pour abreger, E&A=1)-, notons que 
EUD=AUB = EUA et que par consequent ECAA1) et 
ACEUD. Cboisissons Oi=A-]-a avec ma<e et OdDD avec 
mOr><e. Posons en outre 0 = 0aA0i>DAUD2E. On obtient 
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O=AUaUO1)CjŁ’UZ>UaUC>Z)=jBU<jU0z>, et alors O = E-\-e 
avec me<2e, par quoi le lemme se trouve demontre.

Pour la suitę, nous avons encore besoin d’un theoreme 
concernant la Structure des ensembles ouverts.

Thóoróme 9. Tout ensemble owoert 0 contient un ensemble 
ferme F, somme d’intervalles fermes, tel que la mesure de 1’en­
semble owoert O — F est arbitrairement petite.

oo
Pour le voir, ecrivons O sous la formę O=£ Ik, les Ik 

i
etant des intervalles ouverts (disjoints). Pour chague lc on 
peut prendre un intervalle ferme Tk compris dans J* de ma­
nierę que /*)) soit arbitrairement petit. Cela etant,
admettons d’abord que mO est fini. II en sera alors de meme 

oo
de £mTn. Des lors on pourra rendre £ ml'n arbitrairement 

JV4-1
petit en prenant N assez grand. L’ensemble F constitue par 
les points des intervalles Tk, lc=l,...,N, possede les propriótós 
dósiróes. La constrnction devient un peu plus delicate dans 

le cas ou mO = oo. Nous supprimons tous les intervalles Ik 
qui sont compris dans l’intervalle (—n, -j-n) sans etre compris 
dans l’intervalle (—(n—1), (n—1)), sauf un nombre fini, de 
faęon que la longueur totale des intervalles supprimós soit 

<en avec e„<e. L’ensemble F, somme des intervalles I'k non 
supprimós, possóde encore les propriótós dósiróes.

Tłióorćme 10. Si les ensembles Er et E2 sont mesurables, 
1’ensemble E1f\E2 est mesurable. Si en outre m(E1E2) est fini, 
on a męE^E^ — m^E^ E2)—m{E1E2').

Admettons d’abord que E1 et -E2 sont des ensembles 
ouverts: E1=O1, E2=O2. L’ensemble (ĄOg etant ouvert, il 
eziste, d’apres le theoreme 9, pour tout e>0 un ensemble 
fermó FCOrO2 tel que m{O1O2—F)<e. Cela etant, posons 
E=O1£\O2—O1E)O2—-O1O2, A = 01U02—F. On en tire A/\E = 
=A—E=O1O2—F. L’ensemble A etant ouvert et, des lors, 
mesurable, de plus m(A/\E) = m(0102—F') ótant arbitraire­
ment petit, E — O1/\O2 sera mesurable d’apres le lemme.

Passons au cas generał, oh E1 et E2 sont des ensembles 
mesurables arbitraires. On choisit des ensembles ouverts 
€>13^, O2~)E2 tels que m(O1—E1)<e, m(O2—E2)<e et on 
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pose E=E1£\E2, A = O1Z\O2. On en tire, grace au caractere 
associatif et commutatif de 1’operateur A,

^Z\®=(O1Z\O2)A(XZ\®a)=O1ĄO2AB1Z\E2=

= (OiZ\E1)Z\(O2^®2) = (Oi-^i)Ó(O2-jB2)C(01-J?1)U(O2-E2).
Par conseąuent m(A/\E) <2e. Ceci met en evidence ąue 
■®==^iA®2 est mesurable, car A = O1^\O2 est mesurable en 
vertu du resultat particulier ąui precede. La derniere partie 
du theoreme 10 decoule, a 1’aide du theoreme 8, de la formule
(12) et du fait evident ąue les ensembles E^E2 et E±E2 sont 
disjoints.

Des resultats ąu’on vient de deduire, on obtient imme- 
diatement les corollaires suivants:

A. Si E± et E2 sont mesurables, E1Z)E2, alors E1—E2 est 
mesurable. Si en outre mE, est fini, on a m(E1—E2) = mEx—mE2-

B. Dans les conditions 1) Er et E2 sont mesurables, 2) EjDE2, 
3) mE1=mE2 sont finis, 1’ensemble E1—E2 a la mesure nulle.

C. Dans les memes conditions, en ce qui concerne Et et E2, 
tout ensemble E tel ąue E1DEDE2, est mesurable avec 
mE=mE1 = mE2.

D. Un ensemble et son ensemble complementaire sont me­

surables en meme temps.

Puisąue tout ensemble ferme est le complómentaire d’un 

ensemble ouvert, il resulte:

E. Tout ensemble ferme est mesurable.

Mesure d’enseiiibles liiuites.
TŁćoróme 11. Si E1CE2CE3... sont des ensembles mesurables 

et qu’on pose limEn=UEA, dans ce cas limE„ est mesurable et

m(lim En) = YimmEn.

En effet, lim En est mesurable d’apres le theoreme 7bis.
Si mEn est infini a partir d’un certain indice, il en sera 

de meme de m{]im En) = m(Y>En). D’autre part, si mE„ est 
fini pour tout indice, la relation decoule de 1’identite 

Rocznik Pot. Tow. Matem. T. XXV 20 
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]imEn=UEn = E1+(E2—E1) + (E3—E2)+... et des theore­
mes 8bis et 10.

Tlióorćme 12. Si E^E^E^D... sont des ensembles mesu­
rables et ąu’on pose lim En=[JEn, lim En est mesurable. Si m'E„ 
est fini d partir d’un certain indiee, on a en outre

•m(lim E„) = lim mEn.
oo

Moyennant 1’identitó lim En = EN—£ (Ek-E/,.^), valablę 
k=N

pour tout indiee N, on conclut des thśoremes 7bis et 10 que 
limi’n est mesurable. S’il existe un indiee N tel que mEN<oo, 
on tire de 1’identite, grace aux thóorómes 8bis et 10, que 

m(lim En) = lim mEn.
Le fait que 1’intersection d’une infinite denombrable d’en- 

sembles mesurables est mesurable elle aussi (seconde partie 
du theoreme 7bis, dont nous avons ajournó la demonstration), 
rósulte immśdiatement du dernier theoreme.

On voit aussi que lim et lim d’une suitę d’ensembles mesu­

rables sont mesurables, puisque ces ensembles s’obtiennent a par­
tir des ensembles donnes au moyen de reunions et d’inter- 
sections.

Thćoreuie 13. (Cas particulier du lemme de Fatou). Si 
les ensembles En sont mesurables, on a

m(lim lim mEn.

On a par dófinition lim F„=lim Cela pość,

on choisit une suitę partielle d’indices n' tels que mEn>-+liin mE„. 
Des lors, d’apres le thćorćme 11, m(lim Fn)=lim m(E„En+i ...) = 
= lim m(7?n» ...)^lim mEn> = lim mEn.

Tiićorćnie 14. Si les ensembles En sont mesurables et s’il 
existe un ensemble mesurable G tel ąue mG<oo et EnCG pour 
tout n, on a

wi(lim F„)^lim mEn.

Nous avons par definition lim Fn=lim (FnU L^iU...) et, 
par hypothese, m(EnU E„+i^ ...)^mG<oo. Nous choisissons 
maintenant une suitę partielle d’indices n' tels que 
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mEn'-> lim mEn. Dós lors, d’aprós le thóoróme 12, m(limE„) = 
= lim m(E7„U En+iU ••■) = lim »n(En/U E„,+1 U ...) > lim mE^ = 
= lim mE„.

Thóoróme 15. (Cas particulier du thóoreme de majoration 
de Lebesgue). Si les ensembles En sont mesurables et s’il eaoiste 
un ensemble mesurable G, avec mG<oo, tel ąue EnCG pour 
tout n, et si (le plus lim En eańste, on a

m(lim E„) — lim mE„.

En effet, on tire des thóoremes ąui prócódent

lim mEn < m(lim En) = m(lim En) = m(lim En)lim mEn.

Par consóąuent, lim mEn existe et est ógal a m(lim En).

Le thóoreme de Carathóodory. On doit a Carathóodory 
le thóoreme suivant:

Thóoróme 16. Si E est mesurable on a pour un ensemble A 
arbitraire

mA = m(AE) + m(A • CE).

Inrersement, si cette relation est remplie pour tout ensemble A, 
E est mesurable.

Nous dómontrons d’abord la seconde partie du thóoreme. 
II suffit de supposer ąue l’identitó est valable pour tout en­
semble ouuert A.

Nous admettons pour commencer ąue E est borne. Nous 
pouvons alors trouver un ensemble ouvert ODE tel que 
mO<mE-\-e. Sinous posons A=O, nous obtenons mE-Ą-e >mO = 
~m(0E) = m{0-CE) = mE-f-m(0—E). Par suitę m(O—E)<e, 
et E est mesurable. Dans le cas ou E n’est pas bornó, le theo­
reme subsiste, puisąue E peut etre considóró comme 1’ensemble 
limite de ses intersections avec des intervalles finis et ąue 
ces intersections sont mesurables par ce ąui prócóde. La pre­
miere partie du thóoróme ci-dessus est comprise dans le theo­
reme suivant:

Thóoróme 17. Si les Ek sont des ensembles disjoints me­
surables en nombre fini ou infini ddnombrable et ąue A est un 
ensemble arbitraire, on a

m^AEh)=^mAEk.
20*
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11 suffit de donner la demonstration pour un nombre fini 
d’ensembles, le passage a une infinitó denombrable ótant ana­
logue a celui effectue dans la demonstration du theoreme 8bi*. 
Cela ótant, on peut meme se restreindre au cas de deus en­
sembles Ex et jB2. On prend 0D(AE1-\-AE2) de maniere ąue 
mO<m(AE1AAE2)A s- On prend en outre et O2~)E2,
avec m(01—E1)<e et m(O2—E2)<e.

Puisąue E±E2 est vide, on voit ąue 0102C(01—jS/x)U (O2—j512) 
et m(O1O2)<2e. En tenant compte de 001DAE1 et OO2JAE2, 
on obtient m(AE1 + AE2) + mO^m^OO  ̂OO2) = w(OO1) + 
-|-łn(OĆ>2)-|-'m(OO1OO2)^?n(J.E1)-|-m(AE2)—2e. II en ressort 
ąue m(AE1-f-AE2)^m(AE1)-i-m(AE2).

L’inógalitó opposóe etant evidente (cf. le thóoreme 6), la 
demonstration se trouve achevóe.

Pour passer du cas lineaire au cas de plusieurs dimensions, 
on pourra s’appuyer sur 1’esposó donnó dans le livre citó de C. 
de la Vallóe Poussin sur la Structure et la mesure des en­
sembles ouverts, en notant en particulier ąue cette mesure 
,s’y trouve dófinie d’une maniere uniyoąue aussi dans le cas 
generał. Ce point acąuis, il n’y aura presąue rien a changer 
aux considórations ąui prócedent pour ótablir les rósultats 
correspondants concernant la mesure de Lebesgue dans les 
espaces cartesiens -ayant un nombre fini de dimensions.

En terminant, j’ai a remercier mon jeune collaborateur, 
M. Lars Hormander, de son dóvouement et de ses pre- 
cieuses contributions.



SUR LTNTEGRABILITE RIEMANNIENNE 
DE LA FONCTION DE CROFTON

Par H. Fast et A. Gótz (Wrocław)

1. Pour determiner la position d’une droite dans le plan 
euclidien, on peut proceder comme suit: par 1’origine O d’un 
systeme de coordonnees rectangulaires, on mene un axe per­
pendiculaire a la droite donnee, dirige vers le demi-plan supe- 
rieur (si la droite est perpendiculaire a l’axe des oo, on choisit 
cet axe). La position de la droite est alors determinee par 
deux nombres p et ou p designe la coordonnśe, sur l’axe 
engendre, du point d’intersection de cet axe avec la droite,. 
&—l’angle que formę cet axe avec l’axe des so. On ćtablit 
ainsi une correspondance biunivoque entre les droites du 
plan (xy) et les points de 1’ensemble

Z=]?{—OO<P<-|-OO, 0<b9<7t} 
(p,*)

du plan (p#). La droite l correspondant au point (p,&) sera 
designóe par [p,#].

On dira qu’une suitę de droites ln tend vers une droite l 
s’il existe une suitę de points Pn (Pn e ln) convergente vers un 
point de l, et si l’angle entre les droites ln et l converge vers 0. 
On entend par angle entre deux droites non orientees celui 
des angles, formśs par celles-ci, qui est compris entre 0 et w/2.

La correspondance mentionnee ci-dessus a la suivante pro- 
priete: la convergence d’une suitę de points (pn,Ą,) vers un 
point (p,$) implique la convergence de la suitę des droites 
?n=[p„,pn] vers la droite Z=[p,$J. Róciproąuement, si ?7=f=0, 
la convergence d’une suitę de droites [pn,#n] vers une droite 
[p,$] impliąue la convergence de la suitę des points (p 
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vers le point (p,$). Par suitę, si on laisse de cótś les droites 
pour lesąuelles ■&=() (droites perpendiculaires a> l’axe des a?), 
la correspondance sera bicontinue. De telles droites seront 
toujours śliminóes dans la suitę.

Soit donnee une droite [po^ol- Construisons un rectangle AB et A'B' soient paralleles 
a la droite et situes de part 
et d’autre de cette droite. 
L’ensemble de points 
(p,$) tels que la droite 
[p,$] coupe les deux cótós AA' et BB' en leurs points 
interieurs, formę un entou­

rage du point (po,$o) dans le plan (p&). Remarquons que si 
£o=|=0, on peut, par un choix convenable du rectangle ABUbl', 
obtenir un entourage du point (p0,#0) de 1’ensemble Z, aussi 
petit que Fon veut.

On dćfinit la mesure d’un ensemble M de droites comme mesure piane de Lebesgue d’un ensemble de points correspondant 
a ces droites suivant le modę etabli au dóbut. La mesure ainsi 
dślinie est invariante par rapport aux deplacements du plan (wy) sur lui-meme i), ne dópend donc pas du choix du systeme 
de coordonnóes.

Soit donnśe une courbe K sur le plan. Determinons dans 
1’ensemble Z, la fonction N^p^) śgale au nombre des points 
d’intersection de la courbe K avec la droite [p,$]. Cette fonc­
tion est appelee indicatrice ou fonction de Crofton de K. Elle 
admet des valeurs entieres non negatives et oo. L’indicatrice 
de K est mesurable; pour que son intógrale de Lebesgue soit 
finie, il faut et il suffit que K soit rectifiable. On a alors

y' NK{p,'d)dpdd'=2L, z
ou L dósigne la longueur de K. C’est le theoreme de Crofton2). 

H. Steinhaus a posó la question si la fonction NK(p,&) 
est integrable au sens de Riemann quand elle est bornóe (c’est-

x) Cf. W. Blaschke, Vorlesungen uber Integralgeometrie, I Heft,
.2 Auflage, Leipzig-Berlin, p. 6-7.

2) Cf. W. Blaschke, loco cit., p. 11 et 46-48.
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a-dire quand chaque droite coupe la courbe en un nombre 
bornó de points1)). Dans le present travail, nous y rśpondons 
nśgativement et indiguons des conditions necessaires et suffi- 
santes de 1’intógrabilitó riemannienne de cette fonction pour 
des arcs simples K.

1) voir II. Steinhaus, O długości krzywych empirycznych i jej pomiarze 
zwłaszcza w geografii, Sprawozdanie Wrocławskiego Towarzystwa Nauko­
wego 4 (1949), Dodatek 5, p. 1-6.

2) Tous les suiyants raisonnements et definitions pourront etre re- 
petós pour les iinages homóomorphes du cercie.

3) voir G. Bouligand, Introduetion a la geometrie infinitesimaie directe, 
Paris 1932, p. 72 et 165.

2. Introduisons les termes et notations necessaires pour for- 
muler les theoremes. Dósignons par (a, b) l’intervalle ouvert 
a<s<b et par <a,Z»> l’intervalle ferme

Soit K un are simple sur le plan, c’est-a-dire l’image ho- 
meomorphe de l’intervalle <0, L> 2)

P=0(s),

ou P est un point du plan (a>y). Supposons K rectifiable et 
admettons ąue 1’homśomorphie 0 soit etablie de maniero que 

la longueur de l’arc <P>^Sl,s2)), ou sx<s2, soit ógale a s2—sx. 
La mesure linóaire d’un sous-ensemble E de K est śgale a la 
mesure de Lebesgue de 1’ensemble 0_1(P).

On dit ąu’une droite Z, passant par le point P=0(so) de 
l’arc K, appartient au paratingent3) de K en P s’il existe deux 
suites {PJ, {P/} de points de K convergentes vers P telles 
que les droites l{, joignant les points P{ et P't, tendent vers Z, 
ou, ce qui revient au meme, s’il existe deux suites {sz}, {/<} 

(Si=Mź) de yaleurs du parametre s, telles que S/->s0, s)->s0 et les 
droites lt, joignant les points 0(«/) et 0(sź), tendent vers Z.

Si le paratingent de K en P contient plus qu’une droite, 
il contient toutes les droites appartenant a un couple d’angles 
opposes par le sommet, ce dernier etant situe au point P. 
S’il ne se compose que d’une droite, celle-ci est tangente a K', 
s’il existe en P une tangente a K, le paratingent la contient, 
mais il peut aussi contenir d’autres droites. Si K a partout 
un axe tangent, le paratingent aux points de continuite de 
l’axe tangent n’a qu’une seule droite, a sayoir cet axe meme.
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Les points de 7f, en lesąuels le paratingent contient plus ąu’une 
droite, seront ap.peles points singuliers de K.

3. Thóoreme 1. Si 1’ensemble des points singuliers de Varc 
simple K est de mesure lineaire nulle, 1’ensemble des points de 
discontinuite de la fonction NK(p,-&) a la mesure piane de Le­
besgue nulle.

Thćoróme 2. Si 1’ensemble des points singuliers de l’arc K 
est de mesure lineaire positire, 1’ensemble des points de discon­
tinuite de la fonction N^pjd) a la mesure piane de Lebesgue 
positiue.

De ces theoremes resulte immediatement le suivant corol- 
laire: si la fonction NK(p,&) est bornee, il faut et il suffit, pour 
gu’elle soit i-ntegrable au sens de Biemann, gue 1’ensemble des 
points singuliers de l’arc K ait la mesure lineaire nulle.

Pour K ayant partout un axe tangent presąue partout 
continu, en particulier, pour l’arc de la formę

y=y(t),

ou x(t) et y(t) ont les derivóes continues et + 2/'2(i)4=O 
la fonction NK(p,{}) est integrable au sens de Riemann.

4. Avant d’aborder la demonstration des thśoremes, intro- 
duisons encore plusieurs notions.

On dira qu’une droite ?=[p,$] du plan est ordinaire si 
elle coupe l’arc K en un nombre fini de points, chacun d’eux 
ótant non singulier, en lesąuels la tangente (confondue dans 
ce cas avec le paratingent) formę avec elle un angle different 
de 0, et ne passe pas par les extremites de l’arc. Les droites. 
restantes seront appelóes singulieres.

Lemme 1. Si la droite l est ordinaire, on peut construire 
un rectangle ABB'A', aux cótes AB et A'B' paralleles d l et 
situes de part et d’autre de l, tel gue toutes les droites, coupant 
les deusc cótes AA' et BB', perpendiculaires a l, en leurs points 
interieurs, rencontrent l’arc K en un meme nombre de points 
gue la droite l.

Dómonstration. Soient 0(s1),0(s2),...,0(sn) les points 
d’intersection de la droite l avec l’arc K. Comme l est ordi-

ł) Cf. W. Blaschke, loco cit., p. 11.
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naire, les paratingents de 1’arc en ces points se composent 
d’une droite et forment avec Z des angles plus grands qu’un 
nombre a>0. D’apres la definition du paratingent, il existe 
donc un nombre <5 >0 tel ąue chaąue are ó, sz+ <5))
(Z=l,2,...,%) ait un point commun avec la droite Z, et tel ąue 
les cordes, joignant les points de cet are, forment avec Z des 

angles plus grands que a/2. Ces ares traversent la droite, car 
si 1’arc K, au yoisinage d’un point 0(s) n’etait situe ąue d’un 
cótó de Z, il existerait des cordes, suffisamment proches de 

qui seraient paralleles a Z, et cette derniere appartien- 
drait au paratingent.

En rejetant IX,I2, ...,In de II, ou obtient un ensemble situe 
a une distance positiye de la droite Z. On peut donc trouyer 

deux droites lL et Z2 paralleles a Z, situees de part et d’autre 
de Z, et telles ąue la partie de K ąui se trouve entre elles se 
dócompose en n ares ou JtCIt. Conune K est bor­
nóe, on peut 1’enfermer a 1’interieur d’un rectangle dont deux 
cótós seraient perpendiculaires a Z. Ces cótes decoupent de la 
bandę entre Zx et Z2 un rectangle ABA'B’- en rapprochant 
Zx et Z2 de Z, les cótós perpendiculaires restant immobiles, on 
peut atteindre que les droites, qui joignent les points inte- 
rieurs des cótós AA' et BB', forment avec Z des angles plus 
petits que a/2. Chacune de ces droites coupe alors chaque 
are Jt exactement en un point et ne rencontre plus 1’arc K 
autre part. Elle a donc n points d’intersection avec K, autant 
que Z, c. q. f. d.

De ce lemme rósulte aussitót le suiyant

Lemme 2. Si [p0,i?0] es^ une droite ordinaire, (p0,#0) est un 
point de continuite de la fonction NK(p,&), et, par suitę, 1’en­
semble des points de discontinuite de Nk(p,&) est contenu dans 
1’ensemble des points (p,&) awguels correspondent des droites 
singulier es.

Vu la dófinition, 1’ensemble des droites singulieres est somme 

1° de 1’ensemble des droites tangentes a 1’arc,
2° de 1’ensemble des droites passant par les points singu­

liers de 1’arc,
3° de 1’ensemble des droites passant par les extremites 

de 1’arc,
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4° de 1’ensemble des droites coupant l’arc en une infinite 
de points.

Lemme 3. Pour tout & Vensemble des raleurs p,
telles que la droite [p,^] soit tangente a K, a la mesure de Le­
besgue nulle.

Demonstration. Par l’origine du systhme de coordon- 
nees, menons un axe u formant 1’angle & avec l’axe des x. 
Cet axe est perpendiculaire aux droites considerees, et les 
valeurs p considerees sont coordonnees, sur cet axe, des points 
d’intersection de celui-ci avec ces droites. Si une droite per­
pendiculaire a l’axe u est tangente a l’arc au point d>(s), il 
existe, pour tout s>0, un d — d(e,s) tel que la projection sur 
l’axe u de l’arc (b{(s—r/, s-}-p)) soit moindre que 2776 pour g<b. 
La familie d’intervalles (s—p, s-\-p) recouvre au sens de Vitali 
1’ensemble Jf des valeurs du parametre s, pour lesąuelles la 
tangente a l’arc au point 0(s) existe et est perpendiculaire 

l’axe u. En vertu du thóoreme de Vitali1), on peut donc 
choisir 1’ensemble dśnombrable d’intervalles disjoints (sf—pt, 
Si+pi) <pii recouvre presque tout M. Les droites perpendicu- 
laires a u, qui traversent 1’ensemble (sf— pt, 8t+pi))

i
de mesure linóaire nulle, coupe u en un ensemble de points 
de mesure nulle. Les droites passant par les points de 1’en­
semble (Sj—p,-, s(-|- rji)) coupent u en un ensemble de

i
points contenu dans la projection de la somme des ensembles 
<£((«/—% *t+pt)), dont la mesure ne dópasse pas £ 2pte^Le, 

i
ou L designe la longueur de l’arc. Le nombre e ótant arbi- 
traire, 1’ensemble considóró est de mesure nulle.

Lemme 4. Si 1’ensemble des points singuliers de l’arc K 
est de mesure lindaire nulle, 1’ensemble S» des p, tels gue la droite 
[p,&] soit singuliere et coupe l’are en un nombre fini de points, 
est de mesure nulle pour tout •& (0<i?<k).

Dómonstration. Construisons, comme pour la dómonstra- 
tion du lemme prócódent, l’axe u et considerons 1’ensemble des 
points d’intersection de u avec les droites singulieres, perpen- 
diculaires a u, coupant l’arc en un nombre fini de points.

1) voir par exeruple S. Saks, Theory oj the integral, Warszawa 1937,
p. 109.
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En vertu du lemme 3, les droites tangentes coupent l’axe u 
en un ensemble de points de mesure nulle. L’ensemble des 
points d’intersection de l’axe u avec les droites perpendicu- 
laires a lui, passant par les points singuliers de K, est de me­
sure nulle comme ótant projection verticale d’un ensemble de 
mesure linóaire nulle (d’aprós 1’hypothóse du lemme). Par les 
extrómitós de 1’arc passent au plus deux droites perpendicu- 
laires a u, coupant ce dernier en deux points au plus. Les trois 
genres de droites citós ópuisent toutes les droites de la these 
du lemme, par suitę, £# est de mesure nulle comme etant 
somme de trois ensembles de mesure nulle, c. ą. f. d.

Demonstration du thóoreme 1. Comme la fonction 

Nk(P,&) admet des valeurs entieres et oo, 1’ensemble de ses 
points de discontinuitó est fermó, donc mesurable. II est con­
tenu dans la somme de 1’ensemble >8 des points (p,#) pour 
lesąuels la droite [p,$] est singuliere et coupe 1’arc en un nom­
bre fini de points, et de 1’ensemble des points (p,$) en les­
ąuels ^irK-(p,7?) = oo. Comme

y ^NK{p,d)dpdd=2L 
z

est fini, le dernier ensemble a la mesure piane nulle. U en re­
sulte ąue la coupure de cet ensemble du plan (p,$) parła droite 
#= const. a la mesure linóaire nulle pour presąue tout il 
s’ensuit du lemme 4 ąue les coupures de 1’ensemble >8 par ces 
droites sont aussi de mesure linóaire nulle. Par suitę, les cou­
pures de 1’ensemble des points de discontinuitó de la fonction 
-^x(p,^) par les droites # = const. sont de mesure linóaire nulle 
pour presąue tout &, d’ou il rósulte, en vertu du theoróme 
d.e Fubini, ąue 1’ensemble a la mesure piane nulle, c. ą. f. d.

5. Afin de demontrer le thóoróme 2, prouvons encore ąuel- 
ąues lemmes.

On dit ąue Z est la droite d’appui de 1’arc K au point 0(so) 
s’il existe un intervalle (s0—<5, s0+<5) tel ąue les points 0(s), 
pour se(s0—<3, s0+<5), soient situós d’un cótó de Z et aucun 
d’eux, a l’exception de 0(so), ne se trouve sur Z.

Si s1<s2, il existe une droite, parallele a la corde joignant 
</>($],) et 0(s2), ąui, ou bien est droite d’appui de K en un point
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0(s) (s1<s<s2), ou bien a avec 0((sns2)) une infinite de points
communs.

Lemme 5. Si une droite l coupe l’arc K en un nombre fini 
de points, et si elle est droite d’appui de K en au moins un point,, 
on peut, par un deplacement parallele arbitrairement petit de l, 
ou une rotation arbitrairement petite autour d’un point de l, 
augmenter le nombre des points d’intersection de la droite avec l’are.

Dómonstration. Soient d>(s1),gt>(s2),...,d>(sm) les points d’ap- 
pui de l’arc K sur la droite l. II existe donc un nombre <3 > 0 
tel ąue les arcs I/=0((s,—<5, S;+<3)) (i=l,2,...,m) soient situes 
entierement d’un cóte ou de l’autre de l. Soient ...,Ifr 
ceux ąui se trouvent d’une part de l, et I*|.i,ZA+2, de
l’autre. Aux points d’intersection restants 0(sm4-i), ...,0(sn), la 
droite n’est pas droite d’appui de l’arc Zf; il existe donc un 
nombre p>0 tel que chaąue are 8m+j+p))
(j=l,2,...,n—m) traverse la droite et a avec elle un point 
commun d>(sm+j). De la, par un dóplacement parallele suffi­
samment petit ou une rotation suffisamment petite de la 
droite l, le nombre des points d’intersection des arcs Jj avec 
la droite l ne peut que s’augmenter ou rester fixe. Si main- 
tenant les nombres des arcs supportes, situes d’une part de l 
et de l’autre, ne sont pas egaux, par exemple k>m—k, alors 
en dóplacant parallelement l suffisamment peu vers les arcs 
A,-Ja, on augmente le nombre des points d’intersection de 
cette droite avec ces arcs de k au moins, en ne perdant ąue 
m—k<k points d’intersection avec Le nombre total
des points d’intersection avec l’arc ne peut que s’augmenter 
(fig. 2a).

Si k — m—k, on effectuera une rotation de la droite autour 
d’un point d’appui extreme (au sens de l’ordre naturel sur la 
droite). Les arcs It, s’appuyant aux points restants, se repar- 
tissent de part et d’autre de Z en ąuantites inógales et, par 
suitę, en tournant la droite suffisamment peu dans la direction 
ou se trouvent le plus des arcs, on augmente, comme tout-a- 
1’h.eure, le nombre de points d’intersection de l avec K (fig. 2b).

Lemme 6. Si une droite [p0Jol ($o+0) appartient au para-
tingent de l’are K en un point 0(so) de K, le point (poJo)
plan (pd) est un point de discontinuite de la fonction
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Demonstration. Si [p0,^0] appartient au paratingent de
K en 0(so), il existe, pour tout couple e>0 et >/>0, deux
nombres s17s2 e (s0—e, s0+e) tels que la corde, joignant les
points $(8^ et 0(s2) de l’arc forment avec la droite [p0,$0] un

Fig. 2 a.

angle plus petit que p. Comme on l’a deja remarque, il existe 
alors une droite l, parallele a cette corde, qui, ou bien est 
droite d’appui de K en un point 0(s') tel que s1<s'<s2, ou

bien a avec 0((Si,sa)) une infinitó de points communs. Dans
les deux cas, le point (p,&), correspondant a cette droite, est
un point de discontinuitó de la fonction En effet, si
la droite [p,$] est droite d’appui de l’arc et le coupe en un
nombre fini de points, (p,$) est un point de discontinuite en
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vertu du lemme 5; si [p,Ą] coupe l’arc en une infinite de points,
c’est-it-dire N^(p,??) = oo, (p,$) est un point de discontinuitó.

La droite [p0,#0] es^ donc la limite d’une suitę de droites
[?>«,#«] telles que (pn,Ąi) sont des points de discontinuite de
la fonction NK{p,d). Si il s’ensuit que (po,$o) est la H~
mite de la suitę des points de discontinuite de Ng^p,^), par 
suitę, qu’il est lui-meme un point de discontinuitó de cette 
fonction vu que 1’ensemble des points de discontinuite de 
celle-ci est fermó.

Lemme 7. Soit 8 un ensemble de mesure positire de points 
de l’intervalle et supposons qu’a tout point s e S corres-
ponde un sous-intervalle non vide (as,b,) de l’intervalle (0,tc). 
II exiśte alors un ensemble 8'CS de mesure eootórieure positiwe 
et un interralle non vide (a,&)C(0,7r) tels ąue

(a,b)C[J (as,bs).
seS'

Dómonstration. Nous demontrerons d’abord qu’il existe 
un nombre naturel n et un ensemble S"CS de mesure extó- 
rieure positive tels qu’a tout s e 8” corresponde un intervalle 
de longueur >l/n. En effet, dócomposons 1’ensemble $ en 
une suitę {$*} d’ensembles disjoints tels que 8k contienne 
tous les points s e 8 pour lesquels

fc+l<6‘

et que $0 contienne tous les s pour lesquels b8—as>l. Comme

8=2Sk,
A=0

il existe un k0 tel que Sko soit de mesure extórieure positive..
En posant 8"=Sko et -n=fc0+l, on obtient un ensemble 8"
de mesure exterieure positive aux points duquel correspondent
des intervalles de longueur >l/n.

Dócomposons maintenant l’intervalle <0,7t> en un nom­
bre fini m d’intervalles disjoints Ij= <ay, Ą) tels que l/Di<Ą—
—<q<l/2n, et 1’ensemble 8" en un meme nombre d’ensembles
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disjoints 8'/ tels ąue 8'/ contienne tous les points

dant aux points de 8'/ contiennent alors l’intervalle Ij, car 
leur centre s’y trouve et leur longueur est au moins deus fois 
plus grandę que celle de Ij. Puisąue 1’ensemble 8" est de me- 

m
surę extórieure positiye et 8”=^ 8'/, il existe un j0 tel gue 8'f 

soit dc mesure exterieure positiye. En posant (»,&)= («/<>,/U 
et 8’=Sjt, on obtient un ensemble et un interyalle satisfaisant 
aux conditions du lemme.

Dómonstration du theoreme 2. Si le paratingent de K 
en un des points de 1’arc contient plus d’une droite, il con­
tient aussi, comme on l’a remarąue au n° 2, toutes les droites 
d’un couple d’angles opposes par le sommet. Les coordonnees ■& 
des droites appartenant au paratingent recouyrent un inter­
yalle de longueur positiye contenu dans l’intervalle <0, w). 
A chague point singulier $(s) de 1’arc K, on peut donc faire 
correspondre un interyalle ouyert non vide (ug,Z>s)C<0, tc) tel 
que, si as<&<bs et la droite [p,$] passe par le point 0(s), elle 
appartient au paratingent de K en 0(s). Si maintenant 1’en­
semble des points singuliers de est de mesure lineaire po­
sitiye, 1’ensemble >8 des yaleurs du parametre, lui correspon­
dant, a la mesure de Lebesgue positiye, et, en yertu du lemme 1,. 
il existe un sous-ensemble 8' de *8 de mesure exterieure po­
sitiye et un interyalle non vide (Ą,#2) tels que chaąue droite 
[p,$], ou #e(Ą,#2), ąui passe par le point $(s) (s e8'), appar- 
tienne au paratingent de K en 0(s). Ceci est yrai aussi pour 
les droites passant par les points 0(s), ou s e S' (8' dósigne 
la fermeture de 1’ensemble 8'), car le paratingent au point 
frontiere P contient la limite topologiąue superieure des para­
tingents de 1’arc aux points tendant yers P1).

Considerons, pour #e(Ą,#2) fixe, 1’ensemble des p tels ąue 
la droite [p,$] passe par un point de 1’ensemble <P(8’), donc, 
ąu’elle appartienne au paratingent de K en ce point. Cet en­
semble est projection yerticale de 1’ensemble fermó &(8') de 
mesure linóaire positiye sur l’axe u formant avec l’axe des x

x) Cf. Gr. Bouligand, loco cit., p. 75.
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l’augle il est donc de mesure positive pour tous les & a l’ex-
ception peut-etre d’un seul1). Le point (p,&) correspondant
a une telle droite est, en vertu du lemme 6, un point de dis-
continiiite de la fonction Les points de discontinuite
de N^p,#) pour ^=const. constituent un ensemble ferme D&-, 
en outre, pour tout #e(Ą,#2), a l’exception d’un seul au plus, 
cet ensemble contient un sous-ensemble de mesure positive. 
L’ensemble D& est donc de mesure positive. Ainsi, en vertu 
du theoreme de Fubini, 1’ensemble des points de disconti­
nuite de NK(p,-&f a la mesure piane positive, ce qui termine 
la demonstration.

6. Nous construirons un exemple d’arc K pour leąuel 
^k(?>,#)^6, et 1’ensemble des points deuliscontiiuiite de cette 
fonction est de mesure positive (1’indicatrice n’est donc pas 
integrable au sens de Riemann). En outre, cet are aura une 

tangente en chaąue point. Choisissons a cet effet un are PQ, 
d’une circonfórence unitaire, de longueur <tc/2, et construisons 
sur lui un ensemble C non dense, parfait, de mesure positive, 
en rejetant de son rnilieu | de l’arc entier, du milieu des deux 

ares restants de PQ etc. Les points de C feront partie de 
l’arc K. A la place des ares rejetes effectuons la construction 
suiyante (fig. 3): par les extrśmitós d’un are rejete, on mene 
des tangentes a. la circonfśrence, et on remplace cet are par 
un autre, renfle, ąui a les propriśtes suivantes:

1° il est compris entre l’arc rejete et les tangentes,

2° il a en chaąue point une tangente continue convergente 
vers la tangente a la circonference lorsąue le point de contact 
■converge a l’une des extremites de l’arc; la tangente en un 
de ses points formę avec la droite qui le joint au centre de la 
circonference, un angle egal a tc/4,

3° il a, avec toute droite, trois points d’intersection au 
plus, et un point seulement avec le rayon de la circonference.

b C’est un eorollaire innnediat d’un theoreme de A. S. Besicovitch.

■On the fundamenta! geometrical properties oj linearly measurable piane sets,
Matli. Ann. 98 (1928), p. 422-464, en particulier p. 426, et de la remarąue
que tout sous-ensemble d’un are simple est regulier (voir la deuxieine
partie du meme memoire, Math. Ann. 115 (1938), p. 296-329, en parti-
•culier p. 304).
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L’ensemble C completó par de tels arcs formę une eourbe K 
ąui est un are simple en vertu de la propriete 3°, et a une tan­
gente en chaąue point; la tangente aux points de G est con- 
fondue avec la tangente a la circonfórence. Le paratingent 
aux points de G contient, a part la tangente, une droite paral­
lele a la corde PQ de 1’arc choisi plus haut. En effet, on dó-

montre aisement ąue la condition 2° entraine l’existence d’un 
point, sur chaąue are complómentaire, en leąuel la tangente 
est parallele a la corde PQj mais, comme chaąue point p de C 
est la limite topologiąue d’une suitę d’arcs complementaires, 
il est la limite d’une suitę de points auxquels le paratingent 
contient une droite parallele a PQ et, en vertu des propriótós 
mentionnees du paratingent, celui-ci au point p possede une 
telle droite. Tous les points de G sont donc singuliers et 1’en­
semble des points singuliers de 1’arc K est de mesure positive. 
Si nous prouvons que K est rectifiable, il en resultera, en 
vertu du thóoreme 2, ąue 1’ensemble des points de disconti- 
nuite de 1’indicatrice de K est de mesure positire. L’indica- 
trice etant bornee, il resulte en effet, en vertu du theoreme 
de Crofton, ąue K est rectifiable. Reste a demontrer que 

Si une droite ne rencontre pas 1’arc de circonfe­
rence PQ, ou y est tangente, elle ne peut couper qu’un ren-
flement de K, donc, en vertu de la propriótó 3°, n’a avec K

ąue trois points communs au plus; si une droite coupe 1’arc PQ
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XXV. 21



322 II. FAST ET A. GÓTZ

en un point quelconque, la demi-droite, bornee par ce point 
et situee a l’exterieure de la circonference, ne pent couper, 
en vertu de la proprióte 1°, qu’un are complementaire; elle 
n’a donc avec K, en vertu de la propriete 3°, que trois points 
communs au plus. Comme une droite arbitraire peut couper 
l’arc PQ de la circonference en deux points au plus, le nombre 
des points d’intersection de cette droite avec l’arc K ne peut 
depasser 6.

Państwowy Instytut Matematyczny
Institut Mathematiąue de l’Etat



O nPEAEHAX HEOnPEAEHEHHOCTM HACTHblX 
CYMM TPkirOHOMETPMMECKMX PAAOB

JJ. MBHBIIIOB.

BsefleHue. H. Steinhaus [1] 3,aa npuiwep TparoHOMeTpa- 
uecKoro pa^a

oo

(1) (an cos n.y + bu sin nx), 
n=l

pacxo,a,flin,erocs Bdo,a,y h y^oBJieTBopHroiijero ycjoBnaM

(2) lim an — 0, lim bn = 0.
Zl->oo Z2->OO

Eipe paHbine H. «I y 3 u h [2] nocipoM npmiep TpuroHOMeTpnuecKoro 
pa,ąa (1), ysoBaeTBoparoipero ycjtoBiurw (2) u pacxo’ianieroca hohth 
Bcro^y!).

OóosHaanM nepes $„(«) cyMMy n + 1 nepBŁix aaeHOB pa/ia (1),. 
t. e. nOSOHtHM

n

(3) ^„(.t) = ^ + («* cos fc.T + lk sin kx) (n = 1,2,3,...).

*=i

Mojkho 3,oKa3aTŁ, hto He cymecTByeT TpuroHOMeTpmiecKoro pa^a (1), 
ySOBaeTBoparom,ero ycaoBnaM (2) h Taaoro, aro 3,aa jnoóoił iioapacTaio- 
nieft nocaeflOBaTejiŁHOCTH HaTypajn>HMx aiice.i wA, 7c=l,2,3,.„, ([lymiiuin 
^/ił(®), fc = l,2,3,..., He CTpeMHTca k KOHemoMy npe^eny npn k-^-oa 
b .11060 ii TOHKe cerMeHTa [—71, tt] 2). C Apyroft CTopoHti, mojkho ;p>- 
KasaTt, cyin,ecTBOBanne rparoHOMeTpwiecKoro pa^a (1), ysoBaeiBopajo- 
njero ycaoBino (2) a TaKoro, hto ^jih moóoft BoapacTaioipeil nocjie^o- 
HaiejiŁHocTH naTypa.ai>in>ix aacea nk, k = l,2,3,..., (pyHKĘini S„k(x)

') C. CieiKHH [3] ycTaHOBiiJi, uio TpuroHOueTpHuecKHn pan, no-
CTpoeHHMii II. JIy3HHbiM, pacxoa,HTca b c ro u y.

!) [4], cip. 197.
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He CTpeMHTCH k KOHeHHOMy npe^ejiy npu /c->oo iiohth Bcro/iy Ha
[—71, Tl] 3).

9tot pesyJiŁTaT mojkho HecKOJiBKO ycnjniTB; a. hmchho, mojkho 3,0-
KasaTŁ cjie^yroiąee yTBepjK^eHHe:

Te operna 1. Cywftcmeyem mpuzonoMempunecKuu pad (1), ydo- 
BJiemBopMwui/Uu ycJioeusiM (2) u manou, urno du jiwSou 603pacmaw- 
meit nocjiedosamejiBHocmu HamypajiVHux nuceń nb, /c =1,2,3,..., 
BunoMtftwmcft paseucmsa

(4) lim inf Sn/l(.-») = — 00, lim sup 00
A->oo A->oo

ncnniu Bcwdy na [—71,71].
Teopewa 1 nojiynaeTCH, Kau cjieACTBne, H3 óo.iee o6in,eft TeopeMH, 

jpia (popMyjiitpoBKH KOTopoii Han noHa/i,o6aTCH onpeflejeHHH BepxHero 
u HHatHero npe^ejioB noeae^oBaTejiBHocTH n.3MepnMi.ix (JpyiiKunii.

lIpe^,nojo>KHM, hto (()yiiKi[iin gh(x), k —1,2,3,..., H3Mepmn>i n ko- 
HeHHBi noHTH Bcio,a,y Ha HeKOTopoM cerMeHie [a, b]. Mbi CKaujeM, hto 
HSMepHMaa (jjyHKĘHH F(x)* 4 5), onpepe.iennaH hohtii Bcio^y na [a, i], 
ecmi Bepxnuu npeóe.ii no Mepe na [a, fe] nocnedoBameniMocmu (pyHKyuu 
yh(x), 7c =1,2,3,..., ecjiH #(#) ynoBJieTBopjreT cjresyioinHM ycjioBHHM:

’) [4], CTp. 198.
4) F(x) MOŻKCT paBHHTBCH -f- OO UJIH — OO lia NHOJKeCTBC ITOJIOJKHTeJIb- 

hoh wepbi.
5) Ecan <p,(x) h <p„(x) «Be KaicHe-HHÓynb n3MepnMbie ^yHioimi, onpe-

(a°) lim mes {£[(/.(#) ><?(#)] • M®) >^(®)]} = *> 3)
A->oo

ipia jnoóoft H3MepiiM0^ 4>yHKHHH onpe^ejieHHoii hohtii Bciojty
Ha [a, fe];

(b°) lim sup mes {E[gk(x) >¥»(«)] ■ E[F(x) >¥’(.«)]} > 0
A->oo

jura .nioóort H3MepnMoft <()ynK[i,nn y>(x), onpeflejieHHott hohth Bcro^y na 
[a, 6] h TaKofi, hto mes jfc’[J'(a?)>y>(a;)]>0.

ibymcunro 6r(®), H3MepnMyro h onpe^ejieHHyio hohth uciopy na 
[a, b], mbi Óy,a;eM HaSBiBaTb hubichum npedenoM no Mepe na [a, &]

flejieHHbie iiohtii Bciojiy Ha [a, &], to mbi óyaew oóoBHanaTb, ican oómhho,
nepea > <jp2(a;)] MiioacecTBO Bcex tohcic Ha [«-, J], hjth kotopbix
?i(«) > ?>»(»•
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nocjiedoeameMHocmu. ipyHKyuu gk{x), A" =1,2,3,..., ecM (?(«;) y^o- 
iwieTBopsieT cjreflyroiĘMM vcjiobhhm:

(a°) lim mes {k[gb(x) <?(.«)] • ®[r(«)<<?(«)]}= 0 
A->oo

.Ąjia aroóoft HSMepHMoft (JiynKHHM r(a>), onpe^eaeHHoft uohth BCiofljr 
Ha [a, &];

(p°) lim sup mes {E[gk(x) <%(x)] • E[G(x) <%(x)]} > 0 
A->oo

flas JiioÓoii MSMepuMofi (JmiKumi %(x), onpe^eaeHHoft hohth Bcro^y 
xa [a,b~] m Taitoii, hto mes E[G(x) <z(®)]>0 6).

KaK Ółijio AOKasaHO b paÓOTe [5], BepxBiift h hhskhhS npe^eati 
ho Mepe onpefleaHroTCH oĄnoBHaHno c tohboctbio 3,0 MHoiKecTBa Mepu 
iiyjiB h oóaaflaroT MHoruMH cBoficTBaMn, anajornuHLiMii cooTBeTCTByio- 
ipHM CBOfiCTBaM ()6lIHHMX BepXHHX H HI1JKHHX Iipe^ejOB.

Kpoiie Toro, cnpaBe/i.niBa eaeiyroiuaH TeopeMa:

Teopeua 2. Ecjim F(x) u G(x) siBMmmcfi coomeemcmeenno- 
uepxHuM u huoichum npedeMtMu no Mepe na [a, b] nocjiedoecmem- 
Hocmu (fiyHwąuu gk(x), A; =1,2,3,..., mo

lim inf g (x) < G(x) < F(x) < lim sup gAx) 
A->oo A->oe

noumu scwdy na ceeMenme [a, ó]7).
TeopeMa 1 nosynaeTCH, Kait uacTHufi caynań, aa caejiyioipeii 

TeopeMBi:

TeopeMa 3. Hycnie u3MepuMue (frynnyim G(x) u F(x) onpe- 
deMHHbi, u ydoejiemeopnwm Hepaeencmey

(5) G(x)^F(x)

noumu ecwdy na eesMeume [—71, 8). Toeda momcho onpedenumu 
mpuiOHOMempuHecKuu pud (1), ydoBnemBopmoWjUu ycMsustM (2) u ma- 
kou, nmo, 6o-nepsux, F(x) u G(x) HBJiMomcn coomBemcmBeuno 
sepxHUM u huokhum npedeMMU no Mepe na [— n, n] nocnedoea-

8) [5], CTp. 4.
’) TeopeMa 2 aBJiaeTCH HenocpeaciBeHHMM cjieflciBaeM TeopeM C, Fu Gf

paóoTM [5] (cTp. 14, 18 h 19).
8) (?(«) h F(x) MoryT paBHHTbca -p 00 MH — co Ha MHoacecTBax no-

JIOJKHTeJIbHOfi Mepbl.
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meMHocmu eeo Hacmuux cyMM u, bo smopw, hu jiwóou B03pac-
rnamyeu nocMdoeameMHocmu HamypaMHux wceji nk, k—1,2,3,...,
BWWJiHftemcft paBencmBo

(6) lim inf Snb(a)) < G(x) < F(x) < lim sup
&->oo A->oo

uoumu Bcwdy Ha [—tt, tt], ede Sn(x) onpedejiftemcft u3 paBeucmea (3).

TeopeMa 1 noJiynaeTca na TeopeMŁi 3, ecjm hojiokhte b oiofi no- 
cae^Heft TeopeMe (?(«?)==— oo, /<’(;/;) =-|-oo serowy Ha cerweHTe 
[— 71, Tl].

§ 1. 3,.is flOKasaTejBCTBa TeopeMti 3 hhm noHafloÓHTCH HecKoatKO 
onpefle.ieHHft n jibmm.

Je mm a A. Hycmb Em, m—1,2,3,..., eemb nocjiedoeameMHocmi, 
u3MepuMux MHootcecmB u pm, »? = 1,2,3,..., — nocJiedoeamejnHocmb 
HamypaJibHUK nuceui, nomopue ydoBMmBopstwm ycMBuftM:

I. JJyisi m—1, 2,3,

(1.1) mes Am = (/>—a) A, EmC(a,b), 

zde a, b u 1 ne 3aeuctm om m u X ydooMmeopnem nepaBeHcmey

(1.2) 0 < 2 < 1.

II. KaMcboe u3 MHooicecmB Em, m=1,2,3,..., cocmoum u3 ko- 

Henuozo uucm hb nepeceKawu<,uxcft uHmepsaMB, Konyu icomopux 
naocodfimcfi cpedu moueK

(1-3) « + (« = 0,l,2,..,2pm).
“Pm

III. ^lucjia —----- — t^ejiue.
Pm

IV. naofedoeo 3HauenuR m = 1,2,3,..., ece Mnowecmea

(1.4) (b — a,)(t — 1)
2 pm “Pm /)

UMewm odwy u my otce wepy Mm, Komopaa, eooóiąe zoeopft, 3aeucum
om m, ho ne 3a6ucum om t.
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IIpu 9mux ycjioBU5tx

mes lim sup Em = b — a 9).
m->oo

HojibsyHCB JieMMoft A, mbi mojkom AOKasaiB cjesyroinyro JieaiMy:

JeMMa B. ILpednojiman, nmo s ecmi> Kanoe-Huóydb HamypaM- 
Hoe hucjio, pa3deMM cesMenn [a, na 2S pamux uacmeu u 0603- 
homum nepe3 xst, 1=0,1,2,..., 2S, mounu dejienuft, nepenyMepoBaHHue 
cjieea na npcieo, m. e. iwmucum,

(1-6)
, (b — a)t

— a + (1=0,1,2,..., 2S).

3bada, o6o3HaHeHue

(1.7) Es,v
2S—1_ 1

= (xs,2J+ę, ®«,2/+e-|-l) (fa=0,l; s=l,2,3,...),
1=0

óydeM uMemb

(1-8) mes lim sup 1
m-^00 ~ Om sup E,m.

m-^-00
,eC(a, 6) (o=0,1)

Sm jiwóou BO3pacmawuifiłi noc/iedoeameMHocmu uamypaMHux uuce/i 
3 m j = 1,2 3,...

Bbibo^ aemmli B hs icmmm A. Bs paBeHCTBa (1.6), cJie- 
Uyer, 'ito jiioćobo naTypajbHoro s;

(1.9) ®s>o = a<®.,i<«s,2< ... <a?s,2« = Z>,

(1-10) = ■ (1=1,2,3,.,,2‘),

oTKy^a Ha ocHOBaiiuu (1.7),

ł) --- a
(1-11) mes E,t9 = , Es,e C(a,b) (p=0, l;s=l,2,3,...)

9) J(m cjiyaaa a=0, b=2n neMMa A soica3ana b [4] (§ 8, CTp. 220-223).
OGimifl cnyuaft noaynaeicH hb jjaHHOro nacTHoro cnyaasL npn noMomn
jiHHeiiHoro npeoópa3OBaHna. B [4] b ycaoBHH II npeanojiaraeicsi, hto mho-
acecTBa Em coctoht h3 KOHeHHOro nncna ceriieBiOB (a He HHTepBaaóB);;
o^naKO aaMeita cerMemOB HHTepBanaMH b ycjiOBiui II He Bjuniei Ha cnpa-
BejpiHBoeib neMMbi, Ta« KaK Mepa MnoaceciBa He 3aBncnT ot cneTHoro mho-
atecTBa Toneic.
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u, cieflOBaTejLHO, ,'i.ia Jioóoii BO3pacTaioni,eft iiocjie^oBaTe.ibHocTu aaceJi
sm, m = 1,2,3,..., Kaat^aa ns nocje^oBaiejMiocTeft MHoacecTB ®s„,,or
m—1,2,3,..., u ESm,i, m=l,2,3,..., yflOBjreTBopaeT ycjoBnro I aeiiMBi A,,
ecjin b 9Tofi jeMMe nojoacHTŁ Am=f, m=l,2,3,..., h b3htb ESm,o
mm BiiecTo Em. Kposie Toro, Ha ocHOBaHUM (1.6) h (1.7) Kaac-
Aoe as MHoatecTB ESm,o a w = 1,2,3,..., coctoht h3 KOHeaHoro.
TOCaa OTKpBITBIX HHTepBa.IOB, KOHIIBE KOTOpBIX HaXOflHTCH CpeflH T04CK

« + (4=0,1,2,..., 2*"').
2 m

B tbkom c.iynae Kaaj^aa n3 nocae^oBaTejBHocTefi MHoacecTB Es , (J,. 
w, = 1,2, 3,..., u Eg j, m = 1,2,3,..., y;[OB,’ieTBopaeT ycaoBHto II 
jeMMBi A, b KOTopofi noaaraeM

,(1.12) 2’m = 2Sm_1 (^ = 1,2,3,...).

Ils paBeHCTB (1.12) c.'ie;iyeT, hto

P m-j-1 ■— g^m-pl sm
~pZ

a Tan KaK sm4-i>sm, m=l,2,3,..., to oTHoineHHe pm<1/pm paBHO 
neaoMy HHC.iy ^la .iroóoro w, t. e. ancjia pm, m=l,2,3,..., y^OBJie- 
TBoparoT ycjroBBK) III JieMMBi A. ^OKaateM TenepB, hto Hacaa pm, 
wi = 1,2,3,..., a Kaaęjaa 03 nocje^oBaTejiBiiocTefl MHoacecTB Esm,o, 
m —1,2,3,..., h m=, 1,2,3,..., y^oBjeTBoparoT yMOBHio IV
JieMMBI A.

Ilojraraa

(1.13) (4=0,1,2,„,2’% m=l,2,3,...\

MBI BH^HM, HTO jmJ aB.T0K)TCH Ije.IBIMH HHCJiaMH, y^OBJieTBOpHKHUHMH
HepaBeHCTBaM

(114) jm,o = 0<jm,i<ym,2< ... <jm,2s« = 2Sm+1_1 (ot=1,2,3,...X

KpoMe toto, conocTaB.iaa (1.6) 0 (1.13), noayaaeM
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OTKJTja, Ha OCHOBHHHH (1.9)

(1.16) = mes{tfSm+M •(^m+1,i,.'Sm+1.,+1)} =
—1

1

meS l^Sm+l-e ’ (■/'sł/i+l>2j+1’ a,sm+l>2/+’+1)} 
r=0 i=1mtt—x

(0=O,1; ™=1,2,3,...; t=l, 2,3,..., 2Sm).

Ife paBeHCTBa (1.7) h HepaBeHCTB (1.9) aie^yeT, hto

‘ (;Z'sm+l >-7+e ? :rsm+1,2/+(>+l)} = ('Tsm+l2/+e> :r»m+l>2/+e+1) 

(o=0,l; ?=0,l,2,..,2W-1-!; m=l,2,3,...),

’ (^sm+l>2/+»’ ^»m+l>2/+’+1'} = ® 

(o=0,l; r=0,1; ?=0,1,2,..., 2Sm+1~1—1; m = 1,2,3,...),

oTKyfla, Ha ocHOBaHHii (1.14) m (1.16),

1
mes {ASm+1,? • (,z‘S(nrSmi<)} = (xSm+i/ij+e+i ^sm+1,2/+?}

j==imi t—1

(o=0,l; m = l,2,3,...; i = l,2,3,...,28"-),

a b tukom cjiynae, b CHjy (1.6), (1.12) h (1.13),

(6-g)(t-l)
2S™

(&—g)A|
2S™

— mes
(b—a)(t—l)

*Pm

g +

b — a
2s«>+i

?' m.i—1)
b—a.
2s">+i

. 2sm+l~sm—1 b—a,
*7^

(P=O,1; m=l,2,3,...; J=l,2,3,..,2pm\

Hb nocjreflHero paBeHCTBa cjie^yeT, hto HHCia p , m = 1,2,3,...,
h KaMc^aH H3 nocjieAOBaTejŁHOcTefi MHoatecTB J®sm,o, = 1,2,3,...,
H 111 = 1,2,3,..., y^OB.TOTBOpHJOT VCJIOBHIO IV JieMMBI A, B KO-
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Topoń mbi noaarae.M JZ„, = (/>—a)l&pm. PaHtine mk ysce Bu^eaii,
hto Te ®e Hnc.ua u Te Hte nocjie^oBaTejiEHOcTa mhojkcctb yflOBJieTBo-
paioT ycJioBHSM I, II, III aeMMŁi A. B tskom cuyaae, Ha ocHOBaHHii
3T0ft jeMMBI, BMHOHHHeTCH HepBOe COOTHOHieHHe (1.8) flJIH p = 0 H g = l.

Hs paBeHCTBa (1.7) a HepaBeHCTB (1.9) cjte^yeT, hto ES:C,C(a, b), 
g=0,1, s=l,2,3,..., a b tbkom cayaae ÓyapT błihojiiihtlch Taote 
BTopoe cooTHoraeHHe (1.8) flaa <>=0,1. TeM caMtiM jiewMa B ;ioKa3ana.

BBe,a,eM Tenepa cnenyioipee onpefleneHae. BoBMieM .ape nocje/ioBa- 
TejIŁHOCTH HHCe.I
(1.17) U1} U2,..., Um,...
H

(1-18) Kx,

npHHeM óyąeT npe^noaaraTŁ, hto Kaac^oe as aaceji Um a Vm h.ih 
paBHO KOlieHHOft Be.lMHHHe, Hffl paBHO -j- OO, MH paBHO — OO.

Bya,eM roBopaTt, hto nocae^oBaTeaBHOCTH (1.17) a (1-18) hbjih- 
jotch pasHocmenenno cxodmuluMucft, ec.ia bmhojihhtotch c,ae;i;yroin,Me 
ycjioBiin:

(a) U,„—Vm cTpeMHTca k Hyaio, KOi';pi m B03pacTaeT, npaHHMas 
SHaieHHH, r'VIH KOTOpMX OÓa HHC.Ha U ni a Vm KOHeHHŁi;

(b) U ni n Vm cTpeMHTCH k + oo, Korjia m BO3pacTaeT, npaHaMaH 
SHaneHas, ^hh KOTopux xoth 6bi o^ho as Hncea Um hjih Fm paBHO 
+ o<=;

(c) U ni H Vm CTpeMHTCH I{ —OO, KOrfla' m BO3paCTaeT, npHHHMaH 
SHaneHHH, ^HH KOTOpŁIX XOTH ÓBI OflHO H3 H1IC6J1 Um HIH Vm paBHO 
— oo10).

IIpeflnojioatHM Tenept, hto flBe nocaeAOBaTembHOCTH (fiyiiKiipii

(a) y^®),/2(a?),...,/m(®),-
H
(b) h1(x),h2(x),...,łim(x),... .

onpeAeaeHŁi hohth bcio^y Ha HeKOTopoM cerMeHTe [a, b]11). Mbi 6y- 
fleM TOBOpHTŁ, HTO HOCJie/l,OBaTe.TBHOCTH (a) H (b) HB.THIOTCH pa6- 
HocmeneHuo cKodmuuMucfi nowiu ecwd-y na [a, &], ecjin ohh hbjih-

,0) Korna MLI TOBOpHM, HTO Um CTpeMHTCH K OO HJIH K — OO, TO MLI
He HCKHlOHaeM BO3MOHtHOCTM TOTO, HTO HJIH HeKOTOpbIX 3HaneHnił m Um =
= -|*co HJIH Um — — oo.

u) OyHKiiHH (1.19) h (1.20) MoryT paBHHTbca -|-oo hjih —oo na mho-
3«ecTBax nojioatHTeJibHOft Mepbi.

Hnc.ua
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iotch paBHOGTeneHHO cxo;i,hiu0Mhch b Kaffifloft ToiKe cerMeHTa [a, 6] 
sa HCKJtmeHneM, óbitł MoweT, MHOjKecTBa totok MepŁi hvjił12).

Jlerao flOKasaTt caeflyroiąne yTBepst^eHiiH:

JleMMa C. Ecm nocJiedooameJibHocmu (1.17) u (1.18) stBJiftwmcsi 
paBHocmeneuHo c^odftW/UMucH, mo dwt Jiwóoii B03pacmawwteu nocJie- 
doeameMHocmu namypaMHuw uuceji nik, k—1,2,3,..., nocjiedoBa- 
meMHocmu Um/tl fc= 1,2,3,..., u TTmft, 7c=l,2,3,..., manoiee mm­

mmm paBHocmeneuHo cccodmyuMucfi.

leMMa D. Bo3bMeM nocjiedosameMnocmb uuceji

(1.19) W^W.,...^,...

u npednoJiootcuM, urno, c oduou cmopoHu, dee nocjiedOBamejibHocmu 
(1.17), (1.19) u, c dpyiou cmoponu, dee nocMdosameMHocmu (1.18),
(1.19) fteMwmcfi paBHocmeneHHo cxodftrutUMucn. B wicikom cjiyuae 
dee nocMdoBamejibHocmu (1.17) u (1.18) oSjiadamn meM oice cbou- 

cmeoM.

Je mm a E. Ecjiu nocjiedooameMHocmu (1.17) u (1.18) itBJiftwmcfi 
paBHocmeneHHo cxodaw/uMucfi, mo MHoa/cecmsa ux npedeMHux mo- 

coenadawm.
HenocpeflCTBeHHBiM caeACTBHeM jeMMti E flBaaeTcff

Jeana F. Ecau noa/iedoBameMHOcmu (1.17) u (1.18) newitomcfi 
paBHocmeneHHo exodftvjluMucft, mo

lim inf U,„ — lim inf Fm,
/Z2->OO Z7{->00

lim sup Um = lim sup Vm.
zn->oo /n->oo

<I>opMy;iHpyeM Tenepu aeMMy, flOKasaHHyio b paóoTe [5] u ma»- 
myiOCH OCHOBHOS TTpH 'l,()Ka3ajBCTBe TeopeMŁi 3.

ile mm a Gr. Hycmb darni u3MepuMue c/jyHKifuu G(x), F(x) 
u m=l,2,3,..., onpedeJieHHue. nonmu ecwdy na cezMerime
[— n, 13), npme'M
(1.20) (?(®)</m(®)<P(.r) (m=l,2,3,...)

noumu ecwdy na amoM cezMenme.
12) Oiipeae.ienHe nocneflOBaTenbHOCTea cftymcunii, paBHOdeneHHO cxon«-

hibtxch noBTH BCK>ny Ha HeKOTopoM cerMeHTe [a, ó], 6tino flano b [5] (cip. 27).
ls) 9th tfiynicunir woryT npnHHMaTb óecKOHeHHwe 3HaaeHHa Ha mho-

acecTBax nonoacHTenbHOft Mepti.
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Toeda cyiuecmeyem mpueoHOMempuuecKuu pad (1), tfiyHKąuu-
hm(x), m=l,2, 3,..., nenpepuBHue na u uamypajibHue
Hucjia vm, m=l,2,3,..., nomopue oójiadawm cjiedywwpuMu ceoucmBaMW.

1. lIocJiedoBameMHOcmu (fyyHnyuu m=l,2,3,..., u hm(x),
m=l, 2,3,..., ftBJifiwmcfi pasnocmenenHo cxodnu(UMucfi noumu scwdy 
na cezMenme [— .t, ?r].

2. vm (w= 1,2,3,...)
w

lim [7?m(®) — &.m(®)] = 0
m->oo

noHmu scwdy na [—yt], ede Sn(x) onpedeMtemcfi u3 paeeHcniBa (3).
3. BepxHuu u huokhuu npedejiM no Mepe na [— n, %] nocjiedo- 

eameMHocmu
(1.21) (S\(a7),6’2(^),...,*S'„(,7O,...

paeuu coomeemcmBeHHo F(.:c) u G(x).
4. jiwóou BoapaemaKMJuftu nocJiedoeameMHOcmu namypaM- 

hux uuceji nk, k=l,2,3,..., um Bepxuuu u huokhuu npedejiu no 
Mepe na [—ti,ti] nocjiedoBamejibHocmu (fiyHwąuu S„k(x), k=l,2,3,..., 
paeuu cooniBemcmBeHHo F(x) u G(x), um mookho onpedejiumb uey- 
óueawiąyK) nocjiedo6amejij>Hocmi> uamypajibHux Huceji pk, k=l,2,3,..., 
manux urno
(1.22) lim pk = oo

n->co

u nocMdoBamejibHocmb (frynnu/uu

hPk(x)-^„k(x) (k=l,2,3,...)

cxodumcH no Mepe k uy.iw na [— ti, tt].

5. lim an = 0, lim bj, — 0 14).

14) [5], neMMa 5,2 (cip. 55). B neMMe 5,2 Hyatno B3«Tb hPk (pc) — Snk («) 
BMecTO hPk (pc) — SPk (a?), KaK sto bhrho H3 ee ROKa.BaTejibCTBa (cip. 88).

n->oo n->oo

§ 2. ^oKasaTeiiciBo TeopeMŁi 3. Bobemcm npoHBBo.ubnoe 
HaiypajiŁHoe hhcjio m h pas^ejhm cerweiiT [— n, ji] Ha 2™ paBHtix 
HacTeil OÓoBHaHHM aepea xmt, Z=0,1,2,..., 2m, tohkh ^e.ieHHH, nepe- 
HyMepoBaHHue careBa Ha npaBo. Torjia

(2.1) = + (f=0,l,2,..,2'H).
A
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noaOJKHM

r^e G(x) u b'(x) aBMioTca (pyiitnuiHMii, bxo^ib,hmb b $opMyjnipoBKy

2""-1—1
(2.2) (?==0,1; m — 1, 2, 3,...),

Z=0

(2.3)
1 G(x), ecjiM a?eirm,o • „

f m(x) —| (?».— 1,2,3,...),
| F(x), ecain xellm,i

óy/iyT BSMepiiMM u onpe^eaeHBi hohtb lscio^y Ha cerMeHTe [— 71, tt], 
npiiHCM b3 HepaBeHCTBa (5) (cm. fJiopMyjinpoBKY TeopeMBi 3) n paBeHCTB 
■(2.3) cjreflyei, hto

TeopeMBi !3. Tor^a, na ocHOBaHBH (2.1), (jiynKumi jm(x}, w= 1,2,3,...,

(2.4) «(;r)</m(®)<F(.r)

hohtb Bcrofty Ha btom cerMeHie.
Ils HepaBeHCTBa (2.4) cjie^yei', hto (JiyHKUMH F(x), G(x) b fm(x), 

wi=l, 2, 3,..., y.yoBJieTBopHioT Been ycaroBBHM mmmm G, a b tukom 
c.rynae. na ocHOBaHBB 9Toft mmmłi, mm MOseM onpeflejHTŁ Tpiirono- 
MeTpnnecKHfi psa, (1) n $yHKipin hm(x), w=l, 2,3,..., HenpepBiBHBie 
Ha [—7t,7i], KOToptie ofkiayiynoT cBoftcTBaMH 1, 3, 4 n 5 16).

UpBHHMaH BO BHHMaHHe CBOltCTBO 5 TpHPOHOMeTpHHeCKOrO pHfla 
(1), MH BBĄBM, HTO ero KOOr|)(j;)IIHBeHTLI yflOBJieTBOpHIOT ye.IOBHIO (2). 
KpoMe Toro, b cany cBoficTBa 3 pa^a (1), F(x) u G(x) hbjthiotch 
COOTBeTCTBeilHO BepXHHM B HBJKHBM npefleMMa BO Mepe [— 71, Jl] 
nocaeAOBaTejrŁHocTB ero hhcthbix cyMM. B tukom caynae, hto6bi 3a- 
KOHHBTb flOKaSaTejIBCTBO TeopeMM 3, HaM OCTaeTCH flOKaSaTB, HTO rI.IH 
jiroóoń BospacTaioBjefi nocjieaoBaTe.ihHocTH HaTypa.TBHBix HBceJi nk, 
£=1,2,3,..., BBinojiHHeTcs HepaBeHCTBo (6) hohtii Bcro^y Ha cerMeHTe 
J—5r,7t].

Bo3bmcm iipoii3Boabnyio BospacTaiojpyio noc.ie;i,oiiaTejbnocTb HUTy- 
paaBHBix Hjjcea nk, £=1,2,3,... llpe^nonoataM cnepBa, hto F(x) 
M (?(®) HBJIH1OTCH COOTBeTCTBeHHO BepXHHM B HB3KHBM HpefleJiaMB IIO 
Mepe Ha [—7t,7t] nocne^oBaTenBHOCTn (JjyHKipifi ó'nA(«), £=1,2,3,... 
B TaKOM caiynae, Ha ocHOBaHBH TeopeMBi 2, HepaBeHCTBo (6) BBino.ii- 
HHeTCH nOHTB BClOĄy Ha [—71, Tl].

,5) Hwcjia vnl, KOTopŁie mbi Morjin 6łi onpeaeJiHTh b cirny neMMBi G, 
11 cbohctbo 2, BXOH«inee b (JjopMyjinpoBity otok JieMMbi, naw ne noHajtoÓHTCH.
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IIpe^nojioaiMM TenepB, hto F(a?) h 6r(a?) He hbjesiotcs oĄHOBpeMemio 
BepxHHM n hhskhhm npe^esaMii no Mepe Ha [— n, n] nocaeflOBaTejiB- 
HOCTH $yHKHHft £„*(•«)> fc = l,2, 3,... B TaKOM CIlyHae, B CH.ly CBOtt- 
cTBa 4 pa,n,a (1) n (jty ironii ft 7?m(a?), mohcho onpe^eanTB neyfaiBaioipyio 
nocae^oBaTejitHocTB HaTypaaBHBix Hiicea pk, fc = l,2,3,..., y^oBaeTBO- 
paioimro ycaoBHio (1.22) h TaKnx, hto nocae^oBaTeaBHOCTB (fiynKiipii 
7<PA(a") — zSnA(a?), fc = l,2, 3,..., cxo3,htch no Mepe k Hy.no Ha [— n, tt).

HpHHHMaS BO BHHMaHHe H3BeCTH0e CBOfiCTBO HOCJie^OBaTejBHOCTe®, 
cxoflaniHXCH no Mepe, mbi MoaceM onpe^eaHTB BoapacTaromyio nocjie^o- 
BaTe.IBHOCTB HaTypa3BHI>IX nncea lc„, V = l,2, 3,..., KOTOpBIX BBI-
nOJHHeTCH paBeHCTBO

(2.5) lim [hp’(x) — $„> (a?)] = O
v->co

hohtii Betony Ha [— .i, ti], r>ie

(2.6) p'v = pkv, nv = vkv (v = l,2,3,...X

Bpa otom, b cn.iy paBencTB (1.22) h (2.6), mbi MoaieM npeflnonoiKHTB, hto

(2.7) P'v<Vv+i (r=l,2,3,...).

Tan KaK /i,„(i»), m=l, 2,3,..., n >%(.«), »=1,2,3,..., HenpepiiBHbi 
n, cjeflOBaTeaBHo, KOHeanw Betony Ha [— jt, n], to h3 paBeHCTBa (2.5) 
caeayeT, hto nocjeflOBaTejBiiocTH ^yHKipft ^(ai), v = 1,2,3,..., 
H Sn'(x), V = l,2, 3,..., HB.TM10TCH paBHOCTeneHHO CXO^HII[HMHCH HOHTH 
Bejowy Ha cerMeme [. — n, %]. C Apyroft ctopohbi, b CHjy CBoftcTBa 1 
cfiy ironii ft /zm(a?), iiocJiejioBaTejBiiocTM $yHKijnfi /m(a?), m=l,2,3,.„, 
h 7tm(ai), m=l,2,3,..., iibjihiotch paBHOCTeneHHO cxoflani,HMHCH hohth 
Bciofly Ha [—%,.-!] Tan KaK, na ocuoBannn (2.7), HaTypaiBHBie nuc.ia 
p', )> = 1,2,3,..., oópaoyioT BoapacTaioinyio nocareflOBaTeJiBHocTB, to, 
b cHay .TeMMBi C, nocjieflOBaTeaBHOcTH (fiyiiKniiil /p,(a;), v=l, 2,3,..., 
h 7/p/(a?), i’= 1,2,3,..., HBjiaroTCM paBHOCTeneHHO cxojnniuiM0ca hohth. 
Betony Ha [ — Ti, ?t], a b TaKOM cjtynae, Ha ocHOBaHHH jcmmbi D, no- 
caeflOBaTejBHocTH (JiyHKiinft /P^(a?), v=l,2,3,..., h Sn'v(x), r=l,2,3,..., 
TaKHie HB.iaioTca paBHOCTeneHHO cxo,vhhhmhcii hohth Betony na [—%, tc], 
OTcro^a c.ie,ayeT, b cn.iy aeMMBi F, hto

lim inf fp> (x) = lim inf $n'(a?)
(2.8) ‘”>0° * v^°

lim sup /p»(a?) = lira sup £„z(a:)
ł’->OO i>->OO v

hohth Bcio^y Ha [— tt, n\.
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TaK kkk HBC.ua kv, >'=1,2,3,..., oópaayioT BoapacTaroipyro nocae- 
flOBaTeitHocTL, to, Ha ocHOBaHHH BToporo paBeHCTBa (2.6), Óy^eM HMeTB

lim inf Snk(x) lim inf Sn'{x), 
A~>oo v->oo v

lim sup Sn' (x) < lim sup 8nk(x) 
i’->oo v A->oo

bck>av Ha cerMeHTe [— n, tz] h, cJie^,OBaTejiBHO, hb paBeHCTB (2.8) młi 
BHflHM, HTO

li™ inf X* <n>.\ lim inf /p,(a?),

(2.9) lim cmn Z . I lim eUp g (&)

H0HTH BCłOfly Ha [— 7t, 7z]
iJoKaaceM renept, hto

(2.10) lim inf fp> (x) = G(a>), lim sup fp> (a?) = F(a>)
v->co v t’->oo v

hohth BCio^y Ha cerMeHTe [—tz, tzJ.
Mb HepaBeHCTB (2.3) cne^yeT, hto

(2.11) G(x) < lim inf /pz (a?) < lim sup /p» (a?) F(a?)
v->oo v v->oo v

hohth bc 10,-1,y Ha [—n, 7t).
IIO.IOJKHM

(2-12) _Qp = li m sup Hpiv, B 
V-^CO

Hb paBeHCTB (2.1) h (2.2) cae^yeT, hto MHoacecTBa Hs^, o =0,1, 
s = l,2,3,..., coBirajiaioT c MHoatecTBaMH 2?Sip jeMMti B, ecm hojiojkhtb 
b BToft jeMMe a=—n h b—n. B TaKOM c.iynae, TaK KaK HaTypajit- 
HŁie Huc.-ia p'v, p = 1,2,3,..., oópasyroT BoapacTaiomyio iioc.je-ioBaTe.-ib- 
HOCTB, TO, Ha OCHOBaHHH .MMMM B,

(2,13) mesl?p = 2%, .QpC(— n, ri) (p=O,l).

llpe,PI0JI0;K!«I, HTO X eCTB UpOHBBOJBHaH TOHKH MHOffieCTBa £?0. 
Tor^a, b cH^y paBeHCTBa (2.12), mojkho onpe^ejiHTB BoapacTaromyro 
noc.iejioBaTe.abHocTFj HaTypa.TBHBix HHceai vt, 7=1,2, 3,..., kotopbix

(2-14)
r^e

(2.15) r,- = p'
'"z (*=1,2,3,...).

HBC.ua
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ConocTaBMH paBeHCTBa (2.3) u (2.3), mm bh^hm, hto b paccMa-
TpnBaeMOfi TOHK6 SC BLIIIO.THHeTCH paBeHCTBO

(2.16) /r;(®) = <7(®) ((=1,2,3,...),

a TaK kuk hucjiu vt, (=1,2,3,..., oópa3yioT BospacTaronjyio nocjeAO- 
BUTejIBHOCTB, TO, Ha OCHOBaHHH (2.15),

(2.17) lim inf (®) < <r(a?).
v->oo v

Mbi no-rynuM HepaBeHCTBo (2.17), npe^noiiaraa, hto x ecTB iipon- 
SBoaBHaa tohku MHoacecTBa I20. CaeAOBaTeabHo, b cwy (2.13), irepa- 
BeHCTBO (2.17) BBinojiHaeTCM noHTn nciojiy Ha cerMeHTe [—tt, tt].

ITpeflnO.TOJKHM TeiiepL, HTO X CCTB npOH3BOJIBHaa TOHKa MHOMteCTBa 
£?r Tor^a, npHHUMaa bo BHHMaHiie (2.12), mbi mojkcm onpefleiHTB 
BoapacTaioipyio nocjiefloBaTeaBHocTB naTypa.iBHBix Hiice.i m, (=1,2,3,..., 
JI.HH KOTOpŁIX
(2.18) sceHqhl ((=1,2,3,...),
r«e

(2.19) <Zf = (/. ((=1,2,3,...)

u, cjie/toBaTeatHo, b ciury (2.3), (Ty^en hmctb b paccMaTpHBaeMofi TOHKe se:

(2.20) /,,(*)= TO ((=1,2,3,...).

Tan kuk iiaTypajiBHBie hiicju (=1,2,3,..., oópa3yioT BospacTaio- 
myio Hoc;ie;ioBaTe.’iLnocTj>, to h3 paBBHCTB (2.19) h (2.20) nonynaeM

(2.21) F(cc) < lim sup
v->oo v

a Tan kuk x bct npoH3BOjn>Haa tohku MHOHcecTBU £?x, to, Ha ochobu- 
hhh (2.13), HepaBeHCTBo (2.21) BBinoaHseTcs hohtii Bciojyy na cerMeHTe 
[— %, 5l].

II TaK, MBI yCTUHOBMUH, HTO KHHiTOe 113 HepaBeHCTB (2.11), (2.17) 
h (2.21) BBino.THaeTCH hohth BCio>i,y Ha [—a b tukom cjrynae 
paBeHCTBa (2.10) TaKsie cnpaiie;i,.:inBBi hohth bcio/ij Ha stom cerMeHTe. 
Otcioau cse^yeT, b ciury (2.9), hto iiepuueiicTBo (6) BBinojHaeTca nonTn 
BCio,a,y Ha cerMeHTe [—a, ;n].

Mbi npHHiiH k 3T0My pesyatTUTy, npesnoaaraa, hto F(x) h G(x) 
He aBJIHIOTCH O^HOBpeMeHHO B6pXHHM h hhjkhhm npe^ejiuMn no Mepe 
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Ha [—nocjeflOBaTeatHocTH c[)ynKii,jift S„h{x), fc=l,2,3,... Panonie 
mbi nojyHMH to se yTBepsKfleHae, npesnojaran, hto F(x) h G(af) 
hbhhiotch cooTBeTCTBeHHO BepxHHM h hhskhhm npejejiaMn no Mepe Ha 
[ —zr] nocaeflOBaTeabHOCTH (^yHKijHń Snil(x), k—1,2,3,... CJieflOBa- 
tc.iliio, flaH iifló o ii BO3pacTaiom;eft nocjteflOBaTeitHocTn iiaTypajitiiMx 
HHcea r<k, k—1,2,3,..., HepaBeHCTBO (6) BBinoanaeTCH hohth Bciojiy 
na cerMeHTe [— n, zr] TeM cćimlim ^OKasaTeatcTBO TeopeMBi 3 3a- 
KOHHeHO.
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