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Uwaga. Pierwszy zeszyt czasopisma Polskiego Towarzystwa Matema-
tycznego ukazat sie w roku 1921 p. t. Rozprawy Polskiego Towarzystwa Mate-
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Stefan Kempisty.

O funkcjach pochodnych ograniczonych.

§ 1. Okreslenia wstepne.
Wartoscig graniczng funkcji f(xj w punkcie x0 nazywamy
granice ciggu
/m(u), AN, /(&) >
jesli
ki_m xk = xo,
=00
przyczem ciag {xk} zawiera nieskonczenie wiele wyrazéw roznych.
Liczbg pochodng /\F(x0) funkcji F(x) w puncie x, jest war-
tos¢ graniczna stosunku
AA — Mr0)
X — ir0
w punkcie x0.
Z posrod liczb pochodnych, wyrézniamy gorng i dolng po-
chodng z prawej lub lewej strony t. zw. pochodne Di niego i po-
chodne skrajne to znaczy goérng i dolna.

Funkcjg miarowg X-(E) nazywa¢ bedziemy miare (w znacze-
niu Lebesgue’a) wspolnej czesci przedziatu (x0x~) oraz zbioru E,
jesli x0 < x, w przeciwnym razie przyjmierny

W = — 7 (jB)

Jesli cp(x) jest funkcjg charakterystyczng zbioru E a wiec
réwng jednosci na tym zbiorze i zeru na jego dopetnieniu, woéwczas

*0 Jn
na mocy okreslenia catki Lebesgu e
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Gestoscig S$rednig zbioru E w przedziale (x0,x) jest stosunek
miary wspdlnej czesci tego zbioru i przedziatu (jr0,a?) do diugosci
przedziatu, a wiec gesto$¢ Srednia réwna sie stosunkowi

=1

X—X0'
Gestoscig czesciowg zbioru E w punkcie x0 nazywamy liczbe
pochodng funkcji miarowej i (i?) czyli warto$¢ graniczng gestosci

Sredniej zbioru E w przedziale (%0, x).

Gestos¢ czesSciowg oznacza¢ bedziemy przez 6"E).

Z pomiedzy gestosci czesciowych wyr6zniamy najwieksza i naj-
mniejszg t, zw. gérng d~E) i dolng gestos¢ d,|(E).

Gestoscig zbioru E w punkcie x0 jest pochodna funkcji mia-

rowej - (E)

§ 2 Funkcja o skonczonej liczbie wartosci.

Rozpoczniemy od rozwazania liczby pochodnej Lebesguea
w jednym pukcie. Gdy funkcja przyjmuje tylko skonczong ilos¢
wartosci, wowczas z okre$lenia Lebesgue’a wynika bezposrednio
wyrazenie liczby pochodnej w zaleznosci od gestosci czeSciowych.

Twierdzenie

Zatozenia: 1) cp(x) przyjmuje w przedziale (a, & jedynie,
wartosci 1o, Z,,... Z,

2) zbiory punktow, w ktérych funkcja przyjmuje te wartosci
sg mierzalne, oznaczmy je odpowiednio przez Eo, Er ... E,,.

®(x) = C (pMHd"
J a

4) N<2\GOQ) jest liczbg pochodng catki f2>(r) w punkcie a'o.

Teza: Istnieje przejscie do granicy, ktoremu odpowiada dana
liczba pochodna /N\O(a70) oraz gestosci czesciowe dij(Ei) zwigzane
réwnoscig



Dowdd. Jedli (pfa) jest funkcja charakterystyczng zbioru jEt,
wowczas

2=0
A zatem
0(@Q — O(«b) xEx F
X — Mo OJ 6 w0
czyli
1) X —x0 X —Xa
2-0

Niech

2 Xj, X2, X3,..., XK.

bedzie przejsciem do granicy odpowiadajacym liczbie pochodnej
ANO), przyczem xk 4=.r0.

Poniewaz gesto$¢ Srednia wzoru Eo w przedziatach (icO, xk)
tworzg cigg ograniczony (liczbami 0,]), wiec mozemy wybraé
z tego ciggu czes$¢ zbiezna.

Oznaczmy przez

Iyo Iy.0
5«25+’ 8

odpowiednie wartosci zmiennej niezaleznej; tworza one cigg wy-
brany z ciggu (2).
Wodwczas

-po
r -
hm x0
t=aa ““o

X0
jest gestoscig czesciowg odpowiadajgca nowemu przejsciu do granicy.
Postepujac dalej w ten sposéb, mozemy wyznaczy¢ przejscie
do granicy dajgce oznaczone gestosci czeSciowe wszystkich zbiorow
w punkcie XxO0.
Istotnie, niech

'(3) X2,
bedzie ciaggiem wybranym zbieznosci wyrazen
1*



X/\
- iCo

X —— Xq X—x0 X—x0""' " X---Xo
przyczem

lim xt — xO0:
k=0Q

Z ciggu (3) mozemy z kolei wybrac¢ czes¢

‘rE-H Ao+l
A2 <2 5 ee kS

tak, aby gestosci Srednie zbioru Ei+y w przedziatach (a0, a/jyl) posia-
daty granice, gdy k zmierza do nieskonczonosci.

Stosujagc  wybodr ten n-j- 1 razy, mozemy orzec, ze istnieje
przejscie do granicy

yppa zy-T
4 e Bas-

dajace zaréwno liczbe pochodng /AF(x0) jak i oznaczone gestosci
czesciowe wszystkich zbiorow Et w punkcie x0.

Oznaczmy przez 072?) te réwnoczesne gestosci czesciowe
i opusémy dla skrocenia wskaznik n przy wyrazach ciggu (4), co
bedzie réwnowazne zatozeniu, ze cigg (2) jest poszukiwanym przej-
Sciem do granicy.

Poniewaz na mocy réwnosci (1) mamy

#@\) — _ wvIx0
Xt — Xo X—XN

«=0

wiec, gdy k zmierza do nieskonczonosci, obie strony zmierzajg do
granic zwigzanych réwnoscig

(5) Ano)=
i=0

Whiosek i. Jesli wszystkie zbiory (Ef) (z = 0,... ri) posiadaja
dla pewnego przejécia do granicy rownoczesne gestosci czesciowe
wowczas istnieje odpowiednia liczba pochodna i jest wyznaczona
przez rownosc (5).,

Whiosek 2. Jesli kazdy ze zbioréw posiada jedyng gestos¢
w punkcie 0, wowczas istnieje jedna tylko liczba pochodna w tym
punkcie a wiec funkcja (P(a;) jest rozniczkowalna.

Odwrotne twierdzenie nie jest jednak stuszne, jak wskazuje
nastepujacy przyktad funkcji, ktorej catka posiada pochodng po-
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mimo, ze zbiory Et nie posiadajg oznaczonych gestosci w jednym
Z punktow.
Przykiad. Niech cp(r) — 0, gdy

t—1 k
4,5,... A 4,5,...k
tub
2 I 3l T =< 2 - L
4,5.-A; " 4, b (AL 45."AW 4,5 A:(A--1)

gdzie kip przybierajg wartosci catkowite, przyczem k~"p

I"p~K—3~k+1\
3

Przyjmijmy ~(r) =1 w punktach zbioru okreslonego nie-
rownosciami

J . 3(p-D_ 2 3(p-D+F
4,5 k=4 5. I(lcFl) ' 45..A._r45.. fc(fca-l)

Woreszcie niech <p(x) = | w pozostatych punktach przedziatu
mzamknietego (0, 1).

Oznaczmy przez A2, E} zbiory punktow, w ktérych funk-
cja przyjmuje wartosci 0,1 oraz

Wezmy kolejno pod uwage r6zne mozliwe przejscia do gra-
nicy w punkcie zerowym.

Gdy

k
Xk ~~ Te

wowczas otrzymujemy nastepujagce gestosci czesciowe w punkcie
zerowym:

No(-Bf) = go  "0("2) = i? AC®s) = A

A wiec na mocy wniosku 1

Takiez wartosci otrzymujemy przy

k—1 k



g<tyz stosunek przedziatu iz]._\]c_lfc 4 OA e do (0, xk) zmierza do
zera, gdy k wzrasta nieograniczenie.

Podobniez, jesli

k-1
4,6:Tfc<a;"=4™..1
oraz
2

lim

=00 Xk
odpowiednia liczba pochodna roéwna sie gdyz gestosci S$rednie
zbiorow Ek i A w przedziale i -7) zmierzaja do gra-

nic | i | przy k rosngcym uiedgraniczenie.
Jesli

otrzymujemy te same gestosci czeSciowe, co przy

a mianowicie
VA) —i, "o(A)—i: 7o(-"s)— A

poniewaz Ek i E2 nie posiadajg punktow w jednej potowie prze-
dzialu (0,a\) zaS$ w drugiej potowie gestosci S$rednie zmierzajg
do i" i i-

Obliczajagc odpowiednig liczbe pochodng ze wzoru (5), otrzy-
mujemy znowu i.

Wreszcie dla

i 2
4,5.. . ksXk< 475... I?



mamy gestosci czesciowe:

AV VA A/ =Xx1-, OAS) =  ~j

a wiec
AAO) =4¢T- " +fN=/="

Jesli za§ t =0, gestosci czesciowe sg te same, co przy
2

Najwiekszg wartoscig t jest 1 wolwczas otrzymujemy znowu
te same gestosci, co przy

N=4, 5|A’F

UwzgledniliSmy zatem wszystkie mozliwe przejscia do granicy.
Poniewaz stale A®(b)~ i wi§c 0(a?) jest rézniczkowalng w punk-
cie zerowym, natomiast zaden ze zbioréw E2 i B} nie posiada
gestosci w tym punkcie.

§ 3. Aproksymacja liczby pochodnej.

Korzystajac z funkcji o skonczonej liczbie wartosci a roznia-
cej sie od danej funkcji ograniczonej /'(aj conajwyzej 0 e, mozemy
wyznaczy¢ warto$¢ przyblizong liczby pochodnej catki

FA=Ffg ~d"

Twierdzenie i.
Zatozenia. 1° /(aj jest funkcjg ograniczong w przedziale
(a, b) a wiec
A<fx) <2,

2° f(x) jest funkcjg mierzalng a zatem catkowalng w znacze-
niu Lebesgue’a, przyczem

niech /\”(.r0) bedzie jedng z liczb pochodnych tej catki w punk-
cie
3° Niech
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beda liczbami przedziatu (4, B) przyczem
0—A Ih—B
za$
Il —7L <e (i=0,...ri).
4° Niech Ei bedzie zbiorem punktéw x, w ktérych
<—y(®) <<

Teza. Istnieje przejscie do granicy, ktdremu odpowiada
w punkcie x0 przedziatu (a, ) zaréwno dana liczba pochodna/\F(xa)
jak 1 roéwnoczesne gestosci czeSciowe O"E,), spetniajace warunek

o=a“ So)- 2N M <<e

Dowadd. Niech <p(x) bedzie funkcjg, przyjmujacg skonczong
ilos¢ wartosci

odpowiednio w punktach zbioréw
Eo, Eit..., En
Wodéwczas, na mocy zatozen 3 i 4, zachodzi nierdwnosc
0 </(«) — <plx) <s.

Z ciggu odpowiadajacego liczbie pochodnej /AF(r0) wybie-
ramy cigg odpowiadajacy liczbie pochodnej AN(r0), przyjmujac

1) $(x)==J"°<p(g)dl.

Wybor taki jest mozliwy, poniewaz
®(X) —
«<— 3>
za$
A<cpx) <B

a wiec wszelki cigg wzglednych przyrostow funkcji jest ogra-
niczony przez liczby A i B.
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Z otrzymanego przejscia do granicy mozemy, jak widzieliSmy
w § 2, -wybra¢ ciag
, a?2, e =, -,
ktéremu odpowiadajg gestosci czesciowe O”EJ, spetniajace rownosé

n

)
2-0
Lecz z nieréwnosci (1) wynika, ze
o—7zzz 01 S&dA*"—Xx-V i <E
*O‘J a0 0 J 00
czyli
o< liio) < £
X--- X0 X — Xq

W szczegolnosci

O —=F—"~ — F—~ — — e
— g xk  x0

zatem, przechodzac do granicy, otrzymamy
0 <a™So) — AB(«0) < s
A wiec, na mocy réwnosci (2),
0 =AM — <e
2=0
Twierdzenie 2. Jesli f(x) jest funkcjg mierzalng i ograni-
czong w przedziale (a, 6) za$ wszelki zbidr, okre$lony nieréwnoscig

F<£(

posiada gestos¢ w pewnym punkcie tego przedziatu przy wszelkich
wartosciach a i /?, wowczas catka

posiada pochodng w tym punkcie.

D owdd. Zgodnie z zatozeniem kazdy ze zbiorow Aj okreslo-
nych wyzej posiada gesto$¢ d,"E>) w punkcie x0 przedziatu (a, 6).
Jesliby zatem w tym punkcie istniaty dwie rézne liczby pochodne
catki A(k:)).np. A™VO) i mielibySmy dwie nieréwnosci
nastepujace
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2=0
skad
— £ <A™NO) — < £
przy wszelkich dodatnich wartosciach e
Otéz moze to zachodzi¢ tylko wtedy, gdy

NF(a0) = tF(ro)

A wiec wszystkie liczby pochodne catki F(x) w punkcie x0
sg rowne czyli F(x) posiada pochodng w tym punkcie.

Swoay /,dro(Ei) sg wartosciami przyblizonemi tej pochodnej.
2=0
Poniewaz, jak widzielisSmy, istniejg funkcje réwne pochodnej
owej catki w pewnym punkcie pomimo, ze zbidr
Fla<f(x) <

nie posiada oznaczonej gestosci wiec, naogdt biorgc, wartoscig przy-
blizong bedzie suma

zawierajgca rownoczesne gestosci czesciowe dNEAN.

Nawet, jesli f(x) jest pochodng w przedziale (a, 6), zbiér E
moze nie posiada¢ gestosci w pewnym punkcie tego przedziatu, jak
to wida¢ z nastepujacego przykiadu.

Przykiad. Funkcje <p(x), podang jako przyktad w § 2, mozna
przeksztatci¢, w ten sposob, aby stata sie ciggtyg w kazdym punkcie
przedziatu (0,1) procz punktu zerowego.

Istotnie zbiory Ex i A\, w ktorych go(x) przyjmuje wartosci
0i 1, sktadajgce sie z przedziatdw otwartych zas$ zbior Et w ktdérym

=+
utworzony jest z przedziatdbw zamknietych i punktéw odosobnio-
nych. Pomiedzy 40 Nrwc-j l a 49 YC znajduje sie skonczona

ilos¢ tych przedziatdbw oraz punktow. Mozemy zatem skracajac
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kazdy przedziat zbiorow Et, E2 i Es z obu stron o y dtugosci uzu-

petni¢ funkcje w usunietych czesciach linjowo z zachowaniem cig-
gtosci w przedziale zamknietym (4J)

W ten sposob zbudowana funkcja /(.r) bedzie ciggta przy
0<x<Ll
Gesto$¢ Srednia w przedziale (0, xk) zbioru
Ee = E[Q < ¢
bedzie sie rézni¢ od gestosci zbioru w tym przedziale conaj-
wyzej o cze$¢ 8 tej “osfatniej a wiec przy k rosngcym nieograni-

ozenie otrzymamy jako granice takg samg gesto$¢ czeSciowa, jak
i dla zbioru Er Poniewaz zbior E\ posiada rézne gestosci czesciowe,
wiec zbidr E. rowniez nie bedzie posiadat jednej gestosci w punkcie
zerowym.

Istnienie tego rodzaju funkcji pozwala tylko na ogdélny wnio-
sek nastepujacy.

Whiosek. Jesli funkcja ograniczona w przedziale (a, 6) jest
pochodng, woéweczas istniejg réwnoczesne gestosci czesciowe zbiorow

spetniajgce nieréwnosci

03</(

2=0
o ile
zie, — << E

§ 4. Istotne wartosci graniczne.
Na wielko$¢ sum bedacych przyblizeniami liczby pochodnej
NE(x0) wptywa roztozenie gestosci zbiorow

W< — IC — 5]

w punkeie x0. Wplyw ten ujmiemy przy pomocy pojecia istotnej
wartosci granicznej.
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Okreslenie i. Istotng (aproksymatywng) wartoscig graniczng funk-
cji f(x) w punkcie .10 nazywa¢ bedziemy kazdg liczbe P tego ro-
dzaju, ze goérna gestos¢ zbioru liczb x, spelniajgcyeh nieréwnosé

IJ( —fil <e

jest dodatnig w punkcie 80, przy wszelkich wartosciach dodatnich e.
Whiosek i. Jesli [j nie jest istotng wartoscig graniczng funk-
cji /(@?) w punkcie ir0, wowczas istnieje takie e, ze zhidr okreslony
nieréwnoscig
11O) - 31 <«

posiada gesto$¢ rowna zeru.

Twierdzenie i. Zbior istotnych wartosci granicznych w punk-
cie x0 przedziatu (a, 6) funkcji ograniczonych w tym przedziale jest
ograniczony i domkniety.

Dowodd. Z okreslenia wyzej podanego wynika, ze istotna
wartos¢ graniczna jest przedewszystkiem wartoscig graniczna, w kaz-
dym bowiem przedziale (@20— 6, x0 d) istnie€ musi nieskonczenie
wiele liczb zbioru, w ktérym

5 =<k

Poniewaz zbidér wszystkich wartosci granicznych funkcji w punk-
cie jest ograniczony, wiec rowniez bedzie ograniczong jego czes¢
ztozona z istotnych wartosci granicznych.

Aby dowies¢, ze zbior istotnych wartosci granicznych w punk-
cie x0 jest domkniety, wezmiemy pod uwage jego punkt skupienia ;8.

Pomiedzy liczbami naszego zbioru znajduje sie zawsze liczba
spetniajgca warunek

o< | | <E.

Jesli zatem w pewnym punkcie x mamy

(1) | — P\ <E,
woéwczas zachodzi réwniez nieréwnos$é
) [ 1@ — | < 2.

A wiec zbidr, okreslony warunkiem (1), jest zawarty w zbio-
rze odpowiadajgcym nieréwnosci (2).
Ot6z gorna gesto$¢ pierwszego z tych zbioréw jest dodatnig
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na mocy okreslenia istotnej wartosci granicznej. Tern bardziej wiec
dodatnig bedzie gérna gestos¢ drugiego zbioru.
Poniewaz e jest dowolng liczbg dodatnig, wiec punkt skupie-

nia /7 nalezy do rozpatrywanego zbioru istotnych .wartosci gra-
nicznych.

Whiosek 2. Istnieje najwieksza i najmniejsza istotna warto$¢
graniczna funkcji w danym punkcie x0. oznaczmy je odpowiednio
przez L(x0) i Z(r0).

Jezeli A i B s liczbami ograniczajgcemi funkcjg w prze-
dziale (a, 6), wowczas

A << Z(a0) << L(ar0) < B.
Twierdzenie 2. Najwieksza gestos¢ w punkcie x(
EMf(X)  A(10) 4- ¢e]
réwna jest zeru, gdy s = 0.
Dowadd. Jesli
L(tr)) £
twierdzenie jest oczywiste, gdyz wtedy zbiér E bedzie pusty. Za-
t6zmy wiec
£(#0) “F£ < E.

Poniewaz liczby 3 przedziatu (Ti-j-f, B) nie sg istothemi war-
tosciami granicznemi, wiec kazdej z nich, odpowiada liczba dodat-
nia Sp tego rodzaju, ze zbior punktéw, w ktorych

7(4 —P\

posiada gestos¢ réwng zeru w punkcie x0 (wniosek 1).
Z nieskonczonego zbioru przedziatow otwartych

(?—Ep, fi  Ep
mozna na mocy twierdzenia Bore la, wybra¢ cze$¢ skonczong
(A - £, (fin-- B 4. L),
pokrywajaca w zupetnosci przedziat (L -|- s, B).

Zbior
W4) = L(x0) -j-

jest zatem sumg zbioréw
B)=1/(2)

<o (i=1,2,...»)
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a wiec podobnie, jak i zbiory posiada gestos¢ rownag zeru
w punkcie ir0.
Whniosek 3. Zbidr punktéw
E[f\x) < ~ ¢l
posiada gestos¢ rowng zeru w punkcie x0, o ile £ <<O0.
Twierdzenie 3. Zbior E okreslony nieréwnoscig
Ix) —£</(.r) <L(a) +e
posiada gestos¢ réwna jednosci, jakgkolwiek bytaby liczba dodatnia e.
Dowo6d. Wezmy pod uwage procz zbioru E dwa zbiory
E'=EMX)'Ci—4
N =A/(A="+ 4
Gestosci tych zbioréw sg réwne zeru na mocy twierdzenia 2

i wniosku 3.
Ot6z

zatem, przechodzac do granicy dowolnym sposobem, otrzymujemy
4, =1
Whniosek 4. Gdy
L(€0) = #(r0),
t. . gdy istnieje jedna tylko istotna warto$¢ graniczna w punkcie
0, wowczas zbidr, okre$lony warunkiem
1/(4 — o).l <4
posiada gestos¢ rowng jednosci w tym punkcie i to przy wszelkiej,
byle dodatniej, wartosci fi.
Okreslenie 2 (Denjoy). Funkcje nazywamy aproksyma-
tywnie ciggla w punkcie a0, jesli zbior, okreslony nieréwnoscig

posiada w tym punkcie gesto$¢ rowna jednosci niezaleznie od e.

Whiosek 5. Funkcja aproksymatywna ciggta w punkcie X0
jest funkcjg, ktorej wartos¢ jest jedyna istotng wartoscig graniczng
w tym punkcie t. j.

/'(@0) = L("0) = WV
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Okreslenie 3. Funkcje f(x) nazywa¢ bedziemy aproksyma-
tywnie nawpoicigglta z géry w punkcie z0, jesli zbiér okreslony
nierébwnoscia

/=) < /'00) + «
posiada gestos¢ rowng jednosci w tym punkcie, o ile £ = 0.

Podobnie okreSlamy funkcje aproksymatywnie nawpdlciagta
z dotu.

Twierdzenie 4. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym,
aby funkcja f(xj byla aproksymatywnie nawpdlciagla z gory
w punkcie ic0, jest nierdwnosc¢

/00) = L(x0).
Dowdd. Warunek jest konieczny. Gdyby byto
/'(To) < L(a)0),
wowczas moglibysmy tak dobra¢ e, aby zachodzita (nieréwnos¢
+e< o W—«
Otoz gestos¢ zbioru
WO) + €]
w punkcie ri rowna jest zeru, gdyz f(x) jest aproksymatywnie
ciggta w tym punkcie.
Zatem cze$¢ tego zbioru ztozona z punktdéw, w ktérych
¢00) — s </(.r) < L(@a%) -j- e
miataby rowniez gesto$¢ zero pomimo, ze L(xij jest istotng warto-
$cig graniczna.
Warunek jest dostateczny. Zatozmy

Wo) << A"o),
wé wczas

() L("0) + £ </O0) + «
Zbior
ALA-A < A@?0) e
ma gestos¢ réwng jednosci, gdyz jego dopetnienia
WO)>Wo'+ 0

ma gesto$¢ zero, na mocy twierdzenia 2.
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Lecz, wobec nieréwnosci (3). zbior

jest czescig zbioru
W( </i-r0) 4- g
a wiec ten ostatni posiada rowniez gesto$¢ rowng jednosci w punk-

cie z0 czyli f(x) jest funkcjg aproksymatywnie nawpoiciagla z gory
w tym punkcie.

§ 5. Funkcje pochodne ograniczone a istotne wartosci
graniczne.

W sumach 0i(Ei) znikajg sktadniki odpowiadajgce prze-
2=0 '
dziatowi
<Ar

nie zawierajgcym istotnych wartosci granicznych.
Mozemy, korzystajac z tego, zaciesni¢ zakres nieoznaczonosci

pochodnej catki F(x) — j f&dg-

Twierdzenie i. Jesli funkcja/(x) jest mierzalng ograniczong,
w przedziale (u, 6), wowczas w punkcie x0 nalezacym do tego prze-
dzialu mamy zalezno$¢

[(x0) A o £(a;0)

a wiec liczba pochodna catki nie wykracza poza skrajne istotne
wartosci graniczne.

Dowo6d. Woystarczy uzasadni¢ drugg z nieréwnosci, gdyz
- Z(x0) jest najwieksza istotng wartoscig graniczng funkcji — f(x)
w punkcie .r0.

Zatézmy wiec, ze

ANV = B

Biorac

otrzymamy nieréwnosé

Al=«) — S = £($?) 4- r.
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Zatem zbidr
E[f(xX) =/\F{x0) — €]
stanowi czes¢ zbioru
WTc) = -L("0) + »]e
Poniewaz ten ostatni ma gestos¢ réwng zeru w punkcie a%,
wiec tem bardziej zbior pierwszy.
Otoz, gdy
k =/\F(x0) — E,
zbior
FL¥E/( <M
jest czescig zbioru
E[f(F) >/\7<(a;0) — 9]
a wiec tembardziej

N\ — 0
Zgodnie z twierdzeniem | z § 3, mozemy znalez¢ przejscie do
granicy takie, ze

()

o ile 2+] — e
Poniewaz gestosci czesciowe O”EJ moga by¢ rézne od zera
tylko wtedy, gdy

A~ ——=~8, |
wiec
221"\ N[N\FEN — B2 W),
1=0 i=0
Ot6z
2'w=l,
1=0
zatem

Aarw =2l £

i-O
wbrew nierownosci (1).
Dodatek do Bocz- poi. Tow. matem. 2
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Whiosek i. Jesli /'(a?) jest funkcjg pochodng, ograniczona.
w przedziale (a, &), wowczas mamy

Z(a?) << /(a?) < L(xj.
Gdy w szczegoélnosci

L(@?) = Z(a?),
wowczas
/(@) — L(x) — 1(x)
czyli /(a") jest aproksymatycznie ciagta na mocy wniosku 5 z § 4.

Whiosek 2. Jesli funkcja pochodna posiada w kazdym punk-
cie przedziatu (a, b) jedng tylko istotng warto$¢ graniczng, wowczas
jest aproksymatywnie ciggtg w tym przedziale.

Twierdzenie 2 (Denjoy).

Funkcja mierzalna, i ograniczona w przedziale (a, b~ jest
réowng pochodnej swej catki w kazdym punkcie, w ktorym jest
aproksymatywnie ciggial).

Dowdd. Wyznaczmy przejscie do granicy odpowiadajgce
pewnej liczbie pochodnej /AFJic0) i gestosciom czeSciowym, wcho-
dzacym do nieréwnosci

(I) 0 < AA(AO) C-
Z okre$lenia funkcji aproksymatywnie ciggtej w punkcie
wynika, ze

-|=\/\/) — O,
o ile
L=/(#,) -j- e
lub
Dla pozostatych wskaznikéw i mamy
f(.ro) — It </(a-0) 4- E
zatem
n n i
== — ="\ N\ = I\ N"\/—+—C— =\ "\ _
i—0 i—0 »=0

') A. Denjoy: Sur les fonctions dérivées sommables. Bull. Soc. Math, de
France, 1913, p. 172.
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Poniewaz za$

|
=

_ t=0
wiec

l(a-0) —e < d,,(") </(a-0) + e.
Zestawiajgc ostatnig nieréwno$¢ z nieréwnoscig (1), widzimy, ze
/(@0) — e < A™NO) < A«0) + 2o
jakakolwiek, byle dodatnig, bytaby liczba e.
Zatem
Al*(O =/(a)-

Otéz A.F(a;0) jest dowolnie wzietg liczbg pochodng a wiec
wszystkie liczby pochodne catki fa 0) w punkcie a0 sg sobie
réwne czyli funkcja ta jest rézniezkowalng i

*><m) =./(#<>)e

Ostatnig rownos¢ moznaby wyprowadzi¢ wprost z tw. 1 wo-
bec réwnosci /(.r0) = I(x0) — L(.r0).

Twierdzenie 3.

Zatozenia. 1° /(#) jest funkcjg ograniczong w przedziale (u, b).

2° gdy jest punktem przedziatu («, b),

/(") — F (M0);
3 /(a?0) = L(a-0).
Teza. /(«) jest aproksymatywnie ciggla w punkcie xwy t. j.
Z("0) )est jedyng istotng wartoscig graniczng w tym punkcie.

Dowdd. Poniewaz /(a>0) jest najwiekszg istotng wartoscig
graniczng, wiec w sumie

S(70)

spetniajgcy warunek (1), wszystkie skiadniki odpowiadajgcg liczbom

I( > Z(«0)
znikng, gdyz wtedy
<W) =0.
Mozemy wiec zatozy¢, ze
k = f(x0).
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Utworzmy funkcje <p(x} w sposéb nastepujacy:

F(m =/(ar0), gdy /00),
/(x0) = f(E) w pozostatych punktach przedziatu («, 2).

Niech G, bedzie zbiorem punktéw, w ktérych
A < y@?) < Iit],
za$ /(@?0) — I jedng z liczb Z np.

/(@) I ==h-
Wodwczas
Gf = Et, przy i <Kk,
ci—0, gdy t<<i<jh
G,, = Ek -j- A\4l -j- ... -|- En.

Temu samemu przejsciu do granicy, ktéra daje sume N(a.0)
a wiec gestosci czesSciowe zbioréw Z?, odpowiadajg oznaczone ge-

stosci czeSciowe zbiorow nadto
n k—1
2) ofoy — 210~ —=21&JE,) +FMN((G,,\
i-O 1=0

Otdéz zbior ¢r, sktada sie z tych samych punktéw, co i zbidr

okreslony nieréwnoscig
I\ ——/O>>) = ¥
gdy tylko
KL it

Przekonamy sie, ze zbiér E posiada w punkcie x0 gestos¢
réwng jednosci.

Zatézmy
(3) wW<1.

Poniewaz E= Gn, wiec

@) 2W + ("E) =L

Niech

i=0

bedzie to liczba dodatnia na mocy warunkéw (3) i (4).
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Otoz
K<</<«) —F
gdy i <<k, wiec
<«0) < [/U) —iAq +/O0) (i —)
czyli
(5) ®(«0) <</(a"0) — N,
jakikolwiek bytby uktad liczb [, byleby zachodzita nieréwnosé
Zgi  h I~
Bedzie to spetnione, jesli zatozymy
(6) s<<mM
gdyz
«l? < «-
Z rownosci (2) wynika, ze

o(@l)) — SM —"~[f\M1 —M
gdyz 7
W) = $)(A) + OCE,M + ... + d"En),
na mocy okreslenia funkcji e>(r) i zbioréw
Otéz
L << /(¢0),
wiec mamy
(7 cr(@0) — s(M =0, czyli s(ic0) << o(x0).
Suma s(ir0) spetnia nieréwnos¢ (1)
0 <TM — s(@0) < e,

zatem

(8) 1(@0) < <7(M)4-e,
Nierdwnosci (7) i (8) daja

(9) fIM <°M + ¢

co stoi w sprzecznosci z wyprowadzong zaleznoscig (5). Istotnie
zestawiajgc obie nierownosci (5) i (9) otrzymujemy

fM =fM— W+ E
czyli

W <,
wbrew zatozeniu (6).
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Dowiedlismy zatem, ze

wW=I-

Otéz przejscie do granicy dajagce tq gestoS¢ czeSciowa jest
ciggiem wybranym z ciggu o0 granicy #0 odpowiadajgcego liczbie
pochodnej AJ(ic0). Poniewaz zatozylismy, ze funkcja F(x0) jest
rézniczkowatog w punkcie a0, wiec mozemy wybiera¢ z dowolnego
ciggu zmierzajgcego do X0

Wezmy pod uwage dolng gestos¢ zbioru E w punkcie a0,
ktérg oznaczymy przez

\/\/
Odpowiada jej pewne przejécie do granicy
15 v 1o

Z tego wiasnie ciggu wybierzmy czes¢, dla ktorej

Poniewaz wtedy

wiec

Z drugiej znéw strony

a wiec
MN==<(£) =1
czyli zbiér E posiada w punkcie x0 jedng gesto$¢ réwng jednosci.
Poniewaz liczba dodatnia fi, wystepujgca w nierownosci
(<) —, /W I <
okreslajacej zhidr E jest dowolng, wiec funkcja f(x) jest aproksy-
matywnie ciggta w punkcie Xx0.
Whiosek 3. Jesli, przy tych samych pozostatych zatozeniach
/(a-0) =
liczba 1(x0) jest jedyna istotng wartoscig graniczng funkcji /(a;)
w punkcie xO0.

Zastosujmy do otrzymanych twierdzen wyniki rozwazan § 4
i 5. Jesli funkcja ograniczona jest réwnoczesnie pochodng i apro-
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ksymatywnie nawpoiciagla z gory, wowczas, na mocy wniosku 1z 8 5
/(a?0) << L(x0)
za$ na mocy twierdzenia 4 z § 4,

/(Zo) = L(as0)
a zatem
T(x0) =m L(xoy.

Whiosek 4. Funkcja pochodna ograniczona i aproksymatywnie
nawpoiciggta z gory (z dotuj w przedziale (a, 6) jest aproksyma-
tywnie ciggta w tym przedziale.

Otoz funkcje nawpdiciaglte wprowadzone przez Baire’a sa
oczywiscie aproksymatywnie nawpotciggtemi.

Whniosek 5. Funkcja pochodna nawpdticiggta i ograniczona
w przedziale (a, b) jest aproksymatywnie ciggta w tym przedziale.

Poniewaz na mocy twierdzenia Denjoy funkcja ograniczona
i aproksymatywnie ciagla jest pochodng, wiec aproksymatywna
ciggtos¢ stanowi warunek konieczny i wystarczajacy, aby funkcja
nawpotciggla ograniczona byta pochodna.

Korzystajagc z ostatniego wniosku, mozemy poda¢ przykiad
funkcji, ktéra, podobnie jak funkcje pochodne, jest klasy pierwszej
Baire'a oraz przyjmuje w kazdym przedziale wszelka wartos¢
posrednig miedzy wartosciami na krancach przedzialu (ciggtosé
wedlug Darbouxj a jednak nie jest pochodng

Przykfad. Niech

! 2
J(«) =1, gdy lub 3,,<<a;<3,,

51
f(x) =Q, gdy

Aby otrzymac¢ funkcje ciagta, przy x =}- 0, przynajmniej, ze
/(a?) zmienia sie linjowo w przedziatach zamknietych
19 21 i5 4w
\|’32, 2 37 I5 :1 137
Funkcja /(ic), okreslona w przedziale (0,1). jest oczywiscie
nawpotciaglta gdrnie w punkcie zero a wiec jest granica nierosna-
cego ciggu funkcji ciggtych ¥

¥*) ' W. H. Young. The fundamental theorems of the differential calculus,
'‘Cambridge 1910 p. 7.
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Pozatem przyjmuje ona nieskonczenie wiele razy w prze-
dziale (0, kazdg warto$¢ posrednig miedzy zerem a jednoscia,
w kazdym za$ innym przedziale jest ciggta a wiec posiada i drugg
wiasnos¢ funkcji pochodnych. Nie jest to jednak funkcja aproksy-
matywnie ciagta w punkcie zerowym.

Istotnie gesto$¢ Srednia zbioru E. okre$lonego nieréwnoscig

— /(@"0) | = £,

rowna sie¢ w przedziale "0. ——j |iczbie
31 -j-e
22
gdy e <6 1, otrzymujemy
W) < L
Nie bedac funkcjg aproksymatywnie ciagta, /(ic) nie moze
by¢ pochodng, na mocy wniosku 5.

§ 6. Funkcje pochodne skrajne.

Otrzymane wyniki mogg by¢ rozszerzone na liczby pochodne,
zasadnicze bowiem twierdzenia odnoszg sie wiasnie do liczb po-
chodnych.

Twierdzenie |I.

Zatozenia: 1°f(x) jest funkcjg ograniczong w przedziale (a,

2° f(xQ) jest aproksymatywnie nawpotciagla z gory w pukcie
Xn przedziatu (a, b),

3° = A}Vo)-

Teza. Goérna gesto$¢ zbioru /i, okreslonego nieréwnoscia

1Z0) —/On) | < £,

réwna sie jednosci niezaleznie od e

Dowdd. Zgodnie z zatozeniem 2 i twierdzeniem 4 z § 4, mamy

/(.r0) = L(aa0).

Poniewaz za$ j\x) = /AF{r0), wiec na mocy wniosku 1 z § 5

A zatem
f<Fo) = L(x0)-
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Z dowodu twierdzenia 3 § z 5 wynika, Ze z ciggu

g i

odpowiadajacego liczbie pochodnej A”0), mozna wybra¢ przejscie
do granicy, dajgce gestos¢ czesciowg

<U) = 1
Poniewaz

wiec
VW) =I.

Podobny wniosek otrzymujemy, zaktadajac, ze f(x) jest na-
wpoiciagla aproksymatywnie z dotu.

Okreslenie. Funkcje f(x) nazywac¢ quasi - aproksymatywnie
ciggta, jesli gbrna gestos¢ zbioru okreslonego nieréwnoscig

IT{X) —/t"0) | < £

réwna sie jednosci, niezaleznie od wartosci dodatniej e

Whiosek i. Liczba pochodna ograniczona i nawpoiciagta apro-
ksymatywnie w przedziale («, b) jest quasi- aproksymatywnie cig-
gta w tym przedziale.

Istnieje twierdzenie analogiczne do twierdzenia D enjoy.

Twierdzenie 2. Funkcja ograniczona w przedziale (u, 0) jest

rowna liczbie pochodnej swej catki w kazdym punkcie, w ktorym
jest quasi - aproksymatywnie ciggta.
Dowod. Niech E bedzie zbiorem punktow, w ktorych
/W —/>0) | < £
Jesli wezmiemy przejscie do granicy, ktore daje gorng gestos¢
d4.E) — b

mozemy, na mocy twierdzenia 1 z § 3, wybra¢ cze$¢, na ktorej
istniejg rownoczesne gestosci czeSciowe zbioréw E, oraz liczba po-
chodna A-"Ao), przyczem

O—=N"TO0)

skoro
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Otéz, rozumujgc dalej, jak w dowodzie twierdzenia 2 z § 5,
dochodzimy do réwnosci

ANO) =

Twierdzenie 3. Funkcja ograniczona i aproksymatywnie ua-
wpoiciggta w przedziale (a, 6) jest skrajng pochodng w kazdym
punkcie, w ktorym jest quasi - aproksymatywnie ciggta.

Mianowicie funkcja ta jest gorng lub dolng pochodng z jednej
przynajmniej strony zaleznie od tego czy jest aproksymatywnie na-
wpotciagla z gory czy z dotu.

Dowdd. Na mocy tw. 4 z § 4,

/'00) = L(i0),

gdy x0 jest punktem przedziatu (a, V).

Poniewaz liczba pochodna catki nie moze by¢ wiekszg od
L(x0), wiec tembardziej nie bedzie wiekszg od /(a?0). Lecz /(a:0)
réwna sie liezbie pochodnej na zasadzie twierdzenia 2. zatem jest
to najwieksza liczba pochodna w punkcie zero, czyli goérna po-
chodna. Twierdzenie to z tatwoscig daje sie zastosowa¢ do pochod-
nych Diniego.

Whiosek 2. Funkcja ograniczona i nawpodtciggta aproksyma-
tywnie w przedziale (a, 6) jest jedng z czterech funkcji pochodnych
Diniego, o ile jest quasi-aproksymatywnie ciagglg stale z jednej
strony.

Zestawiajac twierdzenia 1 i 3, otrzymujemy

Whiosek 3. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, aby
funkcja aproksymatywnie nawpdéiciggta gornie (dolnie) byta gorng
(dolng) pochodna, jest quasi - aproksymatywna ciggtosc.

Whiosek 4. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym, aby
funkcja nawpoiciggta byla skrajng pochodna, jest quasi-aproksy-
matywna ciggtos¢, przyczem nawpotciggtosci gornej (dolnej) odpo-
wiada goérna (dolna) pochodna.

Ostatnie twierdzenie pozwala na podanie ogolnej wiasnosci
pochodnych skrajnych ograniczonych.

Twierdzenie 4. Zbior punktéw, w ktorych skrajna pochodna
ograniczona funkcji ciggtej w przedziale (a, 6) jest quasi - aproksy-
matywnie ciggla, jest wszedziegesty na kazdym zbiorze doskonatym.
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Dowdd. Zgodnie z twierdzeniem podanem przez YYoungal),
funkcja pochodna gorna f(x) jest granicg nierosngcego ciggu funkcji
nawpolciggtych dolnie, skoro tylko funkcja pierwotna jest ciggta.
Niech ciggiem takim bedzie

gdzie /,,(z) jest kresem goérnym ilorazow —d|a|A|-<r1;.

Poniewaz funkcja /,(@@?), jako nawpodiciggla dolnie, jest klasy
pierwszej Baire’a, wiec zbior E, jej punktow ciggtosci bedzie do-
petnieniem zbioru pierwszej kategorji na kazdym zbiorze dosko-
natym P. Niech E bedzie czesScig wspdlng wszystkich zbioréw En

Zbior E nie tylko nie jest pusty, lecz jako dopetnienie zbioru
pierwszej kategorji wzgledem jest wszedziegestym na zbiorze P.

W kazdym punkcie zbioru E wszystkie funkcje f,,(X) sa cia-
gte a, poniewaz tworzg cigg nierosnaey, wiec ich granica jest funkcja
nawpoiciagta gornie.

Ot6z, na mocy wniosku 4, gorna pochodna nawpoiciggta gor-
nie jest quasi- aproksymatywnie ciagla, wiec w otoczeniu kazdego
punktu zbioru doskonatego znajdzie sie punkt, w ktorym /(a;) jest
quasi-aproksymatywnie ciggta.

Wilno, grudzien 1922.






