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Dodatek do Rocznika Polskiego Towarzystwa Matematycznego
ukazuje sie w miare potrzeby ogtaszania artykutdéw, pisanych w jezyku
polskim; dotychczas ukazat sie Tom I za rok 1922, Tom Il za rok 1923
i Tom Il za rok 1927.



K. Abramowicz.

O przeksztaiceniu funkcyj automorficznych
wielu zmiennych.

Przedmiotem pracy niniejszej jest zagadnienie o przeksztal-
ceniu funkcyj automorficznych wielu zmiennych. Aby wyjasnié
przedmiot naszych rozwazan, przypomnimy, ze Poincaré w rozprawie
swojejd: ,,Sur les fonctions fuchsiennes et I'arithmétique*, wskazujac
na analogje miedzy funkcjami Fuchsa i funkcjami eliptycznemi,
zauwaza, ze wiasno$¢ dodawania funkcyj eliptycznych moze by¢
uogolniona na funkcje Fuchsa przez rozwigzanie nastepujgcego za-
dania: wyznaczy¢ podstawienie linjowe

AzA-B

Oz-j-D'
nie nalezgce do grupy Fuchsa G tak, azeby funkcja <p(z), nalezgca
do grupy G, byta z funkcjg przeksztatcong <p(Tz) zwigzana zalez-
noscig algebraiczng. Poniewaz nie kazda funkcja Fuchsa posiada
podstawienie T, majace zadang wiasnos¢, to zadanie przeksztatcenia
funkcyj Fuchsa polega: 1) na wyznaczeniu funkcyj Fuchsa (p(z\
dla ktérych zadanie o przeksztatceniu jest mozliwe, 2) na wyzna-
czeniu podstawien T, dajacych zalezno$¢ algebraiczng miedzy <p(z)
i (p(T2).

§ 1. Uwagi wstepne.

Przechodzac do uogdlnienia zagadnienia Poincarego na funkcje
automorficzne wielu zmiennych, bedziemy mogli zadanie o prze-
ksztatceniu tych funkcyj sformutowa¢ w sposéb nastepujacy:

Wyznaczy¢ grupe automorficzng G zmiennych v, vt,... Y,
i grupe ciagla P podstawienri linjowych

*) Oeuvres, t. 11, p. 508.
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(1) Y<— - ji=1,2,..«

w4t

t=l
tak, aby kazde podstawienie T grupy ciagtej P po zastosowaniu
do n linjowo niezaleznych funkcyj automorficznych j\, i,

nalezagcych do grupy Gr dawato n funkcyj przeksztatconych

zwigzanych z poczatkowemi zapomocg n zaleznosci algebraicznych
postaci:
[i,/S>ee») =0 (i=1, 2,... n).

Podobnie, jak w przypadku funkcyj jednej zmiennej, istnie¢
bedzie nastepujace twierdzenie:

Jezeli wieloscian zasadniczyl) P grupy automorficznej G nie-
ma punktoéw wspolnych z granicg obszaru zasadniczego?) D grupy,
to warunek konieczny i dostateczny na to, zeby miedzy n nieza-

leznemi  funkcjami automorficznemi fx, /,,, nalezgcemi do
grupy G, i n funkcjami przeksztatconemi = istniato n
zaleznosci algebraicznych postaci A,.../,,) = 0, polega na

tem, aby grupy G i . posiadaty wspolng podgrupe o wskaz-
niku skoriczonym wzgledem kazdej z nich.

Przechodzac po tych uwagach do przedmiotu naszych badan,
zauwazymy, ze przy sformutowaniu zagadnienia o przeksztatceniu
funkcyj automorficznych wielu zmiennych moéwiliSmy o wyznacze-
niu grupy ciagtej T podstawien linjowych (1) tak, aby miedzy
funkcjami yN i /i(Ki, P2l... Yn) istniata zalezno$¢ alge-
braiczna; zadaliSmy, innemi stowy, aby istnienie zaleznosci linjo-
wych (1) miedzy ukitadami zmiennych:

K, Y,,... Y,,, ¥yt yh

*) Wieloscianem zasadniczym P grupy nieciagtej G nazywamy cze$¢ ob-
szaru zasadniczego grupy, spetniajgca nastepujgce warunki: 1) niema w niej
dwu punktow réwnowaznych wzgledem grupy, 2) kazdemu punktowi obszaru
zasadniczego odpowiada punkt réwnowazny w P.

) Ktadac 34 = yi—+»l/i' i uwazajgc zmienne yk i yk, jako spétrzedne
przestrzeni 2n-wymiarowej, nazywamy obszarem zasadniczym grupy G obszar
2»-wymiarowy D, spetniajacy nastepujace warunki: 1) jest on linjowo zwarty
i lezy catkowicie w odlegtosci skonczonej, 2) przeksztatca sie sam na siebie
przy dowolnem podstawieniu grupy G.
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pociggato za sobg istnienie zaleznosci algebraicznych miedzy funk-
cjami automorficznemi Y») i wy<f Lecz po-
wstaje tutaj pytanie, czy przy przeksztaticeniu funkcyj automor-
ficznych wielu zmiennych, przy istnieniu zaleznosci algebraicznej
miedzy funkcjami Yt,... K,) i y.2,... yn), zaleznosci mie-
dzy zmiennemi Y i y mogtyby nie by¢ linjowemi wzgledem uktadu

W pracy niniejszej zajmujemy sie tern pytaniem dla funkcyj
hyperfuchsowskich n zmiennych w przypadku kiedy wieloscian
zasadniczy grupy niema punktéw wspdélnych z obszarem zasadni-
czym; dochodzimy do wyniku, ze poza jednym przypadkiem, w ktorym
grupa hyperfuchsowska G' zawiera w sobie podgrupe o wskazniku
skonczonym, bedgcg zbiorem podstawien, nie zmieniajagcych pewnej
przestrzeni linjowej, warunek konieczny istnienia zaleznosci algebraicz-
nych miedzy funkcjamiYlr. Yj) i fSyx, yj) polega na tem,
aby zaleznosci miedzy zmiennemi Y iy byty linjowemi. Opierajac sie
na tym wyniku, zajmujemy sie dalej przeksztatceniem linjowem funk-
cyj hyperfuchsowskich n zmiennych w przypadku, kiedy wieloscian
zasadniczy grupy niema punktéw wspdlnych z obszarem zasadniczym;
metoda nasza opiera sie na rozpatrzeniu zbioru punktéw statych grupy
hyperfuchsowskiej; dochodzimy do wniosku, ze poza przypadkami,
w ktérych liczba n zmiennych grupy hyperfuchsowskiej G moze by¢
zredukowang do liczby mniejszej, niz m, istniejg tylko dwa typy grup
hyperfuchsowskich, dla ktérych zadanie o przeksztatceniu jest mo-
zliwe; wyznaczamy w tych przypadkach grupy hyperfuchsowskie
G i odpowiednie grupy ciaggte I\ stuzace do ich przeksztatcenia.

Zauwazymy jeszcze, ze grupa hyperfuchsowska G okresla sie
w sposob nastepujacy: jezelil)

H = x1x! 4- 4- . XX, — x, e
oznacza forme Hermite'a n-j-1 zmiennych x1, X2,... x,,+1, a podstawienia

X =Ka, (—12,..«4-1)
fr-1
tworza zbi6r podstawien, przeksztatcajgcych forme H samg na sie-
bie, to po wprowadzeniu oznaczen:
A AL =< XC =Yt

== A<1 an+l.< == A<l ®«+l,n+l == G == yeen W)

*) aA jest liczba sprzezong z
1*
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grupa niecigglta G podstawien

2aikyk-\-at
f( &=1
2\yk—+b

jest grupg hyperfuehsowskg n zmiennych yt, yt,... v,,.
Obszarem zasadniczym grupy G jest zbi6r punktow (yn y2,..y,,),
spetniajacych nierownoscl):
yij? +yiN + - +y»yt <I;
granicg obszaru zasadniczego grupy G jest powierzchnia H=0.

§ 2. Zadanie podstawowe.

Po zrobionych uwagach przystgpimy do nastepujgcego za-
gadnienia:

Majgc 2n niezaleznych funkcyj automorficznych

FjY., Yt,... £),
(«<==1,2,... n)

nalezacych odpowiednio do grup hyperfuchsowskich Gp i Gf zmiennych
F2)... Y,, i yuyt,... v, zbadaé, jakie zaleznosci algebraiczne:

~(Fn Fs,... F,, yuyir..y.) =0,

(2) JU— .

(FJ1 FJ,... Fnl yly yJ)_O’
linjowe wzgledem zmiennych yi,yt,---yn, powinny zachodzi¢ miedzy
zmiennemi Yy, azeby miedzy funkcjami fjyt, yi,...y,,) i Fj Ft, F2..FJ
zachodzito n zalezno$ci algebraicznych postaci:

®) A(FLFL,72,.../n) =0,

Oznaczajgc obszary zasadnicze grup Gp i Gf przez Dr i Dy,
zatlozymy, ze obszary te wypelnione sa siecig wielo$cianéw zasad-
niczych Pp i P,, i ze dwa dowolnie wziete punkty (G?1, C2,... C,)
i (¢j, Cj,... ¢,), zwigzane zalezno$ciami (2), leza odpowiednio wewnatrz
wielosciandw zasadniczych Pe i P°.

Z obszaru Dy usuniemy:

1) skonczong liczbe m rozmaitosci conajwyzej 00?2"-2 punktow
(yi, yi*>  yii--- ym y'A\ bedacych punktami rozgatezienia dla funk-

') Giraud: Lecons sur les fonctions automorphes, Paris, 1920, p. 58.



cyj algebraicznych Yr, Yt,... Y,,, okre$lonych réwnaniami (2); niech
te rozmaitosci beda:
(4) f, ri,.. viv)

gdzie a() oznacza liczbe wymiarOéw rozmaitosci F®.

2) wszystkie rozmaitosci, rownowazne z (4) wzgledem grupy Gf,

3) skonczong liczbe rozmaitosci conajwyzej 002n_a punktow,
ktorym w przestrzeni 2n wymiarowej (/i,/2,... /,,) odpowiadajg roz-
maitosci, bedace zbiorami punktdw rozgatezienia dla funkcyj alge-
braicznych Fi, Ft,... F,,, okre$lonych réwnaniami (3).

Obszar otrzymany nazwiemy i zatozymy istnienie zalez-
nosci (3).

Mie¢ bedziemy wtedy nastepujgce:

Twierdzenie |: Jezeli funkcja automorfi¢zna, nalezgca do grupy
Gt, nie jest algebraiczng, to w obszarze D,, istnieje nieskoriczona liczba
punktéw Sic,, ¢2,... ¢,) réwnowaznych z punktem. (c,, C,,... ¢j) wzgle-
dem grupy Gf, posiadajacych te wkasnos¢, ze, kiedy punkt fy,, y2,— yn),
wychodzac z punktu (cn c2)... ¢,) i opisujac dowolng krzywa, lezaca
wewnatrz obszaru Dv, dochodzi do punktu S(c,, ¢2)... ¢,), to punkt
odpowiedni (Y2, Y,,... K,) w obszarze Dy, wychodzgc z punktu
(Cv Cj), dochodzi do punktu (Fn Y2,.. F,), w ktorym ma
miejsce réwnosc:

Ft(Y,, Y2,... Yj) = F~C,, C2,... Cj).

Dla dowodu zauwazymy naprzod, ze jezeli "punkt (y,, Yt...Vj),
wychodzac z punktu (c?? c2,... ¢,), opisywa¢ bedzie w obszarze Dv
krzywg C, omijajagcg podane pod 1), 2), 3) rozmaitosci, to w kaz-
pym punkcie tej krzywej beda istniaty w zupetnosci oznaczone
wartosci, jak funkcyj Y,(Y,, Y2,... yn), okreslonych réwnaniami (2),
tak i funkcyj:

FI(YL, Yt,... Y)).

Zwrocimy uwage na punkty (y2, y2,...y), (/), fj) i funk-
cje ftr-- fn)- Jezeli punkt (yt, y2, .. yj) obszaru D,,, posuwajgc
sie wzdtluz krzywej C. dojdzie do punktu 5(ct, c2,... ¢j), réwno-
waznegol) z (cl5 c,,... ¢j) wzgledem grupy G,, to funkcje f,,f2,..f,,
(Jjako nalezace do grupy Gj) powrdcg do wartosci poczatkowych:

") Obieramy na S podstawienie nie eliptyczne, t. j. podstawienie, two-
rzace grupe 1, S, S‘— nieskonczona.
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gdzie (c) == (Cj, c2,... ¢,), i punkt (/,,/2r-./,,) opisze pewng krzywa
zamknietg Cf Funkcja F4(/1,72,...1,), wychodzac z wartosci
A1), /s(c)r« /"(c))» dojdzie do wartosci, bedacej jedng z n, wartosci
(5) K€ 1L, W), vv o mM/TVW, /N1 - »(<7)),
wyznaczonych zaleznoscig algebraiczng /),/2,..0",) = 0; mie-
dzy temi wartosciami znajduje sie i warto$¢ poczatkowa ~(/~(c),
/2(c),... 1,(c)), lecz zatozymy ze funkcja F\ do tej wartosci nie po-
wrocita. Jezeli dalej punkt {y"yir..yn), wychodzac z S(ctl c2,... c,)
i opisujgc droge réwnowazng wzgledem Gf z poprzednio przebyta,
dojdzie do S2(cL c2,...c,), to punkt (/J,/2,...l,) opisze powtdrnie
droge Cf a funkcja ™(/1,/2,..¢/,) przyjmie jednagl) z wartosci (5).
Jezeli punkt (yi,yt,.-.y,,) przechodzi¢ bedzie dalej przez punkty
réwnowazne
Ss(ci, ¢2,... ¢,), S3(cL, c2,... cn)...

to, poniewaz wartosci w ciagu (5) jest skonczona liczba, istnie¢
bedzie przy pewnem g punkt réwnowazny €2,... C,), po
przejsciu przez ktéory punktu (y,, y2,... y,), wartos¢ funkcji F/ff,
fz,... fn) bedzie réwna poczatkowej

NI\, Fx(

Lecz wtedy punkt (Y1? Y2,... Yn) obszaru Dr, wychodzac
z punktu (Cn Cj,... Cn), w ktorym jest

FACV C2)... C,) = F](/1(c),/2(c).... 1,(c)),
dojdzie do takiego punktu
(Ki, Yz,... Y,)4:(a, C2,...C,),
w ktérym bedzie:
y2,... y.) = FI(Cl, c2,... Cn).

Punktéow SI'™, c2,... ¢,) bedzie nieskonczona liczba; niech
one beda:

(6) S, S\ Sh,...
') rézng od poprzedniej; poniewaz, gdyby warto$¢ ta rownata sie po-

przedniej, to droga Cf, przebyta w odwrotnym Kkierunku, musiataby przepro-
wadza¢ te warto$¢ w dwie wartoSci rozne.



Zaktadajac teraz, ze punkt (y,, y2,...y,) doszedt do jednego
z tych punktow SZ(Cj, ¢2)... ¢,) i ze funkcja FAY™ Y2,... Y,) po-
wrécita do wartosci ~(C,, C2l... C,), otrzymamy dalej z nastepnej
zaleznosci algebraicznej

@) AFgAT,,...1) =0,

ze odpowiadajgca temu punktowi warto$é funkcji f,,)
bedzie mogta by¢ tylko jedng ze skonczonej liczby n2 wartosci:

(8) w™), m... rw),... 3°™Ma@),/2(C),.../m

wyznaczonych réwnaniem (7). Jezeli, podobnie jak poprzednio,
punkt (yny2, ..y,) przechodzi¢ bedzie kolejno przez punkty réwno-
wazne (6), to otrzymywane za kazdym razem odpowiednie wartosci
F2(f12 bedg stale wartosciami z ciggu (8); podobnie, jak
poprzednio, stwierdzimy, ze bedzie musiata w ciggu (6) istnieé
nieskonczona liczba punktéw:

SA, SA, SA.,..

po dojsciu do ktérych punktu (y2, y2,...y,), obie funkcje
/2,...1,) 1 F2(Z, f2,..0/,)) wrbécg do wartosci poczatkowych

W)= J,(/(O),

a punkt (Yx Y2,... Yn) w obszarze Dy dojdzie do takiego punktu
Y, Y2,... y,), W ktérym bedzie:

NN =7(0,,N,... ¢,,),
<F) =123, C,.

Rozumujac w ten sposob dalej, udowodnimy nasze twierdze-
nie; stwierdzimy w ten sposob istnienie w obszarze Dv nieskonczonej
liczby punktéw réwnowaznych z punktem (cl5 ¢2,... ¢,), posiadajg-
cych te wilasnos¢, ze, kiedy punkt (yx, V,... y,) dojdzie do ktérego-
kolwiek z nich, to wtedy odpowiedni punkt (Y,, Y2,.. Y,) w ob-
szarze D} dojdzie do takiego punktu (Yx, YS)... Y,)) ={= (C,, C2,... C,),
w ktérym bedzie:

9) vey, r2,... y,) =wvb c2,... c,)

dla ¢=1,2,... n.
Z dowiedzionego twierdzenia nie mozna wywnioskowac, ze
punkty koncowe (Yj, YS)... Y,), w ktérych zachodzi¢ bedzie réw-



nos¢ (9), beda punktami réwnowaznymi z punktem (<71( C2,... C,)
wzgledem grupy Gf; niektore bowiem z punktéw
moga leze¢ nawet w tym samym wieloScianie zasadniczym P°p, co
i punkt ((?!, C2,... C,,\ i naleze¢ do liczby tych r punktow wielo-
Scianu zasadniczegol), w ktdrych funkcja automorficzna Fj Y,, Y2L... Y,)
przyjmuje r jednakowych wartosci réwnych F/A, C2,... C,).

Mie¢ bedziemy

Twierdzenie I1: Jezeli funkcja automorficzna, nalezgca do grupy
Gf, nie jest algebraiczna, to grupy hyperfuchsowskie Gf i Gf zawie-
rajg w sobie dwie nieskoriczone podgrupy izomorficzne G'e i G'f pod-
stawien

n n
2-Aky -f Yatkyk -j- al

yi:kﬁl— 4 f/( —t_ln !
YBk Yk-]1-B Sbkyk-\-b

posiadajgcych te wiasnos¢, ze zastosowanie ktérychkolwiek dwu pod-
stawien odpowiednich tych grup do zaleznosci algebraicznych

(10) (YD Y Ve VLYL LY, =0, p =1\,2,...Nn

pozostawia te zaleznosci bez zmiany; innemi stowy, wyrazenia <pjY',yj
po usunieciu mianownika rdznig sie tylko czynnikiem statym od <pfY, y).

W samej rzeczy, jak juz zauwazyliSmy, w poszczegolnych
wieloscianach zasadniczych P; istnie¢ moze tylko pewna skornczona
liczba r punktow (Y], Yt,... y,), dla ktorych jest

i;(y) =F.(C)

muszg przeto w nieskonczonej liczbie wieloscianow Pp istnie¢
punkty (Y], Y,,... V.), spetniajgce warunek FfiY)=Pi(C); te punkty
(Y1 Y,,... Y,) bedg rownowazne z punktem (C\, Cj) wzgledem
grupy Gr- Obierzemy dowolnie dwa takie punkty (Y) i (Y)> od-
powiadajgce dwu punktom

S cetr..c,), MCj, c2,...¢,)

rownowaznym wzgledem grupy Gf z obszaru D,,. Pierwsze dwa
punkty, jako rownowazne wzgledem grupy GP, zwiazane beda za-
leznoscig postaci:

*) Giraud: Legons sur les fonctions automorphes, p. 40.



2Ak ™~+ 4
(U) Y' = o :
2BkYk+ B

ktéra bedzie jednem z podstawien grupy G,\ punkty za$ S(ct, c2)... c,)
i S'(c3 c2,...¢,), jezeli ich spotrzedne oznaczymy odpowiednio przez
(?1>2«>mee?.) 1 (yNn y$,---yn), zwigzane beda zaleznos$cig postaci

2 ak yk + a(
(12) VAT S ,
Yh +%&

nalezagca do podstawien grupy Gf. Zbiory podstawien (11) i (12)
utworzg dwie grupy izomorficzne, ktére oznaczyliSmy przez G,
i Gf Po przejsciu punktu (yn y2,..y,) z miejsca S(cl, c2,...c,)
w S'(cn c2,... r,,) wartosci funkcyj algebraicznych

NN Y2Y)sse Yal(Y),

wyznaczonych w punkcie S(c) réwnaniami (10), przejda na wartosci:

Yt(yi, yi,... V,,),
ktore beda, zgodnie z (11), wyrazeniami:
Ci=x + - (J'Bk Yk + BM.

Istnie¢ wiec bedzie n zaleznosci:
>ty +4

(13) WV/1,Y'2,..y'N) =N

miedzy n funkcjami algebraicznemi yi5 Yt,... Yn w punktach (y) i (yz).

Zaleznosci (13) wyrazajg wiasnos¢ réwnania <p(Yy) = 0,
polegajaca na tern, ze po zamianie w niem zmiennych Y iy na
zmienne Y' i y', zwigzane z poprzedniemi za pomocg zaleznosci
(11) i (12), roéwnania te pozostang bez zmiany; innemi stowy,
réwnania

/ AKYKHAL  2akyk-a

) | % =0,
\ 2Bk Yk-\-B 2bkyk-\-b
Co41 4-1
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po usunieciu w nich mianownikow, redukujg sie do rownan
(p(Y,y) = 0; zbiory wiec Gj, i G'f bedg rzeczywiscie grupami
izomorficznemu

§ 3. Warunki konieczne rozwigzalnosci zadania podsta-
wowego.

Pomijajac, jak i poprzednio, przypadek, kiedy funkcja auto-
morficzna, nalezagca do grupy Gf, jest algebraiczng, mied bedziemy
nastepujace

Twierdzenie I11: Jezeli grupa hyperfuchsowska G'f zmiennych
Y,,Y",...yn nie zawiera podgrupy o wskazniku skonczonym, bedacej
zbiorem podstawien, pozostawiajgcych bez zmiany pewng hyperptasz-
czyzne przestrzeni urojonej (yl,yi,...ya'f to warunek konieczny istnie-
nia n zalezno$ci algebraicznych

— _i—L2,...n

miedzy n linjowo niezaleznemi funkcjami automorficznemi f,.i
grupy Gfi n linjowo niezaleznemi funkcjami autom.orficznemi F,, Fs,... F,,,
nalezgcemi do grupy hyperfuchsowskiej Gf zmiennych Y,,Yir..Yn,
polega na tern, zeby zaleznosci :

(14) ekLYLY,... Yy, yi,...yn) =0, k=I,2,...n

zachodzace miedzy zmiennemi Y iy. byly linjowemi.

Dla dowodu zwrécimy uwage na to, ze, zgodnie z twierdze-
niem Il, réwnania (pk(Y,yj — O pozostajg bez zmiany przy odpo-
wiednich podstawieniach grup Gf i GT.

Rozpatrzymy grupe Gf przy podstawieniach grupy Gj roz-
maitosci (str. 5):

(15)

ktore sg zbiorami punktow rozgatezienia funkcyj algebraicznych
Yt Y2,.. Y, przeksztatcg sie: 1) albo na nieskonczong liczbe, 2)
albo na skonczong liczbe rozmaitosci, bedacych réwniez zbiorami
punktéw rozgatezienia funkcyj Yz, Y2,... Y,, Jezeliby zaszedt przy-
padek 1), to funkcje Yz posiadatyby nieskoniczong liczbe rozmaitosci,
bedacych zbiorami punktéw rozgatezienia tych funkcyj; funkcje
wiec Yz, bedac algebraicznemi, nie powinny w tym przypadku
posiada¢ ani jednej rozmaitosci (15), czyli réwnania (pk(Y,y) =10
powinny by¢ 1-go stopnia wzgledem Yx YS)... Y,,.
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W przypadku 2), kiedy podstawienia grupy Gf dawatyby
skonficzong liczbe g rozmaitosci, bedacych zbiorami punktéw rozgatezie-
nia funkcyj V,, Y2,... y,, rozmaitoéci te znajdowaly by sie w ciagu
(15); podstawienia wiec grupy G'f mogtyby conajwyzej przestawiac
te rozmaitosci miedzy soba. Lecz wtedy grupa (?) zawierataby
w sobie podgrupe nieskonczong gf o wskazniku skonczonym, ktorej
kazde podstawienie pozostawiatoby bez zmiany wszystkie q roz-
maitosci V,,. Rozmaitosci Va musiatyby by¢ przestrzeniami linjowemi,
poniewaz miedzy spétczynnikami atk, bt, ah b grupy hyperfuchsow-
skiej zachodzi (z 4~ 1) (- 2): 2 zaleznosci (str. 15); grupa wiec y)
musiataby by¢ zbiorem podstawien, pozostawiajgcym bez zmiany
conajmniej jedng hyperptaszczyzne przestrzeni urojonej V2, Vi)

Jezeli teraz, zgodnie z zatozeniem twierdzenia, przypuscimy,
ze grupa (?) nie zawiera podgrupy, pozostawiajgcej bez zmiany hyper-
ptaszczyzne przestrzeni urojonej (yl, y2r.. ynj to, stosujac grupe G'f
do rozmaitosci (14), otrzymac¢ bedziemy mogli tylko nieskonczong
liczbe rozmaitosci V, t.j. zaleznosci (pp linjowe: poniewaz, gdyby
grupa Gf dawata skonczong liczbe rozmaitosci, to, zgodnie z tylko
co powiedzianem wyzej, istniataby w grupie (?) podgrupa gj o wskaz-
niku skonczonym, ktorej kazde podstawienie pozostawiatoby bez
zmiany pewng hyperptaszczyzne, co sprzeciwia sie zatozeniu.

UdowaodniliSmy wiec, ze, jezeli grupa (?) nie zawiera podgrupy
o wskazniku skonczonym, bedacej zbiorem podstawien, pozostawia-
jacych bez zmiany pewng hyperptaszczyzne przestrzeni y2,...yn),
to zaleznosci (14) muszag by¢ postaci:

Saikyk -f-a,
(16) ------------ ;i=|,27---n
2fikyk +

oznaczymy otrzymang zalezno$¢ linjowa przez T(Y,. Y2,... Va.).

Pozostaje do rozpatrzenia, jakiemi mogg by¢ zaleznosci (14),
w przypadku, kiedy grupa hyperfuchsowska Gr jest zbiorem pod-
stawien, pozostawiajgcych bez zmiany pewng hyperptaszczyzne;
przypadek ten rozpatrzymy dalej.

Jezeli grupa Gf nie jest zbiorem podstawien, nie zmieniaja-
cych pewnej hyperptaszczyzny, to mie¢ bedziemy nastepujace

Twierdzenie 1V: Azeby miedzy n niezaleznemi funkcjami auto-
morficznemi FIt Ftl... Fn, nalezgcemi do grupy hyperfuchsoicskiej G,
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zmiennych Y., I n niezaleznemi funkcjami automorficznemi
fu ff>-« fm nalezgcemi do grupy Gf zmiennych yu yt)... yn, istniato
n zalezno$ci algebraicznych postaci:

RA-F\, fA) — 0,

jest koniecznem, aby zaleznosci linjowe T, zachodzace miedzy zmicn-
nemi Y i y. posiadaly te wiasnos¢, ze grupy Gf i T~ Ge T zmien-
nych vy,, yn majg wspolng podgrupe o wskazniku skoriczonym
wzgledem kazdej z tych grup.

W samej rzeczy, jezeli funkcje FjY) = FjTj), nalezgce do
grupy T~'GPT, oznaczymy przez 3z(ylt yg,... y,), to bedg spetniaty
sie zaleznosci:

(a7) 2?27~/ w_m ==0.

Jezeli oznaczymy przez g zbiér wszystkich podstawienn wspol-
nych grupom Gf i T~'GfT, zbior ten bedzie zbiorem wszystkich
podstawien, nie zmieniajagcych wszystkich 2m funkcyj

jednoczesnie.

Zastosujemy do zalezno$ci (17) wszystkie podstawienia grupy
Gp, wtedy funkcje zostang bez zmiany (jako nalezgce
do grupy Gj), funkcje za$ beda mogty przyjmowac pewng skon-
czong liczbe mt wartosci:

(18) &t,

spetniajacych réwnanie algebraiczne (17); ze wzgledu wiec na nie
skonczong liczbe podstawien grupy Gf i na skonczong liczbe war-
tosci (18), istnie¢ bedzie musiata pewna nieskonczona podgrupa
gi grupy Gf o wskazniku skonczonym, ktérej podstawienia nie bedg
zmienialy, zadnej z wartosci (18), a tern samem i funkcji

Zastosujemy dalej wszystkie podstawienia otrzymanej grupy
g, do zaleznosci:

AGn/i, ke 1,)=0/7Fi=12,..n

to, poniewaz wszystkie funkcje /1, j\,.../,, (Jjako nalezace do grupy
Gj) zostang bez zmiany, a (P, przyjmowac¢ bedzie tylko pewng
skonczong liczbe m, wartosci, to wywnioskujemy o istnieniu pewnej
podgrupy gv grupy gt o wskazniku skofAczonym wzgledem g i Gf,
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nie zmieniajgcej ani ani Postepujac podobnie dalej, udo-
wodnimy istnienie podgrupy g', nie zmieniajgcej wszystkich funk-
cyj (P, <P2)... i majacej wskaznik skonczony wzgledem Gp a po-
niewaz grupa g' (jako zbiér podstawien, nie zmieniajagcych wszyst-
kich funkcyj /i,/2,... <P2,... 0,) musi by¢ podgrupg poprzed-
nio wprowadzonej grupy g (wspolnej dla grup Gf i T~IGvT\
wiec grupa g bedzie rowniez musiala mie¢ wskaznik skonczony
wzgledem grupy Gf.
W spos6b podobny, jezeli do n zaleznosci:

(19) 12i(0i,71,/2,..2,) =0

stosowa¢ bedziemy podstawienia grupy T~LG, T, to funkcje

(jako nalezagce do grupy 77-1GfT) zostawaC bedg bez zmiany,
a funkcje /i,/2,przyjmowac bedg wartosci (w skonczonej
liczbie), okreslone rownaniami (19). Poniewaz istnie¢ bedzie tylko
skonczona liczba kombinacyj tych wartosci, to, rozumujac podobnie,
jak poprzednio, stwierdzi¢ bedziemy musieli istnienie pewnej pod-
grupy g" grupy 71-1 GFT o wskazniku skonczonym, nie zmienia-
jacej wszystkich funkcyj /,, /i,... zwazajgc wiec na to, ze podob-
nie, jak poprzednio, grupa g" musi by¢ podgrupa grupy y, wnosi-
my, ze grupa g mie¢ bedzie rowniez wskaznik skonczony wzgledem
grupy T~x G, T\ twierdzenie zostalo w ten sposob udowodnione.

Jesli w otrzymanem twierdzeniu przyjmiemy, ze

H =

a podstawienia

v 3

fc-1
oznacza¢ bedziemy przez 7, to otrzymamy!l)
Twierdzenie V: Jezeli grupa hyperfuchsowska G' nie zawiera
w sobie podgrupy o wskazniku skonczonym, bedacej zbiorem podsta-
wien, pozostawiajgcych bez zmiany pewng hyperptaszczyzne przestrzeni
urojonej yt,... V,,) i jezeli wieloScian zasadniczy P grupy niema

*) Zakfadamy, jak i poprzednio, ze funkcje automorficzne fn nie
sg algebraieznemi.
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punktéw wspdlnych z granicg obszaru zasadniczego, to warunek konieczny
i dostateczny istnienia n zaleznosci algebraicznych

N ~N=0 i=1,2,...«

miedzy n funkcjami niezaleznemi fT, f,,, nalezgcemi do grupy G
i n funkcjami przeksztatconemi

rn, fjTj)

za pomocg podstawienia linjowego T, polega na tern, aby grupy G
i T—xG T mialy wspolng podgrupe o wskazniku skorczonym wzgle-
dem kazdej z nich.

Dostateczno$¢ tego warunku stwierdzamy, zwracajgc uwage
na to. ze, jezeli grupy G i T7-1G T majg wspolng podgrupe g, to
do tej podgrupy naleze¢ bedzie 2n funkcyj
(20) NMA-fN,
na podstawie za$ znanej wiasnosci funkcyj automorficznych¥ mie-
dzy kazdemi n -f- ' funkcjami (20), przy zrobionych w twierdzeniu
zatozeniach, istnie¢ bedzie zaleznos¢ algebraiczna.

§ 4. Grupy hyperfuchsowskie. nie zmieniajagce danej hy-
perptaszczyzny, lub danego punktu.

Przejdziemy obecnie do nie rozpatrzonego jeszcze przypadku
specjalnego, kiedy grupa Gf jest zbiorem podstawien, nie zmienia-
jacych pewnej hyperplaszczyzny. W tym celu rozpatrze¢ musimy
grupy hyperfuchsowskie, nie zmieniajagce danego punktu lub danej

hyperptaszczyzny.
Oznacza¢ bedziemy przez

gdzie

— #in?

(21) ~nieer Ann ) 5
b, b

podstawienia grupy (?, nie zmieniajgcej formy Hermitea:

H— X -]- xsx$ X, x° — X, HiXH1,

* Giraud: Lecgons sur les fonctions automorphes, 1920, § 31.
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wtedy zbi6r podstawien (nieciggtych)

w ktorych yt = xt: Xn_I, bedzie grupg hyperfnchsowskg n zmiennych
ZA y2,... y,, ktorg oznacza¢ bedziemy przez G. Granice obszaru za-
sadniczego D grupy G nazywac¢ bedziemy powierzchnig H\ jej
réwnanie w przestrzeni urojonej (y,, y2,...Y,) jest H=20.

Zauwazymy jeszcze, ze miedzy spolczynnikami aik,ai}bk,b
podstawien (21) grupy G zachodzg zaleznosci:

(22) Ja,.«»— bb°=- 1,
Z-

(23) N«ib<<—bsl's =1, s=1,2,...n
i=1

(24) aksa® —\?=0, »=|=r=1,2,..«
1=1

(25) ) —60Z»°==0, s = 1,2,...«

=i
w liczbie (i -|- 1) (w——2) : 2.
Rozpatrzymy te podgrupy grupy hyperfuchsowskiej G, ktore
nie zmieniajg danego punktu (Cj, c2,... c,, ¢,*1) lub tez danej hyper-
ptaszczyzny

(26) -j- G .. -j-G,x,  Glt1n+l --- 6
przestrzeni urojonej (za, y2)...Y,,).

Rozroznia¢ bedziemy 3 przypadki: 1) kiedy punkt (cn cl... c,+,)
spetnia nierébwnosé:

C/C?----- cn+l Cn-f-1 6,

co wyraza¢ bedziemy, mowigc, ze on lezy wewngtrz powierzchni H,
2) kiedy on spetnia nierownosc:

—= c,tlci 1 =0,

co wyraza¢ bedziemy, mdwiac, ze on lezy zewnatrz powierzchni H,
3) kiedy zachodzi réwnos¢: CjiC?  c2c¢® -f- ... —=,¢" = ¢,+1c"+1; mowié
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bedziemy w ostatnim przypadku, ze punkt (cnc,,... ¢,+1) lezy na
powierzchni H.

W przypadku pierwszym mamy

Twierdzenie VI: Kazda podgrupa y grupy hyperjuchsowskiej,
nie zmieniajgca danego punktu, lezacego wewnatrz powierzchni H, lub
tez nie zmieniajgca dowolnie danej hyperplaszczyzny, nie przecina-
jacej powierzchni H, da sie po odpowiedniem dobraniu pewnego pod-
stawienia Q grupy hyperfuchsowskiej, przedstawi¢, jako grupa po-

dobna do grupy @R utworzonej z podstawien postaci:
aini 0
V= anl... an, 0 '
0, 0, 1
w ktérych
(27) galsar=20Q, r=Fs==1,2,...n
Z=1 i=l
Zaktadajac, ze c,c¢?-|- ... -j- ¢, C° — C,tic2+i < 0, przyjmiemy

za podstawienie Q jedno z podstawien grupy G, przenoszacych
punkt (cn c2,... ¢,+1) w punkt o spotrzednyeh:

X, =0, x3=0,... x,, =0, x,+1 —1;

podstawienie takie istnieje ze wzgledu na przechodniosc¢t) grupy G

w obszarze H < 0. Po obraniu podstawienia Q, wyznaczymy pod-
stawienia
«11,..1 aln, «i

ow, /\nn} a”
h,... b, D

nie zmieniajace punktu (0, 0,... 0, 1); bedzie oczywiscie, musiato by¢:
«i=at—..=a,=0.
Z wzoru za$ (22) otrzymamy wtedy:

bb® =1,
z wzoru za$ (25):

— bsh® =0O

/=1

*) Giraud, 1 c., p. 55.
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przy s = 1,2,...n otrzymamy (zwazajac, ze a, =0, b =]= 0):
b.—d, (s=1,2,...«);

szukane podstawienia bedg postaci:

0
(29)
®»1V 0
0,... 0, ef
gdzie
n n
Z_ial?,al =1 —=——=0 szFr=12..n
Przechodzac do hyperplaszczyzn
(30) -j- C2«2 ... 4- Cnx, -|- C,+1x,,+1 =0,

nie przecinajacych powierzchni H, obierzemy za Q podstawieniel),
przeksztatcajace dang hyperptaszczyzne (30) na hyperptaszczyzne
«,,+1=0, ktéra nie przecina réwniez powierzchni H. Wyznaczymy
wiec podstawienia (28), nie zmieniajace hyperptaszczyzny #,+1=0;
mie¢ bedziemy najwpierw:

= =..=p, =0,

wzor za$ (25):

n

alsa’=0, s—I,2,...n
1

7~

*) katwo widzie¢, Ze, oznaczajac przez (*=1 2,... n-]-1) spétczyn-
niki elementéw ostatniej kolumny wyznacznika (28), wystarczy dla wyznacze-
nia Q speti¢ warunki: C, = (—I)H-n+lJtbn+i. Lecz w podstawieniu (28), po-

czawszy od pierwszej kolumny, mozna w kazdej kolumnie obra¢ kolejno po
n,n—1,...2, 1 elementéw dowolnie; obierzemy przeto jeden z elementéw, np.
a,, tak, aby zachodzita réwnosc¢
(-lji-H+UiN1T =g + o,
elementy za$ aln pierwszego wiersza obierzemy tak, aby bylo jed-
nocze$nie:
C )+, +pn+l =Ck, (k=2,3,...n+ 1)

co jeBt mozliwe; gdyz na wyznaczenie atl, a,,,... <in mie¢ bedziemy n réwnan
linjowych, ktérych wyznacznik okazuje sie réwny Cn—l 7= 0.
Dodatek do Rocz. poi. Tow. matem. 2
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ze wzgledu na to, ze wyznacznik |as|=]=0, (poniewaz wyznacznik
podstawienia (28) jest r6zny od 0) da nam

al—oO0 dla ¢=1,2,...«;

bedzie précz tego b = eV, co wynika z wzoru (22); podstawienia,
nie zmieniajace hyperptaszczyzny x,+1 = 0, bedg wiec typu (29).

Przyjag¢ mozemy b — 1; pogiewaz, w przeciwnym razie, na-
pisalibySmy w podstawieniach grupy G zamiast wszystkich X' ich
iloczyny przez e?", przez co nie zmienityby sie stosunki
wchodzace w grupe (?; zaleznosci (22), (23), (24), (25) pozostatyby
tez bez zmiany.

W przypadku drugim mamy

Twierdzenie VI1I: Kazda podgrupa y grupy hyperfuchsowskiej
G, nie zmieniajgca dowolnie danego punktu, lezgcego zewnatrz po-
wierzchni H, lub tez nie zmieniajgca dowolnie danej hyperptaszczyzny,
przecinajgcej powierzchnie H, da sie po odpowiedniem dobraniu pew-
nego podstawienia Q grupy hyperfuchsowskiej, przedstawi¢, jako grupa
podobna do grupy Q-~xyQ utworzonej z podstawien postaci

1, 0,... 0, O

0, az2," «2

0, ®n2, 1++ ®nNn5
0, ... b
gdzie

Zaja) — bb° =1, Zaisajr—babr=0, szFr =2, 3,... «
z-2 z-2

Z atsajs — bshj = 1,2 alsa’, — bsh® =0, s =2, 3,...«.

i-2

Opierajac sie na przechodniosci grupy G w obszarze H =0,
obierzemy za Q jedno z podstawien grupy G, przeksztatcajacych
punkt dany (cu c2,...c,+1) na punkt o spétrzednych:

=1, 32 —0,... Xx,,—0, — 0,

dla ktorego H = 0. Wyznaczajgc teraz podstawienia grupy hyper-
fuchsowskiej, nie zmieniajgce punktu (1, O,... 0, 0), otrzymamy naj-
pierw oczywiste warunki:
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(32) atl — «u — ... —a,i— 0, bl — 0;
z wzoru za$ (23) przy s = 1:

Zana® — 6,67 = 1

/-
mie¢ bedziemy:
= 1, skad an ==¢11
Dalej z zaleznosci (24) i (25) przy s=1, r = 2,3,...n miec

bedziemy (poniewaz b, = 0):

n N

E£dady 0O £CI) 0

z-l i=1

skad, ze wzgledu na (32), otrzymamy:
anar =0, aua? =0, (r=2,3,...n),
albo (an ==0)

«1l2 = «13 = +++ =— «In = O, d} =— O.

Podstawienia szukane beda postaci (31), gdyz, podobnie, jak w tw.
VI, mozemy zakfada¢, ze eM — 1.
Biorgc dalej (przy odpowiednim wyborze Q) za hyperpta-

szczyzne, przecinajgcg H, byperptaszczyzne = 0, znajdziemy dla
podstawien, nie zmieniajgcych hyperptaszczyzny — — 0, najwpierw
warunki:

(33) at =all =...=«, =0, al—0.

Z wzoréw za$s (25) przy s=1 i wzoru (24) przy s=1,
r— 2,3,...n otrzymamy uklad n réwnan jednorodnych (od i =2,
poniewaz przy i— 1, a, =0):

Z a?l«, — bib = 0,

Za°(lafr — bibr==

<=2
na spoétczynniki: a®, «'i,... 6®, ktorych wyznacznik, ze wzgledu
na (33), jest rézny od zera; bedzie przeto: oJl=al] = ...
=a, =0, 2l =0.
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Przechodzagc do przypadku, kiedy punkt (ca c2,... c,+1) lezy
na powierzchni H, mie¢ bedziemy

Twierdzenie VIII: Podgrupa y grupy hyperfuchsowskiej G,
bedaca zbiorem podstawien, nie zmieniajgcych dowolnie danego punktu,
lezacego na powierzchni H, lub tez dowolnie danej hyperplaszczyzny,
stycznej do H, jest podobng do grupy, utworzonej z podstawien

n—1
xk = Z aMxt a- ak(x,, — i, +1),

<—7+1=(a—bjx,—ir+1), k=1,2,...n—1

= Zbtxl 4- b(xn—xn+1j 4- dxn+l,

w ktérych
00(a —6) = 1,

i procz tego

(34) Z_21fIX=1> _"1M?r =0, s=|=r=I, 2,...n-1
(35) Z ajaj 4- aa® —bb° — 1, %Iaiajr 4- 'r(a—bj — 0.
z=1 -

W samej rzeczy, opierajac sie na przechodniosci grupy G
w obszarze H =0, obierzemy za Q jedno z podstawien grupy G,
przeksztatcajacych punkt (Cj, c,,... ¢,#1) na punkt o spodlrzednych:

7, — 0, xt=0,... xn=1, a,+ = 1,

lezacy na powierzchni. Szukajgc teraz podstawien grupy Q-~1yQ,
wyznaczymy podstawienia

aia,

¢+ ®nnj

/- b
nie zmieniajace punktu (0, O,... 1, 1); otrzymamy najwpierw warunki:
a,=—a, 0=a,n4-a,,, 0=mn4-b (i=12,..w—1)

gdzie 0 jest pewnym spolczynnikiem.
Lecz z wzoru (22) mamy (gdyz af — — aln);
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+ (fi — a,,)(0» —w,)— 0 —=bn6°Fo = —1,

Z-1

wzOr za$ (25) przy s = n daje
— +a,n(0" — <) — 0,(0» — I») = 0;
/-1
dodajagc te réwnosci, otrzymamy:
0(0°-a°,,)-0(fl"-&«,) = -1, skad O«-&«) = 1.

Dalej z wzoréw (24) przy r—mn, «=1,2,...«—1 i wzoréw
(25) przy «=1,2,...«—1 mamy odpowiednio (a- =—-alt dla
i=1,2,.. «—1):

=A —+ ansa’nn —bsb’n = O,
i=I

— Zaisah + aJ6° —a’,) —6,(0°—6°) =0,
skad, dodajgc, mamy:

0°(@,,—06)=0, « =1,2,...»—1,
czyli otrzymujemy zaleznosci:

a, =bh, s=1,2,...mL

Jezeli potozymy jeszcze a,, —a, h,—b, to szukane podsta-
wienia bedg miaty postac:
an,... ain—l, «1) Ul
(36) a1l --an-l  O»(a—©6) = 1,
oL,... W a, O0—a
U, b, 6—b

gdzie spotczynniki podstawienia spetniajg zaleznosci (34) i (35).

Obierajgc za hyperptaszezyzne, styczng do powierzchni H,
hyperptaszczyzne x,,—x,#1 — 0, i szukajagc podstawien, nie zmie-
niajgcych tej hyperptaszczyzny, otrzymamy najwpierw:

(37) an,=b, a, —bn=0\an—hbh=—0, (s=1, 2,... «—1)

gdzie 0' jest pewnym spdtczynnikiem; po dodaniu za$ zaleznosci
(24) przy r =n do zaleznosci (25), otrzymamy, po uwzglednieniu
zaleznosci (37), rownania:
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iZlate(«? +«@)=0 s=12,..«—I1
w liczbie n—1 na wyznaczenie a°-\-a°In. Wyznacznik?) [ aik| tych
réwnan jest rézny od zera, przeto

«i+ah=0; i=12,..n—I-

otrzymane w ten sposéb podstawienia bedq postaci (36).
RozpatrzyliSmy w ten spos6b wszystkie przypadki grup hyper-
fuchsowskich, nie zmieniajgcych danej hyperplaszczyzny.
Wracajgc obecnie do przypadku, kiedy grupa hyperfuchsow-
ska Gf (str. 11) jest zbiorem podstawien, nie zmieniajacych danej
hyperplaszczyzny Sn_1} bedziemy mogli udowodni¢ nastepujace
twierdzenie, bedgce uzupetnieniem twierdzenia 111, mianowicie,
Twierdzenie 1X: Jezeli grupa hyperfuchsowska Gf zmiennych
y-it tfa-r-- Hn jest zbiorem podstawien, pozostawiajgcych bez zmiany dang
hyperptaszczyzne S,,M przestrzeni urojonej (yt y2,---v,,), styczng do
powierzchni H=O0, to przy istnieniu n zalezno$ci algebraicznych

WO A, Aecee/,) =0

miedzy n linjowo niezaleznemi funkcjami fr, nalezagcemi do
grupy GFfin linjowo niezaleznemi funkcjami I\, F,,, nalezgcemi
do grupy Gr zmiennych Y,,, zaleznosci algebraiczne

Ys,... Y, ylty2,...yn) =20

moga nie by¢ linjowemi wzgledem F), Y2,... jezeli zas grupa Gr
jest zbiorem podstawien, pozostawiajgcych bez zmiany dang hyper-
ptaszczyzne S,, | nie styczng do powierzchni H— 0, to grupa Gf
moze byC przeksztatcona na grupe podobng, w ktorej liczba zmiennych
moze by¢ zredukowang do liczby mniejszej, niz n.

W samej rzeczy, jezeli dana hyperptaszczyzna Sn_, nie prze-
cina powierzchni H, to, zgodnie z twierdzeniem VI, podstawienia V,
nie zmieniajgce S”, tworza grupe G, podobng do6 grupy pod-
stawien:

*¥) Wystarczy napisa¢ iloczyn |aik|.|a%k|, uwzgledniajac zaleznosci
Z alke’lk==I, Z aisatr— O; znajdziemy, ze modut wyznacznika | aik | jest rowny 1.
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®11V ®In, O

®nllees ®n, O
O,.. 0 1
ktadac wiec
1#, L7 li2,.7

otrzymamy grupe podstawien:

n zmiennych £2,... przeksztatcajgcg forme Hermitea

sama na siebie; grupa hyperfuchsowska G bytaby podobng do
grupy, zawierajgcej n — 1 zmiennych. Biorgc za$ grupe podobng
Q~IG Q zamiast grupy G, zamieniamy funkcje /(y) na f(Qy)., co
niema istotnego znaczenia.

Jezeli za$ dana hyperptaszczyzna S, | przecina powierzchnig
H, to, zgodnie z twierdzeniem VII, podstawienia, nie zmieniajace
hyperptaszczyzny S,, j, tworzg grupe G, podobng do grupy pod-
stawien:

,0,.. 0, 0
0, «21r + "n, "2

M2 v nni
0, »2,... b, b

ktadac tutaj
= i—=12,...n

otrzymamy znowu grupe podstawien n zmiennych £2)... prze-
ksztatcajgcg forme Hermitea

i-i
samg na siebie. Liczba wiec zmiennych w grupie hyperfuchsowskiej
redukowataby sie i w tym przypadku do n— 1.
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Jezeli dana hyperptaszczyzna Sn t jest styczng do powierzchni
H i pozostaje bez zmiany przy podstawieniach grupy Gf, to pod-
stawienia grupy G (str. 11) pozostawig rowniez te hyperptaszczyzne
bez zmiany. Zaleznosci

(PK(Yi, 72, *+ Yn, yi,yt,-.-y,,) = Q

moga wtedy nie by¢ linjowemi; lecz hyperptaszczyzna musi
wtedy by¢ jedynym zbiorem punktow rozgatezienia funkeyj alge-
braicznych y15 Yj,... Yn

§ 5. Wiasnosci grup G i F

Zaktadajgc, ze grupa hyperfuchsowska G nie jest zbiorem
podstawien, pozostawiajgcych bez zmiany dang hyperptaszczyzne,
i przechodzac do zadania o przeksztatceniu funkeyj hyperfuchsow-
skich, mamy wyznaczy¢ grupe ciagla P podstawien linjowych

Ylt y2)... y,) = 5(yi,ya,... jr,)

oraz grupe hyperfuchsowskg G tak, aby miedzy n funkcjami nie-
zaleznemi f,,, nalezacemi do grupy G i n funkcjami prze-
ksztatconemi

//(mBy), ¢=1,2,... w

zachodzito n zaleznosci algebraicznych. Rozpatrzymy, jakie wiasnosci
powinny posiada¢ grupy P i G. Mamy

Twierdzenie >X: Jezeli B jest podstawieniem grupy cigglej F.
a g oznacza podgrupe o wskazniku skonczonym grup G i B~ G B.
to kazde podstawienie B grupy P musi by¢ przemienne z Icazdem pod-
stawieniem V grupy g i musi przeto pozostawiaC bez zmiany po-
wierzchnie H.

Dla dowodu zauwazymy przedewszystkiem, ze podgrupy grupy
nieciggltej G o wskazniku skonczonym tworzg zbiér przeliczalny.
Jezeli przeto podstawienie B, zmieniajgc sie w sposob ciagglty w zbio-
rze podstawien grupy P, przebiega¢ bedzie wszystkie podstawienia
grupy ciagtej P, to podgrupa g. majgca postac

1, B-i Vvt B, B~>VtB,...
bedzie musiata pozostawac bez zmiany, gdyz inaczej podgrupy grupy G
0 wskazniku skonczonym musiatyby utworzy¢ zbidr nieprzeliczalny.
Jezeli dalej B, zmieniajac sie w sposob ciagty w zbiorze podstawien
grupy P, przyjmie wartos¢ B=I, to grupa g bedzie miata postac:
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1, £2, F,,...
i bedzie:
B~I VtiB = E.
Lecz spostrzezemy réwniez tatwo, ze musi by¢ stale i==j;

poniewaz, gdyby podstawienia B grupy ciaggtej 17 przeksztatcaty
Vt na to podobnie, jak poprzednio, przy zmienianiu sie B w spo-
sob ciggly w zbiorze podstawien grupy /~, musiatoby i podstawienie V]
zmienia¢ sie w sposob ciagly (o ile by nie zostawato bez zmiany), co
jest niemozliwe, gdyz  sg podstawieniami grupy nieciggtej G. Musi
przeto Vj zostawa¢ bez zmiany przy zmienianiu sie jB; przy B —1
otrzymujemy F)— F), jest przeto stale ;

B-> ViB=V,,
co dowodzi twierdzenia. Podstawienie B nalezy do podstawien, nie

zmieniajgcych formy Hermitea 2 xIx'j — x,,+]

Wiadomem jest dalej I), ze, jezeli dla podstawienia

n-+-1

(38) xj — XaKkxK, i=12 ..n--1
réwnanie -
D() — lair  Qik —0, Qn—g. if=X=1,2,..w 1
ma m pierwiastkbw roznych:
C,C" e (m=nh—+1),

i N—hill 1 jest rzedem macierzy wyznacznika D(gU)) przy
j=1,2,... m, to podstawienie (38) posiada m przestrzeni zasad-
niczych'. .

0 h"—1 h"—1,... Am — 1 wymiarach, pozostajagcych bez zmiany
przy podstawieniach (38).

Mamy nastepujace:

Twierdzenie XI: Jezeli jakiekolwiek, podstawienie V grupy g
posiada przestrzenie zasadnicze o jednakowej liczbie p wymiarow, to
kazde podstawienie B grupy ciagglej F przeksztatca jedng przestrzen
na druga.

W samej rzeczy, zwrdcimy uwage na jedng z tych przestrzeni

<SP; niech bedzie B(SP) = S', gdzie A jest pewng przestrzenig

’) Bertini: Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi, p. 64.
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0 p wymiarach; okazemy, ze S' jest przestrzenig zasadniczg pod-
stawienia F, t. j. F(Sp) = Sp. Zaktadajac, ze

F(S;) = 5;:*25;,
mielibysmy, na mocy zaleznosci F= B~t VB, nastepujace réwnosci:
F(S,) = S = K VB(SP) =B-> F(S;) = B~> (O

czyli B! (Sp) = Sp, skad Sp' — B (Sp), co, ze wzgledu na réwnos¢
B(Sp) = Sp, dawatoby: Sp' = Sp, t.j. V(Sp) = S'; jest wiec Sp prze-
strzenig zasadniczg podstawienia F.

Zwrocimy teraz uwage na zbior wszystkich przestrzeni zasad-
niczych o p wymiarach, nalezacych do podstawien grupy g, i ozna-
czymy zbior ten przez Ep (p —0, 1, 2,...n —1]).

Mie¢ bedziemy

Twierdzenie XII: Kazda z przestrzeni p-wymiarowych zbioru Ep,
nalezgcego do grupy g, pozostaje bez zmiany przy zastosowaniu do
niej dowolnego podstawienia B grupy ciagtej F.

Zauwazymy najpierw, ze ze wzgledu na to, ze grupa g jest
nieciaggla, zbiér Ep bedzie zbiorem przeliczalnym, i ze, na podstawie
twierdzenia XI, kazde podstawienie B bedzie zamieniato przestrze-
nie zbioru Ep na przestrzenie, nalezace do tego samego zbioru.

Jezeli przeto jakakolwiek z przestrzeni Sp, wyznaczona réwna-
niami:

xt=K»Xim+ Xx® + ... + 2pth)xp+\ =1, 2,... w-j-1)

nie pozostawataby bez zmiany przy zastosowaniu do niej podsta-
wienia B, to mielibySmy zbior ciggly przestrzeni, wyznaczonych
réwnaniami:
B(xj) = WxP -j- R R G

bedacych przeksztatceniami przestrzeni Sr; kazda z tych przestrzeni,
na podstawie twierdzenia XI, naleze¢ by musiata do zbioru Ep, lecz
to jest niemozliwe, poniewaz zbidr tych przestrzeni jest ciagty,
a zbior Ep przeliczalny. Musi przeto by¢:

B(Sp) = Sr,

czyli kazde podstawienie B grupy 17 pozostawia bez zmiany wszystkie
przestrzenie zbioru Ep.

Jako rezultat, mamy, ze podstawienia B grupy ciagtej Z7 po-
siada¢ winny nastepujace wiasnosci:
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1) jest B~rVB = V dla kazdego podstawienia V podgrupy g
grup G i E'GH i dla kazdego podstawienia B grupy P,

2) kazde podstawienie B pozostawia bez zmiany kazdg prze-
strzen zbioru Ep grupy v,

3) B nalezy do podstawien, nie zmieniajagcych formy Hermitea
ZXiX°T — X, +1¢,+1,

8 6. Mozliwe przypadki grup G.

Mamy natychmiast wniosek nastepujacy: azeby kazde podsta-
wienie B grupy ciaggtej P moglo pozostawia¢ bez zmiany kazda
przestrzen zbioru zbiér Ep grupy g bedzie mogt zawierac: 1) albo
skonczong liczbe przestrzeni Sp, Sj,... Spm\ 2) albo nieskoriczong
liczbe przestrzeni, lezacych w skonczonej liczbie przestrzeni Ep+g,
gdzie q 1

Przekonamy sie jednak z tatwoscia, ze mozna ograniczyC sie
do rozpatrzenia grup g, posiadajgcych te wlasnos¢, ze wszystkie ich
podstawienia V pozostawiajg bez zmiany pewng okres$long przestrzen Sp.

W samej rzeczy, jezeli zbior Ep grupy g zawiera skonczong
liczbe m przestrzeni:

5

przestrzenie te bedg mogty tylko doznawaé permutacji; poniewaz,
gdyby, np. podstawienie Vit po zastosowaniu do przestrzeni Sp da-
toby przestrzen Vi{Sp)=Sp, nie nalezacq do zbioru Ep, to podsta
wienie VtVj w ktdrem Ej pozostawia Sp bez zmiany, dawatoby

i zatem przestrzen Sp bylaby w zbiorze Ep.

Jezeli wiec przestrzenie (39) doznajg tylko permutacji przy
podstawieniach grupy g, to w grupie g istnie¢ bedzie podgrupa g0
o wskazniku skonczonym, ktoérej kazde podstawienie pozostawiac
bedzie bez zmiany wszystkie przestrzenie zbioru Ep, a poniewaz
funkcje, nalezace do grupy hyperfuchsowskiej gt, beda algebraicz-
nie zwigzane (jako nalezace do podgrupy g, grupy g o wskazniku
skonczonym) z funkcjami, nalezacemi do grupy y, wiec mozna
bedzie ograniczy¢ sie w tym przypadku do grup g0. ktoérych kazde
podstawienie pozostawia bez zmiany wszystkie przestrzenie zbioru Ep.
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Jezeli za$ zbior Ep zawiera nieskonczong liczbe przestrzeni Sp.
lezacych w pewnej przestrzeni Sp+q, ktéra nalezy do zbioru skon-
czonego Er+g, to podobnie, jak poprzednio, mozemy w tym przy-
padku ograniczy¢ sie réwniez do grup g0, ktorych kazde podsta-
wienie nie zmienia pewnej przestrzeni Sp+q

RozpatrzyliSmy juz (8 4) zbiory podstawien, nie zmieniajacych
przestrzeni So i S,,".

tatwo sie przekonamy, ze w przypadku przestrzeni So i Sn_,
mozna bedzie ograniczy¢ sie do So, lezgcych na powierzchni H i do
S,._, stycznych do powierzchni H.

W samej rzeczy, jezeli dany punkt So spetnia warunek H < 0,
lub tez dana hyperptaszczyzna S,, , nie przecina powierzchni H, to,
jak okazaliSmy poprzednio (str. 23), liczba zmiennych w grupie
hyperfuchsowskiej g. po uzyciu podstawienia

— Xl 1 =12, ..M

mogtaby by¢ zredukowang do liczby n — 1.

Podobnie, jezeli dla danego punktu So jest H)>0, lub tez
dana hyperptaszczyzna 5,,_i przecina powierzchnie H, to widzieliSmy
(str. 23), ze uzywajac podstawienia

C1=12,...»

mozna liczbe zmiennych w grupie hyperfuchsowskiej g zredukowac
i w tym przypadku do n—1.

Pozostajg do rozpatrzenia tylko przypadki lezgcych na
powierzchni W, i hypertaszczyzn Sn™ stycznych do 77, t. j. przy-
padki grup hyperfuchsowskich, utworzonych z podstawien:

= «/+i :

n—1

X, — ™Ml = (a—n), (2. —ic,+l), k=I1,2,...n—I

= z[ f:)lxi-\-b(xn —0,+1) <j- dxn+,

w ktérych
00(a —6)=1,
i procz tego
n—1 ta—1
— == ar=05 r=12,..n—1
Z=1 Z-1

-0 =
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tatwo sie przekonamy, ze na tej samej podstawie mozna bedzie
w dalszem nie bra¢ pod uwage grup g, ktérych podstawienia pozosta-
wiajg bez zmiany przestrzenie Sp o liczbie p wymiaréw réznej odO i n— 1,

W samej rzeczy, moga zajs¢ trzy przypadki:

1) przestrzen Sp nie ma punktu wspolnego z powierzchnig H,

2) przestrzen Sp przecina powierzchnie H wzdluz

3) przestrzen Sp dotyka powierzchni H w pewnym punkcie So
(przestrzen S,, nie moze dotyka¢ powierzchni H na przestrzeni St

n
innej, niz So, poniewaz powierzchnia 2n-wymiarowa Zf*y' 4" yzr2) —1

nie zawiera przestrzeni réznych od Sa).

Rozpatrzymy kolejno te trzy przypadki.

Niech w pierwszym przypadku przestrzenn Sp bedzie okreslona
Nn—p réwnaniami linjowemi:

(39) N =0, 7t=0, “~=0

wzgledem x2,... X,+#1' mozna bedzie znales¢ podstawienie Q,
przeksztatcajgce pierwsze z réwnan (39) na x,,+1 — 0 (str. 17), a tem-
samem przestrzen Sp na pewng przestrzen, okreslong réwnaniami

(40) 0, =0, $=0,.... 1, p=0.

Grupa, nie zmieniajgca przestrzeni (40), bedzie wtedy grupa Q g Q~I,
podobng do grupy ¢-, lecz liczba zmiennych grupy hyperfuchsow-
skiej Qg Q~' bedzie wtedy mogta (na podstawie poprzedniego) by¢
zredukowang do liczby mniejszej, niz n.

W przypadku drugim mozna bedzie ukiad rownan, wyzna-
czajacych przestrzen Sp, grupy Yy, przeksztatci¢ przy pomocy odpo-
wiedniego podstawienia Q na ukiad:

gdzie i jest jedng z liczb 1, 2,... n. Liczba zmiennych grupy hyper-
fuchsowskiej Qg Q~' bedzie mogta by¢ zredukowang do liczby
mniejszej, niz n.

W przypadku trzecim bedzie przynajmniej jedno z réwnan (39)
rownaniem hyperptaszczyzny, przecinajgcej powierzchnie H; wtedy,
wyznaczajagc podstawienie (), przeksztatcajgce te hyperptaszczyzne
na hyperptaszczyzne xt==0 (przy dowolnie obranem i sposrod
liczb 1,2,... n), mie¢ bedziemy grupe podobng Qg Q~' o liczbie
zmiennych mniejszej niz n.
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Zestawiajgc otrzymane wyniki, mamy:
Twierdzenie XIII: Przypadki, w ktérych liczba n zmiennych
«+Vn w grupie hyperfuchsowskiej g nie moze by¢ zredukowang
do liczby mniejszej, niz n, znajdujg sie miedzy tymi przypadkami,
w ktorych kazde podstawienie grupy g albo pozostawia bez zmiany
punkty, lezagce na powierzchni H, albo pozostawia bez zmiany hyper-
ptaszczyzny styczne do powierzchni H.
Podstawienia, nalezace do grupy g, musza by¢ przeto postaci:

atti v ai, -, . —a

(41) 1315+ + + @n—lin—1; aN-1t — &,,-
h,—1., a, fi—a
b,—t, b, e-b
gdzie
O°(a—n) =1
i procz tego
(42) ZalSa? =1, 2a&r =0, s r—12,..n—1

i-1 n—l1
(43) 2a,a’-J-aa®—bhb° — 1, Zat -|-Fr(a—0) =0.
i-1 i-1

§ 7. Wyznaczenie grup (r i P.

W wyniku poprzednich rozwazan pozostaje nam wyznaczy¢
grupy nieciagte g podstawien postaci (41) i grupy ciagte Z7 pod-
stawien postaci (41), posiadajace wiasnosci:

1) kazde podstawienie V grupy g pozostawia bez zmiany
kazdy element zbioru Eo lub tez zbioru E,, ,, przyczem Eo jest
zbiorem punktow statych grupy g, lezacych na powierzchni H,
a E,,~, jest zbiorem hyperptaszczyzn statych grupy g stycznych do
powierzchni H,

2) kazde podstawienie B grupy ciggtej P pozostawia bez zmiany
kazdy element zbioréw Z% i En_,,

3) kazde podstawienie B grupy ciagtej Zl jest przemienne
z kazdem podstawieniem V grupy g, t. j. BV= VB.

Moga przedstawic¢ sie dwa nastepujace przypadki:

I. Zbidr E,, grupy g zawiera conajwyzej jeden punkt, lezacy
na powierzchni ZT; poniewaz, gdyby zbiér ten zawierat 2 punkty
lezgce na powierzchni H i pozostajace bez zmiany (poniewaz kazde
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podstawienie grupy g pozostawia bez zmiany wszystkie elementy
zbioru Eo0) przy wszystkich podstawieniach grupy g. to punkty te
wyznaczaltyby pewng prostg Sx, pozostajgcg bez zmiany przy pod-
stawieniach grupy y; wtedy liczba zmiennych (str. 29) grupy g
mogtaby by¢ zredukowang do liczby mniejszej, niz n. Za punkt
zbioru JE, przyjmiemy punkt (0, O,... 1, 1). Zbior zawiera co-
najwyzej jedng hyperptaszczyzne styczng do powierzchni ff. ponie-
waz gdyby on zawieral dwie hyperptaszczyzny styczne do H i po-
zostajgce bez zmiany przy wszystkich podstawieniach grupy g, to
hyperptaszczyzny te wyznaczatyby pewng rozmaito$¢ &, 2, nie zmie-
niajgcg sie przy podstawieniach grupy y; lecz liczba zmiennych
grupy y mogtaby wtedy by¢ réwniez zredukowang. Za hyperptasz-
czyzne zbioru En_i przyjmiemy xn — x,,+t = 0. Kazde podstawienie
grupyy pozostawia przeto bez zmiany: 1) albo tylko punkt (0, O,... 1,1).
2) albo tylko hyperptaszczyzne ic, —Xx,,#t — 0, 3) albo i punkt
(0,0,... 1, 1), i hyperptaszczyzne xn—x,,+t — 0, nie zawierajac po-
zatem zadnych innych punktéw statych, ani hyperptaszczyzn statych.

Il. Grupa y zawiera nieskonczong liczbe punktow statych
(gdyby zawierata skonczong liczbe punktéw statych, to zamiast
niej (str. 27) mogtaby by¢ wzieta grupa, ktoérej kazde podstawienie
nie zmienia tych punktéw, lecz wtedy w takiej grupie liczba zmien-
nych mogtaby by¢ zredukowang), nie lezacych na powierzchni H,
lecz lezacych na pewnej hyperptaszczyznie ) Sn_It ktdra, pozostajac
bez zmiany przy podstawieniach grupy y, musi by¢ styczng do po-
wierzchni iZ, poniewaz, gdyby byla nie styczng i zostawata bez
zmiany, to liczba zmiennych w grupie y mogtaby by¢ zredukowang;
za te hyperptaszczyzne przyjmiemy xu— antl —0. Kazde podsta-
wienie grupy y pozostawia bez zmiany punkt (0, O,... 1, 1) i hyper-
ptaszczyzne x,, —x,,+1 — 0.

Przechodzac do przypadku I, mamy wyznaczy¢ grupe y pod-
stawien postaci:

Al, A, n—1, A» -A

(44 |+ An—lhn— A_|, _A_, , e\A-B) =i,
A,... -4, e—A
A.... B, e-B

") nie moga leze¢ w przestrzeni s, (?< n — 1), gdyz wtedy liczba zmien-
nych grupy mogtaby by¢ zredukowana.
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ktorej kazde podstawienie pozostawia bez zmiany: 1) albo punkt
0, O,... 1, 1), i hyperptaszczyzne x,,—a,,+#| = 0, 2) albo tylko jeden
punkt (0, 0,... 1, 1), 3) albo tylko samg hyperptaszczyzne xn—x,,+1—0.
Musi wiec dla podstawienia (44) rownanie charakterystyczne B((>)=0,
ktore mozna napisa¢ w postaci:

(B—A-|-¢) (0—e). M —elff =0, (i,A=1, 2,...1a—1)

posiada¢ albo n pierwiastkdw réwnych, albo wszystkie n-|- 1 pier-
wiastki rowne. Mamy
Twierdzenie XV: Jezeli réwnanie

{B—A-j-e)tt —e) [4,— 0K =0
ma n pierwiastkbw réwnych, to zachodzi réwnos¢ 0 — A —B.
W samej rzeczy, wiemy, ze modut wyznacznika |z jest 1
(str. 22); niech |MZzff = eci. Jezeli réwnanie

|As == .
i

ma mie¢ wszystkie pierwiastki roéwne, np. 0, to bedzie 0 =e"-1;
z zaleznosci zas:
0°(X—B) =1
cl
wynika: A—B = e", czyli wszystkie n-|~I pierwiastkow réwna-
nia D(q)—0 sa réwne.
Mozemy dalej zawsze zakladaé, ze wyznacznik |-4IK réwna
sie jednosci, gdyz w przeciwnym razie, zamiast wszystkich X',
ci
mozemy w podstawieniach grupy g napisa¢ ich iloczyny przez e"~3,
przez co stosunki yK = xK: a;,+t nie zmienig sie i wyznacznik
bedzie réwny 1.
Witedy réwnanie D(e) =O bedzie mogto mie¢ n pierwiastkéw
réwnych 1, i mie¢ bedziemy procz tego

J=B+1, —B;
podstawienia grupy g bedg przeto postaci:
Al,... Ai«cu Al -A,
ran—I4, - 1
2. B, . B-+-1 —B
Bn B, n A --B4-1

z wyznacznikiem
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gdzie, oprocz zaleznosci:

"IAKAK=1 IANIsS=0, (ft4=s=12,... n—1)

zZ-i <
zachodzacych miedzy elementami wyznacznika spetniac sie
beda zaleznosci:

114M? + -B4-b» = o,

(46) -
l%4,< +B?=0, r=H#2,...

i warunki, zawarte w réwnosci:
[4£ — plIy = 0 (mod (p — 1)—2).
Podstawienia grupy ciagtej P, jako nie zmieniajgce i punktu

0, 0,... 1, 1) i hyperptaszczyzny xn— x,,+1 = 0, bedg musiaty byc¢
tej samej postaci:

allse«. ai>n—1, «1, «i

®—11, «+ °n—1n—1) an—1, — a-i
bn—> a, 9—a

615... [ ) b o9—1ph

gdzie, jak poprzednio, mozemy przyja¢, ze wyznacznik |az = 1.
Kazde z podstawien (47) grupy P musi byé, zgodnie z twier-
dzeniem X, przemienne z kazdem podstawieniem (45) grupy y; po
dokonaniu odpowiednich rachunkéw, warunki przemiennosci pod-
stawien (45) i (47), znajdziemy w nastepujgcej postaci: macierze

muszg by¢ przemienne i procz tego spetniac sie muszg 2n—1 zaleznosci,

ad-n ai + -4« a2 4" 100 4" Ali + A (a—h) =

an -4id"an -d» 4% 0 4" »-i -4, i4 Clo 1i=1,2,...n—1
-®i ai 4" a2 4" v ov 4- -Br-i ®»-i 4~ —b)=

bi -4i 4"t% At -]-1+4“b,-i Ant BO.

Otrzymujemy nastepujgce
Twierdzenie XVI: Linjowo niezalezne funkcje automorficzne
fil /»»-- /n n zmiennych yl, yif...y,,, nalezace do grupy hyperfuch-

Dodatek do Roez. poi. Tow. matem. 3
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sowskiej G, zawierajgcej podgrupe g o wskazniku skonczonym, utwo-
rzong z podstawien (45), spetniajgcych warunek-.

M« — Qkl = 0 (mod(p — 1)"2),
zwigzane sg za pomocg n zaleznosci algebraicznych
WMD), A Aee/-)=0 i=1,2,. .«

z n funkcjami przeksztatconemi ft {Ty), w ktérych T jest dowolnem
podstawieniem grupy ciagtej I, utworzonej z podstawien {47), nie zmie-

niajgcychformy Hermitea x, x, f-x2  j- ...-j- X,, f, — Xx,,+, X"+, 1 spet-
niajgcych rownos¢ 0°{fa—b) = 1 i warunki {48) wraz z warunkiem,
ze macierze [laz.|| 1 |[-4«|| sg przemienne.

W samej rzeczy, jezeli grupa hyperfuchsowska G zawiera
podgrupe g o wskazniku skofnczonym, utworzong z podstawien (45),
to grupy G i T~' G T bedg miaty wspdlng podgrupe g, poniewaz
grupa g, ze wzgledu na wiasnos¢ g = T~l g T, wchodzi¢ bedzie
w skiad grupy T~' G T.

Przechodzgc do przypadku Il, kiedy grupa g zawiera nie-
skonczong lizbe punktow statych, lezagcych na hyperptaszczyznie
x,, — ic,+, = 0, zauwazymy, ze podstawienia T grupy ciagtej 17

n—1
>X\=1akl x, 4- aK {xn — xn+j),
Z-1

(49) Xn—x,+ = {a — b) {x, — xn+i), d°{a—b)= 1,
n—I
x'n+l =i-li bixi + b {x,, — a?,+1) 4- dxn+,

spetniajgce zaleznosci (42) i 43), bedg musiaty pozostawiaC bez
zmiany kazdy punkt {kltk2,... k,, ,, k', k'), lezacy na hyperptasz-
czyznie xn— a,+1 = 0; warunek ten pociggnie za sobg rownosci:

i-— 1, akt =10, ¢4=b =12,..w—1

»=0, 0=1

Lecz z ostatniej z zaleznosci (43):

Zatajr 4- tfrfa—hb) =0
i-i

przy r=1, 2,... n—1, otrzymamy kolejno:
al= a = ... =<,i=0;
bedg przeto podstawienia T grupy 17 postaci:

= xk, x,, —ax, 4- (1 —a)xn+l, <+ =bxn (1 —bh)x.+l
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Z wzoru za$

/ZIa"aj -]-aa® —bb® — 1
mamy dalej :
aa® —bh° = 1,
skad, ze wzgledu na warunek: a— b—1, wynikajacy z 0°(a—6)=1,
mamy :
b+ b°=0.

Kladac wiec: b =i K, mie¢ bedziemy podstawienia grupy T

W postaci:

(50) XE—xXK, «'—<+i=a?,,—ar,+1, X, +HI=Ki(xn—z,,+1) + 2,41,

gdzie K jest parametrem rzeczywistym.

Na wyznaczenie grupy nieciagtej g, bedacej w danym przy-
padku, zbiorem podstawien postaci (49), majacych nieskonczong
liczbe punktow statych, lezacych w hyperptaszczyznie x,,—c,+1 =0,
mamy warunek przemiennosci jej podstawien z podstawieniami (50)
grupy ciagtej I\ Po dokonaniu odpowiednich rachunkdéw, znajdziemy,
jako jedyny warunek, zalezno$c¢:

9=a—ij;
mie¢ wiec bedziemy: 99° = 1, skad 9 = efl
Otrzymujemy nastepujgce:
Twierdzenie XVII: Linjowo niezalezne funkcje automorficzne

/u fi-, m fn zmiennych y2, yt, 111y,, nalezace do grupy hyperfuchsow-
skiej G, zawierajgcej podgrupe g o wskazniku skorczonym, utworzong
z podstawien postaci'.

n—1
XK= ZakKiXi + as (xn —x,,+lj
Z-l

< — X,tL = e"L(xn — xn+j)

n«»l

a;'ti = Zb”™ + b (z, — a%,+1)  ehix,+,

n
nie zmieniajgcych formy Herm,iteai%x/ia?l - X, +ix°+, 1 zawierajgcych

nieskonczong liczbe punktéw statych, lezacych w hyperptaszczyznie
X,, — X,,+l =0, zwigzane sa zapomoca n zaleznosci algebraicznych
z n funkcjami przeksztatconemu ft(Tyf w ktorych podstawienie T jest
dowolnem podstawieniem grupy ciagtej [\ utworzonej z podstawien:
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XK--- XKI X0 Anfd == Xnt+ls AnH (%,, -- Hes #n-]-1)
gdzie K jest parametrem rzeczywistym.

Otrzymane dwa twierdzenia zawierajg wyniki naszych badan
nad przeksztatceniem linjowem funkcyj hyperfuchsowskich w przy-
padku, kiedy wieloscian zasadniczy grupy niema punktow wspdlnych
z obszarem zasadniczym; przypadek ten w teorji funkcyj hyper
fuchsowskich odpowiada 1-ej ,.familie” funkcyj Fuchsa w klasyfi-
kacji, podanej przez Poicardgo. Przy rozpatrzeniu podobnem innych
przypadkéw napotykamy na znaczne trudnosci juz przy samem
wyjasnieniu istnienia zaleznosci algebraicznych miedzy n 1 fun-
kcjami, nalezacemi do tej samej grupy.

W pracy niniejszej pomijaliSmy od samego poczatku przypa-
dek elementarny, kiedy funkcja automorficzna wielu zmiennych
sprowadza sie do algebraicznej. Wszystkie przeto nasze wyniki
odnoszg sie do przypadkoéw, kiedy funkcje hyperfuchsowskie nie
sg algebraicznemi. Zajmujac sie przeksztatceniem linjowem, pomi-
jaliSmy procz tego w naszem badaniu przypadki, w ktérych grupa
hyperfuchsowska jest zbiorem podstawien, nie zmieniajacych pewnej
hyperptaszczyzny, gdyz, wtedy, jak to okazaliSmy, moga zachodzié
przypadki przeksztatcenia nielinjowego. Zaktadajac wiec, ze 1) wie-
loscian grupy niema punktow wspdélnych z obszarem zasadniczym,
2) ze funkcja nie jest algebraiczng, 3) ze grupa nie jest zbiorem
podstawien, pozostawiajacych bez zmiany pewng hyperptaszczyzne,
doszliSmy w wyniku naszych badan do dwu twierdzen XVI i XVII,
w ktorych podane zostaty dwie klasy funkcyj hyperfuchsowskich,
dla ktorych, jak okazalismy, zadanie o przeksztatceniu jest mozliwe.

Co do tych dwu gatunkow funkcyj hyperfuchsowskich, zau-
wazy€ jeszcze musimy, ze w ciggu naszego badania, w celu uprosz-
czenia zadania, pomijaliSmy niejednokrotnie z réznych powodéw
cate szeregi grup hyperfuchsowskich, mianowicie: 1) w przypadkach,
kiedy stwierdzaliSmy, ze funkcja hyperfuchsowska wyrazata sie
algebraicznie przez drugg (str. 27), ograniczaliSmy sie do rozpatrze-
nia tej ostatniej, 2) grupe badang zamienialiSmy przy badaniu na
podobng (str. 16), przez co wprowadzaliSmy funkcje f{Qy} zamiast
/(y), gdzie Q jest pewnem podstawieniem, 3) pomijaliSmy wreszcie
przypadki (str. 28), w ktorych dato sie okaza¢, ze po przeksztatce-
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niu grupy na podobng liczba zmiennych w grupie dala sie zredu-
kowac¢ do liczby mniejszej, niz n. Majac to teraz na uwadze, mozemy
wynik naszych badan wyrazi¢ tak: funkcje hyperfuchsowskie /(y),
dla ktérych zadanie o przeksztatceniu jest mozliwe, sg albo funkcjami
/'(y), nalezacemi do jednej z dwu klas, podanych w twierdzeniach
XVI i XVII, albo sg funcjami postaci j\Qy), albo funkcjami alge-
braicznemi funkcyj /(y), i f(QY).

Poniewaz w rozwazaniach naszych pomijaliSmy stale te przy-
padki, w ktérych liczba zmiennych grupy hyperfuchsowskiej mogta
by¢ zredukowang do liczby mniejszej, niz n, to pozostaje nam jeszcze
rozpatrze¢ przypadek, kiedy liczba zmiennych wynosi 1.

W przypadku funkcyj jednej zmiennej, mie¢ bedziemy tylko
zbiér £0. Azeby kazde podstawienie linjowe grupy ciggtej r jednej
zmiennej mogto pozostawia¢ bez zmiany punkty zbioru Eo, zbior Eo
bedzie mdégt zawiera¢ conajwyzej dwa punkty lub jeden. W przy-
padku dwu punktéw, mozemy przyja¢ je za 0 i 00; podstawienia
grupy g beda typu: x'— kx* w przypadku za$ jednego punktu,
punkt ten mozemy przyja¢ za 00, i podstawienia grupy g bedg
typu: X' =x b, Grupy ciagte r beda tych samych typow; funk-
cje, nalezace do grupy y, beda redukowaty sie albo do funkcyj
z jednym perjodem, albo z dwoma.






