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Mirostaw Krzyzanski.

O uogodlnionych funkcjach bezwzglednie
ciggtych dwoch zmiennych.

Wstep.

H. Looman dokonat totalizacji mocnej pochodnej skonczonej
funkcji prostokata, przez rozszerzenie na ptaszczyzne dwdch zmien-
nych metody stosowanej przez Denjoy.

Przed podaniem sposobu konstrukcji funkcji pierwotnej stwier-
dzit, ze pierwotna jest jednoznacznie okre$lona przez skonczong po-
chodng w znaczeniu Banacha.

Badania Loomana nie wykraczaly jednak poza poszukiwanie
pierwotnej o pochodnej mocnej skoriczonej.

W niniejszej pracy podane bedzie okreslenie operacji catko-
wej D', analogicznej do catki szczeg6lnej Denjoy. W tym celu wpro-
wadze pojecie funkcji prostokata bezwzglednie cigglej na zbiorze
ptaskim i posiadajacej przyrost okresSlony na tym zbiorze.

Opierajagc sie na tern pojeciu, okresle funkcje uogélnione bez-
wzglednie ciagte, ktére bedg catkami nieoznaczonemi D' swych po-
chodnychw znaczeniu Banacha, istniejgcych prawie wszedzie. Okaze
sie, ze catlka D' obejmuje pierwotng Loomana.

Calka D’ zostanie takze okre$lona konstrukcyjnie przez roz-
szerzenie operacyj niewfasciwych Cauchy'ego i Harnack’a, i zasto-
sowanie ich oparte na indukcji pozaskoriczonej.

Aby uzyska¢ jednoznacznos¢ catki D', musze wzmocni¢ warunki
Loomana, dotyczgce operacji Harnack'a, przez zastosowanie regular-
nej zbieznosci catek na prostokagtach dotykajgcych zbidr domkniety.

) H. Looman. Sur la totalisation des nombres dérivés des fonctions con-
tinues de plusieurs variables indépendantes. Fundamenta Math., t. 4 (1923) p.
246—285. Prace te bedziemy krétko cytowali: ,,Sur la totalisation®,
Dodatek do Roczn Pol. Tow. Matem. 1



W ostatnim rozdziale podam definicje catki P', odpowiadaja-
cej cafce pojedynczej Perrona. Opieram si¢ na wprowadzonem przez
J. Riddera¥ pojeciu funkcji nawpdt bezwzglednie ciagtej uogdlnionej.

Stwierdzimy, ze catka P' jest réwnowazna calce D'

I. Definicje i wiasnosci funkcyj prostokata o wahaniu skon-
czonem uogo6lnloneui i bezwzglednie ciggtych uogdlnionych.

§ 1. Zanim podane bedg definicje funkcyj prostokata o wa-
haniu skoriczonem na zbiorze i bezwzglednie ciggtych na zbiorze,
zmienimy nieco okreslenia wahania na zbiorze i bezwzglednej ciggtosci
na zbiorze funkcyj jednej zmiennej, przyjmujac za punkt wyjscia
okreslenia p. S. Saksa, oparte na koncepcjach Luzina i Ohinczina.
Zmienione okreslenia beda skolei punktem wyjscia do definicji wa-
hania funkcyj prostokata i bezwzglednej ciaggtosci funkcyj prosto-
kata na zbiorze.

Wychodzimy wiec z nastepujacych okreslen®:

1°. Wahaniem mocnern ¥~ ~E) funkcji F(x) na zbiorze E
nazywamy kres gorny sum:

4
gdzie opF, Ik) jest oscylacjg funkcji F(x) w przedziale Ik, zas {Ik}
jest uktadem skoriczonym przedziatdbw niezachodzacych na siebie,
o krancach nalezacych do E.

Jezeli E") jest skonczone, funkcja F(x} jest o wahaniu
skonczonem na zbiorze E w znaczeniu wezszem.

2°. Funkcje F(x) bedziemy nazywali bezwzglednie ciggtg na
zbiorze E w znaczeniu wezszem, jezeli do kazdego e>m 0 mozna
dobra¢ takie t; = 0, ze dla kazdego uktadu skonczonego przedzia-
tow niezachodzacych za siebie, o kraricach nalezacych do zbioru
E. nieréwnosc:

%\Ik\<v
pocigga za soba:
%O>(F-, A)<e

» J. Ridder. Uber den Ferronschen Integralbegriff. Mat. Zeitschr. 34
(1932), p. 234.

) Okreslenia te zostaly przyjete przez p. Saksa w monografji: ,,Théorie de
I'intégrale”, Warszawa 1933, p. 158.



Zanim przeprowadzone zostang zamierzone zmiany powyzszych
okreslen, udowodnimy nastepujacy:

Lemmat. Jezeli funkcja F(x) jest ciagtal) w przedziale
zamknietym (a, i), wowczas istnieje punkt ¢, zawarty w tym prze-
dziale i taki, ze:

[F(b) — F(c)| + [F(c) — F(@)| = m[F; (a &)
Dowdd. Niech y oznacza najwigkszg z czterech liczb:
M—F(@a\ F(@ —m,
M — F(b), F(b) —m,
gdzie U i m sg kresami odpowiednio goérnym i dolnym funkcji
Ffc) w przedziale (a, b). Ze wzgledu na ciggtos¢ F(x), istnieje w (a,0)
punkt ¢ taki, ze jedna z liczb: ~(c) —™N(«)|, |™M(c)— F(&)| jest
réwna y. Punkt c jest, jak tatwo widzie¢, zadanym punktem. Udo-
wodnimy to dla wypadku, gdy: y—M— F{a), a wiec:

F(c) = M.
Z zatozenia powyzszego wynika nierownosc:
FIf) — m <Z M — F(a),

czyli:
F(@@ — m<M—F(b).
Zatem:
ftH.F;(a, b)] = M — m = [M— 2a)] + [-«) — m]
F(6)1,
czyli:

(a, &] << |F(c) — F(a)\ + |#(6) — zF(C).
Przechodzimy teraz do zamierzonych zmian w podanych okre-
$leniach.
Niech:
Y71 = suptTO-F(@),

gdzie przedziaty (az, bj) tworzg uktad skonczony, nie zachodzg na siebie,
i zawarte sg miedzy kresami zbioru E, przyczem kazdy z nich za-
wiera punkty zbioru E. Liczbe te nazwiemy wahaniem funkcji F{x)
na zbiorze E.

Funkcje F(x) bedziemy nazywali o wahaniu skonczonem na
zbiorze E, jezeli V'[F;E] jest skonczone.

* Lemmat ten jest tez prawdziwy, gdy F(x) jest dowolng funkcjg skonczona.
1*



Stwierdzimy, ze oba wahania, ¥ i V'. sg jednocze$nie skon-
czone, przynajmniej dla funkcyj ciagtych.

Jezeli krance przedziatu (a, 6) naleza do zbioru E, istnieje, na za-
sadzie udowodnionego lemmatu. punkt ¢ zawarty w (a, 2) i taki, ze:

o[2" (a &] < |F(b) — F| + |F(c) — #(a)|-

Poniewaz jednak kazdy z przedziatow (a, c) i (c, V) zawiera
przynajmniej jeden punkt zbioru E, wiec:
(1) F o< V.

Z drugiej strony, jezeli przedziat (a, /?) zawiera wewnatrz jakis
punkt y zbioru E i zawarty jest miedzy jego kresami, wdwczas
istnieja dwa punkty zbioru E', a' i /?, takie, ze: 8’ <a<y <
i wowczas:

IW) — F@)| < @, yil + m[J; (y,

Stad:
2 V<2V

czyli;
vV CV<2V¥

co dowodzi, ze ¥V i V' sg réwnocze$nie skonczone.

Nie sg jednak naogdt rowne. Jezeli np. F(x) — sinsr, za$ zbior

E skiada sie z punktéw: U, n, 2 n, wowczas:
K =2 zas P =4

Zmienimy odpowiednio okreslenie bezwzglednej ciggtosci na
zbiorze.

Bedziemy mowili, ze funkcja F(x) jest bezwzglednie ciggta na
zbiorze E, jezeli dla kazdego uktadu skonczonego przedziatéw (ai,bi)l
niezachodzacych na siebie, zawierajacych punkty zbioru E i zawar-
tych miedzy jego kresami, nieréwnosc¢:

W —a)<g
pociaga za sobg nierébwnos¢:
ANW-) —W)I <«b>

dla dowolnego e przy dostatecznie matem g.

* Gdyby y byl krancem (a,/3), przyjelibySmy: a'=y=a, wzglednie: fi'=y=fi.
’) W okresleniu tern mozna zastapic:przez: [NNg&)—
1 1

Zachowujemy jednak pierwsza nierownos¢ ze wzgledu na dogodnos¢ w dowodze-



Stwierdzimy réwnowazno$¢ tego okreslenia z okresleniem Chin-
czina, przynajmniej dla funkcyj ciagtych.

Istotnie, jezeli krance przedziatu (u, 6) naleza do zbioru E, to
istnieje w tym przedziale punkt ¢ taki, ze:

OR (a, 6)] =< R(6) — #(c)] + Re) — F(a)|.

Wynika stad, ze, jezeli dla dowolnego uktadu skoniczonego
przedziatow (c-, niezachodzacych na siebie, zawierajgcych punkty
zbioru E. nieréwnosc:

_ —C) <ri
pocigga za sobag:
—i()]=—
to, dla dowolnego ukfadu przedziatldw (a7, , niezachodzacych na

siebie, o krancach nalezacych do zbioru E, nieréwnosc¢:
Rfcy — fily) << 71

pocigga za soba:
@, o <e,
J
czyli funkcja bezwzglednie ciggta wedtug nowego okreslenia jest
bezwzglednie ciggta w znaczeniu okreslenia 2°.

Przypusémy teraz, ze E(x~) jest na zbiorze E bezwzglednie
ciggta w znaczeniu okreslenia 2°. Ze wzgledu na ciggtos¢ F(x), mozna
zalozy¢ ze zbiér E jest domkniety.

Niech 1I,, 12,..., 1,,, .. bedzie ciggiem przedziatdbw przylegtych
do zbioru E. Poczynajgc od pewnego N, mamy:

00

n~N
Pozostaje skonczona ilos¢ przedziatébw E, It, . IN. Ze wzgledu
na ciggtos¢ F(x), mozna dobraé¢ liczbe tak, ze dla kazdego prze-
dziatu A (fc <j 7V) nieréwnos¢:

171 <™N1
niach. OkresSlenie wyzej podane tem sie tylko r6zni od réwnowaznego mu okresle-

nia Luzina, ze |F(6))— IT(«+)| zajmuje miejsce wahania funkcji F w przedziale
@/, (), (por. Comptes RenduB t. 155, p. 1476).
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pocigga za sobg nieréwnosc:

Niech teraz (az, 67) tworzg uktad skonczony, nie zachodza na
siebie, zawierajg punkty zbioru E i zawarte bedg miedzy jego kre-
sami. Przypusémy, ze «I jest najwiekszym przedzialem, zawartym
w (a(,i,), o krancach nalezacych do E. Jezeli to, przy
dostatecznie matem i;,, mielibysmy:

Procz przedziatu J- przedziat (az, 1) zawiera conajwyzej dwa
podprzedziaty, lezace juz catkowicie w przedziatach przylegtych do E.
Niech teraz rj oznacza mniejsza z liczb i 77,, gdy tylko:

2(&z — af) <1l
I
woéwczas:

2\F" — F(@aM @< |--2|+2N—=e

zatem;,
-S|2P(Z»1) — 2N (an)| << e,

czyli F(xX) jest bezwzglednie ciggla na E wedtug nowej definicji.

Obie definicje sa zatem rownowazne.

§ 2. Zmienionym w ten sposob okre$leniom wahania na zbio-
rze i bezwzglednej ciaggtosci na zbiorze linjowym odpowiadajg na-
stepujace okreslenia dla funkcji dwoch zmiennych.

Ograniczymy sie do funkcji ciagtych F(x, y). Prostokgtem R
nazywa¢ bedziemy zbiér: a«Cx bl ¢ y d Niech F(I{) —
= F(b, d) — F(b, ¢) — F(a, d) -|- F(a, ¢), a wiec niech oznacza do-
wolng funkcje ciggta i dodawalng prostokagta R. Bedziemy oznaczali
przez Re najmniejszy prostokat, zawierajacy zbior E.

1. Bedziemy mowili, ze funkcja F(R) jest o wahaniu skonczo-
nem na zbiorze E, jezeli Zbiezny jest kazdy szereg:

00

Z-l
gdy prostokaty Ri sg zawarte w prostokgcie Re, nie zachodzg na
siebie i zawierajg punkty zbioru E.
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Bedziemy mowili, ze funkcja prostokata 7/(7?) jest bezwzgled-
nie ciagla na zbiorze E, jezeli dla kazdego ukladu prostokatow {72,
zawartych w prostokacie RE, niezachodzacych na siebie i zawiera-
jacych punkty zbioru E, nierébwnos¢: 3\Rt\<ZIl pocigga za soba,

dla dostatecznie matego 17: FfRj)\ <j e, gdzie £ jest dowolng liczbg

dodatnig.

§ 3. Przytoczone zostang teraz twierdzenia, dotyczace wihasnosci
funkcyj o wahaniu skonczonem na zbiorze i bezwzglednie ciggtych
na zbiorze, z ktérych trzy ostatnie dowodzg sie w sposéb podobny,
jak ich odpowiedniki w zakresie funkcyj jednej zmiennej.

Twierdzenie |. Funkcja bezwzglednie ciggta na zbiorze jest
na nim o wahaniu skoficzonem.

Dowdd. Gdyby funkcja F(R), bezwzglednie ciggta na zbio-
rze E, nie byfa na nim o wahaniu skoriczonem, moglibysmy utworzy¢
cigg prostokatow rozigcznych {R,}, zawierajgcych punkty zbioru E

i zawartych w prostokacie ograniczajacym E tak, by szereg m?
Z-1

byt rozbiezny. Szereg ten posiada resztei%Z’(Am:oo. Mozna N

dobra¢ tak, by: IIOE:\]\Ri\<i'ri, gdzie ¢ jest dowolnie mate. Jest to
sprzeczne jednak z bezwzgledng ciaggtoscig funkcji F(R) na zbiorze E.

Twierdzenie Il. Jezeli funkcja jest o wahaniu skonczonem
(bezwzglednie ciggta) na pewnym zbiorze, to jest o wahaniu skonczo-
nem (bezwzglednie ciggta) na kazdym jego podzbiorze.

Twierdzenie Ill. Kombinacja linjowa funkcyj o wahaniu
skoriczonem (bezwzglednie ciaglych) na pewnym zbiorze sg o wahaniu
skofczonem (bezwzglednie ciggle) na tym zbiorze.

Twierdzenie IV. Funkcja o wahaniu skoriczonem (bezwzgled-
nie ciggta) na pewnym zbiorze jest o wahaniu skoficzonem (bezwzgled-
nie ciggta) na jego domknieciul).

/& wzgledu na ostatnie twierdzenie mozna zawsze zaktadac,
ze zbidr, na ktorym funkcja jest o wahaniu skorczonem, lub bez-
wzglednie ciggta, jest zbiorem domknietym.

') Zaktadamy wecigz, ze funkcje prostokata sg ciagie, t.j. zmierzajg do zera
wraz z miarg przedziatu.



§ 4. Wyrdzniona zostanie teraz pewna klasa specjalna funkcy;j
0 wahaniu skorniczonam na zbiorze, do ktorej sie przewaznie bedziemy
ograniczali, klasa funkcyj o przyroscie okreslonym na zbiorze. Klasa
ta w zakresie funkcyj prostokata nie pokrywa sie z klasg funkcyj
0 wahaniu skorficzonem na zbiorze.

Bedziemy mowili, ze funkcja F{R) posiada na zbiorze domknie-
tym Eo przyrost okreslony, jezeli dla kazdego podzbioru domknie-
tego EQED tego zbioru istnieje liczba AE taka, ze dla dowolnego
uktadu prostokatéw roztagcznych A, R2,..., Rn, pokrywajacych zbior
E i zawartych w prostokacie RE, nierébwnos¢:

Z-1
pocigga za sobg nieréwnosc¢:
’\In:{Rj}—AE
zZ=1
przy dostatecznie matem rj.

Liczba AE jest wiasnie przyrostem F(R) na zbiorze E\ liczba
AFa, odpowiadajagca zbiorowi Eo, jest przyrostem F(R) na Eo.

§ 5. Funkcje F{R) bedziemy nazwali o wahaniu skofczonem
uogdlnionem w prostokacie Ro, jezeli ten prostokat jest suma przeli-
czalnej ilosci zbiorow, na ktérych F{R) jest o wahaniu skoficzonem
i posiada przyrost okreSlony. Bedziemy ja nazywali bezwzglednie
ciggta uogodlniong w Ro, jezeli jest on sumg przeliczalnej ilosci zbioréw,
na ktorych F{R) jest bezwzglednie ciagta i o przyroscie okreslonym.

Funkcje o wahaniu skoriczonem uogélnionem bedziemy w skré-
ceniu oznaczali VBG', za$ bezwzglednie ciggte uogdlnione ACG')

Z okreslen funkcyj VBG' i ACG' wynikajg natychmiast:

Twierdzenie |. Funkcja ACG' w prostokacie R jest w nim
VBG'.

Twierdzenie Il. Funkcja VBG' {wzgl. ACG') w pewnym
prostokacie jest VBG' {wzgl. ACG") w kazdym, zawartym w nim,
prostokacie.

Twierdzenie IlIl. Kombinacja linjowa funkcyj VBG',
{wzgl. ACG") sg funkcjami VBG' {wzgl. ACG").

¥ Skréty te pochodza od nazw francuskich: ,Fonctions a variation bornée
généralisée, fonctions absolument continues généralisées*.



Twierdzenie 1V. Jezeli funkcja F(ff'), ciggta w prostokacie
Ro, jest VBG' (wzgl. ACG') w kazdym z prostokgtow Rl i R2 takich, ze
R,, = Rt 4- R2, wowczas jest VBG' (wzgl. ACGj w prostokacie Ro.

§ 6. Przyjete okreslenia funkcyj VBG' i ACG' ustalone s
przez analogje do definieyj Chinczinax). Lecz bardzo czesto bedziemy
sie postugiwali definicjami funkcyj VBG' i ACG', analogicznemi
do definieyj Denjoy-tuzina?) w zakresie funkcyj jednej zmiennej.
Zostang one sformutowane w ponizszem twierdzeniu, ktOre zarazem
konstatuje ich réwnowaznos¢ z przyjetemi przez nas poprzednio
okresleniami, a ktoérego dowdd niczem sie nie rézni od dowodu
réwnowaznosci definieyj Chinczina i Luzinas).

Twierdzenie |. Na to, aby funkcja F(R) byta w prosto-
kacie Ro VBG', (wzgl. ACGj trzeba i wystarcza, by kazdy zbior
domkniety, zawarty w Ro posiadat kawatekd), na ktérym F(R) jest o wa-
haniu skoficzonem (wzgl. bezwzglednie ciggta) i posiada przyrost okreslony.

Podobniez moze by¢ udowodnione twierdzenie, dotyczace nieco
szerszej klasy funkcyj, ktére okaze sie bardzo pozyteczne w wy-
padkach, gdy bedziemy sie postugiwali obu definicjami funkcyj
VBG' i ACG' jednoczesnie.

Twierdzenie Il. Na to, by zbiér domkniety Eo byt sumg
przeliczalnej ilosci zbioréw domknietych, na ktorych funkcja F(R) jest
0 wahaniu skonczonem (bezwzglednie ciggta) trzeba i wystarcza, by
kazdy zbior domkniety E(f Eo posiadat kawatek, na ktorym F(R) jest
0 wahaniu skonczonem (bezwzglednie ciggta).

Il. Pochodne funkcyj uogélnionych bezwzglednie ciggtych.

§ 7. Cze$¢ druga niniejszej pracy bedzie dotyczyta pochod-
nych funkcyj ACG'. Przyjmiemy okreslenia pochodnych, ktéremi
sie postugiwali pp. Banach i Saks w swych pracach i ktére nazwie-
my pochodnemi Banachab).

*) Comptes Rendus, t. 162 (1916), p. 287.

) A. Denjoy. Sur la totalisation des nombres dérivés non sommables. An-
nales de I’Ecole Normale Sup. t. 33 (1916), p. 127. Luzin. C. R. t. 284 (1912),
p. 1475.

) S. Saks. Théorie de l'intégrale, p. 164.

‘) Przez kawatek zbioru domknietego ptaskiego rozumiemy jego podzbi6r,
zawarty wewnatrz prostokata, wyznaczajagcego ten kawatek, wraz z punktami
skupienia tych punktow wewnetrznych, lezacemi na bokach prostokata. Por.
H. Looman. Sur la totalisation. § 2. Str. 248.

8) W zagadnieniach tych moglibysmy zastgpi¢ pochodng Banacha przez



10

Pochodng gérng F(x,y) funkcji F*R) w punkcie (x,y) okre-
slimy jako:
F (»,«/)=1lim
IK[->0 [-*-!
gdzie K jest kwadratem, zawierajacym punkt (x,y) a |K| oznacza
miare K.
Podobniez okreslamy pochodng dolna:

y) = lim 7 I

IKI-s-0 )'n-|

Funkcja F(F) jest w punkcie (x,y) rozniczkowalna wedtug
Banacha, jezeli F(x,y) — F(x.y) i obie te pochodne sg skonczone;
ich wspdlng warto$¢ nazywamy wowczas pochodng funkcji F(R")
w punkcie (X,Y).

§ 8. Rozwazania niniejszego paragrafu majg doprowadzi¢ do
pewnego rozktadu funkcji o wahaniu skoriczonem lub bezwzglednie
ciggtej na zbiorze, posiadajagcej na nim przyrost okreslony. Rozkiad
ten pozwoli, w zwigzku z lemmatem podstawowym, udowodnionym
w nastepnym paragrafie, stwierdzi¢ rozniczkowalno$¢ prawie wsze-
dzie funkcyj ACG'.

Kazdemu zbiorowi domknietemu E odpowiada w prostokacie
R pewien uktad D(E,R) utworzony z prostokatow, nie zawieraja-
cych wewnatrz punktéw zbioru Ev). W celu uzyskania takiego
uktadu, podzielmy podstawe prostokgta K, zawierajgcego pewien
kawatek zbioru E na pewng ilos¢ czesci; prowadzac przez punkty
podziatlu réwnolegte do wysokosci?), potniemy prostokat na pasma.
Kazde z tych pasm zaliczamy do ukiadu D(E, R), jezeli nie zawiera
wewnatrz punktéw zbioru E. Jezeli je zawiera, wydzielamy zen
prostokaty, nie zawierajace punktow zbioru E wewnatrz, o wyso-
kosci niemniejszej od podstawy. llo$¢ tyeh prostokatéw bedzie skon-
czona; zaliczamy je rowniez do ukiadu 1J(E, R).

Zageszczajac nastepnie punkty podziatu podstawy prostokata3

t. zn. pochodng regularna, ktorej okreslenie uzyskujemy, zastepujac w definicji
Lebesgue’a zbiér przez prostokat (H. Lebesgue. Sur l'intégration des fonctions
discontinues. Annales de I'Ecole Norm, Snp. 27 (1911), p. 388). Pochodng Bana-
cha przyjmiemy dla ustalenia uwagi.
*) Pomyst tworzenia tych ukladéw zawdzieczamy Loomanowi. 1 e. 8 p. 254.
3) T.j. do osiy.
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i stosujgc ten sam proces wyboru, wprowadzamy coraz to nowe
prostokaty do uktadu D(E,R).

Przez powtarzanie tego podziatu tak, by najwieksza z odlegtosci
miedzy punktami podziatu podstawy prostokata R zmierzata do zera,
powstaje ciag prostokatow 1\. r2...., rlf..., nie zachodzacych na sie-
bie i nie zawierajgcych wewnatrz punktow zbioru E\ prostokaty
te tworzg ukfad D(E, R), przyczem #gczna jego miara, t. j. suma

00

réwna jest mierze dopetnienia E do R. Uklad taki bedziemy
zZ=1

nazywali uktadem wyczerpujgcym dopetnienie zbioru E do prostokata R
i bedziemy oznaczali go przez DtjE. R>, jezeli sie nie bedziemy oba-
wiali wieloznacznosci.

Sume szeregu:

00

i=l
jezeli jest on bezwzglednie zbiezny i warto$¢ tej sumy nie zalezy
od sposobu tworzenia ukiadu D(E,R), bedziemy nazywali przyrostem
F(R~) na dopetnieniu E do R.
Lem mat I. Jezeli funkcja F(R) posiada na zbiorze E przy-
rost okreslony, woéwczas posiada réwniez przyrost okreslony na do-
petnieniu E do kazdego prostokagta f?, zawartego w prostokacie,

ograniczajgcym zbior E t. j. suma szeregu EF(rt) nie zalezy od
7—1

sposobu tworzenia uktadu, wyczerpujagcego dopetnienie E do R.
Dowo6d. Mozna dobra¢ tak duze N, by:
N
=>'Ir|=|UKRN—p=\R—E\—p

z-1

Zostaje w R uklad skonczony prostokatow Qm,
przyczem:
m
F=(j—e-r
7-1

lecz nierdwnos¢ ta pocigga za sobg nierownosc:
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przy dowolnem e = 0, byleby p bylo dostatecznie mate (4" jest
przyrostem F(R) na zbiorze E‘R).
Poniewaz:

to:
| N ni
F(R)_"F(rj-AER ~F€Q) — AER

A wiec:

i otrzymujemy rozkiad:

Q) F(K)=£Fw + aer.
-l

Jezeli chodzi o wyzyskanie bezwzglednej ciagtosci funkcji na
zbiorze E lub skoniczonosci wahania, mozna prostokaty uktadu wy-
czerpujacego dobiera¢ w ten sposéb, by zawieraty punkty tego zbioru
na obwodzie. Wystarczy przy tworzeniu go wydzieli¢ wszystkie
pasma dotykajgce zbidr, t. j. posiadajace jego punkty na obwodzie
i zaliczy¢ je do ukiadu.

Niech teraz FRF, R) bedzie oscylacja F(R) na R. Udowod-
nimy nastepujacy:

Lem mat Il. Jezeli funkcja, F(R) jest o wahaniu skoriczonem
na zbiorze E, za$ jRi,R2,...,Rn jest dowolnym uktadem prostokatow,
zawierajgcych punkty zbioru E i zawartych w prostokacie RE, ogra-

niczajgcym zbidr E, wéwczas zbiezny jest szereg: N Q(F, Rn\
1z=I1

Dowdd. Ze wzgledu na ciggltos¢ F(R), istnieje taki prostokat
en C Fa, ze \F(en\ — Q(F,R"). Prostokat Rn zawiera przynajmniej
jeden punkt zbioru E, wewnatrz, lub
na obwodzie. Jezeli on nie zawiera punk-
tow zbioru E, mozna zbudowaé cztery
najwyzej prostokaty Rf\ Rfj\ 2<» Rtf
i 0 wierzchotku MIE takie, ze

FMD=—=Fm - Fm - Fm-+Fm-
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Zatem:
00 00

r,,="\FmM -Fm-Fm+ Fm\ <
-1

< +lrm\ + rmi +w)n
n=»|
i lemmat jest udowodniony.

Whynika stad, ze, jezeli funkcja ciggta F(R) jest o wahaniu
skonczonem na zhiorze E i posiada na nim przyrost okreslony,
wowczas posiada takze okreslony przyrost na jego dopetnieniu do
kazdego prostokagta R (“RE i przyrost ten jest funkcjg addytywnag
prostokata R.

Przyrost funkcji F(R) na dopetnieniu zbioru do prostokata R
bedziemy oznaczali Uf(F;R), lub wprost "P(R), jezeli nie wyniknie
stad zadna wieloznacznosc.

Funkcja ~(T?) jest funkcja ciggta prostokata R. Jezeli bowiem
R Q Re, za$ {r} jest dowolnym ukitadem prostokgtow, dotykajgcych
zbior E i wyczerpujacych dopetnienie E do RE, wowczas, zaczyna-

jac od dostatecznie wielkiego i— 1 mamy nieréwnos¢:
00 00
z-/ z=i

Z drugiej strony, ze wzgledu na ciggtos¢ F(R), przy dosta-
tecznie matem t] bedziemy mieli, dla |J?] <4j oraz i < |, nierownosc:

m.R\="

zatem:

Z-

skad, ze wzgledu na (2), wynika: |$m(/?)j <<e dla |27 << {]

Funkcja iF(jR) jest o wahaniu skoriczonem na zbiorze E wraz
z funkcja F(R,), jezeli przytem F(R) jest bezwzglednie ciagta na E,
wowczas i F(R) jest bezwzglednie ciggta na E. Istotnie, majac do-
wolny uktad {A} prostokatdw, zawierajgcych punkty zbioru E i za-
wartych w prostokacie, ograniczajgcym ten zbiér, mozna wyczerpaé
dopetnienie zbioru E do kazdego z nich przez prostokaty, dotyka-
jace zbior E.
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Funkcja addytywna:
0(7?) = ji-EH
jest przyrostem funkcji F(jR) na zbiorze E.
Ze wzgledu na (1), mamy rozkiad:

F(R) = 0(7?) 4- 2T(72).

Funkcja 0(7?) jest ciagla, jest przytern o wahaniu skonczo-
nem w prostokacie, ograniczajacym zbior E', jest ponadto bezwzglednie
ciggta w tym prostokacie, jezeli F(7?) jest bezwzglednie ciggta na E.
W rzeczy samej, jako roznica dwoch fuukcyj o wahaniu skorczo-
nem (bezwzglednie ciggtych) na E, jest o wahaniu skonczonem (bez-
wzglednie ciggfa) na E, oraz znika na prostokatach, nie zawieraja-
cych punktow zbioru E.

Z rozwazan powyzszych wynika:

Twierdzenie. Funkcja ciggta FIft), o wahaniu skoriczonem
(bezwzglednie ciagta) na zbiorze domknietym E i posiadajgca na nim
przyrost okreslony, jest w prostokacie, ograniczajgcym ten zbiér, sumg
swego przyrostu na zbiorze E, i przyrostu Ffl) na jego do-
petieniu, czyli:

F(K) =0(7?) 0(7?),

przyczem funkcja 0(7?) jest funkcja ciagta o wahaniu skoriczonem
(bezwzglednie ciggtg) na zbiorze E, za$ funkcja 0(7?) jest o waha-
niu skonczonem (bezwzglednie ciaggta) w prostokacie, ograniczaja-
cym ten zbiér.

89. Lemmatl. .Jezeli punkt M jest punktem gestosci zbioru
domknietego P, wowczas dla kazdego kwadratu K, zawierajacego punkt
M, nierdwnos¢ |A'l < ¢ pocigga za soba, przy dostatecznie wiatem <

P(P:A)|< p\K\,

gdzie p jest dowolnie matag liczbg dodatnig.

Z uwagi na to, ze zbiér P+ DjP, Kj jest miary zero, lemmat
ten jest natychmiastowg konsekwencjg okreslenia punktu gestosci.

Lemmat Il. Pochodna przyrostu na dopetnieniu zbioru domknie-
tego P funkcji F(Rj bezwzglednie ciggtej na tym zbiorze i posiada-
jacej na nim przyrost okreslony, jest prawie wszedzie na tym zbiorze
réwna zeru.

Dowadd. Przypusémy, ze zbior Q Q P skiada sie z punktéw,
w ktdrych pochodna przyrostu tP(R~) funkcji F(R) na dopetnieniu P
nie jest zerem, bedacych zarazem punktami gestosci zbioru P. Lem-
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mat bytby udowodniony, gdyby zbiér Q byt miary zero. Przypusémy
wiec, ze zbior Q jest miary dodatniej.

Utworzmy ciagg liczb: £,,£,, 3, zmierzajacych do zera
i oznaczmy przez Qm podzbiér zbioru P taki, ze istniejg kwadraty,
zawierajgce punkty tego zbioru, spetniajace, co do miary, nieréwnosc:

W= 4

przy dowolnem d, na ktérych:

za$ przez Em zbior, na ktérym:
NN\ (r~emkK),
Z-
gdzie uktad prostokgtow {r} wyczerpuje dopetnienie zbioru P do

kwadratu K.

Poniewaz;
00
imiJ=\N"\=)],

z-1

00
przeto QrnQ_Em przy kazdem m. Lecz Q =mI§\IQm, istniejg wiec ta-
kie m0, ze:
1<2J=1=0,
a wiec a fortioriz
1”1 M=o.

Oznaczmy dla skrocenia sume é:i’\l(rz)| przez d[|3J]; Z>(P,J1))
Z-

i wezmy pod uwage rodzine kwadratow K takich, ze, jakkolwiek:

@) . IP(P;™N)| <rf\K\,
to jednak:
(3) d[|F|; 7)(P;™)]=fr0| X|.

Ze wzgledu na okres$lenie zbioru Emt i na lemmat wstepny (1),
rodzina ta pokrywa zbior Emo w sensie Vitali'ego, przeto mozna
z niej wyja¢ cigg kwadratow rozigcznych takich, ze:

00

y-1
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Do kazdego p mozna dobra¢ p' tak, ze: rj\Emil = p, a wiec:

1I5W =Tt

Woéwczas jednak, ze wzgledu na (3):
oe 00
“~arEPPiEd] = = Ema\EJ,
j-i 71
chociaz, ze wzgledu na (2):

00

7-1

przy dowolnie matem p.

Jest to jednak sprzeczne z zatozeniem, ze F(R} jest bezwzgled-
nie ciggla na P. Zatem || =0, a wiec i |QOT) =0, skad |Q|=0.

Lemmat jest udowodnioniony.

Opierajac sie na powyzszym lemmacie, udowodnimy z tatwoscig
nastepujace

Twierdzenie |. Funkcja F(R) bezwzglednie ciggta na zbio-
rze domknietym P i posiadajgca na nim przyrost okreslony, jest na
nim prawie wszedzie rozniczkowalna.

Istotnie, poniewaz F(R) jest bezwzglednie ciggta na zbiorze
domknietym i posiada na nim przyrost okreslony, mamy rozklad:

F(A)=0>(7?)+2T(77?),

gdzie <P(A) jest bezwzglednie ciggta w prostokacie, ograniczajgcym
zbiér P, a wiec jest prawie wszedzie w nim rdzniczkowalna, po-
chodng za$ 27(5) jest, prawie wszedzie na zbiorze P, zero. Zatem
prawie wszedzie na P:

y) = y) + y) = y)-

Z twierdzenia powyzszego wynika natychmiast
Twierdzenie Il. Funkcja F(Rj, ACG' w prostokgcie Ro,

jest prawie wszedzie rozniczkowalna w tym prostokacie.
§ 10. W § 9 stwierdziliSmy rézniczkowalno$¢ prawie wszedzie
funkcji ACG'. Teraz zobaczymy, ze, jezeli ponadto jej pochodna
w znaczeniu Banacha zachowuje znak staty prawie wszedzie, wow-
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czas funkcja ta jest funkcjg monotoniczng. Dowod tego twierdzenia
bedzie oparty na lemmacie nastepujgcym:

Lem mat. Jezeli funkcja F(R) skoriczona w prostokgcie Ro ma
w tym prostokacie prawie wszedzie pochodng dolng F(X, y) nieujemna,
oraz jest bezwzglednie ciggta na zbiorze (miary zero) Q, na ktérym
F(x,y) < 0, wowczas F(R) jest w Ro stale nieujemna.

Dowdd. Niech R' bedzie dowolnym prostokatem, zawartym
w Rt. Rodzina kwadratéw K takich, ze F(K)™O pokrywa dopet-
nienie zbioru Q do R' w sensie Vitali'ego, przeto mozna utworzy¢
uktad skonczony prostokatéw RIt R2,...,R,,,... taki, ze:

D) MRN\TMRI-\OQ\-V = \R"\-V,
przyczem na kazdym z nich F(R) 0.

Pozostaje w R' uktad skonczony {rf prostokgtow, z ktérych
kazdy zawiera punkty zbioru Q, jezeliby bowiem ktéry z nich nie
zawierat punktéw zbioru Q, F(R) bylaby na nim nieujemngy) i za-
liczylibySmy go do ukitadu {Rjj.

Ze wzgledu na (1), mamy:

)

Otéz mozna w (1) dobrac tj tak, by nierownos$¢ (2) pociagata

za sobag:

®)
Stad:

n m

F(R) =~"h\R) + .

a wiec, ze wzgledu na dowolnos¢ e:
F(R) o

Lemmat jest wiec udowodniony.

*) por. S. Saks. Théorie de I'intégrale. Chapitre VII, § 2, Th. 1, str. 127.
Dodatek do Roczn. Pol. Tow. Matem. 2
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Twierdzenie |. Na to, aby funkcja F(R), bedgca ACG'
w prostokgcie A, byla w nim stale nieujemna, trzeba i wystarcza,
by prawie wszedzie jej pochodna byta nieujemna.

Konieczno$¢ warunku jest oczywista, pozostaje wykazac jego
wystarczalnosc.

Niech bedzie funkcjg ACG" w prostokgcie Ro. Oznaczmy
przez E zbiér punktow, w otoczeniu ktorych istniejg prostokaty R
takie, ze F(R) << 0. Zbior ten jest domkniety, zawiera wiec, na za-
sadzie twierdzenia | § 6, kawatek H"E”ro) na ktérym F(R) jest
bezwzglednie ciggta. Przypusémy teraz, ze r jest dowolnym prosto-
katem, zawartym w r0. Funkcja F(tt) jest bezwzglednia ciggla na
zbiorze Q(fII(E, r0), poza ktdrym jej pochodna dolna F(sc,y) jest
w r0 nieujemna.

Na zasadzie udowodnionego lemmatu, 1(r) 0 dla rQrQ,
zaden wiec punkt wewnetrzny kawatka II(E, r0) nie posiada, w do-
statecznie matem otoczeniu, prostokatow, na ktorych F(R) bytaby
ujemna, co sprzeczne jest z okresleniem zbioru E. Zbidér ten jest
wiec zbiorem pustym; twierdzenie zostato w ten sposob udowodnione.

Przez zmiane znaku funkcji F(R) stwierdzamy, ze funkcja
ACG' jest stale niedodatnia wowczas i tylko wowczas, gdy jej po-
chodna jest prawie wszedzie niedodatnia.

Stad:

Twierdzenie Il. Na to, byfunkcja ACG' byta tozsamo$ciowo
zerem w prostokacie Ro, trzeba i wystarcza, by jej pochodna byta
zerem prawie wszedzie w tym prostokacie.

Wynika stad natychmiast:

Twierdzenie I1ll. Funkcja ACG' osobliwa jest toisamo-
$ciowo zerem.

Zatem mamy:

Twierdzenie V. Funkcja ACG' o wahaniu skornczonem
jest bezwzglednie ciggta.

W szczegolnosci funkcja ACG' monofoniczna jest bezwzgled-
nie ciggta.

I11. Catka podwdjna D' (definicja opisowa).

§ 11. Na pojeciu funkcji prostokagta ACG' zostanie oparta
definicja opisowa catki podwojnej D', ktéra, w ptaszczyznie dwaoch
zmiennych, odpowiada calce szczegdlnej pojedynczej Denjoy.
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Funkcja /(«, iy) jest catkowalna D' w prostokacie /:0. jezeli
jest prawie wszedzie w tym prostokacie pochodng funkcji F(U), ACG'.

Funkcja F(B) jest wowczas jej calkg nieoznaczong D'. Ze
wzgledu na twierdzenie Il § 10, catka nieoznaczona jest jednoznacz-
nie okreslona przez funkcje podcatkowa.

Wartos¢ funkcji F(B) na prostokacie Bo jest catkg oznaczong
funkcji f(x.y) w tym prostokacie i piszemy:

Z okreslenia tego wynika, ze funkcja catkowalna D' jest mie-
rzalna i prawie wszedzie skoriczona.

Z twierdzen § 5 wynikajg nastepujace wiasnosci catki D':

1°. Funkcja catkowalna D' w kazdym z prostokatéw Bl i B2,
majacych bok wspdlny, jest catkowalna w prostokacie B! -j- R2,
przyczem:

D'J"J'f(a>,y) dx dy — D'FJ'f y)dxdy-\-D" FIf(x,y)dxdy.
RI+R2 fil Rt

2°. Funkcja catkowalna D' w prostokacie Bo jest catkowalna
D' w kazdym prostokacie B(jjBa

3°. Kombinacja linjowa funkcyj catkowalnych D' jest catko-
walng D', przyczem:

R

§ 12. Zajmiemy sie teraz stosunkiem catki D' do catki Le-
besgue’a. Mamy przedewszystkiem zupetnie oczywiste

Twierdzenie |. Funkcja f(X, y) sumowalna w prostokacie Bo
jest w tym prostokagcie catkowalna D' i obie catki sg réwne.

Twierdzenie Il. Funkcja f(x,y) catkowalna D' w prosto-
kacie Bo i prawie wszedzie nieujemna w tym prostokacie jest w nim
sumowalna.

Istotnie, y) jest w BQ prawie wszedzie pochodng pewnej
funkcji F(B\ ACG'. Na zasadzie twierdzenia 1 § 10, funkcja F(R)
jest stale nieujemna w 2?0, czyli jest, ze wzgledu na twierdzenie IV

2
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tegoz paragrafu, bezwzglednie ciagta w 2?0; zatem f(X,y) jest jej
catkg nieoznaczong Lebesgue’a.

§ 13. W zwiagzku z twierdzeniami 8 12, narzuca sie rozsze-
rzenie twierdzenia o catkowaniu ciggbw monotonicznych na catke Z>'
dowdd tego twierdzenia niczemby sie nie réznit od dowodu analo-
gicznego twierdzenia dla catki szczegélnej Denjoy funkcyj jednej
zmiennej.

Twierdzenie. Jezeli funkcja f{x jest granicg ciggu mo-
nofonicznego funkcyj (x,y), F2(z, y¥),... ,TIX, y),.. catkowalnych D',
przyczem cigg catek tych funkcyj jest ograniczony zgory, woéwczas
f(x,y) jest rowniez catkowalna D', oraz-.

lim D

n—>cx>

IV. Operacje catlkowe niewtasciwe w plaszczyZznie dwoich
zmiennych. Definicja konstrukcyjna catki D'

§ 14. Wprowadzone zostana teraz pewne operacje catkowe
niewtasciwe, otrzymane przez zwezenie operacyj stosowanych przez
Loomana. Zauwazymy przytem analogje miedzy wprowadzonemi
operacjami, a operacjami Cauchy’'ego i Harnacka dla catek poje-
dynczych.

Musimy w zwigzku z niemi wprowadzi¢ nowe pojecie zbiez-
nosci szeregdbw bezwzglednych wartosci funkcyj prostokata.

Bedziemy mowili, ze szeregi wartosci  funkcji FfRf
odpowiadajace ciggom {2?}, utworzonym z prostokatéw roztgcznych
pewnej rodziny, sg zbiezne regularnie, jezeli do kazdej liczby ej>0
mozna dobra¢ liczbe p 0 tak, ze nierownosc:

<V
i-N
pocigga za sobg nieréwnosc¢:

oc

i-N
dla kazgego ciaggu {H,} prostokatow tej rodziny.
Przejdziemy teraz do okreslenia operacyj catkowych niewtasci-
wych w plaszczyznie dwoch zmiennych.
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Przypusémy, ze operacja catkowa J przyporzadkowuje funkcji
dwdéch zmiennych f(x,y) pewng funkcje ciagla prostokata na kaz-
dym prostokacie, zawartym w prostokgcie Ro i nie zawierajgcym
wewnatrz, ani na obwodzie, punktow pewnego zbioru domknietego P,
przyczem istnieje funkcja ciggla w Po, P(P), réwna catce J funkcji

t/) na prostokatach, na ktorych ta catka istnieje.

Poszczegolne operacje niewtasciwe C i H przyporzadkowujg
w prostokgcie Po funkcji f(x,y) funkcje P(P), jako jej catke nie-
whasciwg CJ. wzglednie HJ:

C, gdy zbiér P lezy na obwodzie prostokata Po;

H, gdy funkcja f(x, y) jest juz catkowalna J w kazdym pro-
stokgcie, nie zawierajgcym wewnatrz punktow zbioru P, oraz na sa-
mym zbiorze Pl), przyczem szeregi bezwzglednych wartosci catek J na
ciggach prostokatow dotykajgcych?) zbiér P, sg zbiezne regularnie,
oraz, dla Rfjlf:

gdzie uktad {rj jest uktadem prostokagtéw dotykajacych zbior P, wy-
czerpujgcym dopetnienie P do Rg).

Operacja C jest podobna do operacji niewtasciwej Cauchy’ego
dla catki pojedynczej; odpowiada ona drugiej operacji Loomana.
Operacja H jest podobna do operacji Harnacka i odpowiada czwartej
operacji Loomana.

Operacje catkowg J bedziemy nazywali zamknieta, jezeli catki
niewtasciwe GJ i HJ, powstate z dokonania nad nig operacyj nie-
wihasciwych G, wzglednie H, nie wykraczajg poza jej zakres.

Twierdzenie. Catka D' jest operacjg catkowg zamknieta.

Bedziemy musieli pokolei wykazaé, ze catki niewlasciwe CD'
i HD' nie wykraczajg poza zakres catki D'

Niech /(z,y) bedzie catkowalna D' w kazdym prostokacie
PQPO, lezagcym catkowicie wewnatrz tego prostokata, przyczem
w Ro istnieje funkcja cigglta P(P) réwna catce D' funkcji f(X,y)

) T. j. funkcja g>(x,y) rowna f(Xx,y) na zbiorze P, za$§ zeru na jego do-
petnieniu, jest catkowalna w prostokacie A.

s) Méwimy, ze prostokat dotyka zbior, jezeli zawiera jego punkty na obwo-
dzie, lecz nie zawiera ich wewnatrz.

a) Z powyzszego wynika, ze F(R) nie zalezy od uktadu {?/}.
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tam, gdzie ta catka istnieje. 2(2?) jest ACG' w Po, gdyz jest ACG'
w kazdym prostokacie, zawartym w j?0, za§ kazda funkcja prosto-
kata jest bezwzglednie ciggta na odcinku prostej i posiada na nim
przyrost okre$lony; pochodng jest prawie wszedzie w Ro
funkcja (X, y). Stad f(x,y) jest w 220 catkowalna D' i catkg jej
na tym prostokacie jest F(R0). Pierwsza czes¢ twierdzenia zostata
udowodniona.

Przypusémy teraz, ze f(x,y) jest catkowalna D' w prostoka-
tach R Q Rw nie zawierajgcych wewnatrz punktéw pewnego zbioru
P, na ktorym jest ona réwniez catkowalna D' przyczem szeregi
bezwzglednych wartosci catek D' na prostokatach, dotykajacych
zhior P sa zbiezne regularnie oraz, dla R Q_Ral

F{R) = D' FIffayldxdy + =ZD"FF  dxdy-

Oznaczmy:

(-K) = 2 y)dxdy-

Ze wzgledu na réwnos¢ (1), funkcja F1(R) jest okreslona i ciagla
w Ro. Jest ona bezwzglednie ciggta na P. z uwagi na regularng zbiez-
no$¢ szeregdw bezwzglednych wartosci catek D' funkcji (X, y) na
ciggach prostokatow dotykajacych zbior P. Przyrost jej na zbiorze
P jest okreslony i rowny tozsamosciowo zeru. Istotnie, majac do-
wolny uktad prostokatéw {/?,}, zawierajgcych punkty zbioru P,
i zawartych w prostokacie, ograniczajagcym go, takich, ze:

utwérzmy w kazdym z nich uklad {?} prostokatow dotykajacych
zbiér P wyczerpujacy dopetnienie P do Pz Mamy woéwczas:

2FN=22F"-
=1 z=1 7=1
oraz:
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Poniewaz J\(B) jest bezwzglednie ciggta na P, mozna dobrac¢
V tak, by:
n co
LoV
@l -1
wowczas a fortiori'.

2FIW) <e,
1=1
czyli przyrost Pt(P) na P jest zerem. FfJR) jest ACG' w Po.
Bedac identyczna ze swym przyrostem na dopetnieniu P, po-
siada prawie wszedzie na P pochodng rowng zeru. Jej pochodng na
dopetnieniu P jest prawie wszedzie f(X,y).
Zatézmy teraz:
P2(P) = P' ¥ Cfx,y}dxdy.
""P-R
Pochodng tej funkcji jest prawie wszedzie na P funkcjaf(x,y\
za$ prawie wszedzie na jego dopetnieniu — zero.
Zatem funkcja:
P(P) = PX(P) + P2(S)

jest w prostokacie Po funkcjg ACG' i posiada w nim prawie wsze-
dzie pochodng réwna funkcji yj. Twierdzenie zostato catkowicie
udowodnione.

§ 15. Stwierdzimy teraz, ze pierwotne Loomana sg catkami D'
swych pochodnych.

Okreslenie pochodnych, przyjete przez Loomana, jest naste-
pujace:

Pochodna gorna:

DF(x,

gdzie li jest dowolnym prostokatem, zawierajgcym punkt (#, y)\
podobniez okresla sie¢ pochodng dolng DF(x,ty). Funkcja F(R) po-
siada w punkcie (r. «) oznaczong pochodng mocng Loomana, jezeli
DF{x,y) = DP(x, y) i obie te pochodne sg skoriczone. Pochodng te
oznaczymy przez DF(X, y).

Lemmat. Jezeli w kazdym punkcie zbioru E pochodne DFJ. y)
i DF(x. y) funkcji F(R) sga skonczone, wowczas zbiér E jest sumg
przeliczalnej ilosci zbiorow, na ktérych F(Rj jest bezwzglednie ciggta
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Dowdd. Niech RE bedzie prostokatem, ograniczajagcym zbidr E.
Wezmy pod uwage zbiér En punktdow, nalezacych do zbioru E
i takich, ze dla prostokatow R Q RE, zawierajgcych punkty zbioru

En i majagcych boki co do dlugosci mniejsze od—, zachodzi nie-
rownose,
@)

Podzielmy prostokat RE na prostokaty czeSciowe o0 bokach

mniejszych od —; niech liczba ich bedzie mn. Przez Ef o0znaczmy

podzbior zbioru En, zawarty w prostokacie czesciowym  (i=l,
Ze wzgledu na (1) i na skonczono$¢ pochodnych DF(x,y) i DF(X,y)
na E bedziemy mieli:
E:;;Eh-
n-1

Otéz na kazdym ze zbiordw En funkcja F(R) jest bezwzgled-
nie ciggta. Istotnie, niech ukfad A, j?2,..., Rp bedzie ukiadem pro-
stokatow rozigcznych, zawierajgcych punkty zbioru E; i zawar-
tych w Rh.

Ze wzgledu na (1):

p p
“"FIR™"N"T™R™,
j~i J-i
skad wynika bezwzgledna ciggtos¢ F(R) na E,,

Udowodnimy teraz:

Twierdzenie. Funkcja F(R), posiadajaca w kazdym punkcie
prostokgta Ro pochodng mocng Loomana DFj, y) okreSlong i skon-
czong, jest ACG' w Ro 1 jest w nim catkg D’ swej pochodne;j.

Zgodnie z twierdzeniem Il § 6 i z uwagi na udowodniony
przed chwilg lemmat, kazdy zbiér domkniety, zawarty w prostoka-
cie Ra, w ktérym funkcja F(R) jest pierwotng funkcji /(ic, y), po-
siada kawalek, na ktorym F(R) jest bezwzglednie ciagla. Lecz
z drugiej strony, jak to stwierdzit Loomanl), kazdy zbiér domkniety P,

*) Te wihasno$¢ posiada, wedtug Loomana, kazdy zbior t. zn. pierwszego
rodzaju w sobie, ktorego kazdy kawatek rzutuje sie na oba boki prostokata 770,
jako zbior doskonaty. Lecz kazdy zbiér domkniety, ktory nie jest pierwszego rodzaju
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i jest zawarty w J?, posiada kawalek, na ktorym pochodna funkcji
F(R") jest sumowalna, oraz:

= C Cf(xy)dxdy +F",

JP-R i-1

gdzie uktad {r;) wyczerpuje dopeinienie P do R. Powtarzajac ro-
zumowanie, stosowane juz w paragrafie poprzednim, przekonamy
sie, ze przyrost F(R) na tym kawatku jest okreslony.

Zatem F(R) jest funkcjg A CG' w prostokacie Ro, za$ funkcja

bedac jej pochodng Loomana, jest zarazem jej pochodng
Banacha, czyli F(R) jest catkg D' funkcji f(X,y}.

§ 16. Zanim przejdziemy do definicji konstruktywnej catki Z)',
udowodnimy nastepujacy lemmat:

Lem mat. Jezeli funkcja j\x,y) jest catkowalna D' w prosto-
kacie R,, i funkcja F(R) jest jej catka nieoznaczong D', wdwczas
kazdy zbior domkniety P Q Ro posiada kawatek II\P, Rf, na ktdrym
f(x, V) Jest sumowalna, przyczem szeregi catek D' na prostokgtach,
zawartych to prostokacie r0 i dotykajacych zbiér P sg zbiezne regu-
larnie, oraz:

gdzie uktad {rf wyczerpuje dopetnienie zbioru P do R.

Dowdd. Poniewaz catka D' funkcji F(R) jest w Ro funkcjg
ACG', przeto, na zasadzie twierdzenia i § 6, kazdy zbiér domkniety
P posiada w Ro kawatek 11(P,rf, na ktorym F(R~) jest bezwzgled-
nie ciggla i posiada przyrost okreslony. Stad natychmiast przeko-
nywamy sie 0 stusznosci drugiej czesci lemmatu, uzyskujemy bo-
wiem rozkfad:

gdzie Rejr0, przyczem <I>(lfj jest bezwzglednie ciggta w r0; poniewaz
pochodna jest na I1I(P, r0) prawie wszedzie funkcja f(x,y),
wiec ffc, y) jest sumowalna na HfP, r0), oraz:

w sobie, posiada kawatek t. zw, drugiego rodzaju, potozony na przeliczalnej ilosci
prostych, réwnolegtych do bokéw prostokata, na ktorym przyrost funkcji bezwzgled-
nie ciggtej jest, oczywiscie, zerem (loc. cit. p. 275j.
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zas:

00

zatem:

Lemmat jest udowodniony.

Moznaby, opierajac sie na powyzszym lemmacie, wykazaé, ze
catka D' jest najstabszg operacja catkowa, obejmujaca catke podwojna
Lebesgue'a. Analogiczne okreslenie catek pojedynczych Denjoy zostato
podane przez p. Saksal) i dowdd réwnowaznosci tego okreslenia
z innemi okresleniami, stosowany przez p. Saksa, przenosi sie bez
zasadniczych zmian na catke D'

§ 18. Podamy teraz definicje catki D' bedgcg analogonem defi-
nicji catek Denjoy, skonstruowanej niedawno przez P. Romanowskiego?):

Funkcja f(x,y) jest w prostokacie R{ catkowalna D’ jezeli
istnieje funkcja F(R) ciagla w prostokacie Ro, taka, ze kazdy zbior
domkniety P zawarty w Ra posiada kawatek I1(P, r0), na ktdrym
f(x, ¥ jest sumowalna, oraz zbiezne sg regularnie szeregi bezwzgled-
nych wartosci funkcji F(R) na ciggach prostokgtow zawartych w rl
i dotykajacych zbiér P, przyczem:

@ =F fj\x,y)dxdy 4-"\/ (ri),
*P7R z-1

gdzie ukfad {/,;} wyczerpuje dopetnienie P do S.

Wykazemy, ze okresSlenie to jest rownowazne definicji opiso-
wej catki Z>', podanej w rozdziale poprzednim. Wystarczy wykazac,
ze na to, by funkcja ¥ y) byla w prostokgcie 1?0 calkowalna
wedtug nowego okreslenia, trzeba i wystarcza, by byta w Ro prawie
wszedzie pochodng funkcji A CG'.

Ze wzgledu na lemmat § 16, warunek jest konieczny. Z dru-
giej strony, jezeli f\x, y) jest catkowalna w Ro wedlug nowej defi-
nicji, to funkcja F(R) jest bezwzglednie ciagta na kawatku U(1, r0)

*) Fundamenta Math. t. X, p. 255.
) P. Komanovski. EsBai d'une exposition de I'intégrale de M. Denjoy
sans nombres transfinis. Fund. Math. t. XIX, p. 38.
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i posiada na nim przyroBt okres$lony, zatem, ze wzgledu na twier-
dzenie 1, § 6, jest ACG' w 220. Oznaczmy teraz przez E zbior
punktow prostokata Eo, w ktérych F'(x,y) ==/(¢c,y). Gdyby zbior
E byl miary dodatniej, zawieratby podzbiér domkniety Q miary
dodatniej; ten skolei zawieratby kawatek 11(Q,r na ktorym j\x,y)
jest sumowalna i prawie wszedzie jest pochodng funkcji F(R), co
sprzeczne jest z okresleniem zbioru Q. Zatem zbiér E jest zbiorem
miary zero, a wiec prawie wszedzie w Ro:

y) =/(at, y).

§ 18. Przystepujemy do okres$lenia catki D' przez proces poza-
skonczony. Wprowadzimy znakowanie nastepujace: bedziemy ozna-
czali przez Q, zbiér punktdow osobliwosci operacji catkowej J. Jezeli
operacje catkowe Jj, < «) tworzg cigg pozaskon-

czony. bedziemu oznaczali przez 2J, operacje catkowg, ktorej zakres
£<«
obejmuje zakresy poszczegélnych operacyj ciggu. Bedziemy ponadto

oznaczali przez CJ catke niewlasciwg, powstaly z calki <1, przez za-
stosowanie do niej operacji C, przez HJ catke, powstatg z catki J
przez zastosowanie do niej operacji H, wreszcie przez HCJ wynik
zastosowania obu tych operacji do catki J.
Otéz wykazemy, ze mozna okresli¢ catke D' w danym pro-
stokgcie jako:
D' = ELe,

przyczem okreslamy przez indukcje:
L(= HC[E LA.

gdzie L1 = L (catka Lebesgue'a).
Otéz z jednej strony:

poniewaz D' jest operacjg catkowg zamknietg.

Z drugiej strony, jezeli funkcja jest catkowalna D'.
wowczas istnieje takie F ze zbior QL jest zbiorem pustym. W rze-
czy samej, gdyby zaden ze zbiorow QL nie byt pusty, istniatby
taki wskaznik  ze:

(D ——L

Jezeli zbior QL lezy catkowicie na obwodzie prostokata J?o,
wowczas, po zastosowaniu operacji C, zbior QCL,,= Qiv+l jest pusty.
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Jezeli jednak zbiér QL posiada punkty wewnatrz 2?0, woéwczas na
zasadzie leinmatu § 17 posiada kawatek 11(Qlv, ro), na ktorym
funkcja f(x, y) jest sumowalna, zbiezne sg regularnie szeregi bez-
wzglednych wartosci catek CLV na prostokgtach zawartych w r0
i dotykajgcych zbior 11(QL™ r0), oraz:

dla 2?2QrQ0.

Stosujac do CLV operacje H. usuwamy punkty osobliwosci
z prostokata Mo, zatem operacja Lv+l nie posiada w r0 punktéw
osobliwych, czyli zbiér ZZ(ef ,r0) jest pusty, a wiec roéwnosé (1)
jest falszywa; istnieje tedy takie y, ze zbidér QL jest pusty, skad:
D'C2LS,
S<S82 5

a wiec ostatecznie:
D'=2Ls

V. Catka P'.

8 19. Narzuca sie teraz pytanie: jaki jest stosunek catki Z),
ktora byla przedmiotem rozwazan dwoch ostatnich rozdziatow, do
catek podwojnych Perrona. Zauwazmy przedewszystkiem, ze kaz-
demu okresleniu pochodnej funkcji prostokata, przyjetemu w defi-
nicji catki podwdjnej Perrong, odpowiadataby inna catka, przyczem
poszczegoblne catki nie bylyby naogdt réwnowazne 1).

Podamy natomiast okre$lenie catki podwojnej P', analogicz-
nej do catki Perrona, w ktorem wyzyskany bedzie pomyst Riddera’)
i zobaczymy, ze catka ta okaze sie rownowazna catce D'

') Jedno z takich okres$ler, odpowiadajace pochodnej Banacha, znajdujemy
w monografji p. Saksa: ,, Théorie de l'intégrale*, p. 128. GdybySmy jednak chcieli
poréwnac okre$long przez p. Saksa catke podwdjng Perrona z catkg D', napoty-
kamy zasadnicze trudnosci ze wzgledu na to, ze ze skonczonosci pochodnych skraj-
nych Banacha funkcji F(R) na zbiorze E nie mozna wnioskowaé o istnieniu przy-
rostu okreslonego funkcji F(li) na zbiorze E. W kazdym razie, jak to wynika
z tw. I, § 20, catka P' jest catkg Perrona, w znaczeniu podanem przez p. Saksa.

") J. Ridder. Uber den Perronschen Integralbegriff. Math. Zeitschr. 34, p. 234.



29

Definicja catki P' oparta bedzie na rozwazaniu klasy funkcyj
nawpdt bezwzglednie ciggtych uogdélnionych i pochodnych skrajnych
W znaczeniu Banacha.

Funkcje F(ff) bedziemy nazywali nawpdt bezwzglednie ciggta,
gornie na zbiorze E, jezeli dla dowolnego ukfadu prostokatow A,
A. roztacznych, zawierajgcych punkty zbioru E i zawartych
w prostokacie RE ograniczajgcym ten zbior, nierdwnos¢:

-S Rfl <p
pocigga za soba, przy dostatecznie matem p, nieréwnosc¢:
SFfR) <e;

Funkcje F(R) bedziemy nazywali nawpot bezwzglednie ciggly
dolnie, jezeli dla takiegoz uktadu {2?} prostokatéw nierownosc¢:

i
pocigga za soba, przy dostatecznie matem p. nieréwnos¢:

2:12.) > —e

Funkcje F(R) bedziemy nazywali bezwzglednie ciagta uogolniona
gornie (dolnie) w prostokacie Ro, jezeli ten prostokat jest sumg prze-
liczalnej ilosci zbioréw, na ktérych F(R) jest, bezwzglednie ciagta
goérnie (dolnie) i posiada przyrost okreslony. W skroceniu bedziemy
oznaczali te funkcje odpowiednio SACG' i IACG".

Twierdzenie. Na to, by funkcja F(R) buta w prostokacie
Ro funkcja SACG' (IACG"), trzeba i wystarcza, by kazdy zbior
domkniety, zawarty w Ro, posiadat kawatek, na ktorym funkcja F(R)
jest bezwzglednie ciggta gornie (dolnie) i posiada przyrost okreslony.

Dowod tego twierdzenia niczem sie nie rézni od dowodu
twierdzenia | § 6.

§ 20. Udowodnimy teraz kilka twierdzen, dotyczacych wias-
nosci pochodnych Banacha funkcyj SACG' i IACG'.

Twierdzenie |. Jezeli funkcja FfR) jest bezwzglednie ciggta
gornie (dolnie) na zbiorze E, woéwczas prawie wszedzie na tym zbio
rze jej pochodna gérna F(x, y) *< -j- °° (dolna F(x, y)f> —o00).

Woystarczy dowies¢ twierdzenia dla funkcyj bezwzglednie ciag-
tych gornie; analogiczny wniosek o funkcjach bezwzglednie ciagtych
dolnie wynika przez zmiane znaku.
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Niech Q'fjQ bedzie zbiorem punktow, w ktérych F(x,y) = oo.
Przypusémy, ze posiada on miare dodatnig, w takim razie posiada
podzbiér Q" o mierze dodatniej mniejszej od j;, gdzie p jest dowolng
liczba dodatnig. Oznaczmy | Q"| = M i wezmy pod uwage rodzine kwa-
dratow K, zawartych w prostokacie RQ, ograniczajagcym zbidr Q,
oraz takich, ze nier6éwnosc¢:

pocigga za sobg nierébwnos¢:
(o) ~(F)=n|7M.

Rodzina ta pokrywa zbior Q" w sensie Vitali’ego, przeto istnieje
uktad skonczony kwadratow tej rodziny takich, ze:

tn

Ze wzgledu na (1), mamy:
2F(Km) = nM — nd.

Lecz mozna p dobraé tak, ze:
2F(M)<e,

skad, ze wzgledu na dowolnos¢ n dochodzimy do sprzecznosci z za-
tozeniem, ze M =0, zatem M =0, czyli takze |Q'| =0.

Lem mat. Jezeli funkcja FUR) jest bezwzglednie ciagta gornie
(dolnie) na zbiorze Q miary zero, poza ktdrym pochodna gorna

(dolna F(x,y)™0) w prostokgcie Ro, wowczas FfR) jest
w Ro stale niedodatnia (nieujemna).

Dowdd. Niech prostokgt i bedzie dowolnym prostokgtem
zawartym w Ro. Rodzina kwadratéw K takich, ze F(/C) 0 po-
krywa dopetnienie zbioru Q do R w sensie Vitali’ego, przeto mozna
utworzy¢ uklad skonczony prostokatow Rx, R%,..., Rn, . . zawartych
w R i takich, ze:

0]
6-1

przyczem na kazdym z nich:

F{R) < 0.
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Pozostaje w R uktad skonczony prostokatow {ry}, zawieraja-
cych punkty zbioru Q.

Ze wzgledu na (2), mozna dobra¢ y tak, by:

~E(r,)<E;
wowczas, ’
/(7)) <E
i, z uwagi na dowolnos¢ s, J(7?)"O.

Przez zmiane znaku funkcji dowodzimy lemmat dla funkcji
bezwzglednie ciagtej dolnie.

Twierdzenie Il. Funkcja SACG' ("IACG;j posiadajgca prawie
wszedzie pochodng gorng, niedodatnig (dolng nieujemng) jest stale
niedodatnia (nieujemna).

Dowdd niczem sie nie rozni od dowodu twierdzenia I, § 10.

§ 21. Funkcjg zwyzszajgcg dla funkcji f(X,y) w prostokgcie
Ra bedziemy nazywali kazdg funkcje U(R), 1ACG' w Ro, taka, ze:
u(x,y) f(x,y) prawie wszedzie w Ro.

Funkcjg znizszajaca dla funkcji f(x,y) w prostokacie Bo be-
dziemy nazywali kazdg funkcje K(B), SACG' w Ro, taka, ze:
F(a:,y) y) prawie wszedzie w Ro.

Twierdzenie. Roéznica miedzy dowolng funkcjg znizszajgca
U(R) i dowolng funkcja zwyzszajagcg V(R) dowolnej funkcji f(X.y)
jest stale nieujemna.

Dowdd. Oznaczajac:

4(B) = tAB) — F(B).

mamy:
(1) 4(a?,y) = U\, y) — K(ar,y)
oraz prawie wszedzie:

O] £(®,y) y) V(¥

zaznaczone w nieréwnesci (1) odejmowanie jest, ze wzgledu na twier-
dzenie | § 20, prawie wszedzie wykonalne. Ze wzgledu na(l) i (2),
prawie wszedzie: 4(rc, y)™O, a poniewaz 4(B) jest funkcjg IA CG',
przeto, na zasadzie twierdzenia Il poprzedniego paragrafu: 4(B) ~>0.

§ 22. Bedziemy nazywali catkg gorng P* funkcji f(x, y) w pro-
stokacie Bo kres dolny wszystkich funkcyj zwyzszajgcych funkcji
f(x, y) w prostokacie Bo. Podobniez catkg dolng P' funkcji /(a?,y)
w prostokacie Bo, bedziemy nazywali kres gorny wszystkich funkcyj
znizszajgcych funkcji f(x,y) w tym prostokacie.
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Jezeli obie te catki sg rowne, wowczas funkcja f(x,y) jest
catkowalna P' w prostokacie 7?0. Wspdlna warto$¢ tych catek jest
catkg P' funkcji f(x,y) w prostokacie 720 i piszemy:

Jezeli /(z,y)jest catkowalna P' w prostokacie Po, wowczas
jest catkowalna P' w kazdym prostokacie Okreslona w ten
sposéb funkcja addytywna prostokata jest catkg nieoznaczong P
funkciji ftoc.y) w prostokacie Ro.

§ 23. Ponizsze twierdzenie rzuci $wiatto na whasnosci catki P’
i natychmiastowg jego konsekwencjg bedzie réwnowazno$¢ catek
D' i P.

Twierdzenie 1. Caltka nieoznaczona P' jest funkcja A CG',
za$ jej pochodna jest prawie wszedzie réwna funkcji podcatkowej.

Dowadd. Przypusémy, ze funkcja f(x, y) jest w prostokacie Ro
catkowalna P' i oznaczmy:

Stwierdzimy przedewszystkiein, ze jezeli U(ll) jest dowolng
funkcjg zwyzszajaca funkcji f(pc,y), zas P(K) dowolng funkcjg zniz-
szajgcg woOwczas:

@y U).

Istotnie, mozna funkcje znizszajagca Ve dobraé tak, by:

gdzie e jest dowolnie mate. Wowczas:
if(P) — F(R) = V(I<) — Vf(P) + 7,(P) — #(P)= F.(P) — F(P) = —e¢,

skad:
HP) —I(P) =0.

Podobnie wykazemy, ze:
P(P) — V(R) =0.

Ze wzgledu na okreslenie catki P', mozna utworzy¢ ciag
{U,,(R)} funkcyj zwyzszajgcych i ciagg {Fn(E)} funkcyj znizszaja-
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cycb tak, by roznica miedzy odpowiadajgcemi sobie wyrazami tych

ciggow zmierzata do zera wraz Zn_' Woéwczas, dla n*>N:

(2) Lina—

Prostokat Ro jest sumg przeliczalnej ilosci zbioréw, na ktérych
Un(E) sga bezwzglednie ciggte dolnie, zas Fn(Z?) sa bezwzlednie ciggte
gornie, przy kazdem w, i wszystkie te funkcje posiadajg na tych
zbiorach przyrost okreslony. Niech np. E bedzie jednym z takich
zbiorow. Wykazemy, ze F(R) jest bezwzglednie ciggla na E i po-
siada na nich przyrost okreslony.

Przypusémy w tym celu, ze R™Rt,... ,Rm jest dowolnym cig-
giem prostokatéw rozigcznych, zawierajacych punkty zbioru E i za-
wartych w prostokacie, ograniczajgcym ten zbior. Przez RARA...,
Rp oznaczmy te prostokaty uktadu, na ktorych F(R) jest nieujemna.
Pozostate prostokaty oznaczmy przez R'i, R?",R”. Mozna dobrac ]
w ten sposéb, ze nieréwnosc¢:

2ERY <,
zZ-l

bedzie pociggata za sobg:

®)

oraz:

(4) 2 <=4

Ze wzgledu na (1) i (2):

. 2[VM~Fm>-£
(6) _

Nieréwnosci (3), (4), (5) i (6) dajg ostatecznie:
Dodatek do Roczn. Pol. Tow. Matem. 3
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Q 9 Q
0> Un(R") —[U, M — ;W)] = — *
Z-1 z-1 Z-1
oraz:
P p p
0< == VM -£[V,RK —2PA)I <e
A-l A-l A-l
Zatem:

Nt
VYIN\F(Rr, = ->e

zZ-1

W zupetnie podobny sposéb wykazemy, ze F(R) posiada na E
przyrost okreslony.

Istotnie, niech E' bedzie dowolnym podzbiorem domknietym
zbioru E, za$ i dwoma ciggami prostokgtow, czyniacych
zado$¢ warunkom, wyszczeg6lnionym w definicji przyrostu funkcji
na zbiorzel), a, miedzy innemi, warunkowi:

Istnieje funkcja zwyzszajgca U(R) taka, ze:
\U(R9)-F(Re)\<<..

Poniewaz réznica U(R) — F(<R) jest funkcjg nieujemng pro-
stokata li, wiec:

\2Um —2F(W>) < * dla ; = 1,2.
z z u

Lecz U(R) posiada przyrost okreSlony na zbiorze E przeto
mozna dobra¢ rj tak, by:

\2UmMm—2Vm\==".
Wdwczas:
—% i ’(Ap>)|<\22F(R?)—%U(RW)\ + \22U(RP)—22 Z7(A»)| +
+ \iEU(RP)? :SEm\<e,

co dowodzi, ze F(R) posiada na zbiorze E przyrost okreslony.

) § 4, str. 8
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Zatem F(R) jest w R,, funkcjg ACG' i, jako ACG', jest w tym
prostokacie prawie wszedzie rozuiczkowalna.
Pozostaje stwierdzi¢, ze prawie wszedzie w Ro zachodzi réwnos¢:

y) =/ Y)-
Otéz jednoczesnie prawie wszedzie w tym prostokacie:
) Ux,y) F'(«y) F@,y)
oraz:
) E(«y) f(xy)  Vxy).

Oznaczmy, jak poprzednio:

AR) = UR) — F(I?).

Mozna funkcje zwyzszajacg U(R) i znizszajacg V(R'j dobraé
tak, by:

AT?,) <&

Funkcja A(B), jako nieujemna, jest prawie wszedzie roznicz-
kowalna w Ro. Oznaczmy przez Qe zbidr punktoéw prostokata Ro,
w ktérych:

) A'(x,y)"e.
Mamy wowczas:
A(R0) ™e\Qs),
skad:
I£]|o
Otéz z (7), (8), (9) wynika, ze prawie wszedzie na Ro — Qt.

1/\'01 y)_/(«vy)|<e>

zatem, ze wzgledu na to, ze £ moze by¢ uczynione dowolnie mate,
prawie wszedzie w Ro:

y) y)-
Twierdzenie zostato catkowicie udowodnione.
Twierdzenie Il. Calka P' jest réwnowazna calce D*

Istotnie, z jednej strony kazda funkcja catkowalna P' jest
prawie wszedzie pochodng funkcji ACG', zatem jest catkowalna D'.
Z drugiej strony catka D' funkcji catkowalnej D' jest jednocze$nie
jej funkcja zwyzszajgcg i znizszajaca.












