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Andrzej Mostowski

O niezaleznos$ci definicji skonczonosci
w systemie logiki

Praca niniejsza stanowi wyciag z obszerniejszego studium,
tyczacego pojecia skonczonosci zbioru, w ktérym podajemy roz-
wigzania szeregu probleméw zwigzanych z pojeciem skoriczonosci,
a postawionych w przewazajacej czesci przez p. doc. A. Tar-
skiego. Z probleméw tych zwrécimy w pracy obecnej uwage
na jeden tylko, na problem réwnowaznosci pojecia skonczonosci
takiego jak je zdefiniowali Frege i Russell i innego pojecia
skonczonosci, zdefiniowanego po raz pierwszy przez Dedekinda.
Stojgc na gruncie pewnego okreslonego systemu logiki, wykazu-
jemy, ze réwnowazno$¢ dwu tych definicji nie daje sie wypro-
wadzi¢ z samych tylko aksjomatdw logicznych, co zresztg stanowi
tylko definitywne potwierdzenie od dawna juz zywionych przy-
puszczen. Badania tego rodzaju zwigzane sg $cisle z kwestig nie-
zaleznosci pewnika wyboru, jak wiadomo bowiem réwnowaznosé
przytoczonych powyzej definicji jest konsekwencjg pewnikawyboru;
tak wiec jako uboczne niejako wnioski z naszych twierdzen otrzy-
mujemy twierdzenia o niezaleznosci pewnika wyboru i pewnych
do$¢ nawet napozor stabych logicznie jego konsekwencji. Wyniki
te podane sg w § 3.

Badania nasze odnosiliSmy dla okreslonosci do systemu logiki,
sformutowanego przez p. A. T arskie go; krotki opis tego systemu
podaliSmy w 8§ 1, w 83 na str. 52—54 piszemy 0 moznosci rozsze-
rzenia naszych rozwazan na inne systemy formalne.

W § 2 opisujemy ogo6lnie metode, przy pomocy ktérej uzyskane
zostaty wyniki, podane w § 3.

Wyniki nasze wigza sie SciSle z szeregiem (opublikowanych
i czeSciowo nieopublikowanych) prac logicznych. Tak wiec twier-
dzenia § 3 pozostajg w zwigzku z pracami A. Fraenkla, tycza-
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cymi niezalezno$ci pewnika wyboru, stanowigc czesciowo ich
wzmocnienie i przeniesienie na teren innego Ssystemu podstaw
matematyki. Gtdwna mys$l metod Fraenkla tkwi i w naszych
dowodach, sposdb natomiast jej zrealizowania, ktory budzit w pra-
cach Fraenkla szereg powaznych watpliwosci, zostat zupetnie
zmieniony. W tym wzgledzie autor zawdziecza podstawowe idee
p. doc. A. Lindenbaumowi, ktory w toku wspdlnych naszych
prac nad uscisleniem dowodéw Fraenkla wskazat metode, ktora,
jak sie okazalo, stanowi narzedzie, prowadzgce do uzyskania zg-
danych wynikow (por. tu tez uwagi na str. 53). Mysl zasto-
sowania tu tej metody rzucit byt zresztg, o ile nam wiadomo,
p. doc. A. Tar ski.

Metoda, o jakiej tu mowa, jest to metoda »relatywizacji kwan-
tyfikatoréw«, o ktdrej piszemy obszernie w § 2. Koncepcja tej
metody pochodzi od p. A. Tar skieg o, ktory stosowat jg wspdlnie
z p. A. Lindenbaumem do rdéznych badan nad uktadami
aksjomatow; niezaleznie od polskich logikow doszedt i Herbrand
do pewnego szczegdlnego przypadku tej metody (por. tu uwagi
wstepne do § 2). Mimo jednak tej do$¢ zdawatoby sie bogatej
przesztosci metody »relatywizacji kwantyfikatorow« brak w lite-
raturze niemal zupetnie wzmianek o niej, wskutek czego zmuszeni
tu byliSmy rozwing¢ jg ab ovo z wszelkiemi szczegétami.

Wida¢ z powyzszego, ze w pracy swej musiat autor w znacznej
czesci referowa¢ pojecia i metody, nie pochodzace od niego sa-
mego. Zaréwno przy tej pracy, jak i przy formutowaniu wynikow,
ktére zdajg sie by¢ nowe w tym zakresie, korzystat autor wiele
z roznorakich rad p. doc. A. Tarskiego, za ktorego zyczliwg
i cenng pomoc skfada mu tu autor swe giebokie podziekowanie.
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8 1. System logiki

W paragrafie biezagcym zamierzamy opisa¢ system logiki, kto-
rego dotyczy¢ beda metalogiczne twierdzenia, jakie ustalimy
w nastepnych paragrafach. Jezyk ten stanowi uscislenie znanego
systemu Russella i Whiteheada [1] i sformutowany zostat po
raz pierwszy w postaci zupeinie precyzyjnej przez Tarskiego
([2], por. tez Quine jl|). Poniewaz jezyk ten byt juz wielokrotnie
opisywany i dyskutowany, wiec nie bedziemy tu wdawali sie
w szczegOty jego budowy, a zadowolimy sie powtdrzeniem kilku
najbardziej podstawowych definicyj.

1. Wyrazeniami jezyka sg skoriczone napisy, zbudowane z na-
stepujacych znakow:

) »C«, »Wk, »T7«,
2) »X|«, »Xj« »X « ..., >X|'« »Xji«, ey
»X, g, ey e

Znaki (1) reprezentujg nazwy znaku implikacji, negacji
i kwanty fikatora ogdlnego; znaki (2) — t.zw. zmienne —
reprezentujg odpowiednio nazwy indywidudw, zbioréw indywi-
dudw, Klas zbioréw indywidudw itp., tak ze w jezyku rozporza-
dzamy nieograniczong iloscig znakow, stuzacych do oznaczania
indywidudw (sg to znaki »X[ «, ...), takaz iloscig znakow,
stuzacych do oznaczania zbiordw (tj. whasnosci) indywiduéw (s3 to
znaki »X|'«, »X|j«, ...) itp.

2. W metalogice rozwazane sg wiasnosci wyrazen, nalezg-
cych do systemu logiki, a wiec wiasnosci pewnych ciggéw skon-
czonych, zbudowanych ze znakéw (1) i (2) podanych wyzej. Do-
godnie jest wiec wprowadzi¢ (w metalogice) symbole, stuzace dla
oznaczenia tych wyrazen i zachodzacych miedzy niemi relaciji.
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2.1. Znak jezyka, skiadajacy sie z litery X, k kresek n gory
i | kresek u dotu oznaczamy symbolem X* (dla 1= 1,2, 3,..).
Symbole »(7«, »N«, »77« oznacza¢ bedziemy po prostu znakami
»(T«, »W«, »77«. Dowolne wyrazenia oznacza¢ bedziemy z reguty
literami a, 3y, & A Iz, v, litery a, /?,... sg to wiec zmienne (systemu
metalogiki), ktorych wartosciami sg dowolne wyrazenia. Warto
moze zaznaczyé¢, ze znaki Xi (Zt, 7=1, 2, ..), ktGre oznaczajg zmienne
systemu logiki, sg statymi systemu metalogiki — w odrdznieniu
od znakéw a,/?,.... Wyrazenie, skladajace sie z dwu wyrazen a, fi
napisanych jedno po drugim (a na pierwszym, na drugim
miejscu), oznaczamy przez afi. Tak np. "CX\XiXX\" jest nazwg
wyrazenia »CT]j! «

22. W 21 objasniliSmy intuicyjny sens szeregu symboli,
ktéorymi bezustannie bedziemy sie postugiwali, korzystajac przy
tym z najrozmaitszych wiasnosci pojec, oznaczonych przez te sym-
bole, a wiec np. z praw takich jak (a@)y = a(fiy) i wielu innych.
Przy systematycznej budowie metalogiki, traktuje sie symbole,
wprowadzone w 2.1 jako wyrazenia pierwotne specjalnej nauki
(mianowicie metalogiki) i sens ich okreSla sie na drodze aksjoma-
tycznej. Uklad aksjomatéw, wystarczajacy dla zbudowania intere-
sujgcego nas tu systemu metalogiki podany zostat przez Tar-
skiego (por. [2], str. 100 i [3], str. 289), od ktdrego tez pochodzi
w ogble mysl budowania metasystemow w postaci aksjomatycznej.
Wszystkie prawa, o ktorych wspomnieliSmy wyzej i na ktorych
bedziemy sie ustawicznie opiera¢, wyprowadzi¢ si¢ dajg z zacyto-
wanych aksjomatéw. Ze. wzgledu jednak na wielkie techniczne
trudnosci, jakie zwigzane bytyby ze szczegétowym wyprowadza-
niem praw metalogicznych z aksjomatéw, nie bedziemy uzasadniali
naszych twierdzen formalnie, a opieraC sie bedziemy na przestan-
kach czysto intuicyjnych. Dodajmy, ze procz drogi aksjomatycz-
nej postugiwac sie tez mozna inng metodg dla precyzyjnego trak-
towania metalogiki: jest to metoda arytmetyzacji, kt6rg wprowa-
dzit Godet (por. jego prace [1], a nadto Carnap [1], str. 47—51
i 69; Tarski [2], str. 100 wspomina 0 mozno$ci zinterpretowa-
nia aksjomatow metalogiki w arytmetyce, co w gruncie rzeczy
daje to samo, co metoda arytmetyzacji).

2.3. Dla nadania naszym oznaczeniom charakteru jakiej takiej
przejrzystosci wprowadzimy szereg symboli, ktore pozwolg nam
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upodobni¢ symbolike do symboliki Hi lb erta (w definicjach po-
nizszych & 1, m przebiegajg liczby naturalne):

2.31.

2.32. a“Na-,

2.33. aV/? =a->/3;

2.34. a&/5"h\V/3;

2.35. a<->/5"(a->-£)&(/?-» a);
2.36. (X?)a Df 77X?a;

2.317. (®)an(XPa;

2.38. +

239, XIdXn V(Xk+ ) [XKEXK+INDKALEXK + 1]

W zwigzku z tymi definicjami por. Tars ki [2], def. 1—4.

Zwrdémy uwage, ze wyrazenia XKEXk+i i XkldXi, sa to pewne
funkcje trzech zmiennych naturalnych k, I, m-, bytoby wiec zgod-
niejsze z tradycyjnym sposobem oznaczania funkcji, gdybySmy
zamiast XksXk”y wzgl. XtldXin uzywali znakéw w rodzaju ev,m
wzgl. Idkiim. Ze wzgledu jednak na wielka nieprzejrzystosé ta-
kiego sposobu znakowania w logice uzyliSmy w definicjach 2.38
i 2.39 innego znakowania, ktore, jak sadzimy, utatwia odczyty-
wanie wzoréw logicznych. Analogiczne uwagi dotyczg szeregu
dalszych definicji.

3. Pojecie funkcji zdaniowej definiuje sie indukcyjnie:

wyrazenia XkeX'\+' =1, 2,...) nazywamy funkcjami
zdaniowymi rzedu 1; jesli a,/? sg to funkcje zdaniowe rzedu
CO najwyzej n to wyrazenia a, (Xka (k,I=1,2,...) nazy-

wamy funkcjami zdaniowymi rzedu co najwyzej n-]-I.
Whyrazenie a jest funkcja zdaniowa, gdy istnieje liczba n
taka, ze a jest funkcjg zdaniowg rzedu n; klase tych wyrazen
oznaczamy przez $.

Zmienna Xk, wystepujgca na pewnym miejscu w funkcji zda-
niowej a moze by¢ na tym miejscu wolna, lub zwigzang; de-
finicje tego pojecia podaje Tars ki [2|, Def. 6. Zbior zmiennych,
ktore sg na jednym cho¢ miejscu wolne (wzgl. zwigzane) w funkcji
zdaniowej a oznaczamy przez Fr(a) (wzgl. Gb(a))-, przyjmujemy
nadto Vr(a) =Fr(a) + Gh(a).



7

4. Na zakonczenie opiszemy pojecie konsekwencji w od-
niesieniu do omawianego tu systemu logiki.

4.1. Przez L oznaczamy zbiér, zawierajagcy wyrazenia na-
stepujace:

4.11. (a->a)-*a,
(dla dowolnych a, 0, yeS)',

412. (EXHD)(XM[AKX™Xn+1™a'] dla m, fc,7=1,2,... i aeS
przy czym jednak Xi,tleFr(a);

4.13. (XI) (X1 e Xkl ++ Xk8 Xk+") ™ Xk+11dXk+
k,,mn—1 2.

Funkcje zdaniowe zbioru L nazywa¢ bedziemy aksjoma-
tami logiki.

4.2. Moéwimy, ze wyrazenie a powstalo z przez podsta-
wienie zmiennej Xk za zmienng Xin jezeli a tym tylko rozni
sie od /?, ze na. miejscach, gdzie w fi wystepuje Xk jako zmienna
wolna - tam w a wystepuje Xi, tez jako zmienna wolna. Pi-
szemy wowczas a— 8b,.k(fi)-, iteracje funkcji Sb oznaczamy krotko
wzorem a = 8bk' (/). (Dokfadniejszy opis operacji pod-
stawiania podaje Tarski [2], def. 8).

4.3. Méwimy, ze wyrazenie a powstalo z wyrazen 5y przez
odrywanie, gdy y = fi—a.

4.4. Mowimy, ze wyrazenie a powstato z wyrazenia fi przez
dotaczenie kwantyfikatora, gdy istniejg wyrazenia vy, d
i zmienna XkeFr(y) takie, ze fi—y—t-0 i a=y—> (Xk)d.

45, Méwimy, ze wyrazenie a powstalo z wyrazenia {5 przez
opuszczanie kwantyfikatora, gdy istniejg wyrazenia y, ¢ i zmienna
Xk takie, ze fi—y-=>(Xk)6 i a—y->b.

14.6. Niech M oznacza dowolny zbior funkcyj zdaniowych.
Mowimy, ze a jest konsekwencja rzedu 1 zbioru Jf, gdy
ae Mfi-L. Jesli a, /3 sg konsekwencjami rzedu co najwyzej n
zbioru to kazde wyrazenie y powstajace z a i [? przez jedng
z operacyj 4.2, 43, 44, 45 nazywamy konsekwencja rzedu
co najwyzej nfi- | zbioru M. Wyrazenie a dla ktérego istnieje
liczba naturalna n taka, ze a jest konsekwencjg rzedu n zbioru M
nazywamy konsekwencjg M, zbior konsekwencji M oznaczamy
przez FI (Jf)j zbior JFZfZ) oznaczamy krétko przez T, jego elementy
nazywamy tezami.



W ten sposob zdefiniowali$my dla systemu logiki dwa istotne
pojecia, charakteryzujace kazdy jezyk sformalizowany: pojecie
wyrazenia sensownego (3) i pojecie konsekwencji (4.6). (Mysl ta
lezy u podstawy pewnych sposrod prac Tarskiego o metodo-
logii nauk dedukcyjnych; por. zwlaszcza Tarski [5], a nadto
Carnap [1], str. 120—123).

5. Dalsza, cze$¢ tego paragrafu poswiecimy na wprowadzenie
szeregu skrétow symbolicznych typu takiego, jak definicje 2.31—2.39
i wskazanie tez, zbudowanych przy pomocy tych skrotow. Dowody,
ze te funkcje zdaniowe sg istotnie tezami (ij. nalezg do zbioru T)
otrzymuje sie badZ przez przeniesienie do naszego systemu logiki
rozumowan podanych w Princ. Math., badz tez przez sformalizo-
wanie tatwych rozumowarn matematycznych; nie bedziemy wiec
przecigzali pracy podawaniem tych dos¢ zmudnych, formalnych
rachunkow.

5.1. Podamy przede wszystkim lemmaty, dotyczace funkcji
zdaniowej X*IdXm, wprowadzonej w 2.39.

5.11. Lemmat: a) XkldXi & Xk IdX"raXIldXme T;
b) XkldXke T.

5.12. Lemmat: niech aeS, X'ieFr(a)-, niech (i oznacza wy-
razenie, powstajgce z a przez zastgpienie zmiennej X* na jednym
z miejsc, w ktérych zmienna ta jest wolna w a inng zmienng
X™n, ktora przy tym ma by¢ na tym miejscu zmienng wolng w (i.
Przy tych zatozeniach zachodzi

XHAX*—> (uk=>/) e T.

Dowodd tego lemmatu podany zostat przez Tarskiego
i referowany na c¢wiczeniach seminaryjnych w r. 1934; nie be-
dziemy reprodukowali tu tego dowodu, ktéry otrzymuje sie przez
indukcje wzgl. rzedu funkcji zdaniowej a.

5.2. Wprowadzimy obecnie dwa skroty nastepujace (p,fc,Z=1,2,...):

521. Xk GXM+>  (XK) \ X'k eXk+' -> Xk sX?+1J;

522.  Xjk+' C X+ = Xkt G W2+ & Xk+1dXI+'

Funkcja zdaniowa JEE+1G_Z?+1 wyraza mysl, ze zbidr p -|- 1-go
typu, oznaczony symbolem W(+1, pozostaje w stosunku inkluzji

niewfasciwej do zbioru p -]- 1-go typu, oznaczonego symbolem
Xi+", funkcja zdaniowa XKrI~XI+ wyraza mysl, ze miedzy
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wspomnianymi zbiorami zachodzi stosunek inkluzji wiasciwej.
Warto moze zaznaczy¢, ze uzycie w definicji 5.22 takiego samego
znaku »Cg, jakiego uzywamy na oznaczenie relacji inkluzji, nie
powinno prowadzi¢ do nieporozumien, gdyz uzywac bedziemy in-
nych znakéw dla oznaczania zbiorow (a mianowicie znakdéw
M, N, P, A, B, ..), a innych na oznaczenie zmiennych systemu
logiki. Tak np. »MCN« jest wyrazeniem, stwierdzajgcym, ze
miedzy zbiorami AL i N zachodzi stosunek inkluzji (niewfasciwej),
»X, CX2% za$ jest nazwg wyrazenia

xcnx\ cxi xj'x; x;; XxNx~xcex x"nex"X".
5.3. Nastepny skrot okreslimy wzorem

5.31. P(Z?+2; Xy, X" )N(XE+,)(XE+L eXi+2M>{(XO(X;EX?+1<->
X1dXN)V (X)) [X'e (Xp 1dX1V Xp 1dXiM}),

przy czym to =max (2, tto) -f- L.

tatwo dostrzec, ze funkcja zdaniowa., stojagca po prawej stro-
nie definicji 5.31 orzeka, ze zbiér, oznaczony symbolem Xk+2 jest
parg uporzadkowang przedmiotow, oznaczonych symbolami Xp,
Xm. (Pare uporzagdkowang [/iny?] przedmiotow  /;2 okreSlamy
jak zwykle wzorem [#,/z2] = {{/zj, {zn/z2}}; por. Wiener [1],
Kuratowski [lj, str. 171).

5.4. Przystgpimy obecnie do wprowadzenia skrétow dla kilku
dalszych funkcji zdaniowych.

5.41. R (ZT3) = (X?+2) [X?+2 eXkta -+
(EXt) (EXk+)P(X'i+2 Xk X?+1)];
5.42. Z(X?243 X2, XYNPXTY[P(X242 X2, Xm)&xr sIfli

5.43. Z)(Xr8 >xri)N(X?)[XfeX?+1N(-EXg+1)Z(Z?+3;X?,X?+1)];
5.44. FF(OXr3; X2+1)=(X?)[X?2eXf+1<->(1?X24+1)il (X?2+3; XE+1,X?)];

545., J(X?+3) = (X?) (X?+1) (X?+2) {[Z(Xr3; Xk, Xk+x) &
&2z (zrd x?, X242 vz (Xr3X?+1 x?) &zm'+3; X%+, xm->
—X44.11dXk+2}.
Funkcja zdaniowa R(Xk+i) wyraza mysl, ze zbior oznaczony
symbolem X?+} zawiera jako elementy wytacznie pary uporzadko-
wane, tj. jest relacjg dwojkowa. Funkcja zdaniowa Z(Zp3;X,, X,,)
wyraza mysl, ze para uporzadkowana przedmiotow, oznaczonych
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odpowiednio symbolami Tf, Xin jest elementem zbioru oznaczo-
nego symbolem Xk+3, w szczeg6lnosci wiec jesli zbior ten jest
relacjg dwojkowg R, to funkcja zdaniowa Z{Xk+s, Xp, Xm) wy-
raza mysl, ze relacja R zachodzi miedzy przedmiotami, oznaczo-
nymi odpowiednio przez symbole Tf, Xm Funkcja zdaniowa
_D(T?+3, Xp+i} wzgl. d{Xk+3 Xp+} wyraza — w przypadku, gdy
zbidr oznaczony symbolem Xk+3 jest relacjg dwojkowg R — mysl,
ze zbidr, oznaczony symbolem T/+l jest dziedzing R wzgl. prze-
ciwdziedzing R. Przy tym samym zatozeniu wyraza funkcja zda-
niowa J (T*+3) mysl, ze relacja R jest jednojednoznaczna.

5.5. Z kolei okreslimy funkcje zdaniows, wyrazajacg induk-
tywnos$o zbioru (por. Russe 1l i Whitehead [1], *120.01 i 02).

5.51. O(TL; XITI)- (TLH)[XASXTAXA eXjV XA dXW
552.S(Xi) (XK {(Xi+) [(Tj) (TIsX@1)-> X eXI] &
& (Xi+l) (T142) (TI) [O(TI+L: T2, TI) & TAsXI
AXTH eX 17X 1 eXB}.

Funkcja zdaniowa O (TI; Ty, TIl,) orzeka, ze zbiér oznaczony
symbolem X\ powstaje ze zbioru oznaczonego symbolem T'l przez
dodanie don jedynego elementu, mianowicie elementu oznaczonego
symbolem T],,. Funkcja zdaniowa $(T1) stwierdza, ze zbior ozna-
czony symbolem TI nalezy do kazdej klasy, ktéra zawiera zbior
pusty i jest domknieta ze wzgledu na operacje dodawania jednego
elementu tj., ze zbidr ten jest skorczony (induktywny) w sensie
Principia Mathematica.

5.53. Podamy bez dowoddw kilka lemmatow, dotyczacych tych
dwu funkcyj zdaniowych:

5531. Lemmat: [(T) Tle TI]J(CTI) eT;
5.532. Lemmat: O(T1; T?, T1,)&S(T?)-+S(Tl)eT;
5.533. Lemmat: a) (£T1) S(XBeT-, b) (RT1) S(T1)&T1,eTleT;
5.534. Lemmat: (RT1) >S(T1)-> [(TI) (Tle T,2)-~/S(T;)] eT;
5.535. Lemmat: (TD[TIeTI*>(TleT?, VTIeTlLV-VTleT")]&
&«(T?)&...&NT?2p)NTNeTdlap=1,2,...;
5.536. Lemmat: N(TH >(TH{(TH)[(TH(TIeTIMNATI+eTI|&
&(TI+l) (Tl+a) (T [TI+HeTI & S(T1+]) &
ENTIH)&O(TI+2, Tl+i, TI) >Tl+aeTI]—>T2e Xk} e 1.
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Tres$¢ intuicyjna tych lemmatéw nie budzi zadnych watpliwo-
$ci; lemmat 5.536 podaje pewien warunek konieczny i dostateczny
induktywnosci zbioru.

5.6. Podamy wreszcie ostatnig grupe skrotéw dla funkcyj
zdaniowych, ktére gra¢ bedg w dalszym ciggu wazng role:

5.61.  (7(Xi) NI (K4 &X (KA &(XX)[(X") (X1 X,,2) &
&-D(X4; &(T(X4, X2)];
5.62. BI(XI; X}, XJ,) D- G(XK) & Z(X™ X}, X'm);
Bi+1(XU X))+, XT+)-(XM
& (XU (Xi+3)[B,-(Xt; Xi+1, Xk+2)N(Kk+1s Xt Xk+2eXM) ]
przy zatozeniu, ze X*4=X{+l i X14=X(+1);

563 X-(XL Xj) = (X Xj, Xj) (dla XI 4= Xi);
5.64. X*(Xi; X?)  (XJ) [X?ax?->Xx (X™M];

5.65.  C(XBLXj+) (OX1) [Xi eXttl ++XVeXA].

Tre$¢ tych funkcyj zdaniowych jest nader prosta: funkcja
t?(X]) orzeka, ze przedmiot oznaczony symbolem X,, jest funkcja,
przeksztatcajacg wzajemnie jednoznacznie klase wszystkich indy-
widuéw w siebie. Kazda taka funkcja / przeksztatca dowolne in-
dywiduum n w »/-obraz oznaczany symbolem /(/z), zbior

/2",..} — w »/-obraz Iz« {/(/2}),/(/z"), ...} | ogOllnie kazdy
zbior fi typu i przeksztatcony zostaje w »/-obraz/z«, ktéry jest tez
zbiorem typu i i ktory zawiera jako elementy wszystkie /-obrazy
elementow ;z. Por. Tarski [6], str. 431 oraz Carnap i Bach-
mann [1], § 2.

Funkcja zdaniowa B, (X1; Xj, X',) orzeka, ze zbioér oznaczony
symbolem Xk jest funkcjg /, przeksztalcajgcg jednojednoznacznie
zbior wszystkich indywiduéw w siebie i ze przy tym /-obrazem
zbioru, oznaczonego symbolem X, jest zbi6r, oznaczony symbo-
lem X'm funkcja zdaniowa X, (Xt; Xj) orzeka, ze zbior oznaczony
symbolem X* jest funkcjg jednojednoznaczng /, przeksztatcajacy
zbidr wszystkich indywiduéw w siebie i ze przy tym /-obraz zbioru
oznaczonego symbolem X'i jest z nim samym identyczny. Sens
funkcyj X*(XE: X?) i O(X1+1, Xj+I) nie powinien budzi¢ zadnych
watpliwosci.

5.66. Podamy bez dowodu kilka prostych tez, dotyczacych
tych funkcyj:
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5.661. Lemmat: jesli a jest funkcjg zdaniowag i przy tym
X0\,..., XE” sg to wszystkie zmienne wolne tej funkciji, jesli da-
lej zmienne Xn\,..., Xm spetniajg warunki: zmienna Xpj wsta-
wiona zamiast Xp. do wyrazenia a na tych miejscach, w ktorych
XPi. jest w a wolne nie staje sie na zadnym z tych miejsc zmienng
zwigzang (i=1,2, ...n), jesli wreszcie XJ™Xg\, Xn\,..., xqn, Xirn, to

BPI {Xj-, Xp[, X)) & BM", X2t, Xf) &... &BPn(Xf-, Xpn, Xty-+

Lemmat ten udowodniony zostat przez Turskiego i Lin-
denbauma i podany w ich pracy [1] (tw. 1). Dowdd nietrudno
zrekonstruowac, postepujac przez indukcje wzgledem rzedu funkcji
zdaniowej a.

5.662. Lemmat: G(X*k) &N* (XK X3 & XRBCXAN*> (XU XR)eT.
Lemmat ten stwierdza, ze z aksjomatow wyprowadzi¢ sie daje
zdanie, 0 nastepujagcym sensie intuicyjnym: jesli funkcja f prze-

ksztatca kazdy element zbioru M w siebie i N jest podzbiorem
M, to / przeksztatca kazdy element N w siebie.

5.663. Lemmat: <7(Xt)&(Xj)(X* eX?) -> Nt(XI; Xj) eT.

5.664. Lemmat: G(X"&,(X2)[XRPe XFASLXj} \-"N"Xk,XN)eT.

Lemmaty te stwierdzajg wyprowadzalno$é z aksjomatéw lo-
giki zdan o nastepujacym sensie: zbi6r, zawierajacy wszystkie in-
dywidua i zbiér, zawierajacy wszystkie zbiory induktywne sg
przeksztalcone w siebie przez kazdg funkcje jednojednoznaczna,
ktora zbior wszystkich indywiduéw przeksztatca w siebie.

5.665. Lemmat: jesli Xm"=X%, to
a) G(Xm)™N(EXk+m)Bi(Xin; Xk, Xk+n) e T-,
b) <7(X*,)-=(M+m)B,(Xt; Xk+m, Xk)eT.
5.666. Lemmat: jesli Xd=j= Xk, Xk, X\, to
a) BMXL,; Xk X'K) & X, Xk)->Xh 1dXie T;
b) B;(Xra; XI, XI) & B,(X"; Xk, Xj)->Xk IdX‘eT.
Cztery te lemmaty, ktére dowodzi sie przez indukcje wzgle-

dem i stwierdzajg tacznie wyprowadzalno$é z aksjomatow logiki
zdania nastepujacego: dla kazdej funkcji /, przeksztatcajacej



13

jednojednoznacznie zbiér wszystkich indywiduéw w siebie i dla
kazdego zbioru jj. (dowolnego typu) jest jednoznacznie wyznaczony
/-obraz i /-przeciwobraz /z, ktory przy tym zawsze istnieje.

5.667. Lemmat: C(XR X2 & (EXn) Xj)&S(Xm)]~
~+B(XfteT.

Stuszno$¢ tego lemmatu wynika z lemmatu 5.12 i uwagi, ze
jednoznaczno$¢ operacji uzupetniania uzasadnic¢ sie¢ daje na terenie
systemu logiki.

5.668. Lemmat: C(XR X2)+-+C(X2; X2) eT.

Lemmat ten orzeka, ze zdanie: uzupetnienie uzupetnienia dowol-
nego zbioru jest identyczne z tym zbiorem — jest wyprowadzalne
z aksjomatow logiki.

6. W poprzednich numerach podalismy zwiezty opis jezyka,
ktéry stanowiC bedzie przedmiot rozwazan dalszego ciggu tej
pracy. Nie mogliSmy tu oczywiscie poda¢ wszystkich twierdzen
i definicyj, jakie zostaty dla badan nad tym jezykiem wprowa-
dzone, czytelnik znalezé je moze w pracach Tarskiego [2]
i [3]. Wspomnimy tu tylko o jednej definicji:

6.1. i-tem podwyzszeniem typu funkcji zdaniowej
a nazywamy funkcje zdaniowa, ktdra powstaje z wyrazenia a
przez zastgpienie w nim kazdej zmiennej X,,eVr(a) zmienng X'H+i
(i,m,n=1,2...) (por. Godet [1], Def. 33, str. 184). i-te podwyz-
szenie typu funkcji zdaniowej a oznacza¢ bedziemy przez a'.

Jak wykazat Tarski zachodzi twierdzenie nastepujgce:

6.2. Lemmat: jesli aeT i i jest liczbg naturalng, to a‘eT.

Dowdd uzyskuje sie przez indukcje wzgledem rzedu kon-
sekwencji zbioru L.

Korzystajac z pojecia podniesienia typu wystowi¢ mozemy
nastepujacy lemmat:

6.3. Lemmat: [(M)N(1T)] £(£7)] WT.

Lemmat ten orzeka, ze pierwsze podniesienie typu pewnika
nieskonczonosci jest konsekwencjg tego pewnika, inaczej méwiac,
ze z pewnika nieskonczono$ci wynika istnienie nieskoriczenie wielu
zbiorow pierwszego typu. Bytoby zbedne podawac tutaj sforma-
lizowany dowdd tej tezy; zob. Russell i Whitehead [1],* 125.24.
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§. 2. Metoda relatywizacji kwantyfikatorow

Celem twierdzen, podanych w niniejszym paragrafie, jest na-
szkicowanie metody, ktorg zastosujemy w § 3 dla zbadania sto-
sunkéw wynikania miedzy pewnymi definicjami skonczonosci.
Metoda ta — nazywamy jg w dalszym ciggu metodg relaty-
wizacji kwantyfikatorow — znana jest zresztg oddawna;
przez jej zastosowanie uzyskane byty wyniki, wspomniane w pracy
Tarski [6) ods. a0) oraz w pracy Lindenbaum-Tarski [1],
str. 22; rowniez Herbrand ([1], rozdz. 3, § 3) stosowat te samg
metode do pewnych badan, dotyczacych t. zw. problemu rozstrzy-
galnosci. Wszystkie te prace traktujg relatywizacje kwantyfika-
torow badz bardzo pobieznie, badZ tez zaznaczajg tylko wyniki,
ktore dajg sie uzyskaC przez jej zastosowanie; poniewaz zardwno
dla naszych dalszych rozwazan, jak i dla szeregu innych badan
z dziedziny metamatematyki, operowanie szeroko rozbudowanym
aparatem tej metody jest niezbedne, podamy ponizej opis metody
relatywizacji kwantyfikatorow w sposob do$¢ wyczerpujacy.

1. Musimy na poczatek wprowadzi¢ szereg pomocniczych ope-
racji nad wyrazeniami, ktore sg niezbedne do precyzyjnego opisu
wspomnianej metody.

1.1 Niech n oznacza dowolng liczbe naturalng; wprowadzimy
funkcje p,,, ktéra kazdej funkcji zdaniowej a przyporzadkowuje
nowg funkcje pn(a)- p,,(a) powstaje mianowicie z a przez zasta-
pienie kazdej zmiennej XkeVr(a) zmienng Xkt+, (fc, Z=l, 2,...).

Funkcja p,,, z ktdrej dokladniejszego opisu mozemy tu zre-
zygnowac, posiada wiasnosci nastepujace:

1.2. Lemmat: jesli n jest liczbg naturalng, N — skonczo-
nym zbiorem zmiennych, a,fieS, to a) dla dostatecznie wielkich
n Vr(pn(a))-N==0-, b) p,fia->fi) = p,,(a)->- pn(fi) i p,,(a) =pn(a);
¢) pn((Xk)a)=(Xj+t)pn(a)-, d) jesli a jest podstawieniem fi, to p,,(a) jest
podstawieniem pn(fi), e) X*eVr(a) wtedy i tylko wtedy, gdy
XkrneVr(pn(@)Y

Dowdd tego lemmatu uzyskujemy droga tatwych rozumowan
indukcyjnych, ktére mozemy tu pomingc.

2. Dogodnie nam bedzie operowac definicjg nastepujaca:

2.1. a) tjest to klasa ciggéw 0=[01,02,..., 0,,,...], ktorych n-ty wyraz
jest dla »=1,2,... funkcja zdaniowg o jednej zmiennej wolnej X".

b) e(Xp)D/Sbyil(On) dla p,» =1,2... i 0=[fl02,...,0,,...] et.
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Ciggi klasy t oznacza¢ bedziemy z reguty symbolem 0 ewen-
tualnie z r6znymi wskaznikami; w mysl przyjetego sposobu zna-
kowania 0, oznacza¢ bedzie w-ty wyraz ciggu 0. W zwigzku z de-
finicjg b) zauwazymy, ze wprowadzony w niej symbol »0(Jf")« od-
biega znowuz od przyjetego w matematyce sposobu znakowania:
9(Xp) jest w gruncie rzeczy funkcjg dwu zmiennych naturalnych
n,p i zmiennej, przebiegajacej klase t, powinnismy wiec whasciwie
uzywac¢ symbolu postaci (0) (por. tu § 1, 2.3). Definicji b)
uzywa¢ bedziemy praktycznie tylko w tych przypadkach, w kto-
rych Xp~eVvr(0,,) lub p=I; w pierwszym przypadku operacja pod-
stawiania Sbp"Op) sprowadza sie do wstawienia zmiennej Xp za-
miast X" na te miejsca w 0,, w ktérych X" jest zmienng wolng
w 0, w drugim za$§ mamy po prostu 0(X)))=0,,.

2.2. Niech 0 oznacza cigg klasy t. Przyjmijmy Og(a)D, a dla
kazdej funkcji zdaniowej a rzedu 1. Zat6zmy,ze przy pewnym
okreslilismy juz znaczenie symbolu o*(a) dla wszystkich funkcyj
zdaniowych a rzedu i niech a bedzie funkcjg zdaniowg rzedu
jfa-J-I; zgodnie z definicja § 1, 3 zachodzi jedna z réwnosci
(1) a=i3-+y, 2) «=& @) a=(X")",
przy czym i3,y sg to pewne funkcje zdaniowe rzedu za$
I,m — pewne liczby naturalne. W przypadku (1) przyjmiemy
Oe(@) = oMN)-x>"(y), w przypadku (2) o£(a)=0£(0), w przy-
padku za$ (3) przyjmiemy

0? (@) "z (XMIXAD ™ jesli XmeVr (0(Xi));
0?(a)--<a jesli Xe7r(0(Xj)).

W ten sposéb kazdej funkcji zdaniowej a przyporzadkowane
jest wyrazenie 0*(a).

2.3. Niech aeS iprzy tym niech X%,X*™ oznaczajg wszy-
stkie zmienne wolne funkcji a; zatézmy nadto, ze
i ze dla z;=fct1 zachodzi Z<Zz#1 (i=1,2,m—1). Jesli dla jed-
nego choéi (¢=1,2,...m) X*‘eVr(6(Xi/)), to przyjmiemy oti{a) -*-a,
W przeciwnym za$ razie

g () «<)&... &0(A)NO™(a).

O funkcji oe(a) moéwimy, ze powstata ona z a przez zrela-
tywizowanie kwantyfikatoréw do ciggu 0.

2.4. Dla objasnienia tej operacji zat6zmy, ze a jest zdaniem,
tj. Fr(a)=0. Funkcja p,,(a) jest wowczas tez zdaniem i przy tym
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wyraza ono te samg mysl, co zdanie a: rd6znica miedzy tymi zda-
niami polega tylko na uzyciu odmiennych zmiennych. Struktura
natomiast zdania oe(p,(a)) jest inna: jesli obierzemy n dostatecznie
duze, to wszedzie gdzie w zdaniu pn(a) wystepowato wyrazenie
(Xj)P — tam w zdaniu 00(p,,(a)) wystepuje wyrazenie postaci
(MIO(X/)->0*(/S)]; moglibysmy wiec powiedzie¢, ze wszystko to,
co w zdaniu pn(a) (a wiec iwa) wypowiedziane jest o kazdym
indywiduum typu & (&=1,2,..) — jest w zdaniu og(p,,(a)) wy-
powiedziane o kazdym indywiduum fc-tego typu, spetniajgcym
warunek O(Xi). Zdanie og(pn(a)) wyraza wiec te samg mysl co a,
ale w stosunku do innego »$wiatac—takiego mianowicie, w ktorym
pojecie »zbidr (wzgl. indywiduum) fc-tego typu« zastgpione zostato
wezszem na ogdt pojeciem »indywiduum &-tego typu, spetniajgce
warunek 0(_Xi)«. Wida¢ stad wyraznie, ze zachodzi zwigzek miedzy
metodg relatywizacji kwantyfikatorow, a t. zw. dowodami przez
interpretacje, ktore stosuje sie na kazdym kroku w badaniach
uktadow aksjomatow (por. Fraenkel [2], str. 340—343). O ile
jednak przy dowodach przez interpretacje ogranicza¢ sie mu-
simy do badania ukladéw aksjomatow, opierajagcych sie na
jakim$ systemie logiki, ktéry przy interpretowaniu nie ulega
zupetnie zmianie, to metode relatywizacji kwantyfikatoréw stoso-
wacC tez mozemy do samego systemu logiki. Dzieki temu metoda
relatywizacji kwantyfikatorow stosowana by¢ moze np. do zagad-
nien wzajemnej niezaleznosci statych logicznych, lub regut wnio-
skowania, lub wreszcie aksjomatéw lohicznych, do ktérych to za-
gadnien zwykta metoda interpretacji nie daje sie zastosowac.

2.5. Dla utatwienia sobie dalszej pracy przyjmiemy jeszcze
jedng definicje pomocnicza:

251. aeSg jesli aeS,0et i przy tym 7r(a)-Z’\1'Fr(O(Xi))=O,

gdzie g oznacza najwiekszg liczbe taka, ze co najmniej jedna ze
zmiennych typu q nalezy do Dr (a).

Udowodnimy nastepnie szereg lemmatow.

2.52. Lem mat: jesli OetaeS, to dla dostatecznie wielkich n

p,, (2)eSe.
Dla dow odu powotujemy sie na lemmat 1.2 a) i definicje 2.51.

2.53. Lemmat: jesli 9et,aeS, to Fr(oe(a))==Fr(og (a))=Fr(a).
Dowadd otrzymujemy przez tatwg indukcje z definicji 2.2 2.3.
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254. Lemmat: jesli det, a,pe8y i P=Sb"m<~mp(a), to
onnNsbr.Nro™a)) i og(P)eFI({oe(a)}).

Naszkicujemy tu tylko pobieznie mysl przewodnig dowodu,
Jesli a jestfunkcjgrzedu 1, to a=XkeXk-l przy pewnych 7c,I,m,
P~y czym wobec aeSg X1, X'H e7r(0(Xj)) +F?'(0(Z?+1)). W mysl
wiec 2.2 i 2.3

1) O =X%EX*, og(a)=d{X &A{Xk+")-"XkeXk+.

Z zatozenia, ze /3 jest podstawieniem a wynika, ze przy
pewnych p, q "= XkeXktl, przy czym z {3eSg wynika, ze
XKk, Xk+1eVr(0(Xk))+Vr(6(Xk+i)). Zachodzi wiec w mysl 2.2 i 2.3

= XksXk+>, 0g(0) = 9 (XK)&O(Xk+1) -+XKSXk+i,

skad wobec (1) wynika odrazu stuszno$¢ lemmatu dla funkcji
rzedu 1.

Zatozmy, ze Ic™M i ze wykazaliSmy stuszno$é lemmatu dla
funkcyj a rzedu "A;. Niech aeSg bedzie funkcjg rzedu A;-j-l
i fieSg niech bedzie podstawieniem a. W mysl definicji § 1, 3
mamy

) a—y, lub (3) a=y->d, lub @ a=Xp)y,

gdzie y,d sg to funkcje rzedu ktére nalezg oczywiscie do
Sy, za$ p, q sa to pewne liczby naturalne. Podstawienie, ktdre a
przeprowadza w i3 przeprowadza y wyl <5w<5' przy czym kazda
zmienna, wystepujaca w yl, jak réwniez kazda zmienna, wyste-
pujgca w 0. wystepuje w a lub w /5, wynika stad, ze yl,dleSg.
Funkcje yl dl sa wiec podstawieniami funkcyj y,0 rzedu *A;
nalezagcych do Sg i same nalezg do Sg, co na mocy zatozeniain-
dukcyjnego dowodzi, ze podstawienie, ktore a przeprowadza w /3
przeprowadza o*(y) w o*(yl) i o*(d) w 0%(<5]). Musimy teraz roz-
patrzy¢ po kolei przypadki (2), (3), (4). .Jesli zachodzi przypadek
(2), to O=yi i

o£(a)=0£(y), % OF

skad od razu wnioskujemy, ze podstawienie, ktore a przeprowadza
w [? przeprowadza tez og(a) w og (/?). Oznaczajgc przez Xk* , ><iI"
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zmienne wolne funkcji a (przy czym i Z-<lIH+l

jesli Ici=.lci+l dla i—I,2,...,m—I) mamy wobec zatozenia aeSH
i 2.3

0s(a)=0(Z£)& — (a).

Podstawienie, ktére a przeprowadza w 6 przeprowadza wiec
oe(a) w wyrazenie postaci

ktére zatem nalezy do FI({og(a)}). Zmienne XKk\,..., Xkn sg to
przy tym wszystkie zmienne wolne funkcji /S, w mysl wiec 2.3
i zatozenia f}eSs zachodzi

og(™M{e(K\)&... &e(XN-"oSN)}eT,

skad wnosimy, ze og(/3) eFl(tlog(a)}).

Rozumowania w przypadkach (3) i (4) sg zupetnie analogiczne
do tych, jakie przeprowadzilismy dla przypadku (2) i dlatego nie
bedziemy ich tu przytaczali.

2.55. Lemmat: jesli 6et, a,"eSy, to
0,, (I?) eFI({og(a-+0), ce(a), (EX\)0(X)), (fc)O(X?), {EXj)O(Xi), -}

Dowdd. Oznaczmy
1)
?) Fra-Fr(@)={X"..., X',

3) IV (a)-W)="Xf>-, W
Mamy woéwczas

)

oraz
(5) Fr(a)={Xt...,.X"X2,...,X"".

Z zatozenia a, fieSg wnosimy wobec 2.2, 2.3 i wzoru Fr(a-> ft)=
—Fr(a) +Fr(f}), ze

(6) og(@) M"0O(X&)&... &0(XJ) & ... &O(™)-=0*(a)]eT,
(M) og (/ MWV &...&0(X%) ->  (M)]eT,
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Z (8) i (4 otrzymujemy

0e(«->/9)M0(X?;)&...&0(X") &O(X:;)&... &O(Xp&0*(a)
->0*(P)}eT,

skad wobec (6) i (4) wynika fatwo

Og(a)& oe(a->fi) ->[0(X")& ... &O(Xffl &O(XP&...&6(XS$

->0MN)]eT.
Wzér ten daje

(9)0(X?;)&...&0(X")&0(X3&...&0(X;p->0*(/3) eFl({og(a), oe(a -+?)}).
Zmienne Xy\,..., X's' nie s3g na mocy (3) i lemmatu 2.53 wolne
w 0* (j3); z (9) wynika tedy
LTO)O(X;)] &... & [(TCpO(Xpj &O(X*) &... &O(X™) ->
<t(0)eFI({og(a), og(a->£)}),
skad juz od razu wynika lemmat 2.55.

256. Lemmat: jesli Oet, a-+ (Xqg)fieSg, XQeFr(a), to
oce(an™(Xp)3)eFl({og(a™} }-
Dowod. Z a™-(Xq)"eSgwynika oczywiscie a-+/3eSg', jesli wiec

1) V(@) ={";,,ZN,...,.Z"},

¢ 0e(a->j0) {0TO &... &O(X?-) ->[0* (<) -~ ()]}eT,
t. zn.

2 oe [0(TO &... & 0(X%) & ot (a) -> ot (£)] e T.
Rozrozni¢ teraz musimy dwa przypadki

3) XgeFr{P), (4) XpeFr{".

Jesli zachodzi przypadek (3), to — jak wida¢ z (1) —

(4) a—>(X?)0)=TO,..., X?'»}-TO;

jesli wiec X*“,...,X," oznaczajg wszystkie te sposréd zmiennych

X%,..., X%™, ktore sa rozne od Xg, to — jak wida¢z 2.2 i 2.3 —
0og (a->(X?)j8) <->(0 (X£) & ... & 0 (X*1") -

®) >W(«)->(X?) [0(X?) -> ot rr eT.
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Wzér (2) daje

6(W?) &... & 9 (X%) & ot(a) -=>ot (?) eFl({oe(a->fi)}),
skad wynika
(6) 0O(A) &... & 9(Xty & 0* (a)->[9(Xp)-+0otW] eFl({og(a-+f})}).

Zmienna Xg — jako ro6zna od W*L,...,W? — nie jest wolna
w wyrazeniu 6(X") & ... &9(Xty', na mocy zatozen i lemmatu
2.53 X%eFr(ot(a)) tak, ze do tezy (6) zastosowa¢ mozemy regute
dotgczania kwantyfikatora, otrzymujac

em & ... &0(J%) &o* («)->W) W) (0)] eFl({og(a->0)}),
albo w réwnowaznej postaci
om &... &9 (X*"")(a)->(Xp)[9(Xq)-=>0%(/3)]}eFI1({o0(a->0)}).

W mysl (5) wnosimy stad, ze — w rozwazanym obecnie przy-
padku — lemmat 2.56 jest stuszny.

Zatozmy z kolei, ze zachodzi przypadek (4); w tym wypadku
mamy oczywiscie Pr(a->(WE)/3) —Fr(a->/3)={X", ..., Xfé} iwmysl
2.2 i 2.3 zachodzi

0e(a->(W?2)3)M(O(WS)&...&0(Wyr{o«(a)™
AW [O(WO-A(/2)]DeT.

Z wzoru (2) wynika
9(WE) &... & 0(W?-) &0* (a) ->0r We FI({oe(a->fi)})
i tym bardziej
0(Wg) & ... & O(WYy & o* (a) -> [0 (W?) -> ot W] eFI({og (a->?)})*

Zmienna Xgq, jako rozna od wszystkich zmiennych Xg{,><¢"
nie jest, na mocy zatozen i lemmatu 2.53 wolna w poprzedniku
powyzszej implikacji; otrzymujemy wiec, dotgczajgc kwantyfikator
0rmM &...&9(X%) & ot(a) -> (W?) [0 (W?) -> ot (/?)] eFI({o0(a"fi)}),
albo

0(W?) &... &0(WYy ->{0* (a) -> (Z£) [0 (Xp)-"ot (I)]} eFI ({og (a-+/3)}),
co na mocy (7) dowodzi lemmatu i dla przypadku (4).
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257. Lemmat: jesli 9et, a-+ (Xg})eSe, to
oe (a—>/?) eFl({oe(a-+(Xp)lJ), (TC)O(Z1)}).
Dowadd: Niech
Fr(a-=>(XP)P)={Xr',,...,XP",
zgodnie z zatozeniem i definicjami 2.2 i 2.3
oe(@a->(Zn7)  (0(Z')) & ... &9 (Xffl -+ {o* (a) ->
MZ)[0(Z2?2)->"(I?7)]3eT,
skad tatwo wynika
(1) 0(Z27)&...&0(Z?-)&0(Z?)->[ks(a)™(i0)]ez7({oe(a->(Z?)j5)}).
Rozréznimy dwa przypadki:

2 XpeFr(a-+p), (3) XpeFr(a-=").
W przypadku (2) X%, XQ, ..., Xfy" sg to wszystkie zmienne wolne
funkcji poniewaz nadto a-+fleSg, zatem

O¢ ( =—m {0 (Xp;)&...&9 (Xffl &9 (Xp)  [0* (@) ->0*(0)] e T,
co wobec (1) dowodzi, ze — dla tego przypadku — lemmat 2.57
jest stuszny. JeSli za$ zachodzi przypadek (3), to JV(a—>/?)=
={Z7?;,....Z2"} i

(4) oe(« {0(27) & ... &0(Z™) ->[0" (@) -> (/S)}eT.

Z (3) i lemmatu 2.53 wynika, ze XBeFr(ot(a)-"ot(P)); wzor (1)

daje tedy
0(2?>) &... &9(XP%) & [("Z?) 9 (Z2?)]->

>[<>? («) -> ot (ffleFI({og(a-+ (XN,
albo — wobec (4) —
[(FXp) 9(Xp)]->o0g(a-+ /i) eFl\{oe (a-> (Z?) 7)}),

skad wynika lemmat 2.57 i dla przypadku (3).

3. Sposob, w jaki metode relatywizacji kwantyfikatorow za-
stosujemy do dowodow niezaleznosci, opisuje lemmat nastepujacy:

3.1. Lemmat: jesli deS,M jest zbiorem niesprzecznym zdan
Oet i jesli przy tym spetnione sg warunki

(1) dla kazdego aeFI(M) istnieje m takie, ze dla N”™m

0g(p..{a)) eFI(M), - .
(2) istnieje m takie, ze dla n”m og(pn(6)) eFI(M),

to 8eFI(M).
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Dowo d. Gdyby beFI(M), to zgodnie z (1) zachodzitby wz6r
oe(p,,W)eFI(M)

dla dostatecznie wielkich n. Z (2) mozemy wiec wywnioskowac,
ze dla pewnego n zachodza, jednocze$nie wzory og(pn(b}) eFI(M)
i oe(p,,(b))eFI(M), co przeczy zatozeniu niesprzecznosci zbioru M.

W przypadkach, ktére rozwazymy w § 3 sprawdzenie, ze za-
chodzi wzoér (2) z powyzszego lemmatu nie bedzie nastreczato
trudnosci; bezposrednie natomiast sprawdzenie wzoru (1) nie jest
mozliwe i dlatego podamy tu szereg warunkdw, przy ktorych
spetnieniu zachodzenie wzoru (1) jest zapewnione.

3.2. Lemmat: jesli MCS,0et, (EX")6(Xi)eFI(M) dla p—1.2,...
i jesli spetniony jest warunek

dla aeJYI+L istnieje mtakie, ze dla n”*m og(pn(a)) eFI(M),

to dla kazdego fieFI(M) istnieje m takie, ze dla n~m
og(pn(fi))eFI(M).

Dowdd. Jesli  jest konsekwencjg rzedu 1 zbioru M, to
twierdzenie jest spetnione na mocy zatozenia lemmatu i definicji
§ 1, 46.

Robimy nastepnie zatozenie indukcyjne, w ktérym k oznacza
dowolng liczbe >1:

(1) jesli fi jest konsekwencjg rzedu <Kk zbioru M, to istnieje
m takie, ze dla rij™m og(p,,(fi)) eFI(M).

Niech fi bedzie konsekwencjg rzedu k +1 zbioru M. Zgodnie

z definicjg rzedu zajs¢ musi jeden z przypadkéw nastepujacych:

(2) istnieje konsekwencja a rzedu <k zbioru M taka, ze fi
jest podstawieniem a;

(3) istniejg konsekwencje y,d rzedu zbioru M takie, ze

(4) istniejg funkcje zdaniowe y,d i zmienna XgeFr(y) takie
ze y-><5 jest konsekwencjg rzedu ~.k zbioru M
i fi=y-+(Xp)d-,

(5) istniejg funkcje zdaniowe y,b i zmienna Xy takie, ze
y->(Xp)d jest konsekwencja rzedu <k zbioru M i fi—y-+0.
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Zatozmy, ze zachodzi przypadek (2) i niech m oznacza liczbe
tak wielka, by dla n > m pn(a), pn(0)eSqg i og(p,, (a)) eFI(M)’,
liczba taka istnieje na mocy (1) i lemmatu 2.52. W mysl lem-
matow 2.54 i 1.2d) dla n”~m og(p.,(0)) eFI({og(p,,(a))}), a wiec
tym bardziej og(p,,(P)) eFI (Jf).

Jesli zachodzi przypadek (3), to oznaczmy przez m liczbe tak
wielkg, ze dla n~m pn(y), p,,(d), pn(0)eSy i og(pn(y)),
0g(p,,(d)} eFI(JH); liczba taka istnieje na mocy (1) i lemmatu 2.52.
W mysl lemmatu 1.2 b) mamy dla n”~m Pn(d)=Pn(7)-+Pn(P)f
stosujgc wiec lemmat 2.55 wnosimy, ze

Wobec zatozen twierdzenia wyprowadzamy stad natychmiast
Og(.p,tM}eFF)) dla n~m.
Jesli zachodzi przypadek (4), to oznaczamy przez m liczbg taka,
by z n m wynikato
P..(y-"(:Xq)d) eSg i og(p,.{y-"-d)) eFI(M).

Istnienie takiej liczby wynika znéw z (1) i lemmatu 2.52. Stosu-
jac lemmat 2.56 wyprowadzamy z tatwoscig, ze

oe (pn(y-=> (W?) <3)) eFl({oe (pn (y+ <3))}),

skad wynika oe(p,,(y-"-(X?)0)) eFI(M), albo og(p,,(0)) eFI(M).

Jesli wreszcie zachodzi przypadek (5), to oznaczamy znowu
przez m liczbe tak duzg, by dla n m spetnione byty warunki

P,,(y->(X?)<5)eS0 i oMy”™(Xp)d))eFI(M).

Istnienie tej liczby wynika z (1) i lemmatu 2.52. Na podstawie
lemmatu 1.2 b), ¢)

pn(y -> (W?)6) =p,, (y) -> (Xpt,.)pn (<), pn(1?) = pn (y) ->pn (<))
Stosujgc lemmat 2.57 wnosimy, ze

oe(Pn (y) ->Pn(0)) eFI({og(p..(y) -> (Xp+n)pn(6)), (EX1)6 (IM)}),
co daje natychmiast, wobec zatozen twierdzenia og(pn(y—>dy)eFI(J}T),
tj og(pn(0)) eFI(FL).

Z powyzszej dyskusji wnosimy, ze z stusznosci wzoru (1) dla
liczby fc>l wynika jego stuszno$¢ dla liczby fc+1, stosujac ro-
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zumowanie indukcyjne wyprowadzamy stad stuszno$¢ wzoru (1)
dla dowolnej liczby Poniewaz za$ dla kazdej funkcji
fleFI(M) istnieje takie, ze 7 jest konsekwencjg rzedu k
zbioru JUL przeto z (1) wynika, ze istotnie dla kazdego /3eFI(M)
istnieje m takie, ze dla Nn~m oe(pn(")) eFI(M), ¢. b. d. o.

Z lemmatu 3.2 wynika, ze dla sprawdzeniawzoru (1) z lemmatu 3.1
wystarcza (co prawda tylko w przypadku, gdy (EXP)O(Xf)eFI(M)
dla p==1,2,...) ograniczy¢ sie do udowodnienia odnosnej wiasnosci
dla funkcyj zbioru Jf+1; o funkcjach zbioru M nie mozemy
przy tym nic powiedzie¢ dopoki M nie zostanie blizej okreslone,
mozna natomiast poda¢ pewne warunki, ktére natozone na cigg 0
zapewniajg zachodzenie omawianej wiasnosci dla funkcyj zbioru L.

3.3. Lemmat: jesli Oet i istniejg funkcje a,f},yeS takie,
e <b=(a >[(I7—>y)—=>(a—>y)], lub 8=(a-+-a)-*-a, Ilub
to istnieje liczba mtaka, ze dla n”m Oy(pn(b))eT.

Dowaod. Rozwazymy tylko przypadek 0=(a->j3)"-[(/S-»y)->(a"-y)],
pozostate bowiem rozpatrzy¢ sie daja w sposéb zupetnie analo-
giczny.

Z lemmatu 2.52 wnosimy, ze dla dostatecznie wielkich n
pn(a),pn”™),pn(y)eSe. Oznaczajac tedy przez Xf[,..., XQ* wszystkie
zmienne wolne funkcji p,(<5) mamy na mocy 2.2 i 2.3
oe(p,, («» MNO(Z£) &... & 0(Xty >{[<>£ (p,, (8)) ->0o* (pn r1 ->

->[(4 (2.,(?7))-><8(p..(7)))->(Oe (?«(a)) ->0g (p..(y))P e T,
skad wnioskujemy odrazu, ze 0s(p,(<5)) e T.

3.4. Lemmat: je$li MCS, Oeti 6(X)&X,eX?+1"9(Xi)eFI(M)
dla p=1,2,3,..., to dla kazdej funkeji zdaniowej
1) a= (X?) (XfeXkt> N XNAXt+]) -> X*+ild Xk+
istnieje liczba i taka, ze dla j~1 og(pj(a))eFI(M).

Dowadd. Niech i bedzie liczbg tak wielkg, by dla j i Pj(a) e Sg
i niech j oznacza liczbe i. Przyjmujgc dla krotkosci q=1-\-j,
r=m-+j, s=n+j otrzymujemy z (1), definicji 1.1 i def. § 1, 2.39

Pi (a) = (Xk) (X* e Xk+! ++ X* e Xis+1) ->
->\Xk+2) (Zi+] e Xk+2 -+ X*+3 e X?+2);
z uwagi, ze pj(a)eSy otrzymujemy z tego wzoru na mocy 2.2 i 2.3
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-> (IM2)[0(Z7+2)-=> (Ml e Z*+2-> Xkl e Z*+2)|}) e T,
albo po tatwej przerdbce
00(py(@))MO(IN) &O (K241 &(ZM[O(M)->(X?EX+
XKEXi+1)]->(X?+2) [O(ZI+2) &N +) SXk+2-+Xk+l eXk+2]} eT.
Oznaczmy dla skrétu
(3)  IINNOLXR) &) XkeXR-NOLAKN (n=1,2,...),
@) N, CK)6(ZH)NCKEX +IN>XAXi+]D)]  (w,n=1,2,.,)).
Mamy woéwczas
6) "N&&e&HDEKINEINNON)E.ZMtLleZ  (»=1,2,..),
6)  iimin™ 22Xk &Xke XINN-N X ke Xk+NT (m,n=1,2,...),
(M "m,,.&e(Xk)&XkeXk+™ X keXk+1leT (m,n=1,2,..).
Z (5) i (6) wynika
X&N s&O(XN1) & XkeXk+i-~XkeXk+1eT,
za$ z (5) 1 (7) wynika
X &N, s&9(Xk+1) & XkeXk+1™XKEXk+ieT.
taczac dwa te wzory, otrzymujemy
(8) X&Xs&pr.s&0(Xk+1)&9(Xk+1)-"(XkeXk+ir->XkEXk+1)eT.

Z (3) i z zatozen lemmatu wynika, ze Ir,IsEFI{M), wzor (8)
daje wiec
pr, s&0(Xk+1)&6 (Xk+1) -A(XkeXk+> <-+ XksXk+1) eFI(M),

skad po dotgczeniu kwantyfikatora wynika
N, M XKD &I(Xk+1)-> (XK)(XKEXk+L  XkeXk+)eFI{M).
W mysl § 1, 4.13 wynika stad, ze
0 (Xir+1)& 9 (Xk+1) &/ir, , -> Xk+11d Xk+1 eFI(M),
a wiec tym bardziej (por. § 1, 2.39)

I(Xk+1) &e(Xk+1)&vr, s -> (Xk+2W (Xk+2) & Xk+1 e Xk+2 ->
-=>Xk+leXk+2)eFI(M).
Wobec (4) i (2) wzér ten daje odrazu og{pj (a)) eFI(M), c. b. d. o.
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4. Jak wida¢ z dwu poprzednich lemmatéw dla skompletowa-
nia dyskusji funkcyj zdaniowych zbioru L rozpatrzec jeszcze na-
lezy funkcje postaci § 1, 4.12, tj. t. zw. pseudodefinicje.
Jest to najtrudniejszy punkt catego dowodu i znane nam wa-
runki, ktére natozone na cigg 6 zapewniajg zachodzenie dla tych
funkcyj zdaniowych warunku (1) z lemmatu 3.1 sg nader spe-
cjalnej natury. Zamiast podawac te warunki zdefiniujemy pewien
specjalny cigg 0, ktérym postugiwac sie bedziemy w nastepnym
8 i wykazemy, ze dla tego ciggu zachodzg zadane warunki; w 6.2
zaznaczymy w jaki sposdb mozna rozumowania te uogélnic¢ tak,
aby stosowaty sie one nie tylko do tego specjalnego ciggu 0, ale
pewnej (bardzo zresztg waskiej) klasy ciggoéw z t.

41. Definicja, a) K(Xj; X8 S(X,MXH)]G(Xi+i) &
&N*(X*+1, X®)-=Ni(Xj+1l; Xj)] dla dowolnych naturalnych i, j, m
takich, by X2 == Xj',

b) 6*r*(EX?2)K(X\-Xi)-,
0¥+l (M)[Z eXitl ->04] & (EXW XA, XI).
¢) 0*(a) = 0g*(a), o(a)—oe*(a) dla aeS.

Definicja 4.1 b) okresla indukcyjnie cigg 0%, ktdéry— jak spo-
strzegamy od razu — nalezy do klasy t. Wykazemy, ze ciag ten
posiada potrzebne nam wiasnosci i ustalimy w tym celu przede
wszystkim kilka lemmatow pomocniczych:

4.2. Lemmat: jesli 6=6*, to (X\)6{X'l) eT.
Dowoéd. W mysl definicji § 1, 5.64
X]JeXt & W* (X2 XI) -> X, (X2 XI) eT,
skad wynika natychmiast
X1 eXI-+ (XB\_G(X8 & N*(X2 X2 ->N, (Xa Z})]eT.
Z tezy tej i z lemmatu § 1, 5.533 b) wynika natychmiast
(EXD{S(XN&[_G(XBE&N*(X2 XHNL (X2 X]]}eT,
tj. 9(X))eT', zwzoru tego wyprowadzamy (X{)6(X})eT, c.b.d.o.
4.3. Lemmat: jesli 0=6%*, to (EXi)6(Xi)eT dla ¢(=1,2,....
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Dowdd. Dla i—! stusznos¢ lemmatu wynika z 4.2. Przy-

pusémy, ze ¢=j-j-1, gdzie i przyjmijmy dla skrotu
1)
mamy oczywiscie
2 a(X{+1)-=>("M) [N eXi+l->6(Zi)]eT,
oraz
a(X{+) elfl X2exX{+l)eT,
co jak tatwo spostrzec daje
©)

(por. § 1, 5.62, 5.63). Z (3) wynika
a(X{+1) -+ (XD [G(X2) & N* (X2 X1)-+NJ+1(Xk T{+1)]eT,
co daje w mysl def. 4.1 a)
a(X\+r) &S(XD)- K (Xi+l X" eT.
Opierajac sie na lemmacie § 1, 5533 a) wnosimy stad, ze
a(X?)-> [EX$K(Z'+L XI)eT,

co facznie z (2) i definicjg 4.1 b) daje a(X{+l)-+6(Xi+i)eT. Po-
niewaz (EX{+i)a(X\+")eT jak wida¢ z (1) i § 1, 4.12, przeto wzor
ostatni daje {EXjIH)6(X'+')eT, c. b. d. o.

44. Lemmat: jesli 0=0%*, to 6I(Xf+1)&X1EXFf+1->0(X?)eT
dla p=1,2,....

Dowdd wynika natychmiast z definicji 4.1 b).

45. Lemmat: jesli zmienne X?t,X%0, X, ><Pn X& s3
wszystkie rézne miedzy soba, to

L)X X)I&IA)X(X)> XN &...&[ ; X)]->
-> (EXB)[K(X)\; XB) & K(X%; X) &... &K(X%; XD]leT
dla n—1,2, 3,....
Dowdd. Na mocy lemmatu § 1, 5.662
T(A+) S&r(AL; X)&ACX?,->X*(X;++1;, A)eT
dla k=1,2, ...,n; wnosimy stad, ze dla k=I,2, ...,n
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(XX+D[O(M+]) & Z* (A, (Zzn+1;
&I*(4+1;, Z2?,)&A CX-="N(AF; XMNeT,
co zgodnie z definicjg 4.1 a) daje po tatwym przeksztatceniu

ZW &EACZM>[MNA) &
&N*(XFk+1- XR)NNIK(CXN; XfyleT  (fe=l, 2,..., n).

Dotgczajgc kwantyfikator i stosujac definicje 4.1 a) wyprowadzamy
stad od razu

S(XR) &K (XIi; X&) &X2KkCXa->K(Xfa X;,,)eT dla =1, 2,...n.
taczac te n tez znakiem »&« otrzymamy

I(ZE; XB)&...&K(Xin; XP)&XACXN&...&XPnCXn&S(X8)->
} SKXAXB)&.. &K (XA, Xm)eT.

Przyjmijmy dla skrotu
) abf .. VZ?sZyi;
w mys$l lemmatu § 1, 5.535

a&S(XP) &... & S(Z2J ->S(X,)e T,

co w mysl definicji 4.1 a) dowodzi, ze tym bardziej

©)] a&Z(Z';;ZM) &...&Z(ZN; Z223->7N(Z2,)eT.
Zachodzi nadto oczywiscie
4) AN XRICX&... &, Xin~ XmeT.

Uwzgledniajac (3) i (4) otrzymujemy z (1)
a&K(ZJ[; XR) &...&K(X%; Z1J->Z(Zj;; X1.)&...&K(Xfa X@)eT,
€0 z uwagi na zatozenie XI=~XPi,..., XPn, X"\, >X” daje

[»Ja]&Z(Z2"Z)&... &Z (N, Z2))N
0) > (>>)[Z2(Z) X) &...&K(Xf6 Zj]e T.

Z (2) wnosimy, ze (EX,,)aeT, wzér (5) daje tedy

Z2(Zj:; Z22) & ... &« K(Zfr A) -> (»,,) [K(ZJ:;; Z2.) &... &
&Z(Zj«; Z2)]eT.
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Wobec Xj.k™ Xl (k,1=1,2, mozemy w poprzedniku tej tezy
dotaczy¢ mate kwantyfikatory, otrzymujgc zadang teze
[(EXP)K(Xfo KA; A)]->

-> (EXB)[K(Xfa Xm) & ...&K(Xfy X,)]eT.

Mozemy obecnie wykaza¢, ze dla 0=0* funkcje zdaniowe
zbioru L spetniajg wzor (1) lemmatu 3.1

46. Lemmat: jesli aeL, to istnieje liczba p taka, ze dla
n™p o(pn(a))eT.

Dowdd. Funkcja aeL posiada¢ musi jedng z postaci: § 1,
411, 412, 413. W pierwszym wzgl. trzecim przypadku stuszno$¢
lemmatu 4.6 wynika z lemmatu 3.3 wzgl. z lemmatow 34
i 4.4. Pozostaje wiec rozpatrze¢ przypadek, w ktérym a posiada
posta¢ § 1, 4.12 tj., w ktorym istnieje funkcja zdaniowa j3 i liczby
k,I,m takie, ze XiLIeFr(/3) i

(1) a= (EXk+1){Xi) (X Xk+i<->p).

W mys$l lemmatu 252 istnieje liczba p taka, ze dla n™p
p,,(a)eSg*; jesli dla skrotu przyjmiemy g=m-\-n, r—I+n, to
z (1) otrzymamy na mocy lemmatu 1.2 b), ¢)

2 pn(«) = (EXg+1) (Xk) [ Xfe Xg+1 ++pn (/?)].
Dla Nn™p mamy, oznaczajac dla krotkosci 0=0*
(3) pn(a)eSe,
skad jak tatwo sie zorientowaé wynika
@) Pn”)eSe.
W mysl 2.2 i (3) otrzymujemy z (2)
©) 0* (p,, (a)) = (EX$+1) (9 (Xg+1) & (X*) [9 (XK)
N[ XireXk+1No* (parn) .
(Por. def. 4.1 ¢)). Niech Xj',...,Xjs oznaczajg wszystkie zmienne
wolne funkcji (), przy czym IS i JA<j&tl jesli iA=1iA+l

(i=1,2,..., s—1); w mysl lemmatu2.53 zmienne te sgréwniez jedy-
nymi zmiennymi wolnymi funkcji 0*(p,,(a)). Mozemy stad tatwo wy-
wnioskowac, ze Fr(o*(pn(*))) —{>Xj\,Xjs}, lub j?r(o*(pn(/?)) =
={Xr,XjL,..., A). Istotnie, z X*+1 eFr(fi) wynikana mocy lemmatu
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1.2 e) Xg+i eFr(pn(/3)), a wiec (lemmat 2.53) Xk+leFr(o*(p,(/3)));
z wzoru (5) wnosimy tedy, ze kazda zmienna wolna funkcji
o*(pn(/?), ktoéra rézna jest od Xk nalezy do Fr(o* (pn(a))), skad
(wobec uwagi, ze _Fr(o*(p,,(2))) CFr(o*(pn(fi))Y) wynika, ze istot-
nie Fr(o*(p,,(E))) réwnasie badz (>X£,Z£}, badz {Xk, X*,
Whnosimy stad, ze przy oznaczeniu

(6) y(Z?, A,
(h}, ....hs,t=1,2,...) zachodzi
(M Friy(Xl, XI1,..., X$) ={Xt, XN\,..., X&

dla kazdego uktadu liczb i, F, hs takiego, ze zadna ze zmien-
nych _X*_ZA;,..., JT/j wstawiona odpowiednio zamiast zmiennych
Xk, Xj,, memXjs na te miejsca w wyrazeniu 0*(p,, (/7))&$ (Xi), wkto-
rych Xk, wzgl. Xil, wzgl...., wzgl. Xjs sa wolne, nie staje sie na
zadnym z tych miejsc zmienng zwigzana.

W mysl (3) i 2.3
(8) o(pn(a))=6(ZJ:) & 1&0U%) 0*(p,, (a)).

Zastosujmy teraz lemmat § 1, 5.661 do funkcji (6); zgodnie z (7)
otrzymamy

dla kazdego ukiadu liczb takiego,by —na
mocy(7)—zachodzity wzory Fr(y(Xk., X, _X'p) ={X*, X",
Friy(Xk,,, XN, ..., XN ={Xk ., X" Xfr'i i takiego, by
XAXIL X, XN XK, XU, ., X, W szczeg6lnosci przyjac
mozemy (i=l, 2, ...,s); wzor (9) daje wbéwczas na mocy
definicji § 1, 5.63

B4X,; Ti,)& X<) & ... &

-> [y(X‘o xN,..., Xft++y(X?, X£,Xfre T.

Oznaczmy
(11) ODF{XK)[ XksXk=4+"y (OXKk., XA ., XN

Z (10) i (11) wyprowadzamy fatwym rachunkiem teze
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XN)&...&Nis(Xh, AW-B™ZI; Xk, Xk} ->
-> (XksXk+  Xk.eXk+")]e F.
Poniewaz liczby r, r" mozemy obra¢ dowolnie duze, przeto w na-

stepniku tego wyrazenia dotgczy¢ mozemy kwantyfikatory (Z*)(Z* <),
stosujgc tedy definicje § 1, 5.62 otrzymamy

<7(Zi)&<5&"A(Zi; 2)))&...&Z,S(Zb ZN-N+JZNZNZj+\IN/ -
tzn. na mocy definicji § 1, 5.63

(12) G(Z1)&<5&Z1(Zt,Z£)&...&WZj(Zl; ZN-kINZ] ; ZNJeT.

Zatbzmy, ze zmienna Z; jest r6zna od wszystkich zmiennych
X34, XIS, Xk+i; definicja 4.1 a) daje z tatwoscig

K(Z7;; Z)&...&Z(Z7; Z)&(?(Z;)&Z*(Z7,27)-"
->zU(Z£; 2;)) &...&Z,. (Z1; xX$ €T,
skad na mocy (12) wnioskujemy, ze
(13) d&K(AKXt)&...&K(XA- X)) &G(XNEN*(Xh; XM
NZAL(ZN, Z2+Y)eT.
Teza ta zostata wyprowadzona przy zatozeniu, ze
zi=hzi,,z",zj;,.... A,

mozemy zatem obra¢ h tak, by zmienna Z), nie byta wolna w wy-
razeniu <5&7(Z};; ZN&...&Z(Z£; Z?). Mozemy woOwczas Wypro-
wadzi¢ z (13)

(14) d&K((Z';,Z2?)&...&Z(Z;1;Z7)->(ZM)[(7(Z1)&Z*(2)1,Z2?)-N
->Z*+1(Zi;Zr)]eT.
Poniewaz

(ZD[((ZI) & Z*(ZF, Z?)-"Z*+1(Z1; Z*+1)]+->
(ZI+tD)[(7(Z:+1) &Z*(Z:41; Z7)->Z*+1(ZI+1; Z2+1)] e T,

przeto z (14) wynika na mocy definicji 4.1 a)
d&Z(Z<;; Xt)&...&K(X-; XN &8(X) MK (Xk+1; Xt)eT.
Wyprowadzamy stad od razu

<B&(ZZ)[Z(Z<;; Z?)&...&K(ZE;Z;)&S(Z?)]->
(15) ->(EXOK (XKL Z) e T,
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a wzor ten daje
N & - & X) &s(X)]->
NEXDK(X*+'-, X1eT.

Przejécie od (15) do (16) jest oczywiste, o ile jfc=4=l; dla fc=1
mozliwe jest a priori, ze i wtedy nie mozna z (15) wnio-
skowa¢ nic o stusznosci (16), musimy wiec wykluczy¢ réwnos¢
Xktl=X2 Otdéz X*tl eVr(p,,(a)) na mocy (2), skad na mocy (3)
i definicji 251 wnosimy, ze Xk+l eVr(6(Xitl)), co dowodzi, ze
Wij+1=j=X> jako ze XieVr(f)(Xk+l)) na mocy definicji 4.1 b).

Z (6) i (11) wynika d&XreXprO(X"r)eT co daje

<5-> (X) [Xke Xk+1-+0 (X)] e T,

albo po tatwym przeksztatceniu d~->(Xi)[XksXk+'-=>O(Xk")]eT.
W?z6r ten facznie z (16) daje na mocy definicji 4.1 b)
(17) d&(EX)[KXN; X)&...&K(Xj"X2)&S(Xt)]->6(Xqg+l) eT.
Zauwazmy teraz, ze z (6) i (11) wynika bez trudu teza

d->(OX){LFI(X)->[XeX+,*->0*(?«(1?))]})e5,
tak, ze wzor (17) daje
<B&(I?7X)[XX; X) &...&XX; X)&*8'(X) ] (K+WX){6 (X)™
N [XKk8Xk+"ro*(pn(m eT.
Z uwagi, ze X+1lH=Xb..., Xjs mozemy z tej tezy otrzymac

[(-®X+1) d] & (MX)[XX; X)&...&XX?; XW(X)]->
MK (e(X+7) & (X){O0(X)->[XeX*+1"0*(p,,(1S))]})el'.

Z uwagi na (5) i teze (EWr+l)de .zl otrzymujemy stad
(18) (SX)[K(X; XD &...&K(X%; X)&"N(X)]->0*(p,,(a)) eT.

Musimy rozrozni¢ dwa przypadki: s=0, s={=0. W pierwszym
z nicli (18) daje na mocy lemmatu § 1, 5.533 a) o*(p,!(a))eT, co
na mocy (8) dowodzi, ze o(pn(a)) eT. Jesli natomiast s=j=0, to
stosujac przede wszystkim definicje 4.1 a) wnosimy, ze K(X%; X?)—>
-+S(Xt)eT, co pozwala teze (18) uprosci¢ do

19)  (EX*)[KFl X)&...&K(A; X2)]->0\pn (a))ef.
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W mysl definicji 4.1 b)
(2%) (fc=1,2,...,9);

niech pv ...,ps oznaczajg liczby takie, by zmienne X% (jfc=1,2,...,«)

byty wszystkie rézne miedzy sobg i rdzne od wszystkich zmien-

nych Xj\,Xjs, Z (20) mozemy wtedy wyprowadzic¢
OM)-=>("AYX(:A)eT  (&=i,2,..9)

Mnozac logicznie te tezy otrzymujemy

(AN &.. . &O(KNMNEXMNK (XN, A)]&... &[(WPS) Z (A, XEs)JeT,

skad powotujac sie na lemmat 4.5 otrzymujemy

I(Xfo&...&O0(Xfy -> C IN“1 ) X?) &...&K(X%; X?)] eT.
Z tezy tej i z (19) wynika
6(X2)&...&6 (A) -><>*(2,(«)eT,

tj. na mocy (8) 00(p,,(a)) e T. Lemmat 4.6 jest w ten sposob udo-
wodniony.

5. Poréwnujac wyniki, uzyskane w lemmatach 3.2, 43 i 4.6
z lemmatem 3.1 widzimy, ze jesli 0=0%*, to warunek (1) lemmatu
3.1 bedzie zawsze spetniony, o ile spetniajg go zdania zbioru M.
W § 3 w gre wchodzi¢ bedzie li tylko przypadek M={(EXI)S(XI)}.
Wykazemy wiec tu od razu, ze przy tym obiorze M warunek (1)
lemmatu 3.1 jest dla 0=0* spetniony; przy okazji uzyskamy kilka
tez, na ktére powotamy sie w § 3.

51. Lemmat: jesli 9=9*, to (X})(Xje ZI)->0(M)eT.
Dowdd. Przyjmijmy dla skrotu

1) a(X2H)NXKMeZz?).
W mysl lemmatu 4.2
(2) a(Zzh™M(XhH[Xtedn™0(XD)]e2.

Z (1) i lemmatu § 1, 5.663 wynika

a(Z1) & <7(28) -> NAX'2 XD e T,
a z tezy tej wyprowadzamy bez trudu
3) a(X$) &S(X$)-+K(Xt;XDeT
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(por. def. 4.1 a)). Z (3) wynika na mocy lemmatu § 1, 5533 a)

taczac ten wzor z (2) i stosujgc definicje 4.1 b) otrzymujemy

co na mocy (1) rébwnowazne jest z stwierdzeniem lemmatu.
5.2. Lemmat: jesli 0=0* to 8(XI)-=>0(X,)e T.
Dowéd. W mysl definicji § 1, 5.63, 5.64
N*(X2 XI) & X} e X{->B1(X2, X{, Zj) e T,
skad wynika
N*(X2 Xi)& X[e X2&Bt(X2, X{, XI)->-
-> &B1(X2 XI, X}) 6 T-
poniewaz za$ (lemmat § 1, 5.666 a))
B, (XI; X{, Z}) & B£(X*; X{, X2)-> X,1dX\e T,
przeto wzor (1) daje
Z?) & X}e Xl & Bi(Xi; X1, X1)-> X, IdX\e T,
skad wyprowadzamy na mocy lemmatu 5.12
) N*(X*2; X1)&X1eXI1&BIL(X2 XI, X)) X2eXleT.

W podobny sposéb — powotujac sie na lemmat § 1, 5.666 b)
wykaza¢ mozna, ze
N*(XI; XJ)& X2e X(&Bx(X2, X}, X2)-=X\eX2eT,
co tacznie z (2) daje
X* (X, XI) -> (X1) (X1) XL XI) -> (Z}sXi<-> X28X"NeT,
tzn.
G(Xl) & N*(XE; XI) N2(Xz XI)eT

(por. def. § 1, 5.62, 5.63). Z tezy tej wyprowadzamy
S(XD)-MBX){S(XN&(XR)[,G(XD) &N/ (X2; XB)->N2(XE
tzn.

©)} S(X,) -> (EX2)K(X,; X2eT.
Lemmat 4.2 daje
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S(Xf) (Zzh)[ztez?->6(Zh)]eT,
co tacznie z (3) i definicjg 4.1 b) daje #(Zi)->0(Zi)eT, c.b. d.o.
5.3. Lemmat: jesli 0=6* za$ n jest liczba taka, ze S(Xn)eSf),
to S(X2)<-+0*(S(X,,))eT.
Dowdd. Przyjmijmy dla uproszczenia pisowni
©—-An, VoAbl Y= Y2 Ve==Nghlf 2R 2 KK
Przy tych oznaczeniach otrzymujemy z definicji § 1, 5.52, 5.51
i 2.39
fl(2%) = (XH(2) [(H("Z) -> ZbX] &
EY)@Q)(NCT){H2eY <-> [HezV (Z)(};eZ->"EZ)]} &
&ZEX->ZeX)->ZeX}.
Stosujgc definicje 2.2 i zatozenie o liczbie n wyprowadzamy stad
fatwo
0*("N(zM)<->(X){0(X)->[(2)(0(2)->{(e)[0(F)->"z]"zex}) &
&(Z2)(2)(F)(0(Z2)&0(Z2) &O(F)->{ () [0(1))->(i7eZ«->
eZv (2)[0(2)-> PTleZz-"i1e2)P]&Z Ze X})->ZeX]}6 Z.
Diluga te teze mozemy uprosci¢, stosujac przeksztatcenia ra-

chunku zdan a nadto opierajac sie na uwadze, ze jesli aeT, to
(leT; opierajac sie wiec na lemmacie 4.2 otrzymamy

0*(S(XB))<-+ (X){0 (X)& (Z2)[0(2) & () (77Z) ->ZeX] &
1) &©&)(2)D[0(2)&0(2)&{IN?%eZN{NsZV (Z)[0(Z2)-"
—>(MeZ—> £sZ)]})&ZSX —>ZsX]—>Z sX}e Z.

Z lemmatéw 5.2 i § 1, 5531 otrzymamy

) () (fe2)™-0(2)eZ.
Przyjmijmy dla krétkosci
©)] J.(Z, TTYN(F)(isZ<->771df);

mamy wowczas oczywiscie
Z(Z:}?)->S(2)eZ,

co na mocy lemmatu 5.2 daje

4 Z(Z¥?)->0(2)eZ.
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Z (4) wnosimy, ze
G)  (V)[O(Y) N7?eY->£eY)]&A(Y;») & eY->feYel’,
jak wida¢ jednak z (3)
A(Y;r)-+-71eYeT i A(Y;t]) & £sY-"yldt; eT,
z (5) wnosimy zatem, ze
{O(Y)-+ (risY->£eY)]} &A(Y;y) — =T,
co wobec uwagi, ze z (3) wynika teza (EY)A(Y; r])eT daje
(N)[0(Y)->(2/eY- -£EeY)]-> M<K eY.
Implikacja odwrotna
THdM-> (Y)[O(Y)-> (TeY—>£sY)]e T
wynika tatwo z lemmatu § 1, 5.12, zachodzi zatem réwnowazno$¢
721(iE<->-(Y)[0(Y)->(77eY ->77 eY)]eY

Uwzgledniajac ten wzor i (2) otrzymujemy z (1) po szeregu tat-
wych przerobek, w ktorych szczeg6ty nie wchodzimy teze

0*(8(Y“N(X){O(X) &(Y) [(E) (") YTiX]&
6 (V)2)E)[0(Y)&O(2)&O(Y:Z,E)&ZeX Y EX]->Ze3E}eY

(por. def. § 1, 551). Wobec lemmatu 5.2 otrzymujemy stad
(X){0(X) &(Y)[(E) FfiY->YeX]& (Y) (2) (E)[S(Y)&S(Z) &
&O(Y; Z, §) & ZEX.-+YeX]->- XeX}-+ 0*(S(X2) e T
i tym bardziej
X) {(E) EEY-"YeX]&(Y)Z)E)N*S'(Y) & S(Z) &O(Y; Z,£) &
&ZeX-"YeX]->ZeX}-"0o*WY,2))el'"

Na podstawie lemmatu § 1, 5.536 lewa strona tej implikacji ro-
wnowazna jest funkcji S(X2); zatem

(7) S(X)-*0*(S(XZ))eT.

Dowdd implikacji odwrotnej jest nieco diuzszy. Oznaczmy dla
skrotu
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©) a(X)-D<(Z2)[XeXM(T)];
jest jasne, ze
a(X)&()(TeY)NYsXe2',
a(X)&O(Y;Z, fi&ZeSNYsYeT’

(por. lemmaty § 1, 5.531, 5532). Z wzoréw tych wynika tatwo
a(XxX)-*M)IM(T7T)-"reX]&(Y)(Z)(H)[0(Y)&
&0(Z2)&O(Y;Z,f)&ZeX-"YeX]eT.

Wobec lemmatu 5.2 i (8)

(10) a(X)-M2)[YsX-"0(W)]eT.

Lemmat § 1, 5.664 daje wobec (8)

«(Y) ->[G(X4+1) & Y* (Xi+1, Xi) -+ W3 (W+L; X)]e T,

skad na mocy definicji 4.1 a) wnosimy, ze
a(X) & S(X$-+K(X; Z|) e T.

Powotlujac sie na lemmat § 1, 5533 a) otrzymamy
a(X)-+(EX$K(X;X2)eT;,

co tacznie z (10) i definicjg 4.1 b) daje

(11)

Z (6), (9) i (11) wynika teraz
0*(S(XnY)&a(3i)-+ X2e3¢e T,

skad po tatwym przeksztatceniu na podstawie (8) wyprowadzamy
0*(S(Z*)) &«(£)-> S(X)eT.

Z tezy tej i uwagi, ze (_EX)a(X)eT wynika 0*(8(X2))"8(X2)eT,
co tacznie z (7) dowodzi lemmatu 5.3.

Opierajac sie na lemmacie 5.3 fatwo teraz wykaza¢ stuszno$c¢
nastepujacego lemmatu:

54. Lemmat: jesli 0=0%*, to istnieje liczba m taka, ze dla
n>m o(pMEX$S")) eFI(((EXj)S(M)}).

Dowdd. Z definicji 1.1 i § 1, 552, 551, 2.39 wnosimy
tatwo, ze
@) pn(,8(XM=8(XI+i);
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w mysl wiec lemmatu 2.52 istnieje liczba m taka, ze dla n”~m
2 8(X&+1)e80.

Z (1) wyprowadzamy tfatwo na podstawie lemmatu 1.2 b), c)

©) ft(ra<)=(M 2D E)=

przy czym na mocy (2) X2+16yr(0(Wi)); stosujac wiec definicje
2.3 otrzymamy z (3)

Wobec (2) i lemmatu 5.3 mozemy stad wywnioskowac, ze
@ o(p,("X?2)M!))) (NMI+D)[0(X+]) &S(XKM)]eT.
Lemmaty 5.1 i § 1, 5.534 dajg facznie teze

& (Xi)(xe><xtlwvv (><+]) &>s'(x2tl) e «,
skad wobec (EX2)(XD{X{s X2+i)eT wnosimy, ze

CEX+D[0(X,2+1) & rr i.)] eFIG(EX])B(DY).
Wzor ten daje tacznie z (4)
o(pMEXiy8IX{))) e FI{(EXJSCxNH}), c. b d o

6. Resumujac wyniki naszej dyskusji dochodzimy do naste-
pujgcego twierdzenia:

6.1. Twierdzenie. Jesli de 8, zbior {(EXi)8(XH} jest nie-
sprzeczny i istnieje liczba m talia, ze dla n~m

ApAbY)eFI{{{EXi)S(X"}), to 6eFI{(EXNS(XHY).

Dowdd otrzymujemy od razu z lemmatéow 3.1, 3.2, 4.3, 4.6
i 5.4.

6.2. Analizujac dowdd twierdzenia 6.1 doj$¢ mozna do pewnego
jego uogdlnienia. Wprowadzmy dwie dowolne funkcje zdaniowe
a(Xx2), P(X,,) — jedna o jednej zmiennej wolnej drugiego typu,
drugg o jednej zmiennej wolnej czwartego typu. Przyjmijmy na-
stepnie analogicznie do 4.1 definicje
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Ka,2(Xi; X2)"a{X8) & (Xj+1)[/3(X}+1) &X*(XF+1: Xt)-+

—SAXNN] dla XIFX,),
0a. 2(XM(EXAKaN (XX,

ea"X{+1) = (X{) [X(s X?1->0a, & (M) KAWL XI).

(Dla uproszczenia przyjmujemy tu, ze podstawienia, jakie po-
trzebne sg do napisania tych wzoréw sg wykonalne, a wiec np.,
ze zmienna X}+1 nie stanie sie zwigzang w /}(X*), gdy wstawimy
ja na te miejsca w funkcji ~(X,,), w ktorych X,, jest zmienng
wolng itp.). Mozna wowczas udowodni¢ bez trudu nastepujace
uogolnienie twierdzenia 6.1: jeSli de8, M jest zbiorem nie-
sprzecznym zdan, M' — podzbiorem M, a(X2), fl(Xi) — funkcje
zdaniowe takie, ze FrMXn))={X2}, Fr{p(Xn))={Xn}l 6=9«,p
i jesli spelnione sg warunki:

1) {EXDa{Xi)eF{M), (")[B(X,4)-><?(XD] erO),
2 a(Xy&...&a(A)&(ZI)[XIEZ(X1eZ, V.. VXIEXY]->

—>a(JC|) eFI(M) dla s=A.,2,",
(3) dla kazdego aeM' istnieje m takie, ze og(p,,(a)) eFI(M)
dla n”m,

(4) istnieje m takie, ze og(pn(d)) eFI(M) dla n~m,

to deFI(M"). Jesli przy tym (EXi)8(XI) eM, to nato, by istniata
liczba m taka, ze og(pn((EXH8(Xi))) eFI(M) dla n™m wy-
starcza, by

(XA[SEXD-+9(X$]eFI(M) i (XI)O(X'f) eFI(M).

Dowod tego twierdzenia nie rozni sie zasadniczo od dowodu
twierdzenia 6.1. Nie ulega jednak watpliwosci, ze dla przeprowa-
dzenia Scistego dowodu niezalezno$ci pewnych zdan odwotaé sie
trzeba do jeszcze ogolniejszej formy twierdzenia 6.1: to nastepne
uogodlnienie polegatoby na tym, ze jezyk logiki wzbogacamy pe-
wnymi nowymi statymi, oznaczajacymi indywidua, lub ich zbiory
roznych typow, a w zwigzku z tym poddajemy modyfikacji takie
pojecia, jak funkcja zdaniowa, dowdd itd.

7. Ujecie metody relatywizacji kwantyfikatorow, ktére przed-
stawiliSmy w poprzednich numerach wystarczy w zupetnosci dla
celow § 3; dla innych jednak badan okazaC sie ono moze zbyt
waskie. Podamy tu przykfad pojecia, dla ktérego okreslenia od-
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wotywaé sie musimy do nieco ogolniejszego ujecia metody rela-
tywizacji kwantyfikatorow.

Rozwazac bedziemy tym razem klase t* ciggow 6 —[0t, 02 , 0,,,...],
gdzie Fr(On)={X", X%} dla n—1,2,... i przyjmierny podobnie jak
w definicji 2.1 b) 0(X", Zi) =80"1(0,J dla Oet*. Przyjmujemy
nastepnie bez zmiany definicje 2.2 i 2.3, w ktorych jednak 0
oznacza cigg nie klasy f, lecz f*. Niech w szczeg6lnosci 0* ozna-
cza cigg klasy t* zdefiniowany indukcyjnie j. n.:

ordziezi,
0AIN(ZD[Z;>Zi+1->07].

Mowimy, ze f jest wkasnoscia wewnetrzng zbioru, jesli istnieje
zdanie a takie, ze zbiér M posiada wiasnos¢ f wtedy i tylko
wtedy, gdy zbiér M spetnia funkcje zdaniowg 00»(p2(a)) (co do
wystepujacego w tej definicji zwrotu »zbior M speinia
funkcje zdaniowa« por. Tarski [3], str. 308—312, 348—352,
354—358, 398). Zdefiniowane powyzej pojecie pochodzi od T ar-
skiego i Lindenbauma (por. [1], str. 22); jest ono pomocne
przy wystowieniu pewnych twierdzen np. z dziedziny metodologii
topologii. Rowniez wspominane przez Tarskiego ([6] ods. 2)
pojecie terminu neksusowego wzgl. danego zbioru
zdan datoby sie precyzyjnie zdefiniowaC przy pomocy podobnej
jak wyzej konstrukcji.

§ 3. Dowody niezaleznosci

Teorie opisang w poprzednim paragrafie zastosujemy obecnie
do ustalenia wzajemnej niezaleznosci kilku zdan. Podstawg na-
szych rozumowan bedzie twierdzenie, orzekajgce niezalezno$¢ od
aksjomatow logiki zdania, stwierdzajgcego istnienie zbioru nie-
skonczonego (indywidudéw pierwszego typu) o uzupetnieniu nie-
skonczonym. Z tego twierdzenia wyprowadzimy nastepnie nieza-
lezno$¢ pewnika wyboru od aksjomatow logiki oraz twierdzenie,
orzekajgce, ze dowod réwnowaznosci definicji skonczonosci D e-
dekinda z definicjg zwykig nie daje sie przeprowadzi¢ bez od-
wotywania sie do pewnika wyboru.

1. Ustalimy na poczatek kilka lemmatow.

11 Lemmat: jesli 6=6*, to
6(X))+"{8(Z?) V (FXDH[C(Xt; XI) &8 (Z)]}e T.
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Dowdd tego lemmatu opiera sie na dwu tezach, ktére podamy,
nie wyprowadzajgc ich formalnie z aksjomatow:

(1) (I® 2?) & G{XI) & N*(Xi', X ) Ni(X XI) e T;

->(WW) G(X$&N*(Xi; XD&N(X2,XB-eT.

Teza (1) stwierdza, wyprowadzalno$¢ z aksjomatéw logiki zda-
nia o nastepujacej tresci: jesli funkcja, ktora zbior wszystkich
indywidudw przeksztatca w siebie wzajemnie jednoznacznie —
przeksztatca kazdy element pewnego zbioru w siebie, to prze-
ksztatca ona uzupetnienie tego zbioru samo w siebie. Dowdd tego
twierdzenia nie przedstawia wiec zadnych trudnosci. Teza (2)
orzeka wyprowadzalno$¢ zdania nastepujacego: jesli zarébwno zbior
M, jak i jego uzupetnienie N (do zbioru wszystkich indywidudéw)
sg nieskonczone, to dla kazdego skoriczonego zbioru P istnieje
takie wzajemnie jednoznaczne przeksztatcenie / zbioru wszystkich
indywiduéw w siebie, ze f(p)=p dla peP i f(Jf)=J=JIf. (Zacho-
wujemy tu zwykig acz niescistg symbolike: /(p) oznacza wartos¢
funkcji / dla argumentu p o ile p jest indywiduum, f(M) za$
oznacza zbior wartosci, jakie funkcja f przyjmuje na zbiorze Jf).
Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze w mysl zatozen zbiory M—P
iN—P sgniepuste; niech meM—P, neN—P i niech / oznacza
funkcje takg, ze f{m)—n, f(n)=m i f(g)=¢ dla g="m,n.
/ przeksztatca wiec klase wszystkich indywidudéw w siebie i jest
funkcjg wzajemnie jednoznaczng. Dla peP j{p)=p, gdyz m,neP.
Réwnos$¢ f(M)=M nie zachodzi, bo nef(M) i neM. Formalizu-
jac wyzej zaznaczone rozumowanie otrzymujemy dowod tezy (2).

Opierajac sie na tezach (1) i (2) nie trudno juz dowies¢ lem-
matu. Mamy przede wszystkim

€] S(Xi)->9(X$)eT
na mocy lemmatu § 2, 5.2. Wzér (1) daje
C(XI-, XD &S (X2)"S(X%)&(X%)[G(X2)&IN*(Xi', X2)->N2(XI; Z?)]eT,
skad na podstawie definicji § 2, 4.1 a) wnosimy, ze
4 (PZ1) [O(X]; XV) & S(ZH]-MNM)K(Z?; X$eT.
Lemmat § 2, 4.2 daje
{X){K\sXAMX\))eT-,
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z tezy tej i z (4) otrzymujemy na podstawie definicji § 2, 4.1 b)

(5) (fe)[C(ZV;Z2?2) &N (Z)]-N0(Z?)eT.

Wz6r (2) rownowazny jest na mocy definicji § 2, 4.1a) z
S(XH&(XPY[C(X2 Xfi->N(X|)]->(ZZ1)X(X1;X2)eT;

przez kontrapozycje otrzymujemy stad (po zamianie zmiennej
X2 na XI)

(EXDK(XEX)MS(XD\(EXD[C(XI-, XD &S(XD }eT.

Poniewaz zas w mysl definicji § 2, 4.1 b) 0 (X() -=>(EXX) K(X2\XT) e T
przeto teza ta daje

(6) e(XDNMS(KXOV(EXD[G(X2; XX)&S(XD)]IET.
taczac wzory (3), (5), (6) otrzymujemy zgdany wynik.
1.2. Lemmat: jesli 0=6* i C(Xh, X2 eSg to
C(X; X2) Mo*(C (X X2)) e T.
Dowod. W mysl definicji § 1, 5.65, § 2, 22, § 2, 41 ¢)
0*(G (X2.; X2)) = (X)) [0 (Zi) -> (X'meXm ™ X MEXD)];

poniewaz za$ 6(X),,)eT na mocy lemmatu § 2, 4.2, przeto wy-
nika stad

0*(G(X2,,; X2)) (X)) (XMEX!, , AN XAX)eT,
co dowodzi lemmatu.
13. Lemmat: jesli 6 =6* to 6(XDN&G(XI',XI)-"-6(XI) eT.
Dowdd. Z lemmatéw § 1, 5.667 i § 2, 5.2 wynika
@ C(XU X$)&(EXP)[C(XI; Xi)&S(XD) N6 (XKeT.
Na mocy lemmatu 1.1 otrzymujemy przez podstawienie

(EXI) [C(ZKZT) &S (ZD\V/ (Z%eT,
skad
G(X2, XI)&S(X1)-+6(XDeT,

albo na podstawie lemmatu § 1, 5.668
(2) G(XI; X2) &S (X2)—=>6(XI) eT.
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Z (1) i (2) wyprowadzamy od razu
(B) CXI; X?2)&{N(X?)V(M)[C(X?; X} &SWI*O(XHeT.
W mysl lemmatu 1.1
0{XD-=>{S(XHV(EXi)[C(XI-, X &S(XI)-]}eT,
wzor (3) daje wiec
0(X?)&O(XI;X?)->0(Xi)eT, c. b d o
14. Lemmat: istnieje liczba naturalna m taka, ze dla n™"m
0P, (M){«(X?) &(Xi)[O(X7?;X?)->N(XI)]})) eT.
Dowdd. Przyjmijmy
1) d*(W){"H) &) [C(XI;X7?)->NM)]}

jak fatwo sprawdzi¢, wychodzac z definicji § 1, 5.52, 5.65 za-
chodzi wowczas

(2) pu(<5) = (EXn+D){S(™) &(X24)[O(A_2;X*+1)->S(XM)]}

dla n—1,2,.... Na mocy lemmatu § 2, 2.52 istnieje liczba m
taka, ze
(©)} Pn(b)eSiSi dla n”m.

Z (2) i (3) otrzymamy na podstawie definicji § 2, 2.2 i 2.3

1 o(p,XO)=(M+)(d(X,+1) & O0"NAJ) & (™M) {6(M2)-"
N0 (C(M2;7341))->0* (N(X+2))]]),

przy czym dla skrocenia przyjeliSmy 0—0* Z (3) wynika
S(X2+1), N(AM2), c(x™xz+l)esg,

powotujgc sie wiec na lemmaty 12 i § 2, 5.3 i stosujac reguty
rachunku zdan otrzymamy z (4)

0(p,(0) (<<+L){d ("+1)&NCZUT) & (A2)[0(22,42) &
& C (X242 XM1)->S(X,+2)] Ye T.

Przeksztatcajac te teze na mocy lemmatu 1.3 otrzymamy

0(p, (6)) <> (MI+1D){e (xj+1) &NTJI?;;;) &(™,+2) [e(Xj+2, x2+1)
-NS(Xn+2)j}ET.



44

Lemmat 1.1 stwierdza, ze prawa strona tej réwnowaznosci jest
negacja tezy; tak samo wiec i lewa strona musi byo negacjg tezy
tzn. o(pn(8)) e T, co wobec (1) dowodzi lemmatu.

Z lemmatu 1.4 otrzymujemy tatwo nastepujgce twierdzenie:

15. Twierdzenie. Jesli zbior {(EX{)$(Wi)} jestniesprzeczny, to
(EXD{8(tf) & (T]) [C(Z1; XO"SCX)1}eFI ({(M)S(TH)}).
Dla dowodu przyjmujemy 6=(EX2){S (X") &(X2)[C (X2-.X()

w twierdzeniu § 2, 6.1; zalozenia tego twierdzenia
sg na mocy lemmatu 1.4 spetnione, spetniona jest wiec i teza
oeFI{(EXD8("™)}), c. b. d. o

Twierdzenie 1.5 przedstawia pierwszy z wynikow, o ktorych
wspominaliSmy we wstepie do niniejszego paragrafu. Orzeka ono,
ze jesli dotaczenie pewnika nieskonczonosci do uktadu aksjoma-
tow logiki nie prowadzi do sprzecznosci, to niepodobna w tak
wzbogaconym systemie dowie$¢ istnienia zbioru nieskoriczonego,
ktérego uzupetnienie bytoby nieskoficzone. O twierdzeniu tym
wspomina Chwvistek [1], str. 138, nie podajgc zresztg dowodu.

2. Zastosujemy obecnie twierdzenie 15 do zbadania stosunku
miedzy definicjg skonczonosci Dedekinda, a definicjg induk-
tywnosci. Wprowadzimy w tym celu najpierw trzy definicje

2.1, Xptl = Xp+l~f- (EXp+3'1J (Xp+3) & D (Xp+3; Xp+l) &
(1(Xpts; Xptl);
221, SYXpt])
& Xp+2 G Xfi & Xp+2~Xp:tf-+XPt2G Xp+2};
2.22. &(Z?+1)Dt

Funkcja 2.21 orzeka, ze klasa podzbioréw zbioru, oznaczonego
symbolem Xptl nie jest rdbwnej mocy z zadng swa czescig wias-
ciwg, funkcja za$ 2.22, ze sam zbi6r, oznaczony symbolem X%¢+!
nie jest rébwnej mocy z zadng swa czeScig whasciwg. Funkcja
zdaniowa jest wiec sformalizowaniem znanej definicji
skonczonosci, zaproponowanej przez Dedekinda ([1], str. 17).
Funkcja zdaniowa (JfA+1)  jest sformalizowaniem wiasnosci,
ktéra — z intuicyjnego punktu widzenia — przystuguje rowniez
tylko zbiorom skoriczonym, ktéra zatem moze byd przyjeta jako
definicja skonczonosci; definicje te podat précz wielu innych
Tarski ([1], str. 93, Definition I1II).
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Zachodzg nastepujace zwiagzki wynikania:

23. Lemmat: a) SN+ "SN+"eT, b) 8(Xi)-"81(Xi)eT.

Dowdd nie przedstawia najmniejszych trudnosci (por. Tar-
ski [1], str. 94).

Wykazemy teraz, ze implikacja odwrotna do implikacji a) lem-
matu 2.3 dla p=Il nie jest teza. W tym celu zanotujemy naj-
pierw oczywisty lemmat nastepujacy:

24 Lemmat: pierwszym podniesieniem typu funkcji zda-
niowej 82(X¥)->-8dXT) jest 82{XX)->8i{XXi.

(Por. § 1, 6.1).

Podamy nastepnie dwa lemmaty, stwierdzajace, ze pewne dwie
funkcje sg konsekwencjami zbioru {{J3Xi)S{X{)}', podawanie sfor-
malizowanego dowodu na to bytoby nadzwyczaj ucigzliwe, gdyz
funkcje zdaniowe, wchodzace w gre, sg nieco bardziej skompli-
kowane, zadowolimy sie zatem przytoczeniem intuicyjnego szkicu
dowodu, ktéry musiatby by¢ potem sformalizowany.

25 Lemmat

(Z2?) [XI sX1™8 (XD1->87zi) eFI({(WW) 8 (i)}).

Lemmat ten orzeka, ze konsekwencjg pewnika nieskoficzonosci
jest, ze klasa zawierajgca wszystkie zbiory skonczone (induktywne)
jest nieskonczona w sensie definicji 2.22. Inaczej méwiac: klasa 4
wszystkich podzbioréw zbioru zbioréow induktywnych jest nie-
skoniczona w sensie Dedekinda (przy zatozeniu pewnika nie-
skonczonosci). W tym sformutowaniu twierdzenie jest oczywiste,
klasa 4 zawiera bowiem wszystkie liczby naturalne (tzn. klasy
zbioréw skonczonych, réwnych miedzy soba co do mocy), klasa
za$ liczb naturalnych jest (przy zatozeniu pewnika nieskonczo-
nosci) nieskonczona w sensie Dedekinda (por. Russell i Whi-
tehead [1],*124.12; z pewnika nieskonczonosci wynika, ze moc
zbioru liczb naturalnych jest réwna xJ0).

2.6. Lemmat: eXN8(Z?)]&8"(Z2?)->
M){8(ZD&( Xi) -=SW]}eT.
Lemmat ten orzeka, ze jeSli klasa wszystkich zbioréw skon-
czonych jest nieskoficzona w sensie Dedekinda, to istnieje

zbidr nieskonczony, ktorego uzupetnienie jest tez nieskonczone.
Intuicyjna my$l dowodu jest nastepujaca: jesli klasa wszystkich
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zbioréw skonczonych jest nieskoriczona w sensie Dedekinda,
to istnieje cigg nieskonczony [Xi, K2, Fn,...] r6znych miedzy
sobg zbioréw skonczonych. Niech L bedzie dowolnym zbiorem
skoriczonym; poniewaz klasa jego podzbioréw jest skorczona,
przeto istnieje liczba a taka, ze dla rri“a Km nie jest podzbio-
rem L. Najmniejszg z tych liczb oznaczamy przez a(L) i defi-
niujemy przez indukcje ciagg liczb naturalnych r,, jak nastepuje:
n

N=1, rn+1=a{%Kk).

Z definicji funkcji a (i) wynika, ze

@) r,,<rn+i,
m

gdyz K,., jest podzbiorem 51 mamy nadto z definicji

2 N.,=eNN+0 («,==1,2,3,...).
+ Al

m

Jesli m<n, to wobec (1) rm+1"r,,, a wiec Kr, o,

00 dajo
(N-c £>>m-5:2=0,

a wiec tym bardziej
m m
@) (M+-27)-(X.,,it1-2'KJI=0 dla m<n, m,«=I,2,...

Z (2) i (3) wynika, ze oznaczajgc Wu—Kr,,+1 5 (w=l, 2,3,...)
mie¢ bedziemy W,4=0 i Wm-W,,=0 dla m,n=1,2,3,..., m=£n.

00

Przyjmujac tedy W'=£’1§,EW2k, W"T:(ii‘IT'24-1 wnosimy z tatwoscia,

ze zardwno zbior W' jak i zbior W" jest nieskonczony (i to na-
wet w sensie definicji 2.21) i przy tym W'-W"=0. Zbior W' jest
wiec nieskonczony i jego uzupetnienie jest nieskonczone, co do-
wodzi lemmatu. (Istnienie zbioréw W,,, spetniajgcych warunki
W,4=0 i Wm-W,,=0 dla m,n—1,2,..., m~”n jest konsekwencjg
pewnego twierdzenia Tarskiego; por. Lindenbaum i TarsKi
[2] theoreme 68).

Opierajac sie na trzech powyzszych lemmatach mozemy teraz
fatwo dowie$¢ stusznosci nastepujgcego twierdzenia:
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2.7. Twierdzenie. Jesli {(EX()S(X{)} jest zbiorem nie-
sprzecznym, to eFZ({CEX()STM}).

Dowdd. Zatézmy, ze
CD
W mysl twierdzenia 2 a) z pracy Tarski [2] zachodzi wowczas
(M) S(Z)->[&(><ED (Z?)] e 1T,

zgodnie z lemmatem 81,6.2 pierwsze podniesienie typu tej funkcji
zdaniowej jest tez teza,:

[(M) [&(Z])-> UD]LeT.
W mysl lemmatu 2.4 i § 1, 6.3 wynika stad

albo
2 SAXPASAXDeFI{(EXDI{XD]).

Z (2) i lemmatow 2.5, 2.6 wyprowadzamy z tatwoscig

ulh) wmm == E [C(XI; XI)
-+SW}eFI{(EXi)S(XDH}),

co wobec (EXH)(XH[XieXi<-+S(XH]eT daje
()  (EXD{SIXi)&(XinC(X2; "MSI™) -1} eFI{(EXi)STXM)}-

Opierajac sie na twierdzeniu 15 wnosimy z (3), ze zhior
{(EXI)S(XI)} jest sprzeczny; zatem zatozenie niesprzecznosci tego
zbioru pocigga za sobg fatszywo$6 wzoru (1), c. b. d. o.

2.8. Twierdzenie 2.7 moglibySmy wystowi¢ j. n.: w systemie
logiki niepodobna dowies¢ twierdzenia, orzekajacego, ze jesli do-
wolny zbiér A jest skoniczony w sensie Dedekinda, to i klasa
jego podzbioréw jest w tymze sensie skonczona (pod zatozeniem
wszakze, ze pewnik nieskonczonosci nie prowadzi do sprzecznosci).
Analogiczne zagadnienie w stosunku do systemu aksjornatycznej
teorii mnogo$ci postawione bylo przez Tarskiego ([1], str. 94)
i Fraenkla ([2], str. 321 i [3], str. 36). O implikacji S2(Al)->
—>/S\U?) wspominajg rowniez Russell i Whitehead ([1],
*124.58), zaznaczajgc, ze gdyby byla ona teza, to moznaby udo-
wodni¢, ze kazdy zbiér skonczony w sensie Dedekinda (niere-
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fleksywny) jest tez skonczony w zwyktym sensie (induktywny);
w zwigzku z tym zagadnieniem por. nizej tw. 3.1

Twierdzenie 2.7 zdaje sie definitywnie wykazywa¢ wyzszo$¢
pojecia skonczonosci, okres$lonego tak, jak to czynig Russell
i Whitehead [1], *120.01,02 nad pojeciem »nierefleksywnosci«
t. zn. pojeciem skonczonosci w sensie Dedekinda przynajmnigj
wowczas, gdy sta¢ bedziemy na gruncie takiego systemu logiki,
jakim zajmujemy sie w niniejszej pracy. W samej rzeczy, poj-
mujac skonczonoso, .jako induktywno$¢ mozemy z tatwoscig roz-
wing¢ w naszym systemie logiki catg teorie zbioréw skonczonych
(por.np. Tarski [1]); gdybySmy natomiast chcieli definiowa¢ po-
jecie skonczonosci tak, jak to zaproponowatl Dedekind, to nie
moglibySmy udowodni¢ juz tak prostego twierdzenia, ze klasa
podzbioréw zbioru skoriczonego jest skonczona (por. Tarski [1],
str. 92).

W zwigzku z twierdzeniem 2.7 warto moze zwr6ci¢ uwage
na role zalozenia niesprzecznosci zbioru {(EXt)S(Xty}, ktore
w dowodzie tego twierdzenia tak wazng odgrywa role. Na pierwszy
rzut oka wydac sie moze do$¢ nienaturalne, ze twierdzenie, doty-
czace wzajemnej zaleznosci dwu definicji skonczonosci, dowodzone
jest przy zatozeniu, dotyczacym niesprzecznosci pewnika nieskon-
czonosci, jest jednak jasne, ze dla stusznosci twierdzenia 2.7 tak
jak je wystowiliSmy wyzej zatozenie niesprzecznosci pewnika nie-
skonczonosci jest niezbedne. Wynika to poprostu stad, ze gdyby
zbior {(EX%)S(XN} byt sprzeczny, to kazda w ogdle funkcja zda-
niowa, a wiec tez i $2(-Xi)—**1(-2ii) nalezataby do zbioru
FI{(EXi) S(Xf)}). Nieco mniej banalny jest fakt, ze i twierdzenie

)

okazuje sie rownowazne niesprzecznosci pewnika nieskonczo-
nosci. Z jednej bowiem strony zatozenie niesprzecznosci pewnika
nieskoriczonosci pocigga za sobg wzér (1) jak to wynika natych-
miast z twierdzenia 2.7, z drugiej za$ wzor (1) pocigga za sobg
niesprzecznos¢ zbioru

(2) rZ{(M”(M&"O0N})
(por. Tarski [2], tw. 3 b)), skad wnosimy, ze i zbior {(EXi)S(XI)},

zawarty w obec lemmatu 2.3 b) w zbiorze (2) jest niesprzeczny.
Tak wiec pytanie czy wzor (1) jest stuszny, czy nie, okazuje sie
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rownowazne kwestii niesprzecznos$ci pewnika nieskonczonosci,
mimo, ze na pozér w wzorze (1) nie ma zupetnie mowy o dopu-
szczalnosci wzgl. niedopuszczalnosci pojecia zbioru nieskonczonego.
Widac stad, ze przy probach rozwigzania zagadnienia (1) napot-
kamy na te same trudnosci, na jakie napotkano przy prébach
przeprowadzenia S$cistego dowodu niesprzecznosci infinitystycznej
matematyki; na podstawie twierdzen Godeta ([1], tw. XI) twier-
dzi¢ nawet mozemy, ze pytanie, czy wzor (1) jest stuszny, czy nie
nie da sie w ogole rozstrzygna¢ na gruncie zwyklego systemu
metamatematyki, w ktérym operujemy wytgcznie zmiennymi typow
skoriczonych (jesli przyjmiemy, ze system ten jest niesprzeczny).
Dowod wzoru (1) przeprowadzi¢ moglibySmy dopiero, wyposaza-
jac system metamatematyki zmiennymi typow pozaskonczonych,
w takim bowiem systemie daje sie udowodni¢ niesprzeczno$o
zbioru {(EXj)S(Xi)} (por. Tarski [3], str. 401 i 402). Z tego
samego wzgledu w tym wzbogaconym systemie metamatematyki
udowodni¢ sie daje twierdzenie, powstajace z twierdzenia 2.7 przez
opuszczenie zatozenia niesprzecznosci pewnika nieskonczonosci.
Widzimy stad, ze dowdd wzoru (1) wzgl. wzmocnienie twierdzenia
2.7 przez opuszczenie zatozen tego twierdzenia wymaga nader
silnych $rodkéw logicznych; sam za$ dowod twierdzenia 2.7 w'zgl.
dowod twierdzenia

jesli zhior {(EXI)S(Xi)} nie jestsprzeczny, to S2(X$)-+81(.XDeT

daje sie przeprowadzi¢ zupetnie elementarnie, rozumowania bowiem,
jakie przeprowadziliSmy w niniejszej pracy, dajg sie¢ bez trudu
sformalizowa¢ przy uzyciu zmiennych najnizszych typow logicz-
nych, a nawet poprostu w arytmetyce liczb naturalnych.
Zauwazmy wreszcie, ze twierdzenie 2.7 wzmocnic sie daje j. n.:

jesli {(EXNS{XI)} jest zbiorem niesprzecznym, to S2(X%)-+-
->SI(XINeFI{(EXi)S(XD}) dla p=2,3/4,,,.

Dla dowodu powota¢ sie wystarczy na fakt, ze

(XXX - XD [ XD -»8i1(zD)]61' dlap=2,3,4,...

i zastosowal twierdzenie 2.7.
3. Prostym wnioskiem z twierdzenia 2.7 jest nastepujace:

3.1. Twierdzenie. Jesli zbior {(EX2)S (X'i)} jest niesprzeczny,
to S.,(XDNS(XZ-eFI{{(EXNS(Xr)}Y
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Dowadd. Gdyby

to na mocy lemmatu 2.3 b) zachodzitoby

S2(X™M)1SL(XDeFI({(EX8(Xi)}),

co w mysl twierdzenia 2.7 sprzeczne jest z zatozeniem niesprzecz-
nosci pewnika nieskoriczonosci.

Twierdzenie 3.1 orzeka, ze w tu rozwazanym systemie logiki
definicja skonczonosci Dedekinda jest nieréwnowazna definicji
zwyklej. Z twierdzenia tego tatwo wywnioskowaé, ze pewnik wy-
boru jest niezalezny od aksjomatdw logiki. Przyjmijmy dla skrotu
oznaczenie nastepujgce:

3.2, gNOXT2) ((XF+)[XFH eXF+21-(XXF) Xf e X?+1] &
&(XF+H) (X241 [Xr eX?+a & XrieXf+2& (XXn(XfeX1+1&
& X; eX?+l) -> xr+’ (XXF+]) (xr’) {x?+1 eXf+2->
-> (#XF)(XE) [ZF eX?41 &X? s XS+ <-+ XpIdXEN}).

gp jest sformalizowaniem pewnika wyboru dla zbioréw p-\- 1-ego
typu. Z definicji 3.2 wyprowadzamy natychmiast

3.3. Lemmat: g2 jest pierwszym podniesieniem typu zdania gl.
Jak wiadomo, z pewnika wyboru wynika, ze kazdy zbidr

skonczony w sensie Dedekinda jest tez skonczony w zwyk-
tym sensie; doktadniej — zachodzi lemmat nastepujacy:

34, Lemmat: i2M(Xi)\_S((XHS(X1)]eT.

Dowdd tego lemmatu otrzymujemy, formalizujgc rozumowa-
nie Russella i Whiteheada [1], *124.56.
Z lemmatu 3.4 wyprowadzamy natychmiast
35. Lemmat: jesli zbior {(EXi)S(XJ)\ jest niesprzeczny, to
i2eFI{(EXD)S(X)} 1 ~NT.
przeciwnym bowiem razie wywnioskowaliby$my z lemmatu

3.4 >&(Xi) eXZ({(_EXTE(X?)}), co przeczy twierdzeniu 3.1.
Z lemmatéw 3.5, 3.8 i lemmatu § 1, 6.2 wyprowadzamy jeszcze

3.6. Twierdzenie. Jesli zbior {(EX{) S(X{)} jest niesprzeczny,
to gldT.



Twierdzenie to stwierdza niezalezno$¢ pewnika wyboru od
aksjomatow logiki; rozumujac podobnie, jak w dowodzie twier-
dzenia 2.7 udowodni¢ nawet moglibysmy, ze *"eFI({(EXi)S(Mf)})
(pod zatozeniem, ze pewnik nieskoficzonosci nie jest sprzeczny).
Co do roli zatozenia niesprzecznosci zbioru {{EXi)8{Xj}} w twier-
dzeniach 3.1 i 3.6 powtorzy¢ moglibySmy te same uwagi, jakie
uczyniliSmy w zwigzku z twierdzeniem 2.7. Poniewaz — jak to
fatwo sprawdzi¢ — T dla p—1,2,..., wiec jako dalsze wnio-

ski z tw. 3.6 otrzymaC jeszcze mozemy twierdzenie: tfeT dla
p=I1,2,... i tfeFI({ExiJ)S(Xi)}) dla_p=1,2,3,... {przy zato-
zeniu niesprzecznosci zbioru {{EXj)S{XI)}).

4. Metoda relatywizacji kwantyfikatorow zastosowa¢ sie daje
i do szeregu innych probleméw o podobnym charakterze jak te,
ktéorymi zajmowaliSmy sie w numerach 2 i 3. W szczeg6lnosci
metoda ta okazuje sie dostatecznie silna na to, aby rozstrzygnac
kwestie wzajemnej niezaleznosci ciggu definicji skornczonosci, po-
danych przez Tars kie go ([1], str. 94): stosujgc metody, zbli-
zone do tych, jakie zastosowane byly w pracy niniejszej wyka-
zaC mozna, ze wszystkie te definicje sg nierbwnowazne miedzy
sobg i wszystkie sg stabsze niz definicja zwykta. Ten stan rzeczy
nasungé moze przypuszczenie, ze zwykia definicja skonczonosci
jest najmocniejszg sposrod wiasnosci, charakteryzujgcych pojecie
skonczonosci, blizsze badania okazujg jednak, ze przypuszczenie
takie bytoby fatszywe. Mowiac nieco doktadniej, zachodzi twier-
dzenie nastepujace: dla kazdej funkcji zdaniowej a takiej, ze
Fr(a)—{XI}, ktéra czyni zado$¢ warunkom

(AD[ZIH sXj<-+{XI+11dX]V N V..V X' 1dX])]-*

skonstruowa¢ mozna funkcje zdaniowag R takg, ze Fr{R) ={Xi} i

0 IXADX pHSXAX=>pHIAXFV XATAXN . VXJ+HIdXM

©)

Przyjmujac wiec w szczegdlnosci zamiast a funkcje 8(Xf) otrzy-
mamy funkcje  wyrazajgcag pewng wiasnos¢ f zbioréw, przy czym
ze wzgledu na warunek (2) wiasnos¢ f przystuguje kazdemu zbio-
rowi, zawierajgcemu p elementéw (gdzie p oznacza ktérgkolwiek

4*
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z liczb 1,2,3,...) a jednak, jak wida¢ z (3), nie jest (w rozwaza-
nym tu systemie logiki) rbwnowazna pojeciu induktywnosci, acz-
kolwiek jest od niego nie stabsza.

Twierdzenia te opublikowane beda na innym miejscu, tu za$
zajmiemy sie jeszcze powierzchownie kwestjg mozliwosci rozsze-
rzenia metod i wynikow niniejszej pracy na systemy podstaw
matematyki inne niz ten, ktérym zajmowaliSmy sie powyzej.
Przede wszystkim chodzi nam o przeniesienie tych wynikéw na
teren aksjornatycznej teorii mnogosci.

Okazuje sie, ze w posréd znanych obecnie ukfadéw aksjoma-
tow teorii mnogosci znajduja sie zaréwno takie, do ktérych me-
tody nasze dajg sie zastosowa¢ po dokonaniu w nich pewnych
modyfikacji, jak rowniez takie, w ktérych metody te nie prowa-
dzg do zadnych wynikdéw. Do pierwszej grupy nalezg ukfady ak-
sjomatow, ktoére — wyrazajac sie ogolnikowo i niecisle — nie
wykluczajg istnienia zbioréw nieskonczonych, ktorych elementy
nie sg zbiorami. Tu nalezy wiec przede wszystkim oryginalna ak-
sjomatyka Zermelo ([1], str. 262—267), a nadto r6zne uscisle-
nia tej aksjomatyki jak np. ukiady, podane przez Skolemafl],
§ 1 1 Quine’a [1]. Systemy te nie zawierajg co prawda zatoze-
nia o istnieniu nieskonczenie wielu niezbioréw, nie trudno jednak
pokaza¢, ze zatozenie takie, dotgczone do systemu nie moze pro-
wadzi¢ do sprzecznosci (por. Quine [1], uwagi do def. r 6, na
str. 48). Systemy te wzbogaci¢ mozna przy tym t. zw. pewnikiem
podstawiania (por. np. Fraenkel [2], str. 309).

Dowody nieréwnowaznosci réznych definicyj skonczonosci, jak
rowniez dowod niezaleznosci pewnika wyboru w tych systemach
opierajg sie na tej samej mysli co dowody, podane w niniejszym
paragrafie: zwigzki logiczne, dajace sie wyrazi¢ w jezyku teorii
mnogosci sg niezmiennicze ze wzgledu na przeksztatcenia jedno-
jednoznaczne zbioru M wszystkich przedmiotdw, nie bedacych
zbiorami, w siebie. Mowigc nieco doktadniej, jesli wprowadzimy
funkcje zdaniowg 0(x), ktdra orzeka, ze istnieje podzbiér N zbioru
M, zawierajagcy prawie wszystkie elementy M taki, ze zbior
oznaczony symbolem X jest niezmiennikiem kazdego wzajemnie
jednoznacznego przeksztatcenia M w siebie, ktore kazdy element
zbioru M—N pozostawia bez zmiany i dokonamy zrelatywizo-
wania kwantyfikatorow do funkcji 9(x), to wszystkie tezy teorii
mnogosci pozostang po zrelatywizowaniu zdaniami prawdziwymi
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(tezami) teorii mnogosci, takie za$ np. zdanie jak pewnik wyboru
stanie sie negacjg tezy. Gtoéwna trudno$¢ na jakg napotyka sie
przy przeprowadzeniu tego planu polega na Scistym sformutowa-
niu funkcji zdaniowej 0(®) w terminach aksjornatycznej teorii mno-
gosci; przede wszystkim chodzi o precyzyjne wystowienie wa-
runku »x jest niezmiennikiem przeksztatcenia wzajemnie jedno-
znacznego zbioru M w siebie«. Nie mozemy tu wdawac sie
w szczegbty konstrukcji tej funkcji zdaniowej; opiera si¢ ona na
teorii liczb porzadkowych, ktéra mozna wybudowa¢ w aksjoma-
tycznej teorii mnogosci (por.v. Neumann [1]i [2], str. 710—721),
a nadto na mozliwosci ponumerowania (w obrebie samej teorii
mnogosci) wszystkich zbiorow przy pomocy liczb porzagdkowych:
W numeracji tej przedmioty, nie bedace zbiorami otrzymujg nu-
mer 0, zbiory, zlozone z przedmiotdéw, ktérym przyporzadko-
wane sg liczby otrzymujg numer co najwyzej £ Ta sui ge-
neris teoria typow logicznych w obrebie teorii mnogosci pochodzi
od Mirimanoffa ([1]) i nie zostata dotagd w literaturze opra-
cowana w sposob doktadny; pewne uwagi na ten temat podaje Zer-
melo ([2], § 3) i Tarski ([3], str. 397, ods. 10B).

Z powyzszego szkicu czytelnik fatwo spostrzeze, ze me-
toda, o ktérej mowa, pozostaje w Scistym zwigzku z pracami
Fraenkla o niezaleznosci pewnika wyboru (por. przede wszyst-
kim jego prace [1], atakze [3] i [4]). Istotnie, my$l dowodu nie-
zaleznosci pewnika wyboru przy pomocy badania przeksztatcen
zbioru indywiduéw w siebie pochodzi od Fraenkla, przepro-
wadzenie jednak tej idei jest u Fraenkla co najmniej niewy-
starczajace; abstrahujac od réznych niejasnosci metodologicznej
natury, samo sformulowanie pojecia niezmienniczosci zbioru ze
wzgledu na przeksztatcenia zbioru wszystkich niezbiorow w siebie,
podane przez Fraenkla i potem modyfikowane przez ucznia
jego Merzbacha ([1], str. 33—38) zawiera tylko intuicyjng
treSC tego pojecia i nie nadaje sie zupetnie do formalnego spre-
cyzowania, wskutek czego cate rozumowanie Fraenkla posiada
tylko wartos¢ intuicyjnych wskazéwek. Rozumowanie, ktére na-
szkicowalismy wyzej, powstato w wyniku prob, dokonanych przez
A. Lindenbauma i autora niniejszej pracy, a majacych na celu
uscilenie dowodu Fraenkla. Dzigki temu udato sie nie tylko
oczysci¢ rozumowanie Fraenkla z niejasnych punktéw, ale za-
stosowac je do innych uktadow aksjomatéw, poprawniejszych pod
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wzgledem logicznym, niz do$¢ niepoprawna aksjomatyka Frae n-
kla i wyposazonych nadto pewnikiem podstawiania; précz tego
uzyska¢ mozna byto wyniki dalej idace niz twierdzenia Fraenkla
jak np. rozstrzygniecie stosunkéw wynikania miedzy réznymi
definicjami skonczonosci. Przez zastosowanie podobnej idei do sy-
stemu logiki doszliSmy réwniez do wynikow, ktérym poswiecony
byt niniejszy paragraf.

Warto jeszcze zwrdci¢ uwage na fakt nastepujacy: aksjoma-
tyka teorii mnogosci wraz z pewnikiem podstawiania pozwala
dowie$¢ istnienia bardzo wielkich mocy, bez poréwnania wigkszych
niz te, ktére skonstruowa¢ mozna w systemie logiki. Sadzi¢ mo-
znaby, ze naszkicowana wyzej metoda dowodu niezaleznosci pe-
wnika wyboru jest niezalezna od kwestii jakie moce dajg sie
skonstruowa¢ w rozwazanym systemie; po blizszym zbadaniu
problem ten okazuje sie jednak znacznie bardziej zawity, jak wy-
kazat bowiem Tarski po wzbogaceniu aksjomatyki odpowiednio
skonstruowanym zdaniem, stwierdzajgcym istnienie bardzo wiel-
kich mocy — pewnik wyboru przestaje by¢ zdaniem niezaleznym
(zob. Tarski [4], .str. 85 i 86).

Uwagi powyzsze dotyczyty tylko pewnych ukfadéw aksjoma-
tow, w Kktorych istnienie niezbioréw nie prowadzi do sprzecznosci.
Do innych uktadéw, na gruncie ktérych dowies¢ mozna, ze jedy-
nym przedmiotem, nie zawierajagcym zadnego elementu, jest zbior
pusty, metody nasze nie dajg sie zastosowa¢. Tu nalezg systemy
Fraenkla ([2], § 16), v. Neumanna [2], Robinsona [1]
i Bernaysa [1]; o systemach tych pisze Zermelo ([2], str. 38
i 45), ze gorzej sie one nadajg jako podstawa zastosowan teorii
mnogosci do matematyki, niz systemy, w ktérych dopuszczalne
jest istnienie niezbiordw. Metamatematyczne jednak badania,
nad tymi systemami sg znacznie ciekawsze i znacznie trud-
niejsze, niz badania systemow, w ktérych wystepuja niezbiory,
w ktorych — tak na innym terenie glebokie — problemy, jak
np. istnienie zdan nierozstrzygalnych, lub niezalezno$¢ pewnika
wyboru, sprowadzajg sie do faktdbw w gruncie rzeczy do$¢ ba-
nalnych.















